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2010 年度夏学期 数理科学 I 期末試験解答 (担当:高山茂晴) 

 

問題 1. Lagrange の未定乗数法を必ず用いて以下の問に答えよ. 

𝑉を正定数とする.体積が𝑉の直方体の内,その表面積が最小となるものは何か? 

 

(解) 直方体の 3 辺の長さを𝑥, 𝑦, 𝑧とすると,𝑥𝑦𝑧 = 𝑉が成り立つ.このとき,問題は 

「条件𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝑉 = 0 の下で,関数𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 を 

最小にする点 𝑥, 𝑦, 𝑧 を求めよ」 

と言い換えることができる. 

𝑀 > 0 
∀ をとる.このとき 𝑎 > 0 

∃  s. t. 𝑥 ≥ 𝑎 ∨ 𝑦 ≥ 𝑎 ∨ 𝑧 ≥ 𝑎 ⟹ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 𝑀が成り立つ.実際,

たとえば 

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 > 2𝑥 𝑦 + 𝑧 ≥ 2𝑥 ∙ 2 𝑦𝑧 = 4 𝑉𝑥 

であるから,𝑎 =
𝑀2

16𝑉
とすれば𝑥 ≥ 𝑎のとき𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 𝑀となる.𝑦 ≥ 𝑎あるいは𝑧 ≥ 𝑎の場合も

同様である.以下𝑀 = 6𝑉
2

3とし,𝑎 =
𝑀2

16𝑉
=

9

4
𝑉

1

3としよう. 

閉領域𝐷 =   𝑥, 𝑦, 𝑧  0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝑎 とする.Lagrange の未定乗数法より,𝐷上の𝑓の最小値の

候補は次のいずれかである: 

𝐷の境界と曲線𝜑 = 0との交わり 

境界の内,𝑥 = 0などとなる境界は𝜑 = 0と交わらない.よって𝑥 = 𝑎などの状況を考えればよ

いが,このとき上の議論より𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 6𝑉
2

3. 

𝜑の特異点 

このとき𝜑 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝑉,𝜑𝑥 = 𝑦𝑧,𝜑𝑦 = 𝑧𝑥,𝜑𝑧 = 𝑥𝑦が全て0となるはずだが,このような 𝑥, 𝑦, 𝑧 

は存在しない. 

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝜆𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 として,𝐹𝑥 = 𝐹𝑦 = 𝐹𝑧 = 𝐹𝜆 = 0を満たす点 

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝜆𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 + 𝜆 𝑥𝑦𝑧 − 𝑉 であるから 

𝐹𝑥 = 2 𝑦 + 𝑧 + 𝜆𝑦𝑧 = 0, 

𝐹𝑦 = 2 𝑧 + 𝑥 + 𝜆𝑧𝑥 = 0, 

𝐹𝑧 = 2 𝑥 + 𝑦 + 𝜆𝑥𝑦 = 0, 

𝐹𝜆 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝑉 = 0 

∴  𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 =  𝑉
1
3 , 𝑉

1
3 , 𝑉

1
3; −4𝑉−

1
3 . 

このとき𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 6𝑉
2

3. 

以上より,𝑓は𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑉
1

3のとき最小値6𝑉
2

3をとる.つまり体積が𝑉の直方体の内,その表面

積を最小にするものは,1 辺の長さが𝑉
1

3の立方体である. 
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問題 2. 次の式で定められる𝑥の陰関数𝑦の極値を,陰関数を直接求めることなしに,求めよ. 

 𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑦2,ここで𝑎, 𝑏は正定数で𝑎2 > 2𝑏2を満たす. 

 

(解) 𝑓 𝑥, 𝑦 =  𝑥2 + 𝑦2 2 − 𝑎2𝑥2 − 𝑏2𝑦2とおくと 

𝑓𝑥 = 4𝑥 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎2𝑥, 𝑓𝑦 = 4𝑦 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑏2𝑦, 𝑓𝑥𝑥 = 12𝑥2 + 4𝑦2 − 2𝑎2 . 

陰関数定理より,𝑓𝑦 ≠ 0を満たす点の近傍で𝑦 = 𝑦 𝑥 と書けて 

 
𝑦 ′ = −

𝑓𝑥
𝑓𝑦

 (2.1) 

が成り立つ.𝑦が極値をとる点においては𝑦′ = 0であるから,このとき𝑓𝑥 = 0.つまり𝑓 = 𝑓𝑥 = 0

かつ𝑓𝑦 ≠ 0となる点を求めればよい.𝑓𝑥 = 0より𝑥 = 0または𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
となる. 

𝑥 = 0のとき 

𝑓 0, 𝑦 = 𝑦4 − 𝑏2𝑦2 = 0かつ𝑓𝑦  0, 𝑦 = 4𝑦3 − 2𝑏2𝑦 ≠ 0より𝑦 = ±𝑏. 

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
のとき 

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
かつ 𝑥2 + 𝑦2 2 − 𝑎2𝑥2 − 𝑏2𝑦2 = 0を解くと,𝑥0 =

𝑎

2
 

𝑎2−2𝑏2

𝑎2−𝑏2 , 𝑦0 =
𝑎2

2 𝑎2−𝑏2
として 

 𝑥, 𝑦 =  ±𝑥0 , ±𝑦0  複号任意 . 

また,このとき𝑓𝑦 = 4𝑦 ∙
𝑎2

2
− 2𝑏2𝑦 = 2𝑦 𝑎2 − 𝑏2 ≠ 0である. 

さて,これらの点における𝑦の 2 階導関数の符号を調べよう.(2.1)式より次が成り立つ: 

𝑦 ′′ = −
 𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑥𝑦 𝑦′ 𝑓𝑦 − 𝑓𝑥 𝑓𝑦𝑥 + 𝑓𝑦𝑦 𝑦′ 

𝑓𝑦
2 = −

𝑓𝑥𝑥

𝑓𝑦
 ∵ 𝑦′ = 𝑓𝑥 = 0 . 

ここで 

−
𝑓𝑥𝑥  0, 𝑏 

𝑓𝑦  0, 𝑏 
=

𝑎2 − 2𝑏2

𝑏3
> 0, −

𝑓𝑥𝑥  0, −𝑏 

𝑓𝑦  0, −𝑏 
= −

𝑎2 − 2𝑏2

𝑏3
< 0, 

−
𝑓𝑥𝑥  ±𝑥0 , 𝑦0 

𝑓𝑦  ±𝑥0 , 𝑦0 
= −

2 𝑎2 − 2𝑏2 

 𝑎2 − 𝑏2 
3
2

< 0, −
𝑓𝑥𝑥  ±𝑥0 , −𝑦0 

𝑓𝑦  ±𝑥0 , −𝑦0 
=

2 𝑎2 − 2𝑏2 

 𝑎2 − 𝑏2 
3
2

> 0 

∴

 
  
 

  
 
極大値: −𝑏 𝑥 = 0 ,

𝑎2

2 𝑎2 − 𝑏2
 𝑥 = ±

𝑎

2
 

𝑎2 − 2𝑏2

𝑎2 − 𝑏2
 ,

極小値: 𝑏 𝑥 = 0 , −
𝑎2

2 𝑎2 − 𝑏2
 𝑥 = ±

𝑎

2
 

𝑎2 − 2𝑏2

𝑎2 − 𝑏2
 .
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問題 3. 𝑓 𝑥, 𝑦 =
−𝑦

𝑥2+𝑦2 , 𝑔 𝑥, 𝑦 =
𝑥

𝑥2 +𝑦2とおく. 

(1) 円周𝐶𝜀 =  𝑥2 + 𝑦2 = 𝜀2 に対して,線積分 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶𝜀
の値を求めよ.ただし𝐶𝜀の向きは

反時計回りとする. 

(2) 曲線𝐶 =   𝑥 − 𝑎 2 +  𝑦 − 𝑏 2 = 𝑅2 が原点𝑂を通らないとき,線積分 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶
の値を

求めよ.ただし𝐶の向きは反時計回りとする. 

 

(解) 

(1) 𝐶𝜀 =   𝜀 cos 𝑡 , 𝜀 sin 𝑡  𝑡 ∈  0,2𝜋  と書けるから 

 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶𝜀

=   𝑓 𝜀 cos 𝑡 , 𝜀 sin 𝑡 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑔 𝜀 cos 𝑡 , 𝜀 sin 𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 𝑑𝑡

2𝜋

0

=   
−𝜀 sin 𝑡

𝜀2
∙  −𝜀 sin 𝑡 +

𝜀 cos 𝑡

𝜀2
∙ 𝜀 cos 𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

=  𝑑𝑡
2𝜋

0

= 2𝜋. 

(2) 原点𝑂が𝐶の外側にあるとき 

閉領域𝐷 =   𝑥 − 𝑎 2 +  𝑦 − 𝑏 2 ≤ 𝑅2 とし,その.𝐷の各点で𝑓𝑦  𝑥, 𝑦 = 𝑔𝑥 𝑥, 𝑦 =
𝑦2−𝑥2

 𝑥2+𝑦2 2であ

るから,Green の定理より 

 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶

=   −𝑓𝑦 + 𝑔𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= 0. 

原点𝑂が𝐶の内側にあるとき 

閉領域𝐷 =   𝑥 − 𝑎 2 +  𝑦 − 𝑏 2 ≤ 𝑅2 とする .また ,𝜀を十分小さくとって円板𝐷𝜀 =  𝑥2 +

𝑦2 < 𝜀2 が𝐷に含まれるようにする.このとき閉領域𝐷 ∖ 𝐷𝜀 (境界の正方向は,𝐷の内部を左手

に見て進む向きとする)の各点で𝑓𝑦  𝑥, 𝑦 = 𝑔𝑥  𝑥, 𝑦 =
𝑦2−𝑥2

 𝑥2+𝑦2 2であるから,Green の定理より 

 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶

=  𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶𝜀

+  𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦
 

𝐶−𝐶𝜀

= 2𝜋 +   −𝑓𝑦 + 𝑔𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷∖𝐷𝜀

= 2𝜋. 

 

問題 4. 以下の場合に Stokes の定理を検証する.つまり Stokes の定理を用いてはならない. 

𝐹 =  −𝑦3 , −𝑧3 , −𝑥3 をℝ3のベクトル場,𝑆 =   𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ3 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑧 ≥ 0 とする. 

(1) 𝑆の境界𝜕𝑆に適当な向きを指定し,𝐹 の𝜕𝑆に沿った線積分の値を求めよ. 

(2) 𝑆のパラメータ表示𝑃 𝑢, 𝑣 と単位法ベクトル場𝑛  を一つ与え,それに関する𝐹 の回転の𝑆上

の面積分の値を求めよ. 

 

(解) 

(1) 𝜕𝑆は𝑥𝑦平面上の単位円であり,その向きを反時計回りとすると 

𝜕𝑆 =  𝛾  𝑡 =  cos 𝑡 , sin 𝑡 , 0  𝑡 ∈  0,2𝜋   
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と書ける.このとき接ベクトルは𝛾′     𝑡 =  − sin 𝑡 , cos 𝑡 , 0 であるから 

 𝐹 ∙ 𝑑𝛾 
 

𝜕𝑆

=  𝐹  cos 𝑡 , sin 𝑡 , 0 ∙ 𝛾′     𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

=   − sin3 𝑡 0 − cos3 𝑡  
− sin 𝑡
cos 𝑡

0
 𝑑𝑡

2𝜋

0

=  sin4 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

=   
1 − cos 2𝑡

2
 

2

𝑑𝑡
2𝜋

0

=
1

4
  1 + cos2 2𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

4
  

3 + cos 4𝑡

2
 𝑑𝑡

2𝜋

0

=
3

4
𝜋. 

(2) 𝑆のパラメータ表示を 

𝑆 =  𝑃   𝑢, 𝑣 =  𝑢 cos 𝑣 , 𝑢 sin 𝑣 ,  1 − 𝑢2   𝑢, 𝑣 ∈  0,1 ×  0,2𝜋   

とする.このとき 

𝑃𝑢
    =  cos 𝑣 , sin 𝑣 , −

𝑢

 1 − 𝑢2
 , 𝑃𝑣

    =  −𝑢 sin 𝑣 , 𝑢 cos 𝑣 , 0 , 

𝑃𝑢
    × 𝑃𝑣

    =  
𝑢2

 1 − 𝑢2
cos 𝑣 ,

𝑢2

 1 − 𝑢2
sin 𝑣 , 𝑢 . 

よって,𝑢 ≠ 0のとき 

𝑛  =
𝑃𝑢
    × 𝑃𝑣

    

 𝑃𝑢
    × 𝑃𝑣

     
=

 1 − 𝑢2

𝑢
 

𝑢2

 1 − 𝑢2
cos 𝑣 ,

𝑢2

 1 − 𝑢2
sin 𝑣 , 𝑢 =  𝑢 cos 𝑣 , 𝑢 sin 𝑣 ,  1 − 𝑢2 . 

さて,𝐹 の回転は 

rot 𝐹 = 3 𝑧2 , 𝑥2 , 𝑦2  

であるから,その𝑆上の面積分は 

 rot 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 
 

𝑆

=   rot 𝐹 ∙  𝑃𝑢
    × 𝑃𝑣

     𝑑𝑣
2𝜋

0

𝑑𝑢
1

0

=   3 1 − 𝑢2 𝑢2 cos2 𝑣 𝑢2 sin2 𝑣 

 

  
 

𝑢2

 1 − 𝑢2
cos 𝑣

𝑢2

 1 − 𝑢2
sin 𝑣

𝑢  

  
 

𝑑𝑣
2𝜋

0

𝑑𝑢
1

0

= 3    𝑢2 1 − 𝑢2 cos 𝑣 +
𝑢4

 1 − 𝑢2
cos2 𝑣 sin 𝑣 + 𝑢3 sin2 𝑣 𝑑𝑣

2𝜋

0

𝑑𝑢
1

0

= 3    𝑢2 1 − 𝑢2 cos 𝑣 −
𝑢4

3 1 − 𝑢2
 cos3 𝑣 ′ + 𝑢3 ∙

1 − cos 2𝑣

2
 𝑑𝑣

2𝜋

0

𝑑𝑢
1

0

= 3𝜋  𝑢3𝑑𝑢
1

0

=
3

4
𝜋. 

 

…間違いなどあったら,お知らせください m(_ _)m 

2010 年 7 月 31 日  髙橋 一史 


