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[1]  
行列の基本変形を用いるとかなり計算が楽になります。一応まとめておくと、 

 

 

 

 

の 3 点でした。以下では L1～L3、R1～R3 という表記(ノート等参照)を用いて簡略化しま

す。 

|

𝑎 𝑏 𝑑 −𝑏
𝑐 𝑑 −𝑐 𝑎
𝑑 −𝑏 𝑎 𝑏
−𝑐 𝑎 𝑐 𝑑

| = (𝑎 + 𝑑)2 |

1 0 𝑑 −𝑏
0 1 −𝑐 𝑎
1 0 𝑎 𝑏
0 1 𝑐 𝑑

| (∵ 𝑅3(1.3;−1), 𝑅3(2.4;−1))

= (𝑎 + 𝑑)2 |

1 0 𝑑 −𝑏
0 1 −𝑐 𝑎
0 0 𝑎 − 𝑑 2𝑏
0 0 2𝑐 𝑑 − 𝑎

| (∵ 𝐿3(1.3;−1), 𝐿3(2.4;−1))

= (a + d)2 × 1 × |
1 −𝑐 𝑎
0 𝑎 − 𝑑 2𝑏
0 2𝑐 𝑑 − 𝑎

| (∵余因子を用いた行列の展開公式)

= (a + d)2 × 1 × 1 × |
𝑎 − 𝑑 2𝑏
2𝑐 𝑑 − 𝑎

| (∵同上)

= −(a + d)2{(𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐}   ∎ 

一応答えは出たのでそれが明らかにおかしいものではないことを確かめておきましょ

う。行列のいずれか 2 つの行同士 or 列同士が完全に一致すれば、行列式は 0 になる(も

っというと片方がもう一方の定数倍ならば 0 になります)という知識を使い、たとえば 1

行目と 3 行目に注目すると「𝑎 = −𝑑」あるいは「𝑎 = 𝑑かつ𝑏 = 0」のとき、行列式が 0

となることがわかります。これが出た答えと矛盾しないことは各自確かめておいてくだ

さい。 

 

 

[2]  

(1) 𝐴𝑚 = 𝑂より、det(𝐴𝑚) = (𝑑𝑒𝑡𝐴)𝑚 = 0   ∴ 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0 

よって特性方程式𝛷𝐴(𝑥) = det(𝑥𝐸 − 𝐴) = 0 は 𝑥 = 0 を解に持つ。 

また、固有値を α,固有ベクトルを𝒗(≠ 𝟎)とすると、𝐴𝒗 = 𝛼𝒗より、𝟎 = 𝐴𝑚𝒗 = 𝛼𝑚𝒗 

∴ α = 0 

1.行 or 列を交換すると行列式は(-1)倍になる 

2.いずれかの行 or 列を𝑐(∈ ℝ)倍すると行列式も c倍される 

3.行 or 列に関する加算を行っても行列式は不変 



以上より、固有値が 0 のみであることが示せた。 

 (2）𝑛次正方行列𝐴が対角化できるためには、𝐴が𝑛個の線形独立な固有ベクトル 

𝒗𝟏…𝒗𝒏を持つことが必要。ここで(1)より、𝐴𝒗𝒊 = 𝟎(𝑖 = 1…𝑛)が成り立つ。 

また、任意のベクトル𝒙 ∈ ℝ𝑛は線形独立な𝑛個のベクトルの線形結合∑ 𝑎𝑖𝒗𝑖𝑖 として表 

せるので、 

𝐴𝒙 = 𝐴∑𝑎𝑖
𝑖

𝒗𝒊 =∑𝑎𝑖 ⋅ 𝐴𝒗𝒊 = 𝟎

𝑖

 

が任意の𝑛次ベクトルに対して成り立つ。よって、𝐴は零行列である。∎ 

 

 

[3] 

(1)𝒗 = (
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

)とおくと、𝐴𝑇𝒗 = 𝟎が成り立つような𝒗を求めればよい。拡大係数行列

(𝐴𝑇|𝟎) = (

−4 −3 −5 −2 0
3 2 4 −1 0
1 2 0 −3 0
−2 −3 −1 4 0

)を(1,3 行目を入れ替える等の小技を駆使しつつ)頑張

って変形すると、(

1 0 2 1 0
0 1 −1 −2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)にまですっきりできます。 

よって、𝑎 + 2𝑐 + 𝑑 = 𝑏 − 𝑐 − 2𝑑 = 0より、 

𝒗 =

(

 
 𝑎
𝑏
𝑐
𝑑)

 
 
=

(

 
 
−2𝛼 − 𝛽
𝛼 + 2𝛽
𝛼
𝛽 )

 
 
= 𝛼

(

 
 −2
1
1
0 )

 
 
+ 𝛽

(

 
 −1
2
0
1 )

 
 

 

したがって𝑉1は 2 次元であり、基底の例は〈(
−2
1
1
0

)(
−1
2
0
1

)〉    ∎ 

また、4 次正方行列𝐴を、列ベクトルを 4 つ横に並べたものとみなすと、𝐴 = (𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒)

と表せる。この時𝒑 = (
𝑝1
𝑝2
p3
p4

)とおくと𝐴𝒑 = ∑ 𝑝𝑖𝒗𝑖𝑖 と表せるので、𝐼𝑚(𝐴)は𝒗𝟏…𝒗𝟒の線形

結合で表せるベクトルの集合に等しい。ここで−3𝒗3 − 2𝒗4 = (

1
0
2
1

) , 2𝒗3 + 𝒗4 =



(

0
1
−1
2

), 𝒗1 − 6𝒗3 − 5𝒗4 = 𝒗2 + 5𝒗3 + 4𝒗4 = 𝟎 

より、𝑉2 = 𝐼𝑚(𝐴) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝒗𝟏, …𝒗𝟒) = 𝑠𝑝𝑎𝑛

(

 
 
(

1
0
2
1

) ,(

0
1
−1
2

)

)

 
 
である。 

以上より、𝑉2の次元は 2、基底は〈(

1
0
2
1

) ,(

0
1
−1
2

)〉である。   ∎ 

(補足) 

途中の線形結合のごちゃごちゃした計算はどこからでてきたんだよと思った方も

いるかもしれませんが、前半部の拡大係数行列を変形していく過程を転置して途中

計算を大幅に略しただけのことです。もちろん、線形関係の非自明解が二つある、

すなわち次元が 2 であることを示した後、𝒗𝟏…𝒗𝟒から好きな 2 つをもってきて基底

としても全く問題ありません。 

 

(2)  線形部分空間に関する次元公式𝑑𝑖𝑚𝑉 + 𝑑𝑖𝑚𝑊 = 𝑑𝑖𝑚(𝑉 +𝑊) + 𝑑𝑖𝑚 (𝑉 ∩𝑊)より、 

𝑑𝑖𝑚𝑉1
⊥ = 4 − 𝑑𝑖𝑚𝑉1 = 2 

よって、求めるべきものは𝑉1の 2 つの基底の両方と直交する 2 本の線形独立なベクトル

だとわかります。ただ筆者は完全にパトラッシュ僕もう疲れたよ状態に陥っているので

求め方はお任せします。何も思いつかないあなたは適当にベクトルをおいて内積が 0 に

なる式を二つ立てればいいと思うよ、うん。とはいえ勘の鋭い(あるいはめんどくさが

りな)あなたならそろそろさっき求めた𝑉2と内積をとるといずれも 0 になることに気付

く頃でしょう。というわけで、結論から言うと𝑉1
⊥の基底の例は𝑉2と同じ、 

〈(

1
0
2
1

) , (

0
1
−1
2

)〉です。 

 

(3)  いい加減飽きてきたので解けなくてもさほど支障はない問題だと思われるのでざ

っくりした説明でいきます。𝐼𝑚(𝐴) = (𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇))
⊥
であるとしれっと予想を立てて、以下

証明。 

示すことは次の二つ。 

Ⅰ𝐼𝑚(𝐴)、𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)にそれぞれ含まれる任意の 2 ベクトルをとると内積が 0 になる。 

Ⅱ𝐼𝑚(𝐴)、𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)の和空間がℝ𝑛に一致する。(⇔ dim(𝐼𝑚(𝐴) + 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) = 𝑛) 

Ⅰについて 



任意のベクトル𝒙 ∈ 𝐼𝑚(𝐴)、𝒚 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)に関して、𝐴𝑇𝒚 = 𝟎が常になりたち、またあ

るベクトル𝒗が存在し、𝐴𝒗 = 𝒙を満たす。 

このとき、(𝒙, 𝒚) = (𝐴𝒗, 𝒚) = (𝐴𝒗)𝑇𝒚 = 𝒗𝑇(𝐴𝑇𝒚) = 𝒗𝑇𝟎 = 0となるので、内積は常に 0

となる。(証明終) 

Ⅱについて 

𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝐴) + 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) = dim(𝐼𝑚(𝐴)) + dim(𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) − dim (𝐼𝑚(𝐴) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇))  

ここで、𝐼𝑚(𝐴) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇) = {𝟎}(∵ 𝒙 ∈ {𝐼𝑚(𝐴) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)} ⇒ (𝒙, 𝒙) = ‖𝒙‖2 = 0)より、 

dim(𝐼𝑚(𝐴) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) = 0である。 

また、dim(𝐼𝑚(𝐴)) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝑇 = dim(𝐼𝑚(𝐴𝑇)) 

したがって、dim(𝐼𝑚(𝐴) + 𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) = dim(𝐼𝑚(𝐴𝑇)) + dim(𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇)) = 𝑛  (証明終) 

以上Ⅰ,Ⅱより、𝐼𝑚(𝐴) = (𝐾𝑒𝑟(𝐴𝑇))
⊥
が示せた。  ∎ 

 

(補足) 

夏学期の授業で扱いましたが rank とは列や行の基本変形を用いて行列を標準形

(

 
 

1     
 ⋱  𝑂  
  1   
 𝑂  0  
    ⋱)

 
 
に変形したときに続く 1 の個数です。元の行列を転置しても行

変形を列変形に、列変形を行変形におきかえて考えればたどり着く標準形は同じな

ので、𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝑇が言えることがわかります。 

 

 

[4]  
マルコフ過程なので略。 

 

 

作成者：T.Togo 

For Dear Lovers & Tears & Y𝜙𝑢 (今まで愛してくれた全ての貴方に) 

 


