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線形数学 I 演習問題 第1回 写像

1. 以下で与えられる写像が, 全射, 単射, 全単射であるかどうか, 理由とともに答えよ.

(1) f1 : R → R, f1(x) = sinx (2) f2 :
[
−π

2 ,
π
2

]
→ R, f2(x) = sinx

(3) f3 : R → [−1, 1], f3(x) = sinx (4) f4 :
[
−π

2 ,
π
2

]
→ [−1, 1], f4(x) = sinx

(5) f5 : R → (平面), f5(t) =

(
1 + t

2− t

)
(6) f6 : (平面) → (平面), f6

((
x

y

))
=

(
2x− y + 1

4x− 2y − 1

)

2. 実数 a, b, c (ただし a ̸= 0)に対し, f : R → R を f(x) = ax2 + bx+ c で与えられる 2次関数とする.

(1) (f◦f)(x) を求めよ.

(2) (f◦f)(x)− x を x の多項式とみたとき, (f◦f)(x)− x を f(x)− x = ax2 + (b− 1)x+ c で割ったときの商と

余りを求めよ.

(3) (f◦f)(x) − x を f(x) − x = ax2 + (b − 1)x + c で割ったときの商を g(x) とする. 2次方程式 f(x) − x = 0,

g(x) = 0 の判別式をそれぞれ D, D′ とするとき，D′ を a と D だけを用いた式で表せ．

(4) 2次方程式 f(x)− x = 0 と g(x) = 0 が共通の解をもつためには, g(x) = 0 が重解をもつことが必要十分であ

ることを示せ．

(5) 4次方程式 (f◦f)(x)− x = 0 の相異なる実数解の個数が D の値により，どのように変化するか調べよ.

(6) 2次方程式 g(x) = 0 の解を α, β とするとき, f◦f の導関数の α, β における値 (f◦f)′(α), (f◦f)′(β) を D だ

けを用いた式で表せ．

(7) 4次関数 f◦f が相異なる 3つの値で極値をとるための条件を D と b を用いて表せ．

3. 実数 a, b に対し, 関数 µa, τb : R → R を µa(x) = ax, τb(x) = x+ b で定める. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 合成関数 τb◦µa, µa◦τb によって, 実数 x は, それぞれどのような値に写されるか答えよ.

(2) µa◦τb = τab◦µa であることを示せ.

(3) 関数 σ : R → R を σ(x) = x2 で定め, a, b, c を実数とする. 合成関数 σ◦τb, µa◦(σ◦τb), τc◦(µa◦(σ◦τb)) に
よって, 実数 x は, それぞれどのような値に写されるか答えよ.

(4) 0でない実数 α と実数 β, γ に対し, f(x) = αx2 + βx+ γ で与えられる 2次関数 f : R → R を考える. この

とき, 等式 f = τc◦(µa◦(σ◦τb)) が成り立つような a, b, c を, α, β, γ を用いて表せ.

4. 平面のベクトル p と 2次正方行列 A が与えられたとき, 写像 f : (平面) → (平面) を f(x) = Ax+ p で定める.

A が逆行列をもつとき, f は全単射であることを示し, f の逆写像によるベクトル y の像を A, y, p を用いて表せ.

5. a, b, c, d, p, q, r, s ∈ R とし, ad− bc と ps− qr はともに 0でないとする. 実数の部分集合 X, Y を

X =

R c = 0{
x ∈ R

∣∣x ̸= −d
c

}
c ̸= 0

, Y =

R r = 0{
x ∈ R

∣∣x ̸= − s
r

}
r ̸= 0

によって定め, 関数 f : X → R, g : Y → R をそれぞれ f(x) =
ax+ b

cx+ d
, g(x) =

px+ q

rx+ s
で定義する.

(1) f(x) ∈ Y を満たす x ∈ X 全体からなる X の部分集合を Z とするとき, Z を求めよ.

(2) 関数 f̃ : Z → Y を f̃(x) = f(x) で定義する. このとき, 合成関数 g◦f̃ : Z → R が定義されるが, x ∈ Z に対

して, a, b, c, d, p, q, r, s と x を用いて (g◦f̃)(x) を表せ.

6. (発展問題) 平面のベクトル p と 2次正方行列 A が与えられたとき, 写像 f : (平面) → (平面) を f(x) = Ax+ p

で定める. この写像が全射ならば, A は逆行列をもつことを示せ.
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第 1回の演習問題の解答

1. (1) f1(x) = sinx = 2 となる x は存在しないため, f1 は全射ではない. f1(0) = sin 0 = 0, f1(π) = sinπ = 0 だか

ら f1(0) = f1(π) となるため, f1 は単射でもない.

(2) f2(x) = sinx = 2 となる x は存在しないため, f2 は全射ではない. sinx は区間
[
−π

2 ,
π
2

]
で単調に増加するた

め, f2 は単射である.

(3) sinx は −1 から 1 の間のすべての値をとるため, f3 は全射である. f3(0) = sin 0 = 0, f3(π) = sinπ = 0 だか

ら f3(0) = f3(π) となるため, f3 は単射ではない.

(4) x が −π
2
から

π

2
に増加すれば, sinx は 単調に増加して, −1 から 1 の間のすべての値をとるため, f4 は全単

射である.

(5) t が実数全体を動けば, f5(t) =

(
1 + t

2− t

)
を位置ベクトルとする点は,

x = 1 + t

y = 2− t
によってパラメータ表示

される直線全体を動く. この直線は原点を通らないため, f5(t) =

(
0

0

)
を満たす実数 t は存在しない. 従って f は

全射ではない. f5(s) = f5(t) ならば

(
1 + s

2− s

)
=

(
1 + t

2− t

)
だから, この等式の両辺の第 1成分どうしは等しい. 故に

1 + s = 1 + t より, s = t が得られるため, f5 は単射である.

(6) 平面のベクトル

(
p

q

)
に対し, f6

((
x

y

))
=

(
p

q

)
となるベクトル

(
x

y

)
があるとすれば, f6 の定義より,(

2x− y + 1

4x− 2y − 1

)
=

(
p

q

)
だから,

2x− y + 1 = p · · · (i)

4x− 2y − 1 = q · · · (ii)
が成り立つ. これを x, y の連立方程式とみて, (ii)か

ら (i)の両辺を 2倍したものを引けば −3 = q − 2p が得られる. 従って, ベクトル

(
p

q

)
に対し, f6

((
x

y

))
=

(
p

q

)

となるベクトル

(
x

y

)
が存在すれば, p, q は q = 2p − 3 を満たさなくてはならない. とくに

(
p

q

)
=

(
0

0

)
の場合

は q = 2p− 3 が満たされないため, f6

((
x

y

))
=

(
0

0

)
となるベクトル

(
x

y

)
が存在しない. 故に f6 は全射ではな

い. f6

((
x

y

))
= f6

((
x′

y′

))
ならば

(
2x− y + 1

4x− 2y − 1

)
=

(
2x′ − y′ + 1

4x′ − 2y′ − 1

)
だから

2x− y = 2x′ − y′ · · · (i)

4x− 2y = 4x′ − 2y′ · · · (ii)

が成り立つ. (ii)は (i)の両辺を 2倍した式だから, (i)が成り立てば (ii)も成り立ち, f6

((
x

y

))
= f6

((
x′

y′

))
が

成り立つ. よって f6

((
x

y

))
= f6

((
x′

y′

))
が成り立つためには (i)が成り立つことが必要十分である. ここで,

x = y = 0, x′ = 1, y′ = 2 の場合を考えると (i)が成り立つため, f6

((
0

0

))
= f6

((
1

2

))
となり, f6 は単射ではな

いことがわかる.

2. (1) (f◦f)(x) = f(f(x)) = f(ax2 + bx+ c) = a(ax2 + bx+ c)2 + b(ax2 + bx+ c) + c =

a3x4 + 2a2bx3 + a(b2 + 2ac+ b)x2 + b(2ac+ b)x+ c(ac+ b+ 1)

(2) (f◦f)(x)− x = a3x4 + 2a2bx3 + a(b2 + 2ac+ b)x2 + (2abc+ b2 − 1)x+ c(ac+ b+ 1) =

(ax2 + (b− 1)x+ c)(a2x2 + a(b+1)x+ ac+ b+1) だから (f◦f)(x)− x を f(x)− x = ax2 + (b− 1)x+ c で割った

ときの商は a2x2 + a(b+ 1)x+ ac+ b+ 1 であり, 余りは 0である.

(3) D = (b−1)2−4acであり, (2)から g(x) = a2x2+a(b+1)x+ac+b+1だからD′ = a2(b+1)2−4a2(ac+b+1) =

a2(b2 − 2b+ 1− 4ac− 4) = a2((b− 1)2 − 4ac− 4) = a2(D − 4) である.
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(4) f(x)−x = 0 と g(x) = 0 は共通の解 α をもつと仮定すれば, 　

aα2 + (b− 1)α+ c = 0 · · · (i)

a2α2 + a(b+ 1)α+ ac+ b+ 1 = 0 · · · (ii)

が成り立つ. (ii)から (i)の両辺を a 倍したものを引けば 2aα+ b+ 1 = 0 が得られるため α = −b+ 1

2a
である. こ

れを (i) に代入して, 両辺を −4a 倍すれば (b− 1)2 − 4ac− 4 = 0 が得られる. この等式の左辺は D− 4 に等しいた

め, (3)の結果から D′ = a2(D − 4) = 0 となり, g(x) = 0 は重解をもつ.

逆に g(x) = 0が重解をもつならば, (3)の結果から a2(D−4) = D′ = 0となるため, (b−1)2−4ac−4 = D−4 = 0

である. このとき, α = −b+ 1

2a
は f(α)− α = 0 と g(α) = 0 を満たすため, f(x)− x = 0 と g(x) = 0 は共通の解

α = −b+ 1

2a
をもつ.

(5) (f◦f)(x)− x は 2次式 f(x)− x と g(x) の積に因数分解し, f(x)− x = 0 と g(x) = 0 が共通の解をもつのは

g(x) = 0 が重解をもつ場合に限る. f(x)−x = 0 は D < 0, D = 0, D > 0 の場合にそれぞれ 0, 1, 2 個の相異なる実

数解をもち, D′ = a2(D− 4) だから, g(x) = 0 は D < 4, D = 4, D > 4 の場合にそれぞれ 0, 1, 2 個の相異なる実数

解をもつ. D = 4 の場合の g(x) = 0 の重解は f(x)− x = 0 の解でもあることに注意すれば, (f◦f)(x)− x = 0 の相

異なる実数解の個数は, D < 0 ならば 0 個, D = 0 ならば 1 個, 0 < D ≦ 4 ならば 2 個, D > 4 ならば 4 個である.

(6) (f◦f)′(x) = 4a3x3 + 6a2bx2 + a(b2 + 2ac+ b)x+ b(2ac+ b) だから (f◦f)′(x) を g(x) で割れば (f◦f)′(x) =
(4ax+2b−4)g(x)−b2+2b+4ac+4 = (4ax+2b−4)g(x)−D+5が得られるため, (f◦f)′(α) = (f◦f)′(β) = −D+5

である.

(7) (f◦f)′′(x) = 12a3x2+12a2bx+a(b2+2ac+b) = 12a3
(
x+

b

2a

)2

+a(−2b2+2ac+b)だから−2b2+2ac+b ≧ 0

ならば (f◦f)′ は単調増加または単調減少である. この場合, (f◦f)′ の値が 0になるのは 1回だけなので, f◦f が
相異なる 3 つの値で極値をとることはない. −2b2 + 2ac + b < 0 の場合, (f◦f)′′(x) = 0 の 2 つの解を λ, µ と

すれば λ + µ = − b

a
, λµ =

b2 + 2ac+ b

12a2
である. (f◦f)′(x) = (f◦f)′′(x)

(
x

3
+

b

6a

)
− D − 1

3
(2ax + b) だから

(f◦f)′(λ)(f◦f)′(µ) = (D − 1)2

9
(2aλ+ b)(2aµ+ b) =

(D − 1)2

27
(−2b2 + 2ac+ b) が得られる. (f◦f)′(λ), (f◦f)′(µ)

の一方が 3次関数 (f◦f)′ の極大値で他方が極小値だから (f◦f)′(x) = 0 が相異なる 3つの実数解をもつためには,

これらが異符号であることが必要十分である. また, この場合 (f◦f)′(x) = 0 のそれぞれの解の前後で (f◦f)′ の符
号が変わるため, f◦f は相異なる 3つの値で極値をとる. 従って求める条件は D ̸= 1 かつ −2b2 + 2ac + b < 0 で

ある. ここで, −2b2 + 2ac+ b = −1

2
(D + 3b2 − 1) だから, この条件は D と b を用いて「1− 3b2 < D < 1 または

D > 1」と表される.

3. (1) (τb◦µa)(x) = τb(µa(x)) = τb(ax) = ax+ b, (µa◦τb)(x) = µa(τb(x)) = µa(x+ b) = a(x+ b).

(2) 上の結果から, 任意の実数 x に対して (µa◦τb)(x) = a(x + b) = ax + ab, (τab◦µa)(x) = ax + ab だから

(µa◦τb)(x) = (τab◦µa)(x) が成り立つ. 従って µa◦τb = τab◦µa が成り立つ.

(3) (σ◦τb)(x) = σ(τb(x)) = σ(x + b) = (x + b)2, (µa◦(σ◦τb))(x) = µa((σ◦τb)(x)) = µa((x + b)2) = a(x + b)2,

(τc◦(µa◦(σ◦τb)))(x) = τc(µa◦(σ◦τb))(x)) = τc(a(x+ b)2) = a(x+ b)2 + c.

(4) f(x) = α

(
x+

β

2α

)2

+
4αγ − β2

4α
だから (3)の結果から a = α, b =

β

2α
, c =

4αγ − β2

4α
である.

4. 平面の任意のベクトル y に対し, f(x) = y となるベクトル x があれば, Ax+p = y だから Ax = y−p であり,

Aは逆行列をもつため, x = A−1(y−p)である. 逆に x = A−1(y−p)ならば f(x) = Ax+p = AA−1(y−p)+p =

(y − p) + p = y だから f は全射である. f(x) = f(x′) ならば Ax+ p = Ax′ + p より Ax = Ax′ であり, この両

辺に左から A の逆行列をかければ vx = x′ が得られるため, f は単射でもある. 故に f は全単射である.

上でみたように, 平面の任意のベクトル y に対し, x = A−1(y − p) によってベクトル x を定めれば f(x) = y と

なるため, f の逆写像によるベクトル y の像は A−1(y − p) である.

5. (1) r = 0 の場合は Y = R だから, Z = X である. r ̸= 0 の場合を考える. ar + cs = 0 ならば a = −cs
r

だから ad − bc = −c(br + ds)

r
であり, 仮定 ad − bc ̸= 0 から br + ds ̸= 0 である. 一方

ax+ b

cx+ d
= −s

r
ならば
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(ar+ cs)x = −(br+ ds) だから, ar+ cs = 0 ならば
ax+ b

cx+ d
= −s

r
を満たす x ∈ X は存在しない. 従って r ̸= 0 か

つ ar + cs = 0 の場合も Z = X である. ar + cs ̸= 0 ならば
ax+ b

cx+ d
= −s

r
を満たす x は −br + ds

ar + cs
のみで, r ̸= 0

かつ ad− bc ̸= 0 ならば−br + ds

ar + cs
̸= −d

c
だから, Z =

{
x ∈ R

∣∣∣x ̸= − br+ds
ar+cs ,−

d
c

}
= X −

{
− br+ds
ar+cs

}
である. 以上

の結果をまとめると, Z =

X r(ar + cs) = 0

X −
{
− br+ds
ar+cs

}
r(ar + cs) ̸= 0

となる.

(2) (g◦f̃)(x) = g(f̃(x)) = g(f(x)) = g

(
ax+ b

cx+ d

)
=
pax+bcx+d + q

r ax+bcx+d + s
=

(ap+ cq)x+ bp+ dq

(ar + cs)x+ br + ds
.

6. e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
とおくと, f は全射だから, f(x1) = e1 + p, f(x2) = e2 + p を満たす平面のベクトル x1,

x2 がある. f(x1) = Ax1 + p, f(x2) = Ax2 + p だから f(x1) = e1 + p, f(x2) = e2 + p より Ax1 = e1, Ax2 = e2

が成り立つ. ここで, A =

(
a b

c d

)
, x1 =

(
x

y

)
, x2 =

(
z

w

)
とおくと Ax1 = e1 より

ax+ by = 1 · · · (i)

cx+ dy = 0 · · · (ii)
が成り

立ち, Ax2 = e2 より

az + bw = 0 · · · (iii)

cz + dw = 1 · · · (iv)
が成り立つ. (i)の両辺を d倍したものから (ii)の両辺を b倍したもの

を引けば (ad−bc)x = dが得られ, (ii)の両辺を a倍したものから (i)の両辺を c倍したものを引けば (ad−bc)y = −c
が得られる. 同様に (iii)の両辺を d倍したものから (iv)の両辺を b倍したものを引けば (ad − bc)z = −b が得ら
れ, (iv)の両辺を a倍したものから (iii)の両辺を c倍したものを引けば (ad− bc)w = a が得られる. 従って, もし

ad− bc = 0 ならば a = b = c = d = 0 となり A は零行列になる. このとき f は平面のすべてのベクトルを p に写

すため, f は全射であるという仮定に反する. 故に ad− bc ̸= 0 だから A は逆行列をもつ.
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線形数学 I 演習問題 第2回 平面ベクトル・空間ベクトル

1. (1) a =

(
a1

a2

)
を零でない平面のベクトルとする. b =

(
b1

b2

)
が a の実数倍であるためには a1b2 − a2b1 = 0 が成

り立つことが必要十分であることを示せ.

(2) a =

a1a2
a3

 を零でない空間のベクトルとする. b =

b1b2
b3

 が a の実数倍であるためには a1b2 − a2b1 =

a1b3 − a3b1 = a2b3 − a2b1 = 0 が成り立つことが必要十分であることを示せ.

2. (1) y = ax+ b によって表される平面上の直線を

(
x

y

)
=

(
p

q

)
+ t

(
u

v

)
の形にパラメータ表示せよ.

(2) x = c によって表される平面上の直線を

(
x

y

)
=

(
p

q

)
+ t

(
u

v

)
の形にパラメータ表示せよ.

(3)

(
u

v

)
̸=

(
0

0

)
のとき,

(
x

y

)
=

(
p

q

)
+ t

(
u

v

)
でパラメータ表示される平面上の直線の方程式を求めよ.

3. 次の 2点 A, B を通る直線のパラメータ表示と方程式を求めよ.

(1) A(2, 1, 5), B(−1, 3, 4) (2) A(1, 1, 3), B(2, 1,−1) (3) A(1, 1, 5), B(1, 7, 5)

4. 次の 3点 A, B, C を通る平面のパラメータ表示を求めよ.

(1) A(3, 1, 1), B(2, 0,−1), C(4, 1, 2) (2) A(1,−1, 3), B(2,−1, 4), C(3,−1,−1)

(3) A(3, 4, 5), B(−1, 4, 2), C(2, 0, 3)

5. 次の各方程式で与えられた平面のパラメータ表示を求めよ.

(1) x+ 2y − z = 3 (2) 3x− z = 1 (3) x = 2 (4) x− y − 3z = 0

6. 次のパラメータ表示で与えられた平面の方程式を求めよ.

(1) x =

1

0

1

+ s

1

2

0

+ t

 0

1

−1

 (2) x =

1

2

3

+ s

3

1

1

+ t

2

2

1

 (3) x =

1

2

3

+ s

2

1

0

+ t

1

3

0


7. 次の各 3点 A,B,C を通る平面の方程式を求めよ.

(1) A(2, 1,−2), B(1, 3,−9), C(4, 2, 2) (2) A(2, 3, 4), B(0, 9, 12), C(5, 4, 6)

(3) A(2, 1, 5), B(−1, 2,−4), C(0,−1,−1)

8. A =

1 2 1

1 3 3

1 4 6

 とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) TA によって, 直線
x− 3

2
=
y − 1

−1
= z − 5 が写される直線の方程式を求めよ.

(2) 平面 x+ 3y+ 3z + 1 = 0 に平行な 2つのベクトルで, 互いに他方の実数倍でないものを求め, この平面をパラ

メータ表示せよ.

(3) TA によって, 平面 x+ 3y + 3z + 1 = 0 が写される平面のパラメータ表示を求めよ.

(4) TA によって, 平面 x+ 3y + 3z + 1 = 0 が写される平面の方程式を求めよ.

9. 空間の 2本の直線 l, m が l :
x− 3

2
=
y − 1

−1
= z − 5, m : x− 2 =

y + 1

2
=
z + 1

3
で与えられているとする.

(1) l と m は同一平面上にないことを示せ.

(2) l と m の両方に垂直に交わる直線の方程式を求めよ.
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10. 空間の 2本の直線 l :
x− a

2
= y =

z − 1

3
, m :

x− 1

5
=
y − b

−2
=
z − 2

4
が, 原点を通る同一平面に含まれるよう

に, 定数 a, b の値を定めよ.

11. 空間において x− y+2z = 1, 2x+ y− z = −1 によって与えられる平面を考える. このとき以下の問いに答えよ.

(1) 与えられた 2つの平面の交線をパラメータ表示せよ.

(2) (1)で求めた交線を l とするとき, l と xy平面との交点を通り, l に垂直な平面の方程式を求めよ.

12. a を実数の定数とし, A =

(
2a+ 3 a+ 1

−a− 10 −a− 3

)
とする. TA により動かない原点以外の点が存在するような a

の値を求めよ. さらに TA により動かない原点からの距離が 1 である点の座標を求めよ.

13.

(
a

b

)
,

(
c

d

)
を零でないベクトルとし, 2次正方行列 A =

(
ac bc

ad bd

)
を考える.

(1) TA によって平面全体は原点を通る直線に写されることを示し, この直線の方向ベクトルを求めよ.

(2) TA によって原点に写される点全体からなる集合は原点を通る直線であることを示し, この直線の方向ベクト

ルを求めよ.

14. (発展問題) a, b は実数の定数とし, 少なくとも一方は 0 でないとする. A =

(
1− ab a2

−b2 1 + ab

)
とおくとき, TA

により, それ自身に写される直線をすべて求めよ.
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第 2回の演習問題の解答

1. (1) a1b2 − a2b1 = 0 が成り立つとする. a ̸= 0 だから a1 か a2 の一方は 0 でない. a1 ̸= 0 の場合, t =
b1
a1
とお

くと b1 = ta1 であり, a1b2 − a2b1 = 0 より, b2 = ta2 だから b = ta が成り立つ. 同様に a2 ̸= 0 の場合, t =
b2
a2
と

おけば b = ta が成り立つことがわかる. 故に b は a の実数倍である. 逆に b = ta ならば b1 = ta1 かつ b2 = ta2

だから a1b2 − a2b1 = a1ta2 − a2ta1 = 0 が成り立つ.

(2) a1b2 − a2b1 = a1b3 − a3b1 = a2b3 − a2b1 = 0 が成り立つとする. a ̸= 0 だから a1, a2, a3 のいずれかは 0 で

ない. a1 ̸= 0 の場合, t =
b1
a1
とおくと b1 = ta1 であり, a1b2 − a2b1 = a1b3 − a3b1 = 0 より, b2 = ta2 かつ b3 = ta3

だから b = ta が成り立つ. 同様に a2 ̸= 0 の場合は t =
b2
a2
とおき, a3 ̸= 0 の場合は t =

b3
a3
とおけば b = ta が

成り立つことがわかる. 故に b は a の実数倍である. 逆に b = ta ならば j = 1, 2, 3 に対して bj = taj だから

aibj − ajbi = aitaj − ajtai = 0 (1 ≦ i < j ≦ 3) が成り立つ.

2. (1) x = t とおけば y = at+ b だから

(
x

y

)
=

(
t

at+ b

)
=

(
0

b

)
+ t

(
1

a

)
である.

(2) y = t とおけば x = c だから

(
x

y

)
=

(
c

t

)
=

(
c

0

)
+ t

(
0

1

)
である.

(3)

(
x

y

)
=

(
p

q

)
+ t

(
u

v

)
より

x = p+ ut · · · (i)

y = q + vt · · · (ii)
だから (i)の両辺を v 倍したものから (ii)の両辺を u 倍し

たものを引けば, vx− uy = pv − qu が得られるため, 求める直線の方程式は vx− uy − pv + qu = 0 である.

3. (1) 方向ベクトルは

−3

2

−1

, パラメータ表示は x =

2

1

5

+ t

−3

2

−1

, 方程式は −x− 2

3
=
y − 1

2
= −z + 5.

(2) 方向ベクトルは

 1

0

−4

, パラメータ表示は x =

1

1

3

+ t

 1

0

−4

, 方程式は x− 1 = −z − 3

4
, y = 1.

(3) 方向ベクトルは

0

1

0

, パラメータ表示は x =

1

1

3

+ t

0

1

0

, 方程式は x = 1, z = 3.

4. (1) 平面に平行なベクトルは

−1

−1

−2

,

1

0

1

, パラメータ表示は x =

3

1

1

+ s

−1

−1

−2

+ t

1

0

1

.

(2) 平面に平行なベクトルは

1

0

1

,

 2

0

−4

, パラメータ表示は x =

 1

−1

3

+ s

1

0

1

+ t

 2

0

−4

.

(3) 平面に平行なベクトルは

−4

0

−3

,

−1

−4

−2

, パラメータ表示は x =

3

4

5

+ s

−4

0

−3

+ t

−1

−4

−2

.

5. (1)与えられた平面は (3, 0, 0)を通り,

 2

−1

0

,

1

0

1

は法線ベクトル
1

2

1

に垂直だから, x =

3

0

0

+s

 2

−1

0

+t

1

0

1

.
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(2)与えられた平面は (0, 0,−1)を通り,

 1

0

−3

,

0

1

0

は法線ベクトル
3

0

1

に垂直だから, x=

 0

0

−1

+s
 1

0

−3

+t
0

1

0

.

(3)与えられた平面は (2, 0, 0)を通り,

0

1

0

,

0

0

1

は法線ベクトル
1

0

0

に垂直だから, x =

2

0

0

+s

0

1

0

+t

0

0

1

.

(4) 与えられた平面は (0, 0, 0) を通り,

1

1

0

,

3

0

1

 は法線ベクトル
 1

−1

−3

 に垂直だから, x = s

1

1

0

+ t

3

0

1

.

6. (1)

−2

1

1

 は
1

2

0

,

 0

1

−1

 の両方に垂直で, 点 (1, 0, 1) を通るため, −2x+ y + z = −1.

(2)

 1

1

−4

 は
3

1

1

,

2

2

1

 の両方に垂直で, 点 (1, 2, 3) を通るため, x+ y − 4z = −9.

(3)

0

0

1

 は
2

1

0

,

1

3

0

 の両方に垂直で, 点 (1, 2, 3) を通るため, z = 3.

7. (1)

−1

2

−7

,

2

1

4

 は平面に平行,

 3

−2

−1

 はこれらに垂直で, 与えられた平面は Aを通るため, 3x− 2y − z = 6.

(2)

−2

6

8

,

3

1

2

 は平面に平行,

 1

7

−5

 はこれらに垂直で, 与えられた平面は Aを通るため, x+ 7y − 5z = 3.

(3)

−3

1

−9

,

−2

−2

−6

 は平面に平行,

 3

0

−1

 はこれらに垂直で, 与えられた平面は Aを通るため, 3x− z = 1.

8. (1)与えられた直線の方向ベクトルは

 2

−1

1

であり,点 (3, 1, 5)を通るため,

xy
z

 =

3

1

5

+ t

 2

−1

1

とパラメー
タ表示される. A

3

1

5

 =

10

21

37

, A

 2

−1

1

 =

1

2

4

 だから, 与えられた直線は TA によって

xy
z

 =

10

21

37

+ t

1

2

4


でパラメータ表示される直線に写る. この直線の方程式は x− 10 =

y − 21

2
=
z − 37

4
である.

(2) 与えられた平面の法線ベクトルは

1

3

3

 で, このベクトルに垂直なベクトルが与えられた平面に平行なベクト

ルである.

xy
z

 が
1

3

3

 に垂直であるためには x + 3y + 3z = 0 であることが必要十分だから, 例えば

 3

−1

0

 と
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 3

0

−1

 は
1

3

3

 に垂直で, 互いに他方の実数倍ではない. 与えられた平面は (−1, 0, 0) を通り,

 3

−1

0

 と
 3

0

−1

 に
平行だから

xy
z

 =

−1

0

0

+ s

 3

−1

0

+ t

 3

0

−1

 とパラメータ表示される.

(3) A

−1

0

0

 =

−1

−1

−1

, A

 3

−1

0

 =

 1

0

−1

, A

 3

0

−1

 =

 2

0

−3

 だから, (2)の結果から 与えられた平面は TA

によって

xy
z

 =

−1

−1

−1

+ s

 1

0

−1

+ t

 2

0

−3

 でパラメータ表示される平面に写される.

(4) 与えられた平面が TA によって写された平面を H とする. H の法線ベクトルを

uv
w

 とおけば, (3)の結果

から, このベクトルは

 1

0

−1

 と
 2

0

−3

 に垂直だから, u, v, w は連立方程式

u− w = 0 · · · (i)

2u− 3w = 0 · · · (ii)
の解である.

(i), (ii) より u = w = 0 で w は任意の実数だから, 例えば

0

1

0

 は H の法線ベクトルである. (3)の結果から H

は点 (−1,−1,−1) を通るため, H の方程式は y + 1 = 0 である.

9. (1) l, m の方向ベクトルはそれぞれ,

 2

−1

1

,

1

2

3

 で与えられる. これらのベクトルは平行ではなく, l は

3

1

5


を通るため, もし, l, m を両方とも含む平面 H が存在すれば H は

xy
z

 =

3

1

5

 + s

 2

−1

1

 + t

1

2

3

 によってパ
ラメータ表示される平面である. m は

 2

−1

−1

 を通り, H に含まれるため,

 2

−1

−1

 =

3

1

5

+ s

 2

−1

1

+ t

1

2

3

 を

満たす実数 s, t が存在する. この等式の各成分を比較すれば,


2s+ t = −1 · · · (i)

−s+ 2t = −1 · · · (ii)

s+ 3t = −6 · · · (iii)

が得られる. (i), (ii)を s, t

についての連立方程式とみれば, s = −1

5
, t = −3

5
であるが, このとき s+ 3t = −2 となって (iii)は成り立たない.

従って

 2

−1

−1

 =

3

1

5

 + s

 2

−1

1

 + t

1

2

3

 を満たす実数 s, t は存在しないことになって矛盾が生じる. 故に l と

m は同一平面上にはない.

(2) l, m は, それぞれ

xy
z

 =

3

1

5

 + s

 2

−1

1

,

xy
z

 =

 2

−1

1

 + t

1

2

3

 によってパラメータ表示される直線

9



だから, 求める直線と l, m との交点を, それぞれ A, Bとすると,
−→
OA =

2s+ 3

−s+ 1

s+ 5

,
−→
OB =

 t+ 2

2t− 1

3t− 1

 と表せる.

−→
AB =

t− 2s− 1

2t+ s− 2

3t− s− 6

 は直線 l, m の方向ベクトルと垂直になるので,それらとの内積はともに 0 となる. l の方向ベ

クトル

 2

−1

1

 と −→
AB の内積は 3t − 6s − 6 であり, m の方向ベクトル

1

2

3

 と −→
AB の内積は 14t − 3s − 23 だか

ら, 連立方程式

3t− 6s− 6 = 0

14t− 3s− 23 = 0
が得られる. この解は s = −1

5
, t =

8

5
だから,

−→
OA =


13
5
6
5
24
5

,
−→
OB =


18
5
11
5
19
5


である. 従って

−→
AB =

1

1

1

 となり, 求める直線は A を通って
−→
AB を方向ベクトルとするため, 求める方程式は

x− 13

5
= y − 6

5
= −z + 24

5
である．

10. l, m を含み, 原点を通る平面を H とすると, H の法線ベクトルは l の方向ベクトルと m の方向ベクトルの

両方に垂直である. l, m の方向ベクトルはそれぞれ,

2

1

3

,

 5

−2

4

 で与えられるため, H の法線ベクトルを

uv
w


とすれば

2u+ v + 3w = 0 · · · (i)

5u− 2v + 4w = 0 · · · (ii)
が成り立つ. (i), (ii) から v を消去すれば, 9u + 10w = 0 だから, u = 10,

w = −9 によって u, w を定め, (i)から v = −2u− 3w = 7 で v を定めれば (i)と (ii)は成り立つため, H は

10

7

−9


を法線ベクトルとする, 原点を通る平面である. 従って H の方程式は 10x+ 7y − 9z = 0 で与えられる. l, m はそ

れぞれ点 (a, 0, 1), (1, b, 2) を通るため, これらの点は H の上にある. 故に 10a− 9 = 0, 10 + 7b− 18 = 0 が成り立

つため, a =
9

10
, b =

8

7
である.

11. (1) 与えられた平面の交線は, 連立方程式

x− y + 2z = 1 · · · (i)

2x+ y − z = −1 · · · (ii)
を満たすベクトル

xy
z

 を位置ベク
トルとする点全体からなる. (i), (ii) から z を消去すれば 5x + y = −1 が得られ, (i), (ii) から y を消去すれ

ば 3x + z = 0 が得られる. 従って, x = t とおけば, y = −5t − 1, z = −3t だから与えられた平面の交線はxy
z

 =

 t

−5t− 1

−3t

 =

 0

−1

0

+ t

 1

−5

−3

 によってパラメータ表示される.

(2) l と xy平面との交点は l の点で, z座標が 0 になる点である. (1)で求めた l のパラメータ表示では −3t = 0,

すなわち t = 0 のときの l の点 (0,−1, 0) が l と xy平面との交点である. (1)の結果より l の方向ベクトルは

 1

−5

−3


で, 求める平面はこのベクトルを法線ベクトルとし, (0,−1, 0) を含むため, その方程式は x− 5(y+1)− 3z = 0, 従っ

て x− 5y − 3z − 5 = 0 である.

12. TA により動かない原点以外の点の位置ベクトルを v とすれば Av = v より, A が 1 を固有値にもつことが必
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要十分である. A の固有値は x についての 2次方程式 x2 − ax− a2 + 2a+ 1 = 0 の実数解であるから, A が 1 を固

有値にもつための条件は 2 + a− a2 = 0, すなわち a = 2 または a = −1 である. a = 2 の場合, Av = v を満たす長

さが 1 のベクトルは ± 1√
5

(
1

−2

)
であるから, 求める点の座標は

(
1√
5
,− 2√

5

)
および

(
− 1√

5
, 2√

5

)
である. a = −1

の場合, Av = v を満たす長さが 1 のベクトルは ± 1√
10

(
1

−3

)
であるから, 求める点の座標は

(
1√
10
,− 3√

10

)
およ

び
(
− 1√

10
, 3√

10

)
である.

13. (1) a =

(
a

b

)
, b =

(
c

d

)
とおく. 任意の x =

(
x

y

)
∈ R2 に対し, TA(x) = Ax =

(
c(ax+ by)

d(ax+ by)

)
= (ax + by)b

だから, TA(x) は原点を通って方向ベクトルが b の直線上にある. 故に平面全体は TA によって b =

(
c

d

)
を方向ベ

クトルとする, 原点を通る直線に写される.

(2) x =

(
x

y

)
ならば, (1)より TA(x) = (ax+ by)b であり, b は零ベクトルでなないので, x が TA によって原点

に写されるためには, ax+ by = 0 であることが必要十分である. さらに, ax+ by = 0 は x と a が垂直であること

を意味するため, ax+ by = 0 が成り立つことは x が a と垂直なベクトル (例えば

(
b

−a

)
)に平行であることと同値

である. 従って TA によって原点に写される点全体からなる集合は,

(
b

−a

)
を方向ベクトルとする原点を通る直線

である.

14. A の固有値は t2 − 2t + 1 = 0 の解である 1 のみである. 1 に対する A に対する固有ベクトルを v =

(
x

y

)
と

すれば,

(
1− ab a2

−b2 1 + ab

)(
x

y

)
=

(
x

y

)
だから, x, y は連立方程式

a(−bx+ ay) = 0 · · · (i)

b(−bx+ ay) = 0 · · · (ii)
の解である. a, b

の一方は 0 でないため, この連立方程式は, 1つの方程式 −bx + ay = 0 と同値である. とくに, x = a, y = b はこ

の方程式の解だから, v =

(
a

b

)
は 1 に対する A に対する固有ベクトルである. 故に, TA によってそれ自身に写

される直線の方向ベクトルは v である. l を, v を方向ベクトルとする任意の直線とすれば, l は x = p + tv とい

う形にパラメータ表示される. w =

(
−b
a

)
とおくと v と w は直交するため, 平面の任意のベクトルは xv + yw

の形に表される. そこで p = λv + µw と表せば, Av = v, Aw =

(
a(a2 + b2)− b

b(a2 + b2) + a

)
= (a2 + b2)v + w より

Ap = A(λv + µw) = λAv + µAw = λv + µ(a2 + b2)v + µw = p+ µ(a2 + b2)v である. 従って l は TA によって

x = p+
(
t+ µ(a2 + b2)

)
v とパラメータ表示される直線に写される. この直線の方向ベクトルも v で, p を位置ベ

クトルとする点を通るため, この直線は l と一致する. 故に

(
a

b

)
を方向ベクトルとする任意の直線は TA によって

それ自身に写される.
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線形数学 I 演習問題 第3回 行列の積

1. 行列の積について, 次の 　 にあてはまる行列を以下の行列の中から選び, その記号を答えよ.

(1) ア × イ はスカラー (1× 1行列)になる. (2) ウ × エ は 1× 2行列になる.

(3) オ × カ は 2次元数ベクトル (2× 1行列)になる. (4) キ × ク は 1× 3行列になる.

(5) ケ × コ は 4次元数ベクトル (4× 1行列)になる. (6) サ × シ は 2× 3行列になる.

(7) ス × セ は逆行列をもつ 2次正方行列である. (8) ソ × タ は 4× 3行列になる.

(9) チ × ツ は逆行列をもたない 2次正方行列である.

A =

1 0

1 −2

1 −3

 B =

 1

−2

1

 C =

3 2 1

1 −1 2

0 1 0

 D =

−2 1 0 1

2 1 −4 10

0 1 2 0

 E =


−3 1

−1 2

0 1

1 −1


F =

(
1

−1

)
G =

(
1 −2

)
H =

(
1 3 0

2 −1 3

)
I =

(
0 −1 −3 1

)
2. 以下の行列の積を計算せよ. ただし aは定数とする.

(1)

1

2

3

(1 2 3
)

(2)

(
1 3 −2

4 0 −1

) 1 0 4

−1 4 0

5 3 2

 (3)

1 4

2 5

3 6

(1 2 3

4 5 6

)
(4)


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a 0 0 0


4

(5)

1 1 −1

2 0 3

3 −1 2


 1 3

0 2

−1 4

(1 2 3 −4

2 0 −2 1

)
(6)

1 1 −1

2 0 3

3 −1 2


 1 3

0 2

−1 4

(0 2 3 −1

1 −2 0 1

)

(7)

(
1 −1 4

3 1 0

) 0 2 1

1 3 −1

−1 2 0


 1 −3

0 2

−1 4

 (8)

(
−1 −1 3

2 1 0

) 0 2 1

1 2 −1

−1 −2 0


−1 −3

0 2

1 4



3. (1) 3次正方行列 Aの逆行列が

 1 −1 1

−2 1 −2

−2 1 −1

で与えられるとき, AX =

1 2

3 1

1 −1

を満たす行列X を求めよ.

(2) 3次正方行列 B の逆行列が

1 1 −1

2 −1 −2

2 1 −1

 で与えられるとき, BY =

1 −2

2 −1

1 1

 を満たす行列 Y を求めよ.

4. J =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 とおくとき, 以下の問いに答えよ.

(1) Jn を求めよ. (2) (aE3 + J)n を求めよ. (3) (J + atJ2)3n を求めよ. (4) (J2 + atJ)3n を求めよ.

5. (1) e1, e2, e3, e4, e5 を R5 の基本ベクトルとし, A =
(
e2 e4 e5 e3 e1

)
とおくとき, A5 を求めよ.

(2) e1, e2, e3, e4 を R4 の基本ベクトルとし, 4× 5行列 A を A =
(
e2 e4 e1 e3 e2

)
で定めるとき, (A tA)

5

を求めよ.

6. A, B を 3次交代行列とする. A が零行列でないとき, AB = BA が成り立つためには B が A の実数倍であるこ

とが必要十分であることを示せ.

7. α は 0 でない実数とし, A は A2 = 2αA− α2En を満たす n 次正方行列とする.

(1) Ak = akA+ bkEn の形に表せることを示し, ak+1, bk+1 を ak, bk の式で表せ.
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(2) 数列 {ak}∞k=1, {bk}∞k=1 の一般項を求めることにより, Ak を A, En, k, α を用いて表せ.

(ヒント. 数列 {ak+1 − αak}∞k=1 は等比数列になり, 数列
{ ak
αk

}∞

k=1
は等差数列になることを示せ.)

8. α を実数の定数とする. P =

(
α 1

0 α

)
とおくとき以下の問いに答えよ.

(1) A =

(
a b

c d

)
に対し, AP = xA+ yP + zE2 を満たすような 実数 x, y, z が存在するためには c = 0 である

ことが必要十分であることを示せ.

(2) A =

(
a b

0 d

)
, Q =

(
p q

0 r

)
とする. a ̸= d の場合, Q = uA+ vP + wE2 を満たす u, v, w を, α, a, b, d, p,

q, r を用いて表せ.

9. X を単位行列のスカラー倍ではない 2次正方行列とする. 2次正方行列 Aが AX = XAを満たせば, A = αE2+βX

を満たすスカラー α, β が存在することを示せ.

10. Nn を, 第 1列が零ベクトル, 2 ≦ j ≦ n に対し, 第 j 列が n次元基本ベクトル ej−1 である n次正方行列とし,

X =
(
xij
)
をm× n行列とする.

(1) N l
n を求めよ.

(2) X が NmX = O を満たすための条件を求めよ.

(3) X が XNn = O を満たすための条件を求めよ.

(4) X が NmX = XNn を満たすための条件を求めよ.

(5) a ̸= b のとき, (aEm +Nm)X = X(bEn +Nn) ならば X は零行列であることを示せ.

11. n1, n2, . . . , nk を正の整数, a1, a2, . . . , ak を相異なる実数とし, n = n1 + n2 + · · ·+ nk とおく.

A =


a1En1 0

a2En2

. . .

0 akEnk


とおくとき n 次正方行列 X が AX = XA を満たせば, X は次のような形の行列であることを示せ.

X =


X1 0

X2

. . .

0 Xk

 (ただし, Xi は ni 次正方行列)

12. I, J , K を次で与えられる 4次正方行列とする.

I =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , J =


0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0

 , K =


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0


(1) I2 = J2 = K2 = −E4, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J が成り立つことを示せ.

(2) A = aE4 + bI + cJ + dK (a, b, c, d ∈ R) に対し, A = aE4 − bI − cJ − dK, ∥A∥ =
√
a2 + b2 + c2 + d2 とお

くと, AA = AA = ∥A∥2E4 が成り立つことを示せ.

(3) H を aE4 + bI + cJ + dK (a, b, c, d ∈ R) と表される 4次正方行列全体の集合とする. このとき A,B ∈ H な

らば AB ∈ H であることを示し, A ∈ H が零行列でなければ A は正則行列で, A−1 ∈ H であることを示せ.

(4) X2 + E4 = O を満たす X ∈ H をすべて求めよ.
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第 3回の演習問題の解答

1. (1) ア：G, イ：F (2) ウ：I, エ：E (3) オ：H, カ：B (4) キ：G, ク：H (5) ケ：E, コ：F

(6) サ：H, シ：C (7) ス：H, セ：A (8) ソ：E, タ：H (9) チ：F , ツ：G

2. (1)

1

2

3

(1 2 3
)
=

1 2 3

2 4 6

3 6 9


(2)

(
1 3 −2

4 0 −1

) 1 0 4

−1 4 0

5 3 2

 =

(
−12 6 0

−1 −3 14

)

(3)

1 4

2 5

3 6

(1 2 3

4 5 6

)
=

17 22 27

22 29 36

27 36 45



(4)


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a 0 0 0


4

=


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a 0 0 0


2

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a 0 0 0


2

=


0 0 1 0

0 0 0 1

a 0 0 0

0 a 0 0


2

=


a 0 0 0

0 a 0 0

0 0 a 0

0 0 0 a

 = aE4

(5)

1 1 −1

2 0 3

3 −1 2


 1 3

0 2

−1 4

(1 2 3 −4

2 0 −2 1

)
=

 2 1

−1 18

1 15

(1 2 3 −4

2 0 −2 1

)
=

 4 4 4 −7

35 −2 −39 22

31 2 −27 11


(6)

1 1 −1

2 0 3

3 −1 2


 1 3

0 2

−1 4

(0 2 3 −1

1 −2 0 1

)
=

 2 1

−1 18

1 15

(0 2 3 −1

1 −2 0 1

)
=

 1 2 6 −1

18 −38 −3 19

15 −28 3 14


(7)

(
1 −1 4

3 1 0

) 0 2 1

1 3 −1

−1 2 0


 1 −3

0 2

−1 4

 =

(
−5 7 2

1 9 2

) 1 −3

0 2

−1 4

 =

(
−7 37

−1 23

)

(8)

(
−1 −1 3

2 1 0

) 0 2 1

1 2 −1

−1 −2 0


−1 −3

0 2

1 4

 =

(
−4 −10 0

1 6 1

)−1 −3

0 2

1 4

 =

(
−4 −8

2 13

)

3. (1) AX =

1 2

3 1

1 −1

 の両辺に左から A−1 をかければ, X =

 1 −1 1

−2 1 −2

−2 1 −1


1 2

3 1

1 −1

 =

−1 0

−1 −1

0 −2

.

(2) BY =

1 −2

2 −1

1 1

 の両辺に左から B−1 をかければ, Y =

1 1 −1

2 −1 −2

2 1 −1


1 −2

2 −1

1 1

 =

 2 −4

−2 −5

3 −6

.

4. (1) J2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

, J3 = O だから n ≧ 3 ならば Jn = O である.

(2) aE3 と J の積は交換可能 ((aE3)J = J(aE3) = aJ) だから二項定理 (x + y)n =
n∑
k=0

nCkx
n−kyk の x, y に,

それぞれ aE3, J を代入した等式 (aE3 + J)n =
n∑
k=0

nCk(aE3)
n−kJk が成り立つ. k ≧ 3 ならば Jk = O であること
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に注意すれば, (aE3 + J)n = anE3 + nan−1J +
n(n− 1)

2
an−2J2 =

a
n nan−1 n(n−1)

2 an−2

0 an nan−1

0 0 an

.

(3) (1) の結果より tJ2 =

0 0 0

0 0 0

1 0 0

 だから (J + atJ2)3 =

0 1 0

0 0 1

a 0 0


3

=

0 0 1

a 0 0

0 a 0


0 1 0

0 0 1

a 0 0

 =

a 0 0

0 a 0

0 0 a

 = aE3 である. 従って (J + atJ2)3n = (aE3)
n = anE3.

(4) (1) の結果より J2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 だから (J2 + atJ)3 =

0 0 1

a 0 0

0 a 0


3

=

 0 a 0

0 0 a

a2 0 0


0 0 1

a 0 0

0 a 0

 =

a
2 0 0

0 a2 0

0 0 a2

 = a2E3 である. 従って (J2 + atJ)3n = (a2E3)
n = a2nE3.

5. (1) A が表す 1次変換 TA : R5 → R5 を考えれば, j = 1, 2, 3, 4, 5 に対し, TA(ej) = Aej = (Aの第 j 列) だから

TA(e1) = e2, TA(e2) = e4, TA(e3) = e5, TA(e4) = e3, TA(e5) = e1 である. 従って, 各 ej は

e1
TA7→ e2

TA7→ e4
TA7→ e3

TA7→ e5
TA7→ e1 e2

TA7→ e4
TA7→ e3

TA7→ e5
TA7→ e1

TA7→ e2 e3
TA7→ e5

TA7→ e1
TA7→ e2

TA7→ e4
TA7→ e3

e4
TA7→ e3

TA7→ e5
TA7→ e1

TA7→ e2
TA7→ e4 e5

TA7→ e1
TA7→ e2

TA7→ e4
TA7→ e3

TA7→ e5

と写されるため,
(
A5の第 j 列

)
= A5ej = TA5(ej) = TA◦TA◦TA◦TA◦TA(ej) = ej が j = 1, 2, 3, 4, 5 に対して成り

立つ. 従って A5 = E5 である.

(2) R5 の基本ベクトルを e′1, e
′
2, e

′
3, e

′
4, e

′
5 で表せば, tA =

(
e′3 e′1 + e′5 e′4 e′2

)
だから A tA =

(
e1 2e2 e3 e4

)
である. 従って A tAej = (A tAの第 j 列) =

ej j ̸= 2

2ej j = 2
だから,

(
(A tA)

5の第 j 列
)
= (A tA)

5
ej =

ej j ̸= 2

25ej j = 2

となるため, (A tA)
5
=
(
e1 32e2 e3 e4

)
である.

6. A = (aij) が 3次交代行列ならば aji = −aij が任意の i, j = 1, 2, 3 について成り立つため, とくに aii = −aii よ

り a11 = a22 = a33 = 0 である. そこで a32 = a, a13 = b, a21 = c とおくと A =

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0

 と表される. 同

様に, 3次交代行列 B は B =

 0 −r q

r 0 −p
−q p 0

 と表される. このとき AB =

−bq − cr bp cp

aq −ap− cr cq

ar br −ap− bq

,

BA =

−bq − cr aq ar

bp −ap− cr br

cp cq −ap− bq

 だから成分を比較して AB = BA が成り立つためには bp − aq =

ar − cp = cq − br = 0 が成り立つことが必要十分である. a =

ab
c

, b =

pq
r

 とおくと, 第 2回の演習問題の 2番

の (2)と, 上のことから, AB = BA が成り立つためには b が a の実数倍であることが必要十分である. 明らかに B

が A の実数倍であることと, b が a の実数倍であることは同値だから, AB = BA が成り立つためには B が A の

実数倍であることが必要十分である.

7. (1) まず a1 = 1, b1 = 0 は明らか. また A2 = 2αA − α2En だから a2 = 2α, b2 = −α2. k による帰納法
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で, Ak = akA + bkEn を仮定すれば, この両辺に A をかけて Ak+1 = akA
2 + bkA = ak(2αA − α2En) + bkA =

(2αak + bk)A − α2akEn だから ak+1 = 2αak + bk, bk+1 = −α2ak とおけば Ak+1 = ak+1A + bk+1E3 となって,

k + 1 の場合も主張は成立する.

(2) 上の結果から ak+2 = 2αak+1 + bk+1 = 2αak+1 − α2ak. 従って, ak+2 − αak+1 = α(ak+1 − αak) となるため,

数列 {ak+1 − αak}∞k=1 は初項 a2 − αa1 = α, 公比 α の等比数列である. 故に ak+1 − αak = αk であり, この両辺

を αk+1 で割ると,
ak+1

αk+1
− ak
αk

=
1

α
だから, 数列

{ ak
αk

}∞

k=1
は初項

a1
α

=
1

α
, 公差

1

α
の等差数列になる. 従って,

ak
αk

=
k

α
だから ak = kαk−1, bk = −α2ak−1 = (1− k)αk. 以上から Ak = kαk−1A+ (1− k)αkEn.

8. (1) AP =

(
aα a+ bα

cα c+ dα

)
, xA+ yP + zE2 =

(
ax+ αy + z bx+ y

cx dx+ αy + z

)
より AP = xA+ yP + zE2 ならば

aα = ax+ αy + z, a+ bα = bx+ y, cα = cx, c+ dα = dx+ αy + z である. もし c が 0 でなければ, 3番目の式か

ら, α = x となり, 1番目の式から z = −αy, 4番目の式から c = αy + z = 0 となって矛盾が生じる. 従って c = 0

である.

c = 0 の場合, AP =

(
aα a+ bα

0 dα

)
, xA + yP + zE2 =

(
ax+ αy + z bx+ y

0 dx+ αy + z

)
より x = α, y = a,

z = −aα と定めれば AP = xA+ yP + zE2 が成り立つ.

(2)

(
p q

0 r

)
= uA + vP + wE2 とすると, au + αv + w = p, bu + v = q, du + αv + w = r だから u =

p− r

a− d
,

v =
q(a− d)− b(p− r)

a− d
, w =

ar − dp− qα(a− d) + bα(p− r)

a− d
.

9. X =

(
p q

r s

)
とする. A =

(
a b

c d

)
に対し, AX − XA =

(
br − cq aq + b(s− p)− dq

−ar + c(p− s) + dr −br + cq

)
で

ある. q = r = 0 の場合, 仮定から p ̸= s だから, 上式から AX = XA ならば b = c = 0 である. このとき,

A =
dp− as

p− s
E2 +

a− d

p− s
X だから, α =

dp− as

p− s
, β =

a− d

p− s
と定めればよい. q ̸= 0 の場合, 上式から AX = XA

ならば c =
br

q
, d = a− b(p− s)

q
が成り立つため, A =

1

q

(
aq bq

br aq − bp+ bs

)
=
aq − bp

q
E2 +

b

q
X である. 従って,

q ̸= 0 の場合は α =
aq − bp

q
, β =

b

q
と定めればよい. r ̸= 0 の場合, AX = XA ならば b =

cq

r
, d = a − c(p− s)

r

が成り立つため, A =
1

r

(
ar cq

cr ar − cp+ cs

)
=
ar − cp

r
E2 +

c

r
X である. 従って, r ̸= 0 の場合は α =

ar − cp

r
,

β =
c

r
と定めればよい.

10. (1) Nn =
(
0 e1 · · · en−1) だからNnej =

0 j = 1

ej−1 2 ≦ j ≦ n
である. 従って N l

nej =

0 1 ≦ j ≦ l

ej−l l + 1 ≦ j ≦ n

だから, 1 ≦ l ≦ n− 1 ならば N l
n は第 1行目から第 l行目までがすべて零ベクトルで, l+ 1 ≦ j ≦ nに対し, 第 j 行

目が ej である行列であり, l ≧ n ならば N l
n は零行列である.

(2) NmX の第 i行は, i < m ならば X の第 i+1行に等しく, 第m行は零である. 従って NmX = O であるため

には, X の第 1行以外の行がすべて零であることが必要十分である.

(3) XNn の第 j 列は, j > 1 ならば X の第 j − 1列に等しく, 第 1列は零である. 従って XNn = O であるため

には, X の第 n列以外の列がすべて零であることが必要十分である.

(4) NmX − XNn は以下で与えられるため, NmX = XNn であるためには 2 ≦ i ≦ m に対して xi1 = 0,

1 ≦ j ≦ n− 1 に対して xmj = 0 かつ 1 ≦ i ≦ m− 1, 1 ≦ j ≦ n− 1 に対して xi+1 j+1 = xij が成り立つことが必要
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十分である.

NmX −XNn =



x21 x22 − x11 · · · x2j − x1j−1 · · · x2n − x1n−1

...
...

...
...

xi+1 1 xi+1 2 − xi1 · · · xi+1 j − xij−1 · · · xi+1n − xin−1

...
...

...
...

xm1 xm2 − xm−1 1 · · · xmj − xm−1 j−1 · · · xmn − xm−1n−1

0 −xm1 · · · −xmj−1 · · · −xmn−1


m ≦ n の場合, j − i < n −m ならば xij = 0 である. 実際 i = m ならば 1 ≦ j ≦ n − 1 に対して xmj = 0 だ

から主張は成り立ち, k < i ≦ m かつ j − i < n−m ならば xij = 0 が成り立つと仮定すれば, j − k < n−m のと

き, k + 1 ≦ m かつ (j + 1)− (k + 1) = j − k < n−m だから xkj = xk+1 j+1 = 0 である. ai = xm−i n とおけば,

1 ≦ j ≦ m に対して x1n−m+j = x2n−m+j+1 = · · · = xi n−m+i+j−1 = · · · = xm−j+1n = aj−1 であり, N l
m に対し

て (1)の結果を用いれば, 次の等式が得られる.

x1n−m+1 x1n−m+2 · · · x1n−m+j · · · x1n

x2n−m+1 x2n−m+2 · · · x2n−m+j · · · x2n
...

...
...

...

xi n−m+1 xi n−m+2 · · · xi n−m+j · · · xin
...

...
...

...

xmn−m+1 xmn−m+2 · · · xmn−m+j · · · xmn


=



a0 a1 · · · aj−1 · · · am−1

a0 · · · aj−2 · · · am−2

. . .
...

...

0 a0 · · · am−i
. . .

...

a0


=

m−1∑
l=0

alN
l
m

故に, 求める条件は X =

(
O

m−1∑
l=0

alN
l
m

)
=
m−1∑
l=0

al

(
O N l

m

)
と表されることである.

m ≧ n の場合, i > j ならば xij = 0 である. 実際 j = 1 ならば 2 ≦ i ≦ m に対して xi1 = 0 だから主張は成

り立ち, 1 ≦ j < k かつ j < i ならば xij = 0 が成り立つと仮定すれば, k < i のとき, j ≦ k − 1 < i − 1 だから

xik = xi−1 k−1 = 0 である. bj = x1 j+1 とおけば, 1 ≦ j ≦ m に対して bj−1 = x1j = x2j+1 = · · · = xi j+i−1 =

· · · = xn−j+1n であり, N l
n に対して (1)の結果を用いれば, 次の等式が得られる.

x11 x12 · · · x1j · · · x1n

x21 x22 · · · x2j · · · x2n
...

...
...

...

xi1 xi2 · · · xij · · · xin
...

...
...

...

xn1 xn2 · · · xnj · · · xnn


=



b0 b1 · · · bj−1 · · · bn−1

b0 · · · bj−2 · · · bn−2

. . .
...

...

0 b0 · · · bn−i
. . .

...

b0


=

n−1∑
l=0

blN
l
n

故に, 求める条件は X =

n−1∑
l=0

blN
l
n

O

 =
n−1∑
l=0

bl

(
N l
n

O

)
と表されることである.

(5) 次の等式が成り立つため, (aEm+Nm)X = X(bEn+Nn) ならば (a− b)xi1+xi+1 1 = 0 (i = 1, 2, . . . ,m− 1),

(a − b)xm1 = 0, (a − b)xij + xi+1 j − xij−1 = 0 (i = 1, 2, . . . ,m − 1, j = 2, 3, . . . , n), (a − b)xmj = xmj−1
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(j = 2, 3, . . . , n) である.

(aEm +Nm)X =



ax11 + x21 ax12 + x22 · · · ax1j + x2j · · · ax1n + x2n
...

...
...

...

axi1 + xi+1 1 axi2 + xi+1 2 · · · axij + xi+1 j · · · axin + xi+1n

...
...

...
...

axm−1 1 + xm1 axm−1 2 + xm2 · · · axm−1 j + xmj · · · axm−1 n + xmn

axm1 axm2 · · · axmj · · · axmn



X(bEn +Nn) =



bx11 bx12 + x11 · · · bx1j + x1j−1 · · · bx1n + x1n−1

...
...

...
...

bxi1 bxi1 + xi1 · · · bxij + xij−1 · · · bxin + xin−1

...
...

...
...

bxm−1 1 bxm−1 2 + xm−1 1 · · · bxm−1 j + xm−1 j−1 · · · bxm−1n + xm−1n−1

bxm1 bxm2 + xm1 · · · bxmj + xmj−1 · · · bxmn + xmn−1


従って a ̸= bならば xm1 = 0, xi−1 1 = − xi1

a− b
(i = 2, 3, . . . ,m), xmj =

xmj−1

a− b
(j = 2, 3, . . . , n)より xi1 = xmj = 0

(i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n) である. さらに xij =
−xi+1 j + xij−1

a− b
(i = 1, 2, . . . ,m − 1, j = 2, 3, . . . , n) よ

り j − i による帰納法で xij = 0 であることが示される. 実際 j − i = 1 −m の場合は (i, j) = (m, 1) の場合に

限られるため, 主張が成り立ち, j − i = k − 1 (2 −m ≦ k ≦ n − 2) ならば xij = 0 と仮定すれば, j − i = k の

とき, j − (i + 1) = (j − 1) − i = k − 1 より xi+1 j = xij−1 = 0 だから xij =
−xi+1 j + xij−1

a− b
= 0 である. 故に

(aEm +Nm)X = X(bEn +Nn) ならば X は零行列である.

11. A, X の (i, j)成分をそれぞれ aij , xij とし, ν1 = 0, νs = n1 + n2 + · · ·+ ns−1 (s = 2, 3, . . . , k) とおく. さらに,

aνp+i νq+j , xνp+i νq+j (i = 1, 2, . . . , np, j = 1, 2, . . . , nq) を (i, j)成分とする np × nq 行列をそれぞれ Apq, Xpq とす

る. AX, XA の (i, j)成分をそれぞれ yij , zij とし, yνp+i νq+j , zνp+i νq+j (i = 1, 2, . . . , np, j = 1, 2, . . . , nq) を (i, j)

成分とする np × nq 行列をそれぞれ Ypq, Zpq とすれば,

yνp+i νq+j =

n∑
s=1

aνp+i sxs νq+j =

k∑
t=1

nt∑
s=1

aνp+i νt+sxνt+s νq+j =

k∑
t=1

(AptXtq の (i, j)成分)

zνp+i νq+j =

n∑
s=1

xνp+i sas νq+j =

k∑
t=1

nt∑
s=1

xνp+i νt+saνt+s νq+j =

k∑
t=1

(XptAtq の (i, j)成分)

より Ypq =
k∑
t=1

AptXtq, Zpq =
k∑
t=1

XptAtq が成り立つ. 仮定から p ̸= q ならば Apq は零行列であり, App = apEnp

だから, 上式より Ypq = AppXpq = apXpq, Zpq = XpqAqq = aqXpq が得られる. AX = XA ならば, すべて

の p, q = 1, 2, . . . , k に対して Ypq = Zpq だから apXpq = aqXpq すなわち (ap − aq)Xpq = O である. 仮定から

p ̸= q ならば ap ̸= aq だから Xpq は零行列である. 従って Xi = Xii とおけば Xi は ni 次正方行列であり, X は

X =


X1 0

X2

. . .

0 Xk

 の形の行列である.

12. (1) L =

(
0 −1

1 0

)
とおけば L2 = −E2 であり, I =

(
L O

O −L

)
, J =

(
O −E2

E2 O

)
, K =

(
O −L
−L O

)
だか

ら I2 =

(
L O

O −L

)(
L O

O −L

)
=

(
L2 O

O (−L)2

)
=

(
−E2 O

O −E2

)
= −E4, J

2 =

(
O −E2

E2 O

)(
O −E2

E2 O

)
=
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(
−E2 O

O −E2

)
= −E4, K

2 =

(
O −L
−L O

)(
O −L
−L O

)
=

(
(−L)2 O

O (−L)2

)
=

(
−E2 O

O −E2

)
= −E4,

IJ =

(
L O

O −L

)(
O −E2

E2 O

)
=

(
O −L
−L O

)
= K, JK =

(
O −E2

E2 O

)(
O −L
−L O

)
=

(
L O

O −L

)
= I,

KI =

(
O −L
−L O

)(
L O

O −L

)
=

(
O (−L)2

−L2 O

)
=

(
O −E2

E2 O

)
= J , JI = J(JK) = J2K = −E4K = −K,

KJ = K(KI) = K2I = −E4I = −I, IK = I(IJ) = I2J = −E4J = −J .
(2) AA = (aE4+bI+cJ+dK)(aE4−bI−cJ−dK) = a(aE4+bI+cJ+dK)E4−b(aE4+bI+cJ+dK)I−c(aE4+

bI+cJ+dK)J−d(aE4+bI+cJ+dK)K = a2E2
4+abIE4+acJE4+adKE4−abE4I−b2I2−bcJI−bdKI−acE4J−

bcI−c2J2−cdKJ−adE4K−bdIK−cdJK−d2K2 = a2E4+abI+acJ+adK−abI+b2E4−bcJI−bdKI−acJ−
bcIJ+c2E4−cdKJ−adK−bdIK−cdJK+d2E4 = (a2+b2+c2+d2)E4−bc(IJ+JI)−cd(JK+KJ)−bd(KI+IK) =

∥A∥E4. b, c, dをそれぞれ −b, −c, −dで置き換えれば,上式よりAA = (aE4−bI−cJ−dK)(aE4+bI+cJ+dK) =

(aE4 + (−b)I + (−c)J + (−d)K)(aE4 − (−b)I − (−c)J − (−d)K) = (a2 + (−b)2 + (−c)2 + (−d)2)E4 = ∥A∥2E4.

(3) A = aE4+bI+cJ+dK,B = pE4+qI+rJ+sK ∈ H ならばAB = (aE4+bI+cJ+dK)(pE4+qI+rJ+sK) =

p(aE4 + bI + cJ + dK)E4 + q(aE4 + bI + cJ + dK)I + r(aE4 + bI + cJ + dK)J + s(aE4 + bI + cJ + dK)K =

apE2
4 + bpIE4 + cpJE4 + dpKE4 + aqE4I + bqI2 + cqJI + dqKI + arE4J + brIJ + crJ2 + drKJ + asE4K +

bsIK + csJK + dsK2 = apE4 + bpI + cpJ + dpK + aqI − bqE4 − cqK + dqJ + arJ + brK − crE4 − drI + asK −
bsJ + csI − dsE4 = (ap− bq− cr− ds)E4+(bp+ aq− dr+ cs)I +(cp+ dq+ ar− bs)J +(dp− cq+ br+ as)K ∈ H

である. A ̸= O ならば |A| ̸= 0 だから, (2)の結果より A

(
1

∥A∥2
A

)
=

(
1

∥A∥2
A

)
A = E4 だから, A は正則で,

A−1 =
1

∥A∥2
A =

a

∥A∥2
E4 +

−b
∥A∥2

I +
−c
∥A∥2

J +
−d
∥A∥2

K ∈ H である.

(4) X = xE4 + yI + zJ + wK (x, y, z, w ∈ R) とおけば X2 = (x2 − y2 − z2 − w2)E4 + 2xyI + 2xzJ + 2xwK

だから X2 + E4 = O であるためには x2 − y2 − z2 − w2 = −1 かつ xy = xz = xw = 0 であることが必要十分

である. もし x ̸= 0 ならば y = z = w = 0 であるが, このとき一つ目の方程式から x2 = −1 となるため, x が

実数であるという仮定に反する. 従って x = 0 であり, y, z, w が y2 + z2 + w2 = 1 を満たすことが必要十分で

ある. このとき, y = cosφ,
√
z2 + w2 = sinφ (0 ≦ φ ≦ π) とおけば z2 + w2 = sin2 φ だから z = sinφ cosψ,

w = sinφ sinψ (0 ≦ ψ < 2π) とおくことができる. 従って X2 + E4 = O を満たす X ∈ H 全体からなる集合は

{cosφI + sinφ cosψJ + sinφ sinψK| 0 ≦ φ ≦ π, 0 ≦ ψ < 2π} で与えられる.
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線形数学 I 演習問題 第4回 正方行列・1次写像

1. 次の行列の逆行列を求めよ.

(1)

(
1 a

0 1

)
(2)

1 a b

0 1 c

0 0 1

 (3)


1 a b c

0 1 d e

0 0 1 f

0 0 0 1


2. A =

(
aij
)
を n次上半三角行列とする.

(1) B =
(
bij
)
も n次上半三角行列ならば AB も上半三角行列であり, i = 1, 2, . . . , n に対し, AB の (i, i)成分は

aiibii であることを示せ.

(2) A が正則行列であるためには, i = 1, 2, . . . , n に対して aii ̸= 0 であることが必要十分であり, A が正則行列

ならば A の逆行列も上半三角行列であることを示し, このとき i = 1, 2, . . . , n に対して A の逆行列の (i, i)成分は
1

aii
であることを示せ.

3. n次正方行列 A に対し, Am = O となる自然数 m が存在すれば, En +A は正則行列であることを示せ.

4. 1次写像 f : R3 → R2 はベクトル

1

0

1

 を (
2

−1

)
に,

0

1

1

 を (
1

2

)
に,

0

0

2

 を (
4

−6

)
に写すとするとき, f

を表す行列を求めよ.

5. a を定数とする. f : R4 → R4 は e1, e1+e2, e1−e3, e1−e3−e4 をそれぞれ


1

2

−1

2

,


0

−1

−2

−3

,


0

1

1

2

,


−1

2

3

2− a


に写す 1次写像とする. このとき, f を表す行列を求めよ.

6. a, b, α, β を実数の定数とし, ax+ by + z = 0 で表される R3 の平面を H とする. R3 の 1次変換 f が条件「x

が H に平行なベクトルならば f(x) = αx であり, x が H に垂直ならば f(x) = βx」を満たすとき, f を表す行列

を求めよ.

7. a, b, α, β を実数の定数とし, 以下で与えられる R3 のベクトル, u, v に平行で, 原点を通る平面を H とする. R3

の 1次変換 f が条件「x が H に平行なベクトルならば f(x) = αx であり, x が H に垂直ならば f(x) = βx」を

満たすとき, f を表す行列を求めよ.

(1) u =

 1

−a
2a− 1

, v =

 a

1− a2

2a2 − 2a+ 1

 (2) u =

1

a

1

, v =

0

1

b


8. (1) 2次正方行列 A の表す R2 の 1次変換 TA は, 直線 y = 2x を直線 y = −x の上に写し, 点 (1, 1) を (1, 1) に

写す. さらに A の行列式の値が 4であるとき, これらの条件をすべて満たす行列 A を求めよ.

(2) 2次対称行列 B の表す R2 の 1次変換 TB は, 直線 y = x を直線 y =
1

2
x の上に写し, 直線 y = 2x を直線

y = −2x の上に写す. さらに B の行列式の値が 5 であるとき, これらの条件をすべて満たす行列 B をすべて求

めよ.

9. v = ae1 + be2 + ce3 を R3 の零でないベクトルとし, v を方向ベクトルとして原点を通る R3 の直線 を ℓ, v に

垂直で原点を通るR3 の平面を P とする.

(1) R3 の各点 p を ℓ に下した垂線の足に対応させる写像を表す行列を求めよ.

(2) R3 の各点 p を P に下した垂線の足に対応させる写像を表す行列を求めよ.

(3) ℓ に関する対称移動を表す行列を求めよ.
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(4) P に関する対称移動を表す行列を求めよ.

10. R3 において, 方程式
x− 1

2
= y + 1 =

z − 2

−1
が表す直線を ℓ とする. このとき, 次の条件 (1), (2)を両方とも満

たす R3 の 1次変換 f : R3 → R3 を表す行列を求めよ.

(1) x が ℓ に平行なベクトルならば f(x) = 3x である.

(2) x が ℓ に垂直なベクトルならば f(x) = −2x である.

11. R3 の 2つの単位ベクトル u =
1

3

1

2

2

, e3 =

0

0

1

 を考える.

(1) u と e3 の両方に垂直で, 第 1成分が正の単位ベクトルを求めよ. このベクトルを v とする.

(2) w は v と e3 の両方に垂直な単位ベクトル, z は v と u の両方に垂直な単位ベクトルであり, w, z の第 1成

分は負であるとするとき, これらの成分を求めよ.

(3) 1次写像 f : R3 → R3 は f(v) = v, f(w) = z, f(e3) = u を満たすとする. このとき, f を表す行列を求めよ.

12. u =

1

0

1

, v =

 0

1

−1

 とおき, u, v を含んで原点を通る平面を H とする. このとき, 次の条件 (1), (2), (3)を

満たす R3 の 1次変換 f : R3 → R3 を表す行列を求めよ.

(1) x が H に含まれるベクトルならば f(x) = 2x である.

(2) x が H に垂直なベクトルならば f(x) も H に垂直である.

(3) H に平行な平面 H ′ (H ′ ̸= H)で, f によって H ′ は H ′ に写されるものがある.

13. f : R4 → R4 は 2e1 + e4 を e1 に, e1 − e2 を e2 に, e2 + ae3 を e3 に, (2a− 1)e3 + 2e4 を e4 に写す 1次写

像とする. f を表す行列を A とするとき, A の逆行列を求めよ.

14. φ,ψ ∈ R に対し, Sφ を原点を中心として反時計方向に φ だけ回転させる回転移動とし, Tψ を方向ベクトルが(
cosψ

sinψ

)
で原点を通る直線に関する対称移動とする.

(1) 合成写像 Tψ ◦Sφ, Sφ◦Tψ はともに原点を通る直線に関する対称移動であることを示し, それぞれの対称移動

の軸となる直線の方向ベクトルで長さが 1であるものを 1つずつ答えよ.

(2) φ′, ψ′ ∈ R が Sφ′◦Tψ′ = Tψ ◦Sφ を満たすための条件を求めよ.

15. (発展問題) c, d を実数の定数とする. R2 の二つのベクトル u =

(
x

y

)
, v =

(
z

w

)
に対し, u と v の積 u ∗ v を

u ∗ v =

(
xz + cyw

xw + yz + dyw

)
で定めるとき, 以下の問に答えよ.

(1) v を固定したとき, 対応 u 7→ u ∗ v は R2 の 1次変換であり, u を固定したとき, 対応 v 7→ u ∗ v も R2 の 1

次変換であることを示せ.

(2) ベクトル i ∈ R2 で, i ∗ i = −e1 を満たすものが存在するための条件を求め, このとき i を求めよ.

(3) 0 でないベクトル n ∈ R2 で, n ∗ n = 0 を満たすものが存在するための条件を求め, このとき n を求めよ.

(4) 0 でないベクトル p, q ∈ R2 で, p ∗ q = 0, p ∗ p = p, q ∗ q = q を満たすものが存在することと, 0 とも e1

とも異なるベクトル p で p ∗ p = p を満たすものが存在することは同値であることを示せ.

(5) 0 でないベクトル p, q ∈ R2 で, p ∗ q = 0, p ∗ p = p, q ∗ q = q を満たすものが存在するための条件を求め,

このとき p, q を求めよ.

(6) (5)で求めた条件のもとで, R2 の任意のベクトル x は x = sp+ tq の形に表されることを示し, a ∗ b = 0 を

満たす零でないベクトル a, b の組をすべて求めよ.
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第 4回の演習問題の解答

1. (1) A =

(
1 a

0 1

)
, B =

(
1 b

0 1

)
とおけば, AB =

(
1 a+ b

0 1

)
だから AB = E2 となるためには, a+ b = 0 が成

り立つことが必要十分である. 従って, b = −a だから A−1 =

(
1 −a
0 1

)
である.

(2) A =

1 a b

0 1 c

0 0 1

, B =

1 d e

0 1 f

0 0 1

 とおけば AB =

1 a+ d b+ af + e

0 1 c+ f

0 0 1

 だから AB = E3 となるため

には, a+d = b+af+e = c+f = 0が成り立つことが必要十分である. 従って, d = −a, f = −c, e = −af−b = ac−b

だから A−1 =

(
1 −a
0 1

)
である.

(3) A =


1 a b c

0 1 d e

0 0 1 f

0 0 0 1

, B =


1 g h i

0 1 j k

0 0 1 l

0 0 0 1

 とおけば AB =


1 a+ g b+ aj + h c+ bl + ak + i

0 1 d+ j e+ dl + k

0 0 1 f + l

0 0 0 1

 だか
ら AB = E4 となるためには, a + g = b + aj + h = c + bl + ak + i = d + j = e + dl + k = f + l = 0 が成り

立つことが必要十分である. 従って, g = −a, j = −d, l = −f , h = −aj − b = ad − b, k = −dl − e = df − e,

i = −bl − ak − c = ae+ bf − adf − c だから A−1 =


1 −a ad− b ae+ bf − adf − c

0 1 −d df − e

0 0 1 −f
0 0 0 1

 である.

2. (1) AB =
(
cij
)
とおく. 仮定から i > k ならば aik = 0 だから, cij =

n∑
k=1

aikbkj =
n∑
k=i

aikbkj である. さらに仮

定から k > j ならば bkj = 0 だから, i > j ならば上式から cij = 0 であり, cii = aiibii である. 故に AB は (i, i)成

分が aiibii である上半三角行列である.

(2) A が正則行列のとき, A−1 =
(
a′ij
)
とおけば, (i)より AA−1 の (i, i)成分は aiia

′
ii である. 一方, AA−1 = En

だから aiia
′
ii = 1 が i = 1, 2, . . . , n に対して成り立つため, aii ̸= 0 であり, a′ii =

1

aii
が成り立つ.

i = 1, 2, . . . , n に対して aii ̸= 0 であると仮定して, i, j = 1, 2, . . . , n に対して bij , b
′
ij を次のように定める. i > j

ならば bij = b′ij = 0 とおき, i = 1, 2, . . . , n に対して bii = b′ii =
1

aii
とおく. 帰納的に j − i ≦ r− 1 (1 ≦ r ≦ n− 1)

を満たす i, j に対して bij と b′ij が定義されたと仮定して, j − i = r のとき, bij と b′ij を bij = − 1

aii

j∑
k=i+1

aikbkj ,

b′ij = − 1

ajj

j∑
k=i+1

bikakj によって定義する. そこで, B =
(
bij
)
, B′ =

(
b′ij
)
, AB =

(
cij
)
, B′A =

(
c′ij
)
とおく. i > k

ならば aik = 0, k > j ならば bkj = 0 だから, i > j ならば cij =
n∑
k=1

aikbkj =
n∑
k=i

aikbkj = 0, i > k ならば b′ik = 0,

k > j ならば akj = 0 だから, i > j ならば c′ij =
n∑
k=1

b′ikakj =
n∑
k=i

b′ikakj = 0, i = j ならば bii = b′ii =
1

aii
より

cii =
n∑
k=1

aikbki =
n∑
k=i

aikbki = aiibii = 1, c′ii =
n∑
k=1

b′ikaki =
n∑
k=i

b′ikaki = b′iiaii = 1, i < j ならば bij , b
′
ij の定義から

cij =
n∑
k=1

aikbkj =
j∑
k=i

aikbkj = 0 c′ij =
n∑
k=1

b′ikakj =
j∑
k=i

b′ikakj = 0 である. 従って AB = B′A = En が成り立つた

め, B′ = B′En = B′(AB) = (B′A)B = En = B が得られる. 故に AB = BA = En だから B は A の逆行列なる

ため, A は正則行列である.
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3. B = En −A+A2 + · · ·+ (−1)kAk + · · ·+ (−1)m−1Am−1 = En +
m−1∑
k=1

(−1)kAk とおけば,

(En +A)B = B +AB = En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk +A

(
En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk

)
= En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk +A+

m−1∑
k=1

(−1)kAk+1

B(En +A) = B +BA = En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk +

(
En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk

)
A = En +

m−1∑
k=1

(−1)kAk +A+

m−1∑
k=1

(−1)kAk+1

であり,

m−1∑
k=1

(−1)kAk +A+

m−1∑
k=1

(−1)kAk+1 = A+

m−1∑
k=1

(−1)kAk +

m∑
k=2

(−1)k−1Ak

= A−A+

m−1∑
k=2

(−1)kAk +

m−1∑
k=2

(−1)k−1Ak + (−1)m−1Am

=

m−1∑
k=2

((−1)k + (−1)k−1)Ak =

m−1∑
k=2

(−(−1)k−1 + (−1)k−1)Ak = O

だから, (En+A)B = B(En+A) = En が得られる. 従って, En+Aは正則で, その逆行列は B = En+
m−1∑
k=1

(−1)kAk

である.

4. f(e1 + e3) =

(
2

−1

)
, f(e2 + e3) =

(
1

2

)
, f(2e3) =

(
4

−6

)
だから

f(e1) + f(e3) =

(
2

−1

)
· · · (1), f(e2) + f(e3) =

(
1

2

)
· · · (2), 2f(e3) =

(
4

−6

)
· · · (3)

(3)から f(e3) =

(
2

−3

)
であり, これを (1), (2)に代入して f(e1) =

(
0

2

)
, f(e2) =

(
−1

5

)
を得る. 従って, f を表

す行列は

(
0 −1 2

2 5 −3

)
である.

5. 前問と同様に, f(e1) =


1

2

−1

2

, f(e1 + e2) =


0

−1

−2

−3

, f(e1 − e3) =


0

1

1

2

, f(e1 − e3 − e4) =


−1

2

3

2− a

 だから

f(e1) =


1

2

−1

2

 · · · (1), f(e1) + f(e2) =


0

−1

−2

−3

 · · · (2), f(e1)− f(e3) =


0

1

1

2

 · · · (3),

f(e1) − f(e3) − f(e4) =


−1

2

3

2− a

 · · · (4) である. (2) − (1), (1) − (3), (3) − (4) を計算すれば, f(e2) =


−1

−3

−1

−5

,

f(e3) =


1

1

−2

0

, f(e4) =


1

−1

−2

a

 だから f を表す行列は


1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a

 である.
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5. ae1 + be2 + e3 は H の法線ベクトルだから, 仮定と f の線形性から次の等式が成り立つ.

af(e1) + bf(e2) + f(e3) = β(ae1 + be2 + e3) · · · (∗)

e1 − ae3, e2 − be3 は H の法線ベクトルに垂直なベクトルだから, H に平行である. 従って仮定と f の線形性から

次の等式 f(e1)− af(e3) = α(e1 − ae3), f(e2)− bf(e3) = α(e2 − be3) が成り立ち, f(e1) = af(e3) + α(e1 − ae3),

f(e2) = bf(e3) + α(e2 − be3) だから, これらを (∗)に代入すれば次の等式が得られる.

(a2 + b2 + 1)f(e3) = a(β − α)e1 + b(β − α)e2 + (a2α+ (b2 + 1)β)e3

故に f(e3) =


a(β−α)
a2+b2+1
b(β−α)
a2+b2+1

(a2+b2)α+β
a2+b2+1

 だから f(e1) =


(b2+1)α+a2β
a2+b2+1
ab(β−α)
a2+b2+1
a(β−α)
a2+b2+1

, f(e2) =


ab(β−α)
a2+b2+1

(a2+1)α+b2β
a2+b2+1
b(β−α)
a2+b2+1

 であり, f を表す行列は以

下で与えられる. 
(b2+1)α+a2β
a2+b2+1

ab(β−α)
a2+b2+1

a(β−α)
a2+b2+1

ab(β−α)
a2+b2+1

(a2+1)α+b2β
a2+b2+1

b(β−α)
a2+b2+1

a(β−α)
a2+b2+1

b(β−α)
a2+b2+1

(a2+b2)α+β
a2+b2+1



6. (1) (1− a2)u+ av = e1 − (a2 − 3a+ 1)e3 と v − au = e2 − (a− 1)e3 はともにH 上のベクトルだから, 仮定と

f の線形性から次の等式が得られる.

f(e1)− (a2 − 3a+ 1)f(e3) = α(e1 − (a2 − 3a+ 1)e3) · · · (i)

f(e2)− (a− 1)f(e3) = α(e2 − (a− 1)e3) · · · (ii)

一方, w =

pq
r

をH の両方に垂直なベクトルとすれば (w, (1−a2)u+av) = (w,v−au) = 0より p = r(a2−3a+1),

q = r(a− 1) が得られるため, とくに r = 1 の場合を考えると

a
2 − 3a+ 1

a− 1

1

 = (a2 − 3a+ 1)e1 + (a− 1)e2 + e3

は平面H に垂直である. 故に, 仮定と f の線形性から次の等式が得られる.

(a2 − 3a+ 1)f(e1) + (a− 1)f(e2) + f(e3) = β((a2 − 3a+ 1)e1 + (a− 1)e2 + e3) · · · (iii)

(i), (ii)から f(e1) = (a2 − 3a+1)f(e3) +α(e1 − (a2 − 3a+1)e3), f(e2) = (a− 1)f(e3) +α(e2 − (a− 1)e3) だか

ら, これらを (iii)に代入すれば

((a2−3a+1)2+(a−1)2+1)f(e3) = (β−α)(a2−3a+1)e1+(β−α)(a−1)e2+(α(a4−6a3+12a2−8a+2)+β)e3

が得られるため, f(e3) =


(β−α)(a2−3a+1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
α((a2−3a+1)2+(a−1)2)+β
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

 である. 従って f(e1) =


α((a−1)2+1)+β(a2−3a+1)2

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

(β−α)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

,

f(e2) =


(β−α)(a−1)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

α((a2−3a+1)2+1)+β(a−1)2

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

 が得られる. 故に f を表す行列は以下で与えられる.


α((a−1)2+1)+β(a2−3a+1)2

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

(β−α)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

(β−α)(a−1)(a2−3a+1)
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1

α((a2−3a+1)2+1)+β(a−1)2

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a2−3a+1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
(β−α)(a−1)

(a2−3a+1)2+(a−1)2+1
α((a2−3a+1)2+(a−1)2)+β
(a2−3a+1)2+(a−1)2+1


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(2) u = e1 + ae2 + e3, v = e2 + be3 だから, 一般に f(u) = αu, f(v) = α′v ならば f の線形性から次の等式が

得られる.

f(e1) + af(e2) + f(e3) = α(e1 + ae2 + e3) · · · (i), f(e2) + bf(e3) = α′(e2 + be3) · · · (ii)

一方, w =

pq
r

 を u, v の両方に垂直なベクトルとすれば (w,u) = (w,v) = 0 より p+ aq + r = q + br = 0 であ

る. 従って, p = r(ab− 1), q = −br となるため, とくに r = 1 の場合を考えると

ab− 1

−b
1

 = (ab− 1)e1 − be2 + e3

は平面H に垂直である. 故に, 仮定と f の線形性から

(ab− 1)f(e1)− bf(e2) + f(e3) = β((ab− 1)e1 − be2 + e3) · · · (iii)

である. (i)から (ii)の両辺を a 倍したものを辺々引けば f(e1)− (ab− 1)f(e3) = αe1 + a(α−α′)e2 +(α− abα′)e3

だから f(e1) = (ab− 1)f(e3)+αe1 + a(α−α′)e2 +(α− abα′)e3 であり, (ii)より f(e2) = −bf(e3)+α′(e2 + be3)

だから, これらを (iii)に代入すれば

((ab−1)2+ b2+1)f(e3) = (ab−1)(β−α)e1+(b(α′−β)−a(ab−1)(α−α′))e2+(b2α′+β− (ab−1)(α−abα′))e3

が得られるため, f(e3) =


(ab−1)(β−α)
(ab−1)2+b2+1

b(α′−β)−a(ab−1)(α−α′)
(ab−1)2+b2+1

b2α′+β−(ab−1)(α−abα′)
(ab−1)2+b2+1

 である. 従って f(e1) =


α(b2+1)+β(ab−1)2

(ab−1)2+b2+1
aα(b2+1)−bβ(ab−1)−α′(a+b)

(ab−1)2+b2+1
α(b2+1)+β(ab−1)−bα′(a+b)

(ab−1)2+b2+1

,

f(e2) =


b(ab−1)(α−β)
(ab−1)2+b2+1

b2β+abα(ab−1)−α′(ab−2)
(ab−1)2+b2+1

b(−β+α(ab−1)−α′(ab−2))
(ab−1)2+b2+1

 が得られる. 故に f を表す行列は


α(b2+1)+β(ab−1)2

(ab−1)2+b2+1
b(ab−1)(α−β)
(ab−1)2+b2+1

(ab−1)(β−α)
(ab−1)2+b2+1

aα(b2+1)−bβ(ab−1)−α′(a+b)
(ab−1)2+b2+1

b2β+abα(ab−1)−α′(ab−2)
(ab−1)2+b2+1

b(α′−β)−a(ab−1)(α−α′)
(ab−1)2+b2+1

α(b2+1)+β(ab−1)−bα′(a+b)
(ab−1)2+b2+1

b(−β+α(ab−1)−α′(ab−2))
(ab−1)2+b2+1

b2α′+β−(ab−1)(α−abα′)
(ab−1)2+b2+1


である. とくに α′ = α の場合, 上の行列は次のような対称行列になる.

α(b2+1)+β(ab−1)2

(ab−1)2+b2+1
b(ab−1)(α−β)
(ab−1)2+b2+1

(ab−1)(β−α)
(ab−1)2+b2+1

b(ab−1)(α−β)
(ab−1)2+b2+1

α(a2b2−2ab+2)+b2β
(ab−1)2+b2+1

b(α−β)
(ab−1)2+b2+1

(ab−1)(β−α)
(ab−1)2+b2+1

b(α−β)
(ab−1)2+b2+1

b2α+β+α(ab−1)2

(ab−1)2+b2+1



7. (1) A =

(
a b

c d

)
とおく. TA は直線 y = 2x の方向ベクトル

(
1

2

)
を直線 y = −x の方向ベクトル

(
1

−1

)
に平行

なベクトルに写すため, TA

((
1

2

))
= k

(
1

−1

)
を満たす実数 k がある. 従って A

(
1

2

)
= k

(
1

−1

)
より a+2b = k,

c + 2d = −k が成り立つ. また TA

((
1

1

))
=

(
1

1

)
より, A

(
1

1

)
=

(
1

1

)
だから a + b = 1, c + d = 1 である. 故

に

a+ 2b = k

a+ b = 1
,

c+ 2d = −k

c+ d = 1
であり, それぞれ a と b, c と d に関する連立方程式とみれば, a = −k + 2,

b = k − 1, c = k + 2, d = −k − 1 が得られる. さらに, A の行列式の値が 4であることから ad − bc = 4 が成り
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立つため, 上の結果を代入して, −2k = 4 を得る. 従って k = −2 だから a = 4, b = −3, c = 0, d = 1 となり,

A =

(
4 −3

0 1

)
である.

(2) B は 2次対称行列だから

(
a b

b c

)
とおける. TB は直線 y = x の方向ベクトル

(
1

1

)
を直線 y =

1

2
x の方向ベ

クトル

(
2

1

)
に平行なベクトルに写すため, TB

((
1

1

))
= k

(
2

1

)
を満たす実数 k が存在し, TB は直線 y = 2x の

方向ベクトル

(
1

2

)
を直線 y = −2x の方向ベクトル

(
1

−2

)
に平行なベクトルに写すため, TB

((
1

2

))
= l

(
1

−2

)

を満たす実数 l がある. 従って B

(
1

1

)
= k

(
2

1

)
より a + b = 2k, b + c = k が成り立ち, B

(
1

2

)
= l

(
1

−2

)
より

a+2b = l, b+2c = −2l が成り立つ. 故に

a+ b = 2k

a+ 2b = l
,

b+ c = k

b+ 2c = −2l
であり, それぞれ a と b, b と c に関す

る連立方程式とみれば, 前者から a = 4k− l, b = −2k+ l が得られ, 後者から b = 2k+ 2l, c = −k− 2l が得られる.

よって b = −2k+ l = 2k+ 2l だから l = −4k となるため, a = 8k, b = −6k, c = 7k である. さらに, B の行列式の

値が 5であることから ac− b2 = 5 が成り立つため, 上の結果を代入して, 20k2 = 5 を得る. 従って k = ±1

2
だから

a = 4, b = −3, c =
7

2
または a = −4, b = 3, c = −7

2
となり, B =

(
4 −3

−3 7
2

)
または B =

(
−4 3

3 − 7
2

)
である.

8. (1) ℓ に下した垂線の足を tv とすれば, tv − p と v は垂直だから (tv − p,v) = 0. 従って, p =

xy
z

 とすれば,

t =
(p,v)

(v,v)
=
ax+ by + cz

a2 + b2 + c2
. このとき tv =

ax+ by + cz

a2 + b2 + c2

ab
c

 =
1

a2 + b2 + c2

a
2x+ aby + acz

abx+ b2y + bcz

acx+ bcy + c2z

 だから, 求める

行列は
1

a2 + b2 + c2

a
2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2

 である.

(2) P に下した垂線の足を q とすれば, q − p と v は平行だから q − p = sv とおける. q と v は垂直だから

(q,v) = 0. この式に q = p + sv を代入すれば, (p + sv,v) = 0. 従って, s = − (p,v)

(v,v)
= −ax+ by + cz

a2 + b2 + c2
. この

とき q = p + sv =

xy
z

 − ax+ by + cz

a2 + b2 + c2

ab
c

 =
1

a2 + b2 + c2

 (b2 + c2)x− aby − acz

−abx+ (a2 + c2)y − bcz

−acx− bcy + (a2 + b2)z

 だから, 求める行列は

1

a2 + b2 + c2

b
2 + c2 −ab −ac
−ab a2 + c2 −bc
−ac −bc a2 + b2

 である.

(3) ℓ に関して p と対称なベクトルを r とすれば,
1

2
(p + r) が p から ℓ に下した垂線の足だから

1

2
(p + r) =

ax+ by + cz

a2 + b2 + c2
v である. 従って, r =

2(ax+ by + cz)

a2 + b2 + c2
v−p =

1

a2 + b2 + c2

 (a2 − b2 − c2)x+ 2aby + 2acz

2abx+ (−a2 + b2 − c2)y + 2bcz

2acx+ 2bcy + (−a2 − b2 + c2)z

 だか
ら, 求める行列は

1

a2 + b2 + c2

a
2 − b2 − c2 2ab 2ac

2ab −a2 + b2 − c2 2bc

2ac 2bc −a2 − b2 + c2

 である.
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(4) P に関して pと対称なベクトルを uとすれば,
1

2
(p + u) が p から P に下した垂線の足だから

1

2
(p + u) =

p− ax+ by + cz

a2 + b2 + c2
v である. 従って u = p− 2(ax+ by + cz)

a2 + b2 + c2
v =

1

a2 + b2 + c2

(−a2 + b2 + c2)x− 2aby − 2acz

−2abx+ (a2 − b2 + c2)y − 2bcz

−2acx− 2bcy + (a2 + b2 − c2)z


だから, 求める行列は

1

a2 + b2 + c2

−a2 + b2 + c2 −2ab −2ac

−2ab a2 − b2 + c2 −2bc

−2ac −2bc a2 + b2 − c2

 である.

9.

 2

1

−1

 = 2e1 + e2 − e3 は ℓ に平行なベクトルであり,

0

1

1

 = e2 + e3 と

1

0

2

 = e1 +2e3 はともに ℓ に垂直で

ある. 従って仮定から f(2e1 + e2 − e3) = 3(2e1 + e2 − e3), f(e2 + e3) = −2(e2 + e3), f(e1 +2e3) = −2(e1 +2e3)

が成り立つため, f の線形性から

2f(e1) + f(e2)− f(e3) = 6e1 + 2e2 − 3e3, f(e2) + f(e3) = −2e2 − 2e3, f(e1) + 2f(e3) = −2e1 − 4e3

が得られる. 2つ目の式と 3つ目の式から f(e2) = −f(e3)− 2e2 − 2e3, f(e1) = −2f(e3)− 2e1 − 4e3 だから, これ

らを 1つ目の式に代入すれば f(e3) =

− 5
3

− 2
3

7
6

 が得られるため, 上式から f(e2) =

− 1
3

− 4
3

7
6

 , f(e1) =


4
3
4
3

− 5
3

 を得る.

故に f を表す行列は


4
3 − 1

3 − 5
3

4
3 − 4

3 − 2
3

− 5
3

7
6

7
6

 である.

10. (1) v は e3 と垂直だから v =

ab
0

 とおける. このとき (u,v) =
1

3
(a+ 2b) だから v が u に垂直であるため

には a+ 2b = 0 であることが必要十分で, さらに v が単位ベクトルであることから a2 + b2 = 1 である. b = −a
2
を

a2+ b2 = 1 に代入し, 仮定から a > 0 だから a =
2√
5
が得られる. 従って b = − 1√

5
だから v =

1√
5

 2

−1

0

 である.

(2) w は e3 と垂直だから w =

cd
0

 とおける. このとき (v,w) =
1√
5
(2c− d) だから w が v に垂直であるため

には 2c− d = 0 であることが必要十分で, さらに w が単位ベクトルであることから c2 + d2 = 1 である. d = 2c を

c2 + d2 = 1 に代入し, 仮定から c < 0 だから c = − 1√
5
が得られる. 従って b = − 2√

5
だからw =

1√
5

−1

−2

0

 で
ある. z =

pq
r

 とおけば (u, z) =
1

3
(p+2q+2r), (v, z) =

1√
5
(2p− q) だから w が u と v に垂直であるためには

p+2q+2r = 0 かつ 2p− q = 0 であることが必要十分で, さらに z が単位ベクトルであることから p2+ q2+ r2 = 1

である. q = 2p, r = −p
2
− q = −5p

2
を p2 + q2 + r2 = 1 に代入し, 仮定から p < 0 だから p = − 2

3
√
5
が得られる.

従って q = − 4

3
√
5
, r =

5

3
√
5
だから z =

1

3
√
5

−2

−4

5

 である.
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(3) v =
1√
5
(2e1 − e2), w =

1√
5
(−e1 − 2e2) だから, f の線形性と仮定から

1√
5
(2f(e1) − f(e2)) = f(v) = v,

1√
5
(−f(e1) − 2f(e2)) = f(w) = z が成り立つ. 従って 2f(e1) − f(e2) =

√
5v, f(e1) + 2f(e2) = −

√
5z だから,

(1), (2) の結果から f(e1) =
1√
5
(2v − z) =

1

15

14

−2

−5

, f(e2) =
1√
5
(−v − 2z) =

1

15

 −2

11

−10

 が得られる. また,

f(e3) = u =
1

3

1

2

2

 だから f を表す行列は
1

15

14 −2 5

−2 11 10

−5 −10 10

 である.

11. w =

pq
r

 を u, v の両方に垂直なベクトルとすれば (w,u) = (w,v) = 0 より p + r = q − r = 0 である.

従って, p = −r, q = r だから, とくに r = 1 の場合を考えると w =

−1

1

1

 = −e1 + e2 + e3 は平面 H に垂直

である. 仮定から f(w) は u と v に垂直だから H の法線ベクトル w の実数倍で, f(w) = kw を満たす実数 k

がある. H と平行な平面 H ′ は x = aw + su + tv (a は 0でない定数)の形にパラメータ表示され, aw を位置

ベクトルとする H ′ 上の点は f によって f(aw) = akw に写されるため, H ′ が f によって H ′ に写されるならば

akw = aw + bu+ cv を満たす実数 b, c がある. このとき a(k − 1)w = bu+ cv で, この等式の両辺と w との内積

を考えれば, (w,u) = (w,v) = 0 より a(k − 1)∥w∥2 = b(w,u) + c(w,v) = 0 が得られるが, a ̸= 0 で ∥w∥2 = 3 だ

から, k = 1 である. 故に f(w) = w だから −f(e1) + f(e2) + f(e3) = −e1 + e2 + e3 · · · (∗) が成り立つ.

一方, u = e1 + e3, v = e2 − e3 だから仮定から f(e1) + f(e3) = 2(e1 + e3), f(e2)− f(e3) = 2(e2 − e3) が得ら

れるため f(e1) = 2(e1 + e3)− f(e3), f(e2) = 2(e2 − e3) + f(e3) である. これらを (∗)に代入して f(e3) について

解けば f(e3) =
1

3
e1 −

1

3
e2 +

5

3
e3 が得られるため, f(e1) =

5

3
e1 +

1

3
e2 +

1

3
e3, f(e2) =

1

3
e1 +

5

3
e2 −

1

3
e3 である.

以上から f を表す行列は
1

3

5 1 1

1 5 −1

1 −1 5

 である.

12. 仮定から A(2e1 + e4) = e1, A(e1 − e2) = e2, A(e2 + ae3) = e3, A((2a − 1)e3 + 2e4) = e4 だから

A
(
2e1 + e4 e1 − e2 e2 + ae3 (2a− 1)e3 + 2e4

)
=
(
e1 e2 e3 e4

)
= E4. 従って,

A−1 = (2e1 + e4 e1 − e2 e2 + ae3 (2a− 1)e3 + 2e4) =


2 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 a 3

1 0 2a− 1 2

.

13. (1) R(φ) =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
, Q(ψ) =

(
cos 2ψ sin 2ψ

sin 2ψ − cos 2ψ

)
とおけば Sφ, Tψ はそれぞれ R(φ), Q(ψ) によっ

て表される 1次変換である. 従って Tψ ◦Sφ, Sφ′◦Tψ′ は, 加法定理を用いれば, それぞれ

Q(ψ)R(φ) =

(
cos 2ψ sin 2ψ

sin 2ψ − cos 2ψ

)(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
=

(
cos(2ψ − φ) sin(2ψ − φ)

sin(2ψ − φ) − cos(2ψ − φ)

)

R(φ)Q(ψ) =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)(
cos 2ψ sin 2ψ

sin 2ψ − cos 2ψ

)
=

(
cos(2ψ + φ) sin(2ψ + φ)

sin(2ψ + φ) − cos(2ψ + φ)

)

によって表される 1次変換である. 従って Tψ ◦Sφ, Sφ◦Tψ はそれぞれ

(
cos
(
ψ − φ

2

)
sin
(
ψ − φ

2

)), (cos(ψ + φ
2

)
sin
(
ψ + φ

2

)) を方向ベク
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トルとする原点を通る直線に関する対称移動である.

(2) Tψ ◦Sφ, Sφ′◦Tψ, はそれぞれ, 行列

(
cos(2ψ − φ) sin(2ψ − φ)

sin(2ψ − φ) − cos(2ψ − φ)

)
,

(
cos(2ψ′ + φ′) sin(2ψ′ + φ′)

sin(2ψ′ + φ′) − cos(2ψ′ + φ′)

)
で表

される 1次変換だから Sφ′◦Tψ′ = Tψ ◦Sφ が成り立つためには cos(2ψ′ + φ′) = cos(2ψ − φ) かつ sin(2ψ′ + φ′) =

sin(2ψ − φ) が成り立つことが必要十分である. 従って, 求める条件は 2(ψ′ − ψ) + φ′ + φ が 2π の整数倍になるこ

とである.

14. (1) u ∗ v =

(
xz + cyw

xw + yz + dyw

)
=

(
z cw

w z + dw

)(
x

y

)
=

(
x cy

y x+ dy

)(
z

w

)
だから対応 u 7→ u ∗ v, v 7→ u ∗ v

はそれぞれ行列

(
z cw

w z + dw

)
,

(
x cy

y x+ dy

)
で表される R2 の 1次変換である.

(2) i =

(
u

v

)
∈ R2 とおく. i ∗ i =

(
u2 + cv2

2uv + dv2

)
だから i ∗ i = −e1 は

u2 + cv2 = −1 · · · (i)

2uv + dv2 = 0 · · · (ii)
と同値であ

る. (ii)より v = 0 または 2u + dv = 0 であるが, v = 0 ならば (i)より u2 = −1 が得られ, u が実数であるこ

とに反する. 故に u = −dv
2
であり, (i)に代入すれば

(
d2

4
+ c

)
v2 = −1 が得られるため

d2

4
+ c < 0 すなわち

d2 + 4c < 0 であることがわかる. 逆に d2 + 4c < 0 の場合, u = −dv
2
, (d2 + 4c)v2 = −4 より γ =

√
−1

d2 + 4c
とお

けば (u, v) = (±dγ,∓2γ) (複号同順) だから i = ±

(
dγ

−2γ

)
とおけば i ∗ i = −e1 が成り立ち, i ∗ i = −e1 を満たす

i は ±

(
dγ

−2γ

)
に限られる. 従って d2 + 4c < 0 が i ∗ i = −e1 を満たすものがあるための条件である.

(3) n =

(
u

v

)
∈ R2 とおく. n ∗ n =

(
u2 + cv2

2uv + dv2

)
だから n ∗ n = 0 は

u2 + cv2 = 0 · · · (i)

2uv + dv2 = 0 · · · (ii)
と同値であ

る. (ii)より v = 0 または 2u + dv = 0 であるが, v = 0 ならば (i)より u = 0 が得られ, n が 0 でないあること

に反する. 故に u = −dv
2
であり, (i)に代入すれば

(
d2

4
+ c

)
v2 = 0 が得られ, v ̸= 0 だから

d2

4
+ c = 0 すなわち

d2 + 4c = 0 であることがわかる. このとき, v = 2k とおけば u = −dk だから n は n = k

(
−d
2

)
という形のベク

トルである. 従って d2 + 4c = 0 が n ∗ n = 0 を満たすものがあるための条件であり, n ∗ n = 0 を満たすベクトル

n は k

(
−d
2

)
(kは 0でない実数)で与えられる.

(4) 0 でないベクトル p, q ∈ R2 で, p∗q = 0, p∗p = p, q ∗q = q を満たすものが存在すれば, p ̸= e1 である. 実

際, もし p ̸= e1 ならば q = e1 ∗ q = p ∗ q = 0 となり, q が 0 でないことと矛盾する. 逆に 0 とも e1 とも異なるベ

クトル p で p∗p = p を満たすものが存在するとき, q = e1−p とおけば p ̸= e1 より q ̸= 0 であり, (1)の結果を用

いると p ∗q = p ∗ (e1−p) = p ∗e1−p ∗p = p−p = 0, q ∗q = (e1−p) ∗ (e1−p) = (e1−p) ∗e1− (e1−p) ∗p =

e1 ∗ e1 − p ∗ e1 − e1 ∗ p+ p ∗ p = e1 − p− p+ p = e1 − p = q が得られる.

(5) (4)の結果から 0 とも e1 とも異なるベクトル p で p ∗ p = p を満たすものが存在する条件を求めればよい.

p =

(
a

b

)
とおけば p ∗p =

(
a2 + cb2

2ab+ db2

)
だから p ∗p = p が成り立つためには a, b が

a2 + cb2 = a · · · (i)

2ab+ db2 = b · · · (ii)
を

満たすことが必要十分である. もし b = 0 ならば (i)より a は 0または 1となって p は 0 または e1 に等しくなる.

従って p ̸= 0, e1 ならば b ̸= 0 であり, (ii)より a =
1− db

2
が得られる. これを (i)に代入すれば (d2 + 4c)b2 = 1

が得られるため d2 + 4c > 0 であることがわかる. 逆に d2 + 4c > 0 ならば λ =
1√

d2 + 4c
とおけば b2 = λ2,

a =
1− db

2
だから b = ±λ, a =

1∓ dλ

2
であり, p ∗ p = p を満たす p は p =

(
1−dλ

2

λ

)
または

(
1+dλ

2

−λ

)
で与えら

れ, λ ̸= 0 だから p は 0 とも e1 とも異なる. 以上から, 求める条件は d2 + 4c > 0 である.
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d2 + 4c > 0 のとき, 0 でないベクトル p, q ∈ R2 が p ∗ q = 0, p ∗ p = p, q ∗ q = q を満たすとき, (4)の解答の

前半でみたように, p は 0 とも e1 とも異なり, 同様に q も 0 とも e1 とも異なるため, 上で示したことから, p, q

は

(
1−dλ

2

λ

)
または

(
1+dλ

2

−λ

)
のいずれかである. もし, p = q ならば p = p ∗ p = p ∗ q = 0 となって p ̸= 0 に矛盾

する. 従って p ̸= q だから p =

(
1−dλ

2

λ

)
, q =

(
1+dλ

2

−λ

)
または p =

(
1+dλ

2

−λ

)
, q =

(
1−dλ

2

λ

)
である. いずれの場合

にしても, q = e1 − p が成り立つため p ∗ q = p ∗ (e1 − p) = p ∗ e1 − p ∗ p = p− p = 0 である.

(6) もし q = kp を満たす実数 k が存在すれば kp = k(p ∗ p) = p ∗ (kq) = p ∗ q = 0 が得られるため, k = 0 また

は p = 0 である. 前者の場合は q = 0 となるため, いずれにしても p, q が 0 でないことと矛盾する. 同様に p = kq

を満たす実数 k も存在しない. 従って R2 の任意のベクトル x は x = sp+ tq の形に表される. 0 でないベクトル

a, b ∈ R2 が a ∗ b = 0 を満たすとし, a = sp+ tq, b = up+ vq と表すと (1)の結果と q ∗ p = p ∗ q = 0 から

a ∗ b = (sp+ tq) ∗ (up+ vq) = u(sp+ tq) ∗p+ v(sp+ tq) ∗ q = sup ∗p+ tuq ∗p+ svp ∗ q + tvq ∗ q = sup+ tvq

だから p ∗ q = 0 であるためには su = tv = 0 であることが必要十分である. s = 0 の場合, a ̸= 0 だから t ̸= 0 と

なるため v = 0 である. また u = 0 の場合, b ̸= 0 だから v ̸= 0 となるため t = 0 である. 故に a ∗ b = 0 を満たす

零でないベクトル a, b の組は (a, b) = (xp, yq) または (yq, xp) (x, y は 0でない実数)で与えられる.
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線形数学 I 演習問題 第5回 連立1次方程式

1. 次の連立 1次方程式の解を求めよ. ただし, a は定数とする.

(1)

x+ 2y − z = 3

2x+ 4y − 3z = 5
(2)

2x+ y + 3z = 0

3x− 2y + 4z = 1
(3)


x+ 2y = 1

2x− 4y = 1

3x+ 5y = 2

(4)


x− 3y − 2z = −1

2x− 2y − 3z = −1

x+ 5y = 1

(5)


2x+ 3y − z = 2

3x+ 4y − z = 1

5x+ 6y − z = 3

(6)


2x− 5y + 3z = 7

x− 3y + 2z = 1

4x− 5y + z = 18

(7)


x+ 2y − z = 1

3x+ 2y + z = −1

x− 2y + 3z = 0

(8)


2x− y − z = 12

x− 3y + 2z = 1

4x− 5y + z = 18

(9)


x+ 2y − z = 1

3x+ 4y − z = 1

5x+ 6y − z = 1

(10)


3x− y − 4z = −5

x+ y − z = −2

x+ 5y = −3

(11)


2x+ 5y + 3z = 4

3x+ 8y + 5z = 5

3x+ 5y + 2z = 11

(12)


3x− 5y − 5z = −4

2x− 2y − 3z = −3

5x+ y − 6z = −7

(13)


x+ 2y + 3z = 4

2x+ y + 3z = 0

−2x+ 3y + z = 1

(14)


x+ y − z = 6

2x+ 4y + 6z = −2

−3x− 2y + z = 5

(15)


(a− 2)x− y − 2z = 0

−x+ (a− 2)y + 2z = 0

−2x+ 2y + (a+ 1)z = 0

(16)



x− y = −2

3x− y + z = −2

2x− y + 2z = −1

y − z = 1

(17)

x+ y + 2z + 3w = 6

x+ 2y − z + 4w = 8
(18)

3x+ 2y + z + w = 4

5x+ y + 2z + 3w = 6

(19)


2x− 4y − 5w = 9

4x+ 3y + 11z − 2w = 4

5x+ 2y + 12z − 4w = 7

(20)


x+ 2y − 3z − 2w = 3

x+ 3y + z − w = 2

2x+ 5y − 2z − 3w = 5

(21)


2x+ 3y − 4z − w = 1

x+ y − z + 2w = 2

y − 2z − 5w = a

(22)


x− 2y + 4z − w = −6

3x+ 12y − 6z + w = 8

5x− y + 11z − 3w = 3

(23)


x+ 2y + z + 2w = 1

2x− y − 3z − w = −3

−x+ 8y + 9z + 8w = 9

(24)



x+ 2y + 4z − 6w = 1

3x+ y + 7z + 7w = 8

x+ 9y + 21z + 19w = 14

2x+ 7y + 11z + 5w = −1

(25)



x− 3y + 3z + 2w = −7

4x+ 3y − 2z + w = 8

5x+ 2y + z + 3w = 3

5x+ 6y + z + 3w = 7

(26)



3x+ 2y − 3z + w = −2

4x+ 3y − 4z + 2w = −1

2x+ y + 2z − w = 4

6x+ 3y + 2z − 2w = 5

(27)



x+ 2y − w = −1

−x+ y + 2z = 3

2x+ z + w = 8

x− 2y − z + w = 2

(28)



3y + 3z − 2w = −4

x+ y + 2z + 3w = 2

x+ 2y + 3z + 2w = 1

x+ 3y + 4z + 2w = −1

(29)



2x+ 4y + z − w = 1

x+ 2y − z + w = 2

2x+ y + z + 2w = −2

x+ 3y + 2z − 3w = 0

(30)



x+ z + 2w = 6

−2x+ y + 4z + w = 3

4x− 3y − 4z + w = −3

−x+ y + 2z + w = 4
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(31)



2x+ 3y + 2z + w = 1

4x+ 2y − z + w = 2

−2x− y − z − 2w = −1

2x+ y + 2z + 3w = 1

(32)



x+ y + 2z + w = −1

x+ y + 3z + 2w = 2

2x− 2y + 2z − w = −1

−x+ y + w = 1

(33)



y − z + w = −4

x+ 2y + z + w = −1

2x+ y + 5z + 6w = 3

x+ y + 2z + 2w = 1

(34)



2x+ y + 2z + 3w = 1

−x− y + 2z + 2w = 2

3x+ y + 2w = 1

4x+ 2y − z + w = 0

(35)



x+ 2y − z + 3w = 3

−x− y + 3z − 6w = −3

2x+ 3y − z + 3w = 3

x+ 2y + w = 2

(36)



x+ 2y + 4z − 6w = −7

3x+ y + 7z + 7w = 9

x+ 9y + 11z + 19w = 11

2x+ 7y + 11z + 5w = a

(37)


2x− y − z + 2w = a

−x+ 2y − z − w = b

−x− y + 2z − w = c

(38)


x+ 2y − z + 3w + 4v = 5

z − 2w + 4v = −2

2x+ 4y − z + 3w + 2v = 5

(39)



x+ 2y + 3z + w = 1

2x+ 5y + 8z + 3w = 3

x+ 3y + 5z + 2w = a+ 3

4x+ 3y + 2z + aw = a

(40)


3x− 2y + z + v = 2

x− y + z − 2w + v = 1

2x+ y − 3z + w + 3v = 2

(41)



2y + 4z + 2w = 2

−x+ y + 3z + 2w = 2

x+ 2y + 3z + w = b

−2x− y + aw = 1

(42)


x+ 2y − 2z + w + 3v = 2

2x+ y + 2z + v = 3

−2x− 3y + 2z − w + 2v = 1

(43)



x− 2y + z + aw = a+5
2

2x+ y − 3az = −1

−x− y + 2az + 2w = 0

−2x+ 2y + (a− 1)z − (a+ 2)w = b

(44)



x+ 2y − z + 3w − 2v = 1

2x+ 4y + z + 3w − 3v = 2

−x− 2y + 2z − 4w − v = 1

3x+ 6y + 6w − 5v = 3

(45)



11x+ 12y + 13z + 14u+ 15v = a

6x+ 7y + 8z + 9u+ 10v = 0

x+ 2y + 3z + 4u+ 5v = 0

x+ 4y + 9z + 16u+ 25v = b

2. 以下の連立 1次方程式が解をもつような, 定数 a, b, p, q, r, s に関する条件を求め, 解を求めよ.

(1)



2x+ z = p

x+ 2y + z + w = q

−y − w = r

x+ y − z + 4w = s

(2)



x− 3y − 3z + w = p

x− 2y − 2z + 2w = q

2x− 5y − 5z + 3w = r

x− y − z + 3w = s

(3)



x− y + z + w = p

2x− 3y + z − w = q

−x− y − 2z − 2w = r

2x− 5y + aw = s

(4)



x− 2y + 3z − w = p

2x− 3y + az = q

3x− 5y + (a+ 3)z − w = r

4x− 7y + (a+ 6)z − 2w = s

(5)



x+ y − 2w = p

2x− y + 3z − 2w = q

3x+ 3z − 4w = r

4x+ y + 3z − 6w = s

(6)



x− y − z = p

−2x+ y − 2z + w = q

−y − 4z + w = r

−x− 3z + w = s

(7)



2x+ z = p

x+ 4y − z + w = q

−y − w = r

x+ y + z + 2w = s

(8)



x− 2y + z − w = p

x+ y − z + 2w = q

−2x+ y − w = r

3y − 2z + 3w = s

(9)



x+ y = p

y + w = q

x+ z = r

z + w = s
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(10)



x+ 2y − z = p

y + 3z − 2w = q

x+ 3y + 2z − 2w = r

x+ y − 4z + 2w = s

(11)



x+ 2y + 2z + w = p

x+ 3y + z + 2w = q

3x+ 7y + 5z + 4w = r

2x+ 5y + 3z + 3w = s

(12)



x− 2y + 2z − w = p

x− y − z + 2w = q

2x− 3y + z + w = r

−x+ 3y − 5z + 4w = s

(13)



x+ 2y + 2z + w = p

x− y + z + 2w = q

2x+ y + az + w = r

3x+ 2y + 4z + aw = s

(14)


x+ y + az = p

x− z = q

bx− y − z = r

(15)


ax+ y + z = p

x+ ay + z = q

x+ y + az = r

(16)



ax+ y + z + w = p

x+ ay + z + w = q

x+ y + az + w = r

x+ y + z + aw = s

(17)



x− y + z + 2w = p

y − z − w = q

2x− y + az + 3w = r

ax− 2y + 2z + 3w = s

(18)



x+ ay = p

y + az = q

z + aw = r

x+ 3y + 3z + w = s

(19)



x+ 2y − 3z − w = p

2x− 3y + z = q

3x− y − 2z − w = r

(5− 4a)x− (a+ 4)y + (5a− 1)z + (2a− 1)w = s

(20)



x+ y − az + (a− 2)w = p

−x− y + z + (2− a)w = q

−2x+ (a− 3)y + 2z + 2w = r

(a+ 1)x+ 2y − 2z − 2w = s

(21)



x− y + z − w = p

x− 2y − 2z + 2w = q

2x− 3y − z + w = r

(a+ b)x− (a+ 2b)y + (a− 2b)z − (a− 2b)w = s

3.


x+ (k + 1)y + 2kz = k + 1

(k − 1)x+ (3k − 1)y + kz = k − 1

(2k − 1)x+ (7k − 1)y + 3kz = 3k − 1

の解が 2組以上あるような定数 k の値を求め, その場合の解を求めよ.

4. λ を定数とし, 連立 1次方程式


(λ− 3)x− y − 2z = 0

−x+ (λ− 3)y + 2z = 0

−2x+ 2y + λz = 0

が x = y = z = 0 以外の解をもつような λ の値を

求め, 求めた λ の各値に対し, この方程式の解を求めよ.
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第 5回の演習問題の解答

1. (1)

(
1 2 −1 3

2 4 −3 5

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 −1 3

0 0 −1 −1

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(
1 2 0 4

0 0 −1 −1

)
より, 与えられた

方程式は

x+ 2y = 4

−z = −1
と同値である. y = t とおけば, 解は


x = −2t+ 4

y = t

z = 1

(t は任意)で与えられる.

(2)

(
2 1 3 0

3 −2 4 1

)
第 1 行を−−−−−→
1
2 倍する

(
1 1

2
3
2 0

3 −2 4 1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1

2
3
2 0

0 − 7
2 − 1

2 1

)
第 2 行を−−−−−−→
− 2

7 倍する

(
1 1

2
3
2 0

0 1 1
7 − 2

7

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 10

7
1
7

0 1 1
7 − 2

7

)
より, 与えられた方程式は

x+ 10
7 z =

1
7

y + 1
7z = − 2

7

と同値である. z = 7t とおけば,

解は


x = −10t+ 1

7

y = −t− 2
7

z = 7t

(t は任意)で与えられる.

(3)

1 2 1

2 −4 1

3 5 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 1

0 −6 −1

0 −1 −1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1

0 0 5

0 −1 −1

 より, 与えられた方程式は


x = −1

0 = 5

−y = −1

と同値になるが, この方程式は解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(4)

1 −3 −2 −1

2 −2 −3 −1

1 5 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 −2 −1

0 4 1 1

0 8 2 2

 第 2 行を−−−−−→
1
4 倍する

1 −3 −2 −1

0 1 1
4

1
4

0 8 2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 5
4 − 1

4

0 1 1
4

1
4

0 0 0 0

より,与えられた方程式は

x− 5
4z = − 1

4

y + 1
4z =

1
4

と同値である. z = 4tとおけば,解は


x = 5t− 1

4

y = −t+ 1
4

z = 4t

(t は任意)で与えられる.

(5)

2 3 −1 2

3 4 −1 1

5 6 −1 3

 第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

2 3 −1 2

1 1 0 −1

5 6 −1 3

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 1 0 −1

2 3 −1 2

5 6 −1 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 0 −1

0 1 −1 4

0 1 −1 8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 −5

0 1 −1 4

0 0 0 4

 より, 与えられた方程式は


x+ z = −15

y − z = 4

0 = 4

と同値になる

が, この方程式は解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(6)

2 −5 3 7

1 −3 2 1

4 −5 1 18

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 −3 2 1

2 −5 3 7

4 −5 1 18

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2 1

0 1 −1 5

0 7 −7 14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 16

0 1 −1 5

0 0 0 −21

 より, 与えられた方程式は


x− z = 16

y − z = 5

0 = −21

と同値になるが, この方程式は解を持たないため,

与えられた方程式も解を持たない.
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(7)

1 2 −1 1

3 2 1 −1

1 −2 3 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −1 1

0 −4 4 −4

0 −4 4 −1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

4 倍する

1 2 −1 1

0 1 −1 1

0 −4 4 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 −1

0 1 −1 1

0 0 0 3

 より, 与えられた方程式は


x+ z = 16

y − z = 1

0 = 3

と同値になるが, この方程式は解を持たないため, 与

えられた方程式も解を持たない.

(8)

2 −1 −1 12

1 −3 2 1

4 −5 1 18

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 −3 2 1

2 −1 −1 12

4 −5 1 18

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2 1

0 5 −5 10

0 7 −7 14

 第 2 行を−−−−−→
1
5 倍する1 −3 2 1

0 1 −1 2

0 7 −7 14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 7

0 1 −1 2

0 0 0 0

より,与えられた方程式は

x− z = 7

y − z = 2
と同値である. z = t

とおけば, 解は


x = t+ 7

y = t+ 2

z = t

(t は任意)で与えられる.

(9)

1 2 −1 1

3 4 −1 1

5 6 −1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −1 1

0 −2 2 −2

0 −4 4 −4

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する

1 2 −1 1

0 1 −1 1

0 −4 4 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 −1

0 1 −1 1

0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は

x+ z = −1

y − z = 1
と同値である. z = t とおけば, 解は


x = −t− 1

y = t+ 1

z = t

(t は任意)で与えられる.

(10)

3 −1 −4 −5

1 1 −1 −2

1 5 0 −3

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 5 0 −3

1 1 −1 −2

3 −1 −4 −5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 5 0 −3

0 −4 −1 1

0 −16 −4 −4

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

4 倍する1 5 0 −3

0 1 1
4 − 1

4

0 −16 −4 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 5
4 − 7

4

0 1 1
4 − 1

4

0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は

x− 5
4z = − 7

4

y + 1
4z = − 1

4

と同値で

ある. z = 4t とおけば, 解は


x = 5t− 7

4

y = −t− 1
4

z = 4t

(t は任意)で与えられる.

(11)

2 5 3 4

3 8 5 5

3 5 2 11

 第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

2 5 3 4

1 3 2 1

3 5 2 11

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 3 2 1

2 5 3 4

3 5 2 11

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 3 2 1

0 −1 −1 2

0 −4 −4 8

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 3 2 1

0 1 1 −2

0 −4 −4 8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 7

0 1 1 −2

0 0 0 0

 より, 与えられた方程式

は

x− z = 7

y + z = −2
と同値である. z = t とおけば, 解は


x = t+ 7

y = −t− 2

z = t

(t は任意)で与えられる.
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(12)

3 −5 −5 −4

2 −2 −3 −3

5 1 −6 −7

 第 1 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

1 −3 −2 −1

2 −2 −3 −3

5 1 −6 −7

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 −2 −1

0 4 1 −1

0 16 4 −2


第 3 行から第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
4 倍したものを引く

1 −3 −2 −1

0 4 1 −1

0 0 0 2

 より, 与えられた方程式は


x− 3y − 2z = −1

4y + z = −1

0 = 2

と同値になるが, この方程

式は解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(13)

 1 2 3 4

2 1 3 0

−2 3 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 3 4

0 −3 −3 −8

0 7 7 9

 第 2 行を 2 倍して−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

1 2 3 4

0 −3 −3 −8

0 1 1 −7


第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 2 3 4

0 1 1 −7

0 −3 −3 −8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 18

0 1 1 −7

0 0 0 −29

より,与えられた方程式は


x+ z = 18

y + z = −7

0 = −29

と同値になるが, この方程式は解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(14)

 1 1 −1 6

2 4 6 −2

−3 −2 1 5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 −1 6

0 2 8 −14

0 1 −2 23

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する

1 1 −1 6

0 1 4 −7

0 1 −2 23

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 −5 13

0 1 4 −7

0 0 −6 30

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

6 倍する

1 0 −5 13

0 1 4 −7

0 0 1 −5

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 0 0 −12

0 1 0 13

0 0 1 −5

 より, 与えられた方程式の

解は


x = −12

y = 13

z = −5

で与えられる.

(15)

a− 2 −1 −2

−1 a− 2 2

−2 2 a+ 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 (a− 1)(a− 3) 2(a− 3)

−1 a− 2 2

0 −2(a− 3) a− 3

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ換え−1 a− 2 2

0 (a− 1)(a− 3) 2(a− 3)

0 −2(a− 3) a− 3

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 2− a −2

0 (a− 1)(a− 3) 2(a− 3)

0 −2(a− 3) a− 3

 · · · (∗) より, a = 3 ならば (∗) は

1 −1 −2

0 0 0

0 0 0

 となり, a ̸= 3 ならば (∗) 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 2− a −2

0 −2(a− 3) a− 3

0 (a− 1)(a− 3) 2(a− 3)

 第 2 行を − 1
2(a−3)

倍して
−−−−−−−−−−−−−−−→
第 3 行を 1

a−3 倍する1 2− a −2

0 1 − 1
2

0 a− 1 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −a−2
2

0 1 − 1
2

0 0 a+3
2

 · · · (∗∗). a = −3 ならば (∗∗) =

1 0 1
2

0 1 − 1
2

0 0 0

, a ̸= ±3 ならば

(∗∗) 第 3 行を−−−−−−−→
2

a+3 倍する

1 0 −a+2
2

0 1 − 1
2

0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. 以上から, a = ±3 のときに x = y = z = 0 以外

の解をもつ. a = 3 のとき, x = s + 2t, y = s, z = t (s, t は任意) を解にもち, a = −3 のとき, x = −1

2
t, y =

1

2
t,

z = t (t は任意) を解にもつ.
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(16)


1 −1 0 −2

3 −1 1 −2

2 −1 2 −1

0 1 −1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 0 −2

0 2 1 4

0 1 2 3

0 1 −1 1

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 −1 0 −2

0 1 −1 1

0 1 2 3

0 2 1 4


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1

0 1 −1 1

0 0 3 2

0 0 3 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 − 1

3

0 1 0 5
3

0 0 3 2

0 0 0 0

より,与えられた方程式は


x = − 1

3

y = 5
3

3z = 2

と

同値である. 従って解は


x = − 1

3

y = 5
3

z = 2
3

で与えられる.

(17)

(
1 1 2 3 6

1 2 −1 4 8

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 2 3 6

0 1 −3 1 2

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 5 2 4

0 1 −3 1 2

)
より, 与え

られた方程式は

x+ 5z + 2w = 4

y − 3z + w = 2
と同値である. z = s, w = t とおけば, 解は



x = −5s− 2t+ 4

y = 3s− t+ 2

z = s

w = t

(s, t は任意)

で与えられる.

(18)

(
3 2 1 1 4

5 1 2 3 6

)
第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

(
3 2 1 1 4

2 −1 1 2 2

)
第 1 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

(
1 3 0 −1 2

2 −1 1 2 2

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し(

1 3 0 −1 2

0 −7 1 4 −2

)
より, 与えられた方程式は

x+ 3y − w = 2

−7y + z + 4w = −2
と同値である. y = s, w = t とおけば,

解は



x = −3s+ t+ 2

y = s

z = 7s− 4t− 2

w = t

(s, t は任意)で与えられる.

(19)

2 −4 0 −5 9

4 3 11 −2 4

5 2 12 −4 7

 第 3 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

2 −4 0 −5 9

4 3 11 −2 4

1 −1 1 −2 3

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 −1 1 −2 3

4 3 11 −2 4

2 −4 0 −5 9


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 1 −2 3

0 7 7 6 −8

0 −2 −2 −1 3

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−→
3 倍したもの加える

1 −1 1 −2 3

0 1 1 3 1

0 −2 −2 −1 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 2 1 4

0 1 1 3 1

0 0 0 5 5

 第 3 行を−−−−−→
1
5 倍する

1 0 2 1 4

0 1 1 3 1

0 0 0 1 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 2 0 3

0 1 1 0 −2

0 0 0 1 1

 より, 与えられた方程式は


x+ 2z = 3

y + z = −2

w = 1

と同値である. z = t とおけば, 解は



x = −2t+ 3

y = −t− 2

z = t

w = 1

(t は任意)で与えられる.

37



(20)

1 2 −3 −2 3

1 3 1 −1 2

2 5 −2 −3 5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −3 −2 3

0 1 4 1 −1

0 1 4 1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −11 −4 5

0 1 4 1 −1

0 0 0 0 0



より, 与えられた方程式は

x− 11z − 4w = 5

y + 4z + w = −1
と同値である. z = s, w = t とおけば, 解は



x = 11s+ 4t+ 5

y = −4s− t− 1

z = s

w = t

(s, t は任意)で与えられる.

(21)

2 3 −4 −1 1

1 1 −1 2 2

0 1 −2 −5 a

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 1 −1 2 2

2 3 −4 −1 1

0 1 −2 −5 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 −1 2 2

0 1 −2 −5 −3

0 1 −2 −5 a


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 7 5

0 1 −2 −5 −3

0 0 0 0 a+ 3

 より, a ̸= −3 ならば与えられた方程式は解を持たず, a = −3 ならば

与えられた方程式は

x+ z + 7w = 5

y − 2z − 5w = −3
と同値である. z = s, w = t とおけば, 解は



x = −s− 7t+ 5

y = 2s+ 5t− 3

z = s

w = t

(s, t

は任意)で与えられる.

(22)

1 −2 4 −1 −6

3 12 −6 1 8

5 −1 11 −3 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −2 4 −1 −6

0 18 −18 4 26

0 9 −9 2 33

 第 2 行から第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
2 倍したものを引く

1 −2 4 −1 −6

0 0 0 0 −40

0 9 −9 2 33

 より, 与えられた方程式は


x− 2y + 4z − w = −6

0 = −40

9y − 9z + 2w = 33

と同値になるが, この方程式は解

を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(23)

 1 2 1 2 1

2 −1 −3 −1 −3

−1 8 9 8 9

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 1 2 1

0 −5 −5 −5 −5

0 10 10 10 10

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する

1 2 1 2 1

0 1 1 1 1

0 10 10 10 10


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 0 −1

0 1 1 1 1

0 0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は

x− z = −1

y + z + w = 1
と同値である. z = s, w = t

とおけば, 解は



x = s− 1

y = −s− t+ 1

z = s

w = t

(s, t は任意)で与えられる.

(24)


1 2 4 −6 1

3 1 7 7 8

1 9 21 19 14

2 7 11 5 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −6 1

0 −5 −5 25 5

0 7 17 25 13

0 3 3 17 −3

 第行を−−−−−−→
− 1

5 倍する


1 2 4 −6 1

0 1 1 5 −1

0 7 17 25 13

0 3 3 17 −3


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(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 −16 3

0 1 1 5 −1

0 0 10 −10 20

0 0 0 2 0

 第 3 行を−−−−−−→
1
10 倍する


1 0 2 −16 3

0 1 1 5 −1

0 0 1 −1 2

0 0 0 2 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −18 −1

0 1 0 6 −3

0 0 1 −1 2

0 0 0 2 0

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −1

0 1 0 0 −3

0 0 1 0 2

0 0 0 2 0

 より, 与えられた方程式の解は



x = −1

y = −3

z = 2

w = 0

である.

(25)


1 −3 3 2 −7

4 3 −2 1 8

5 2 1 3 3

5 6 1 3 7

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 3 2 −7

0 15 −14 −7 36

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 −3 3 2 −7

0 −2 0 0 −2

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 −3 3 2 −7

0 1 0 0 1

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 2 −4

0 1 0 0 1

0 0 −14 −7 21

0 0 −14 −7 21


第 2 行を−−−−−−−→

− 1
14 倍する


1 0 3 2 −4

0 1 0 0 1

0 0 1 1
2 − 3

2

0 0 −14 −7 21

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

2
1
2

0 1 0 0 1

0 0 1 1
2 − 3

2

0 0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は


x+ 1

2w = 1
2

y = 1

z + 1
2w = − 3

2

と同値である. w = 2t とおけば, 解は



x = −t+ 1
2

y = 1

z = −t− 3
2

w = 2t

(t は任意)で与えられる.

(26)


3 2 −3 1 −2

4 3 −4 2 −1

2 1 2 −1 4

6 3 2 −2 5

 第 1 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 1 −5 2 −6

4 3 −4 2 −1

2 1 2 −1 4

6 3 2 −2 5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −5 2 −6

0 −1 16 −6 23

0 −1 12 −5 16

0 −3 32 −14 41

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 1 −5 2 −6

0 1 −16 6 −23

0 −1 12 −5 16

0 −3 32 −14 41

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 11 −4 17

0 1 −16 6 −23

0 0 −4 1 −7

0 0 −16 4 −28


第 3 行を−−−−−−−→

− 1
14 倍する


1 0 11 −4 17

0 1 −16 6 −23

0 0 1 − 1
4

7
4

0 0 −16 4 −28

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 − 5

4 − 9
4

0 1 0 2 5

0 0 1 − 1
4

7
4

0 0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は


x− 5

4w = − 9
4

y + 2w = 5

z − 1
4w = 7

4

と同値である. w = 4t とおけば, 解は



x = 5t− 9
4

y = −8t+ 5

z = t+ 7
4

w = 4t

(t は任意)で与えられる.
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(27)


1 2 0 −1 −1

−1 1 2 0 3

2 0 1 1 8

1 −2 −1 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 −1 −1

0 3 2 −1 2

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 第 2 行に第 4 行−−−−−−−−−→
を加える


1 2 0 −1 −1

0 −1 1 1 5

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 2 0 −1 −1

0 1 −1 −1 −5

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 −3 −1 −10

0 0 −5 −2 −17


第 4 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→

−2 倍したもの加える


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 −3 −1 −10

0 0 1 0 3

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 1 0 3

0 0 −3 −1 −10

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 3

0 1 0 −1 −2

0 0 1 0 3

0 0 0 −1 −1

 第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 1 3

0 1 0 −1 −2

0 0 1 0 3

0 0 0 1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 2

0 1 0 0 −1

0 0 1 0 3

0 0 0 1 1

 より, 与えられた

方程式の解は



x = 2

y = −1

z = 3

w = 1

である.

(28)


0 3 3 −2 −4

1 1 2 3 2

1 2 3 2 1

1 3 4 2 −1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 2 3 2

0 3 3 −2 −4

1 2 3 2 1

1 3 4 2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 2 3 2

0 3 3 −2 −4

0 1 1 −1 −1

0 2 2 −1 −3


第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 2 3 2

0 1 1 −1 −1

0 3 3 −2 −4

0 2 2 −1 −3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 4 3

0 1 1 −1 −1

0 0 0 1 −1

0 0 0 1 −1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 1 0 7

0 1 1 0 −2

0 0 0 1 −1

0 0 0 0 0

より,与えられた方程式は


x+ z = 7

y + z = −2

w = −1

と同値である. z = tとおけば,解は



x = −t+ 7

y = −t− 2

z = t

w = −1

(t は任意)で与えられる.

(29)


2 4 1 −1 1

1 2 −1 1 2

2 1 1 2 −2

1 3 2 −3 0

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 −1 1 2

2 4 1 −1 1

2 1 1 2 −2

1 3 2 −3 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 1 2

0 0 3 −3 −3

0 −3 3 0 −6

0 1 3 −4 −2


第 3 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する


1 2 −1 1 2

0 0 3 −3 −3

0 1 −1 0 2

0 1 3 −4 −2

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 −1 1 2

0 1 −1 0 2

0 0 3 −3 −3

0 1 3 −4 −2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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
1 0 1 1 −2

0 1 −1 0 2

0 0 3 −3 −3

0 0 4 −4 −4

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する


1 0 1 1 −2

0 1 −1 0 2

0 0 1 −1 −1

0 0 4 −4 −4

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 2 −1

0 1 0 −1 1

0 0 1 −1 −1

0 0 0 0 0

 より, 与えら

れた方程式は


x+ 2w = −1

y − w = 1

z − w = −1

と同値である. w = t とおけば, 解は



x = −2t− 1

y = t+ 1

z = t− 1

w = t

(t は任意)で与えられる.

(30)


1 0 1 2 6

−2 1 4 1 3

4 −3 −4 1 −3

−1 1 2 1 4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2 6

0 1 6 5 15

0 −3 −8 −7 −27

0 1 3 3 10

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2 6

0 1 6 5 15

0 0 10 8 18

0 0 −3 −2 −5


第 4 行を 3 倍して−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える


1 0 1 2 6

0 1 6 5 15

0 0 1 2 3

0 0 −3 −2 −5

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 3

0 1 0 −7 −3

0 0 1 2 3

0 0 0 4 4

 第 4 行を−−−−−→
1
4 倍する


1 0 0 0 3

0 1 0 −7 −3

0 0 1 2 3

0 0 0 1 1



(4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 3

0 1 0 0 4

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1

 より, 与えられた方程式の解は



x = 3

y = 4

z = 1

w = 1

である.

(31)


2 3 2 1 1

4 2 −1 1 2

−2 −1 −1 −2 −1

2 1 2 3 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


2 3 2 1 1

0 −4 −5 −1 0

0 2 1 −1 0

0 −2 0 2 0

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


2 3 2 1 1

0 −2 0 2 0

0 2 1 −1 0

0 −4 −5 −1 0


第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


2 3 2 1 1

0 1 0 −1 0

0 2 1 −1 0

0 −4 −5 −1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


2 0 2 4 1

0 1 0 −1 0

0 0 1 1 0

0 0 −5 −5 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


2 0 0 2 1

0 1 0 −1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0



より, 与えられた方程式は


2x+ 2w = 1

y − w = 0

z + w = 0

と同値である. w = tとおけば, 解は



x = −t+ 1
2

y = t

z = −t

w = t

(tは任意)で与えられる.

(32)


1 1 2 1 −1

1 1 3 2 2

2 −2 2 −1 −1

−1 1 0 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 2 1 −1

0 0 1 1 3

0 −4 −2 −3 1

0 2 2 2 0

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 2 1 −1

0 2 2 2 0

0 −4 −2 −3 1

0 0 1 1 3


第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 1 2 1 −1

0 1 1 1 0

0 −4 −2 −3 1

0 0 1 1 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0 −1

0 1 1 1 0

0 0 2 1 1

0 0 1 1 3

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 1 0 −1

0 1 1 1 0

0 0 1 1 3

0 0 2 1 1



41



(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 −4

0 1 0 0 −3

0 0 1 1 3

0 0 0 −1 −5

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 1

0 1 0 0 −3

0 0 1 0 −2

0 0 0 −1 −5

 より, 解は



x = 1

y = −3

z = −2

w = 5

である.

(33)


0 1 −1 1 −4

1 2 1 1 −1

2 1 5 6 3

1 1 2 2 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 1 1 −1

0 1 −1 1 −4

2 1 5 6 3

1 1 2 2 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 1 1 −1

0 1 −1 1 −4

0 −3 3 4 5

0 −1 1 1 2


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 −1 7

0 1 −1 1 −4

0 0 0 7 −7

0 0 0 2 −2

 第 3 行を−−−−−→
1
7 倍する


1 0 3 −1 7

0 1 −1 1 −4

0 0 0 1 −1

0 0 0 2 −2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 3 0 6

0 1 −1 0 −3

0 0 0 1 −1

0 0 0 0 0



より, 与えられた方程式は


x+ 3z = 6

y − z = −3

w = −1

と同値である. z = t とおけば, 解は



x = −3t+ 6

y = t− 3

z = t

w = −1

(t は任意)で与えられる.

(34)


2 1 2 3 1

−1 −1 2 2 2

3 1 0 2 1

4 2 −1 1 0

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


−1 −1 2 2 2

2 1 2 3 1

3 1 0 2 1

4 2 −1 1 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


−1 −1 2 2 2

0 −1 6 7 5

0 −2 6 8 7

0 −2 7 9 8


各行を−−−−−−→

−1 倍する


1 1 −2 −2 −2

0 1 −6 −7 −5

0 2 −6 −8 −7

0 2 −7 −9 −8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 5 3

0 1 −6 −7 −5

0 0 6 6 3

0 0 5 5 2

 第 4 行を −1 倍−−−−−−−−−−−→
して第 3 行に加える


1 0 4 5 3

0 1 −6 −7 −5

0 0 1 1 1

0 0 5 5 2



(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 −1

0 1 0 −1 1

0 0 1 1 1

0 0 0 0 −3

 より, 与えられた方程式は



x+ w = −1

y − w = 1

z + w = 1

0 = −3

と同値になるが, この方程式は

解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(35)


1 2 −1 3 3

−1 −1 3 −6 −3

2 3 −1 3 3

1 2 0 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 3 3

0 1 2 −3 0

0 −1 1 −3 −3

0 0 1 −2 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −5 9 3

0 1 2 −3 0

0 0 3 −6 −3

0 0 1 −2 −1

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する


1 0 −5 9 3

0 1 2 −3 0

0 0 1 −2 −1

0 0 1 −2 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 −2

0 1 0 1 2

0 0 1 −2 −1

0 0 0 0 0

 より, 与えら

れた方程式は


x− w = −2

y + w = 2

z − 2w = −1

と同値である. w = t とおけば, 解は



x = t− 2

y = −t+ 2

z = 2t− 1

w = t

(t は任意)で与えられる.
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(36)


1 2 4 −6 −7

3 1 7 7 9

1 9 11 19 11

2 7 11 5 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −6 −7

0 −5 −5 25 30

0 7 7 25 18

0 3 3 17 a+ 14

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する


1 2 4 −6 −7

0 1 1 −5 −6

0 7 7 25 18

0 3 3 17 a+ 14


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 4 5

0 1 1 −5 −6

0 0 0 60 60

0 0 0 32 a+ 32

 第 3 行を−−−−−−→
1
60 倍する


1 0 2 4 5

0 1 1 −5 −6

0 0 0 1 1

0 0 0 32 a+ 32

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 2 0 1

0 1 1 0 −1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 a

 より, 与えられた方程式は



x+ 2w = 1

y + z = −1

w = 1

0 = a

と同値であるため, a ̸= 0 ならば解をもたず, a = 0

ならば z = s とおけば, 解は



x = −2s+ 1

y = −s− 1

z = s

w = 1

(s は任意)で与えられる.

(37)

 2 −1 −1 2 a

−1 2 −1 −1 b

−1 −1 2 −1 c

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

−1 2 −1 −1 b

2 −1 −1 2 a

−1 −1 2 −1 c

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−1 2 −1 −1 b

0 3 −3 0 a+ 2b

0 −3 3 0 c− b

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 1 −1 − 2a
3 − b

3

0 3 −3 0 a+ 2b

0 0 0 0 a+ b+ c

 より, 与えられた方程式は


−x+ z − w = − 2a+b

3

3y − 3z = a+ 2b

0 = a+ b+ c

と同値である. 従って a+b+c = 0ならば z = s, w = tとおけば,解は



x = s− t+ 2a+b
3

y = s+ a+2b
3

z = s

w = t

(s, t は任意) で与えられる. a+ b+ c ̸= 0 ならば上の方程式は解を持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(38)

1 2 −1 3 4 5

0 0 1 −2 4 −2

2 4 −1 3 2 5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −1 3 4 5

0 0 1 −2 4 −2

0 0 1 −3 −6 −5

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し1 2 0 1 8 3

0 0 1 −2 4 −2

0 0 0 −1 −10 −3

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

1 2 0 0 −2 0

0 0 1 0 24 4

0 0 0 −1 −10 −3

 より, 与えられた方程式は


x+ 2y − 2v = 0

z + 24v = 4

w + 10v = 3

と同値である. y = s, v = t とおけば, 解は



x = −2s+ 2t

y = s

z = −24t+ 4

w = −10t+ 3

v = t

(s, t は任意)で与えられる.

43



(39)


1 2 3 1 1

2 5 8 3 3

1 3 5 2 a+ 3

4 3 2 a a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 1 1

0 1 2 1 1

0 1 2 1 a+ 2

0 −5 −10 a− 4 a− 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 0 a+ 1

0 0 0 a+ 1 a+ 1

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 a+ 1 a+ 1

0 0 0 0 a+ 1

 · · · (∗) より, a = −1 ならば (∗) は


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 となり, 与えられた方程式は

x− z − w = −1

y + 2z + w = 1
と同値であるため, z = u, w = v とおけ

ば,解は



x = u+ v − 1

y = −2u− v + 1

z = u

w = v

(u, vは任意)で与えられる. a ̸= −1ならば (∗) 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を 1

a+1 倍する


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1



より, 与えられた方程式は



x− z − w = −1

y + 2z + w = 1

w = 1

0 = 1

と同値になるが, この方程式は解を持たないため, 与えられた方程式

も解を持たない.

(40)

3 −2 1 0 1 2

1 −1 1 −2 1 1

2 1 −3 1 3 2

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 −1 1 −2 1 1

3 −2 1 0 1 2

2 1 −3 1 3 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 −1 1 −2 1 1

0 1 −2 6 −2 −1

0 3 −5 5 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 4 −1 0

0 1 −2 6 −2 −1

0 0 1 −13 7 3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 0 0 −9 6 3

0 1 0 −20 12 5

0 0 1 −13 7 3

 より, 与えられた方程式は


x− 9w + 6v = 3

y − 20w + 12v = 5

z − 13w + 7v = 3

と同値である. w = s, v = t とおけ

ば, 解は



x = 9s− 6t+ 3

y = 20s− 12t+ 5

z = 13s− 7t+ 3

w = s

v = t

(s, t は任意)で与えられる.

(41)


0 2 4 2 2

−1 1 3 2 2

1 2 3 1 b

−2 −1 0 a 1

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 1 b

−1 1 3 2 2

0 2 4 2 2

−2 −1 0 a 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 1 b

0 3 6 3 b+ 2

0 2 4 2 2

0 3 6 a+ 2 2b+ 1


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第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 1 b

0 2 4 2 2

0 3 6 3 b+ 2

0 3 6 a+ 2 2b+ 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 2 3 1 b

0 1 2 1 1

0 3 6 3 b+ 2

0 3 6 a+ 2 2b+ 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 b− 2

0 1 2 1 1

0 0 0 0 b− 1

0 0 0 a− 1 2(b− 1)

 より, 与えられた方程式は



x− z − w = b− 2

y + 2z + w = 1

0 = b− 1

(a− 1)w = 2(b− 1)

と同値である. 従って b = 1,

a ̸= 1 の場合は w = 0 であり, z = t とおけば, 解は



x = t+ b− 2

y = −2t+ 1

z = t

w = 0

(t は任意)で与えられ, b = 1, a ̸= 1 の場合

は, z = s, w = t とおけば, 解は



x = s+ t+ b− 2

y = −2s− t+ 1

z = s

w = t

(s, t は任意) で与えられる. b ̸= 1 ならば上の方程式は解を

持たないため, 与えられた方程式も解を持たない.

(42)

 1 2 −2 1 3 2

2 1 2 0 1 3

−2 −3 2 −1 2 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −2 1 3 2

0 −3 6 −2 −5 −1

0 1 −2 1 8 5

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え1 2 −2 1 3 2

0 1 −2 1 8 5

0 −3 6 −2 −5 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 2 −1 −13 −8

0 1 −2 1 8 5

0 0 0 1 19 14

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

1 0 2 0 6 6

0 1 −2 0 −11 −9

0 0 0 1 19 14

 より, 与えられた方程式は


x+ 2z + 6v = 6

y − 2z − 11v = −9

w + 19v = 14

と同値である. z = s, v = t とお

けば, 解は



x = −2s− 6t+ 6

y = 2s+ 11t− 9

z = s

w = −19t+ 14

v = t

(s, t は任意)で与えられる.

(43)


1 −2 1 a a+5

2

2 1 −3a 0 −1

−1 −1 2a 2 0

−2 2 a− 1 −a− 2 b

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 1 a a+5

2

0 5 −3a− 2 −2a −a− 6

0 −3 2a+ 1 a+ 2 a+5
2

0 −2 a+ 1 a− 2 a+ b+ 5

 第 3 行を 2 倍して−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える


1 −2 1 a a+5

2

0 1 −a −4 a+ 2b+ 4

0 −3 2a+ 1 a+ 2 a+5
2

0 −2 a+ 1 a− 2 a+ b+ 5

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1− 2a a− 8 5a+8b+21

2

0 1 −a −4 a+ 2b+ 4

0 0 1− a a− 10 7a+12b+29
2

0 0 1− a a− 10 3a+ 5b+ 13

 第 3 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 4 行に加える
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
1 0 1− 2a a− 8 5a+8b+21

2

0 1 −a −4 a+ 2b+ 4

0 0 1− a a− 10 7a+12b+29
2

0 0 0 0 −a−2b−3
2

 より a ̸= −2b− 3 ならば与えられた方程式も解を持たない. a = −2b− 3 な

らば上の行列は


1 0 4b+ 7 −2b− 11 3− b

0 1 2b+ 3 −4 1

0 0 2b+ 4 −2b− 13 4− b

0 0 0 0 0

 · · · (∗) に等しい. b ̸= −2 の場合, (∗)
第 3 行を−−−−−−−→
1

2b+4 倍する


1 0 4b+ 7 −2b− 11 3− b

0 1 2b+ 3 −4 1

0 0 1 − 2b+13
2b+4

4−b
2b+4

0 0 0 0 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 4b2+36b+47

2b+4
2b2−7b−16

2b+4

0 1 0 4b2+24b+23
2b+4

2b2−3b−8
2b+4

0 0 1 − 2b+13
2b+4

4−b
2b+4

0 0 0 0 0

より,与えられた方程式

は


x+ 4b2+36b+47

2b+4 w = 2b2−7b−16
2b+4

y + 4b2+24b+23
2b+4 w = 2b2−3b−8

2b+4

z − 2b+13
2b+4 w = 4−b

2b+4

と同値である. w = t とおけば, 解は



x = 2b2−7b−16
2b+4 − 4b2+36b+47

2b+4 t

y = 2b2−3b−8
2b+4 − 4b2+24b+23

2b+4 t

z = 4−b
2b+4 + 2b+13

2b+4 t

w = t

(t は任意)

で与えられる. b = −2 の場合, (∗) =


1 0 −1 −7 5

0 1 −1 −4 1

0 0 0 −9 6

0 0 0 0 0

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

9 倍する


1 0 −1 −7 5

0 1 −1 −4 1

0 0 0 1 − 2
3

0 0 0 0 0

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 −1 0 1

3

0 1 −1 0 − 5
3

0 0 0 1 − 2
3

0 0 0 0 0

より,与えられた方程式は


x− z = 1

3

y − z = − 5
3

w = − 2
3

と同値である. z = tとおけば,解は



x = t+ 1
3

y = t− 5
3

z = t

w = − 2
3

(t は任意)で与えられる.

(44)


1 2 −1 3 −2 1

2 4 1 3 −3 2

−1 −2 2 −4 −1 1

3 6 0 6 −5 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 3 −2 1

0 0 3 −3 1 0

0 0 1 −1 −3 2

0 0 3 −3 1 0

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 −1 3 −2 1

0 0 1 −1 −3 2

0 0 3 −3 1 0

0 0 3 −3 1 0

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 2 0 2 −5 3

0 0 1 −1 −3 2

0 0 0 0 10 −6

0 0 0 0 10 −6

 第 3 行を−−−−−−→
1
10 倍する


1 2 0 2 −5 3

0 0 1 −1 −3 2

0 0 0 0 1 − 3
5

0 0 0 0 10 −6

 (3,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


1 2 0 2 0 0

0 0 1 −1 0 1
5

0 0 0 0 1 − 3
5

0 0 0 0 0 0

 より, 与えられた方程式は


x+ 2y + 2w = 0

z − w = 1
5

v = − 3
5

と同値である. y = s, w = t とおけば, 解は



x = −2s− 2t

y = s

z = t+ 1
5

w = t

v = − 3
5

(s, t は任意)で与えられる.
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(45)


11 12 13 14 15 a

6 7 8 9 10 0

1 2 3 4 5 0

1 4 9 16 25 b

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 4 5 0

6 7 8 9 10 0

11 12 13 14 15 a

1 4 9 16 25 b

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 4 5 0

0 −5 −10 −15 −20 0

0 −10 −20 −40 −40 a

0 2 6 12 20 b

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する


1 2 3 4 5 0

0 1 2 3 4 0

0 −10 −20 −30 −40 a

0 2 6 12 20 b

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −2 −3 0

0 1 2 3 4 0

0 0 0 0 0 a

0 0 2 6 12 b

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 −1 −2 −3 0

0 1 2 3 4 0

0 0 2 6 12 b

0 0 0 0 0 a

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 −1 −2 −3 0

0 1 2 3 4 0

0 0 1 3 6 b
2

0 0 0 0 0 a


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 3 b

2

0 1 0 −3 −8 −b
0 0 1 3 6 b

2

0 0 0 0 0 a

 より a ̸= 0 ならば与えられた方程式も解を持たない. a = 0 の場合,

与えられた方程式は


x+ u+ 3v = b

2

y − 3u− 8v = −b

z + 3u+ 6v = b
2

と同値である. u = s, v = t とおけば, 解は



x = −s− 3t+ b
2

y = 3s+ 8t− b

z = −3s− 6t+ b
2

u = s

v = t

(s, t は

任意)で与えられる.

2. (1) 与えられた連立 1次方程式の拡大係数行列を行に関して基本変形する.
2 0 1 0 p

1 2 1 1 q

0 −1 0 −1 r

1 1 −1 4 s

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 1 −1 4 s

1 2 1 1 q

0 −1 0 −1 r

2 0 1 0 p

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 4 s

0 1 2 −3 q − s

0 −1 0 −1 r

0 −2 3 −8 p− 2s



(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 7 2s− q

0 1 2 −3 q − s

0 0 2 −4 q + r − s

0 0 7 −14 p+ 2q − 4s

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 −3 7 2s− q

0 1 2 −3 q − s

0 0 1 −2 q+r−s
2

0 0 7 −14 p+ 2q − 4s

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 q+3r+s

2

0 1 0 1 −r
0 0 1 −2 q+r−s

2

0 0 0 0 2p−3q−7r−s
2

 故に, 与えられた方程式が解をもつための条件は 2p− 3q− 7r− s = 0 である. この

とき, 与えられた方程式は


x+ w = q+3r+s

2

y + w = −r

z − 2w = q+r−s
2

と同値である. w = t とおけば, 解は



x = −t+ q+3r+s
2

y = −t− r

z = 2t+ q+r−s
2

w = t

(t は任意)

で与えられる.
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(2)


1 −3 −3 1 p

1 −2 −2 2 q

2 −5 −5 3 r

1 −1 −1 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 −3 1 p

0 1 1 1 q − p

0 1 1 1 r − 2p

0 2 2 2 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 4 3q − 2p

0 1 1 1 q − p

0 0 0 0 r − q − p

0 0 0 0 s− 2q + p


従って, 与えられた方程式が解をもつための条件は r = p+ q かつ s = −p+ 2q である. このとき, 与えられた方程

式は

x+ 4w = 3q − 2p

y + z + w = q − p
と同値である. z = t, w = u とおけば, 解は



x = −4u− 2p+ 3q

y = −t− u− p+ q

z = t

w = u

(t, u は任意)で

与えられる.

(3)


1 −1 1 1 p

2 −3 1 −1 q

−1 −1 −2 −2 r

2 −5 0 a s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 1 p

0 −1 −1 −3 q − 2p

0 −2 −1 −1 p+ r

0 −3 −2 a− 2 s− 2p

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 −1 1 1 p

0 1 1 3 2p− q

0 −2 −1 −1 p+ r

0 −3 −2 a− 2 s− 2p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 4 3p− q

0 1 1 3 2p− q

0 0 1 5 5p− 2q + r

0 0 1 a+ 7 4p− 3q + s

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −6 −7p+ 3q − 2r

0 1 0 −2 −3p+ q − r

0 0 1 5 5p− 2q + r

0 0 0 a+ 2 −p− q − r + s

 より, a ̸= −2 の場合, 左の拡大係数行列の第 4行を 1
a+2 倍して (4, 4)成分に

関して第 4列の掃き出しを行えば,


1 0 0 0 −7ap+3aq−2ar−20p−10r+6s

a+2

0 1 0 0 −3ap+aq−ar−8p−4r+2s
a+2

0 0 1 0 5ap−2aq+ar+15p+q+7r−5s
a+2

0 0 0 1 −p−q−r+s
a+2

 が得られるため, 与えられた方程式

の解は



x = −7ap+3aq−2ar−20p−10r+6s
a+2

y = −3ap+aq−ar−8p−4r+2s
a+2

z = 5ap−2aq+ar+15p+q+7r−5s
a+2

w = −p−q−r+s
a+2

である. a = −2 の場合, s ̸= p+ q + r ならば与えられた方程式は解をも

たず, s = p+ q+ r ならば与えられた方程式は


x− 6w = −7p+ 3q − 2r

y − 2w = −3p+ q − r

z + 5w = 5p− 2q + r

と同値であるため, w = t とおけば, 解

は



x = 6t− 7p+ 3q − 2r

y = 2t− 3p+ q − r

z = −5t+ 5p− 2q + r

w = t

(t は任意)で与えられる.

(4)


1 −2 3 −1 p

2 −3 a− 1 0 q

3 −5 a+ 2 −1 r

4 −7 a+ 5 −2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 3 −1 p

0 1 a− 7 2 q − 2p

0 1 a− 7 2 r − 3p

0 1 a− 7 2 s− 4p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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
1 0 2a− 11 3 −3p+ 2q

0 1 a− 7 2 q − 2p

0 0 0 0 r − p− q

0 0 0 0 s− 2p− q

 より, 与えられた連立 1次方程式が解をもつためには r = p + q, s = 2p + q が

成り立つことが必要十分であり, このとき与えられた連立 1次方程式は

x+ (2a− 11)z + 3w = −3p+ 2q

y + (a− 7)z + 2w = −2p+ q
と同

値である. 従って, z = t, w = u とおけば, 解は



x = −(2a− 11)t− 3u− 3p+ 2q

y = −(a− 7)t− 2u− 2p+ q

z = t

w = u

(t, u は任意) で与えられる.

(5)


1 1 0 −2 p

2 −1 3 −2 q

3 0 3 −4 r

4 1 3 −6 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0 −2 p

0 −3 3 2 q − 2p

0 −3 3 2 r − 3p

0 −3 3 2 s− 4p

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 1 0 −2 p

0 −3 3 2 q − 2p

0 0 0 0 r − q − p

0 0 0 0 s− q − 2p

 より, 与えられた連立 1次方程式が解をもつためには r = p + q, s = 2p + q が成

り立つことが必要十分であり, このとき与えられた連立 1次方程式は

x+ y − 2w = p

−3y + 3z + 2w = −2p+ q
と同値である.

従って, y = t, w = u とおけば, 解は



x = −t+ 2u+ p

y = t

z = t− 2u
3 − 2p−q

3

w = u

(t, u は任意) で与えられる.

(6)


1 −1 −1 0 p

−2 1 −2 1 q

0 −1 −4 1 r

−1 0 −3 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 −1 0 p

0 −1 −4 1 2p+ q

0 −1 −4 1 r

0 −1 −4 1 p+ s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 −1 −p− q

0 −1 −4 1 2p+ q

0 0 0 0 −2p− q + r

0 0 0 0 −p− q + s

 より, 与えられた方程式が解を持つためには, r = 2p+ q, s = p+ q が成り立つ

ことが必要十分であり,このとき与えられた方程式は

x+ 3z − w = −p− q

−y − 3z + w = 2p+ q
と同値である. z = t, w = u とお

けば, 解は



x = −3t+ u− p− q

y = −3t+ u− 2p− q

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.
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(7)


2 0 1 0 p

1 4 −1 1 q

0 −1 0 −1 r

1 1 1 2 s

 (4,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 −2 −1 −4 p− 2s

0 3 −2 −1 q − s

0 −1 0 −1 r

1 1 1 2 s

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 −1 −2 p− 2r − 2s

0 0 −2 −4 q + 3r − s

0 −1 0 −1 r

1 0 1 1 r + s

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 −1 −2 p− 2r − 2s

0 0 0 0 q − 2p+ 7r + 3s

0 −1 0 −1 r

1 0 0 −1 p− r − s

より, 与えられた連立 1

次方程式が解をもつためには q = 2p− 7r − 3s が成り立つことが必要十分であり, このとき与えられた連立 1次方

程式は


x− w = p− r − s

−y − w = r

−z − 2w = p− 2r − 2s

と同値である. 従って, w = t とおけば, 解は



x = t+ p− r − s

y = −t− r

z = −2t− p+ 2r + 2s

w = t

(t は任意)

で与えられる.

(8)


1 −2 1 −1 p

1 1 −1 2 q

−2 1 0 −1 r

0 3 −2 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 1 −1 p

0 3 −2 3 q − p

0 −3 2 −3 r + 2p

0 3 −2 3 s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 1

3 1 p+2q
3

0 3 −2 3 q − p

0 0 0 0 r + p+ q

0 0 0 0 s+ p− q

 より, 与えられた方程式が解をもつためには r = −p− q, s = −p+ q であることが必

要十分であり,このとき与えられた方程式は

x− 1
3z + w = p+2q

3

3y − 2z + 3w = q − p
と同値である. z = t, w = u とおけば, 解は

x = t
3 − u+ p+2q

3

y = 2t
3 − u− p−q

3

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

(9)


1 1 0 0 p

0 1 0 1 q

1 0 1 0 r

0 0 1 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0 0 p

0 1 0 1 q

0 −1 1 0 r − p

0 0 1 1 s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −1 p− q

0 1 0 1 q

0 0 1 1 r − p+ q

0 0 1 1 s


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 p− q

0 1 0 1 q

0 0 1 1 r − p+ q

0 0 0 0 s+ p− q − r

 より, 与えられた方程式が解をもつためには s = −p+ q + r で

あることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は


x− w = p− q

y + w = q

z + w = r − p+ q

と同値である. w = t とおけば, 解
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は



x = t+ p− q

y = −t+ q

z = −t− p+ q + r

w = t

(t は任意)で与えられる.

(10)


1 2 −1 0 p

0 1 3 −2 q

1 3 2 −2 r

1 1 −4 2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 0 p

0 1 3 −2 q

0 1 3 −2 r − p

0 −1 −3 2 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −7 4 p− 2q

0 1 3 −2 q

0 0 0 0 r − p− q

0 0 0 0 s− p+ q

 より, 与えられた方程式が解をもつためには r = p+ q, s = p− q であることが必要

十分であり, このとき与えられた方程式は

x− 7z + 4w = p− 2q

y + 3z − 2w = q
と同値である. z = t, w = u とおけば, 解は

x = 7t− 4u+ p− 2q

y = −3t+ 2u+ q

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

(11)


1 2 2 1 p

1 3 1 2 q

3 7 5 4 r

2 5 3 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 2 1 p

0 1 −1 1 q − p

0 1 −1 1 r − 3p

0 1 −1 1 s− 2p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 −1 3p− 2q

0 1 −1 1 q − p

0 0 0 0 r − 2p− q

0 0 0 0 s− p− q


より, 与えられた方程式が解をもつためには r = 2p+ q, s = p+ q であることが必要十分であり, このとき与えられ

た方程式は

x+ 4z − w = 3p− 2q

y − z + w = q − p
と同値である. z = t, w = u とおけば, 解は



x = −4t+ u+ 3p− 2q

y = t− u− p+ q

z = t

w = u

(t,

u は任意)で与えられる.

(12)


1 −2 2 −1 p

1 −1 −1 2 q

2 −3 1 1 r

−1 3 −5 4 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 2 −1 p

0 1 −3 3 q − p

0 1 −3 3 r − 2p

0 1 −3 3 s+ p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −4 5 2q − p

0 1 −3 3 q − p

0 0 0 0 r − p− q

0 0 0 0 s+ 2p− q

 より, 与えられた方程式が解をもつためには r = p+ q, s = −2p+ q であることが必

要十分であり, このとき与えられた方程式は

x− 4z + 5w = −p+ 2q

y − 3z + 3w = q − p
と同値である. z = t, w = u とおけば, 解
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は



x = 4t− 5u− p+ 2q

y = 3t− 3u− p+ q

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

(13)


1 2 2 1 p

1 −1 1 2 q

2 1 a 1 r

3 2 4 4 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 2 1 p

0 −3 −1 1 q − p

0 −3 a− 4 −1 r − 2p

0 −4 −2 1 s− 3p

 (2,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 5 3 0 2p− q

0 −3 −1 1 q − p

0 −6 a− 5 0 r − 3p+ q

0 −1 −1 0 s− 2p− q

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −2 0 −8p− 6q + 5s

0 0 2 1 5p+ 4q − 3s

0 0 a+ 1 0 9p+ 7q + r − 6s

0 −1 −1 0 s− 2p− q

 · · · (∗) より, a ̸= −2

の場合, (∗) 第 3 行を−−−−−−−→
1

a+1 倍する


1 0 −2 0 −8p− 6q + 5s

0 0 2 1 5p+ 4q − 3s

0 0 1 0 9p+7q+r−6s
a+1

0 −1 −1 0 s− 2p− q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 −(8a−10)p−(6a−8)q+2r+(5a−7)s

a+1

0 0 0 1 (5a−13)p+(4a−10)q−2r−(3a−9)s
a+1

0 0 1 0 9p+7q+r−6s
a+1

0 −1 0 0 (−2a+7)p−(a−6)q+r+(a−5)s
a+1

より,与えられた方程式の解は



x = −(8a−10)p−(6a−8)q+2r+(5a−7)s
a+1

y = (2a−7)p+(a−6)q−r−(a−5)s
a+1

z = 9p+7q+r−6s
a+1

w = (5a−13)p+(4a−10)q−2r−(3a−9)s
a+1

である. a = −1 の場合, (∗) =


1 0 −2 0 −8p− 6q + 5s

0 0 2 1 5p+ 4q − 3s

0 0 0 0 9p+ 7q + r − 6s

0 −1 −1 0 s− 2p− q

より, 与えられた方程式が解ををもつためには

r = −9p − 7q + 6s であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は


x− 2z = −8p− 6q + 5s

2z + w = 5p+ 4q − 3s

−y − z = s− 2p− q

と同

値である. z = t とおけば, 解は



x = 2t− 8p− 6q + 5s

y = −t+ 2p+ q − s

z = t

w = −2t+ 5p+ 4q − 3s

(t は任意)で与えられる.

(14)

1 1 a p

1 0 −1 q

b −1 −1 r

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1 a+ 1 p− q

1 0 −1 q

0 −1 b− 1 r − bq

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し0 1 a+ 1 p− q

1 0 −1 q

0 0 a+ b p− (b+ 1)q + r

 · · · (∗) より, a ̸= −b の場合, (∗) 第 3 行を−−−−−−−→
1

a+b 倍する

0 1 a+ 1 p− q

1 0 −1 q

0 0 1 p−(b+1)q+r
a+b


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 1 0 (b−1)p+(ab+1)q−(a+1)r
a+b

1 0 0 p+(a−1)q+r
a+b

0 0 1 p−(b+1)q+r
a+b

 より, 与えられた方程式の解は


x = p+(a−1)q+r

a+b

y = (b−1)p+(ab+1)q−(a+1)r
a+b

z = p−(b+1)q+r
a+b
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である. a = −b の場合, (∗) =

0 1 a+ 1 p− q

1 0 −1 q

0 0 0 p+ (a− 1)q + r

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには

r = −p− (a− 1)q であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は

y + (a+ 1)z = p− q

x− z = q
と同値で

ある. z = t とおけば, 解は


x = t+ q

y = −(a+ 1)t+ p− q

z = t

(t は任意) で与えられる.

(15)

a 1 1 p

1 a 1 q

1 1 a r

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1− a2 1− a p− aq

1 a 1 q

0 1− a a− 1 r − q

 · · · (∗) より, a ̸= 1 の場合,

(∗) 第 1,3 行を−−−−−−−→
1

1−a 倍する

0 1 + a 1 aq−p
a−1

1 a 1 q

0 1 −1 q−r
a−1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 0 a+ 2 −p−q+(a+1)r
a−1

1 0 a+ 1 −q+ar
a−1

0 1 −1 q−r
a−1

 · · · (∗∗) と変形される. 従っ

て, a ̸= 1,−2 の場合, (∗∗) 第 1 行を−−−−−−−→
1

a+2 倍する

0 0 1 −p−q+(a+1)r
(a−1)(a+2)

1 0 a+ 1 −q+ar
a−1

0 1 −1 q−r
a−1

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 1 −p−q+(a+1)r

(a−1)(a+2)

1 0 0 (a+1)p−q−r
(a−1)(a+2)

0 1 0 −p+(a+1)q−r
(a−1)(a+2)

 よ

り, 与えられた方程式の解は


x = (a+1)p−q−r

(a−1)(a+2)

y = −p+(a+1)q−r
(a−1)(a+2)

z = −p−q+(a+1)r
(a−1)(a+2)

である. a = −2 の場合, (∗∗) =

0 0 0 p+q+r
3

1 0 −1 q+2r
3

0 1 −1 −q+r
3

 より,

与えられた方程式が解ををもつためには p = −q − r であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式はx− z = q+2r
3

y − z = −q+r
3

と同値である. z = t とおけば, 解は


x = t+ q+2r

3

y = t− q−r
3

z = t

(t は任意)で与えられる. a = 1 の場合,

(∗) =

0 0 0 p− q

1 1 1 q

0 0 0 r − q

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには p = q = r であることが必要十分であり,

このとき与えられた方程式は x + y + z = p と同値である. y = t, z = u とおけば, 解は


x = −t− u+ p

y = t

z = u

(t, u

は任意)で与えられる.

(16)


a 1 1 1 p

1 a 1 1 q

1 1 a 1 r

1 1 1 a s

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 1− a2 1− a 1− a p− aq

1 a 1 1 q

0 1− a a− 1 0 r − q

0 1− a 0 a− 1 s− q

 · · · (∗) より, a ̸= 1 の場合,

(∗) 第 1,3,4 行を−−−−−−−→
1

1−a 倍する


0 1 + a 1 1 aq−p

a−1

1 a 1 1 q

0 1 −1 0 q−r
a−1

0 1 0 −1 q−s
a−1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 a+ 2 1 −p−q+(a+1)r

a−1

1 0 a+ 1 1 −q+ar
a−1

0 1 −1 0 q−r
a−1

0 0 1 −1 r−s
a−1


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(4,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 0 a+ 3 −p−q−r+(a+2)s

a−1

1 0 0 a+ 2 −q−r+(a+1)s
a−1

0 1 0 −1 q−s
a−1

0 0 1 −1 r−s
a−1

 · · · (∗∗) と変形される. 従って, a ̸= 1,−3 の場合,

(∗∗) 第 1 行を−−−−−−−→
1

a+3 倍する


0 0 0 1 −p−q−r+(a+2)s

(a−1)(a+3)

1 0 0 a+ 2 −q−r+(a+1)s
a−1

0 1 0 −1 q−s
a−1

0 0 1 −1 r−s
a−1

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 0 0 1 −p−q−r+(a+2)s

(a−1)(a+3)

1 0 0 0 (a+2)p−q−r−s
(a−1)(a+3)

0 1 0 0 −p+(a+2)q−r−s
(a−1)(a+3)

0 0 1 0 −p−q+(a+2)r−s
(a−1)(a+3)

より,与え

られた方程式の解は



x = (a+2)p−q−r−s
(a−1)(a+3)

y = −p+(a+2)q−r−s
(a−1)(a+3)

z = −p−q+(a+2)r−s
(a−1)(a+3)

w = −p−q−r+(a+2)s
(a−1)(a+3)

である. a = −3 の場合, (∗∗) =


0 0 0 0 p+q+r+s

4

1 0 0 −1 q+r+2s
4

0 1 0 −1 −q+s
4

0 0 1 −1 −r+s
4

 より, 与

えられた方程式が解ををもつためには p = −q − r − s であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は
x− w = q+r+2s

4

y − w = −q+s
4

z − w = −r+s
4

と同値である. w = t とおけば, 解は



x = t+ q+r+2s
4

y = t− q−s
4

z = t− r−s
4

w = t

(t は任意)で与えられる. a = 1 の

場合, (∗) =


0 0 0 0 p− q

1 1 1 1 q

0 0 0 0 r − q

0 0 0 0 s− q

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには p = q = r = s であることが必

要十分であり, このとき与えられた方程式は x+ y + z + w = p と同値である. y = t, z = u, w = v とおけば, 解は

x = −t− u− v + p

y = t

z = u

w = v

(t, u, v は任意)で与えられる.

(17)


1 −1 1 2 p

0 1 −1 −1 q

2 −1 a 3 r

a −2 2 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 2 p

0 1 −1 −1 q

0 1 a− 2 −1 r − 2p

0 a− 2 2− a 3− 2a s− ap

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1 p+ q

0 1 −1 −1 q

0 0 a− 1 0 r − 2p− q

0 0 0 1− a s− ap− (a− 2)q

 · · · (∗) より, a ̸= 1 の場合, (∗)
第 3 行を 1

a−1 倍して−−−−−−−−−−−−→
第 4 行を 1

1−a 倍する


1 0 0 1 p+ q

0 1 −1 −1 q

0 0 1 0 r−2p−q
a−1

0 0 0 1 ap+(a−2)q−s
a−1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 p+ q

0 1 0 −1 r−2p+(a−2)q
a−1

0 0 1 0 r−2p−q
a−1

0 0 0 1 ap+(a−2)q−s
a−1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −p+q+s

a−1

0 1 0 0 (a−2)p+2(a−2)q+r−s
a−1

0 0 1 0 −2p−q+r
a−1

0 0 0 1 ap+(a−2)q−s
a−1

 より, 与えられた方程式の解は



x = −p+q+s
a−1

y = (a−2)p+2(a−2)q+r−s
a−1

z = −2p−q+r
a−1

w = ap+(a−2)q−s
a−1

である. a = 1 の
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場合, (∗) =


1 0 0 1 p+ q

0 1 −1 −1 q

0 0 0 0 r − 2p− q

0 0 0 0 s− p+ q

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには r = 2p + q, s = p − q

であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は

x+ w = p+ q

y − z − w = q
と同値である. z = t, w = u とおけ

ば, 解は



x = −u+ p+ q

y = t+ u+ q

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

(18)


1 a 0 0 p

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

1 3 3 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 a 0 0 p

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

0 3− a 3 1 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −a2 0 p− aq

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

0 0 a2− 3a+3 1 s−p+(a− 3)q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a3 p− aq + a2r

0 1 0 −a2 q − ar

0 0 1 a r

0 0 0 (1−a)3 s−p+(a−3)q−(a2−3a+ 3)r

 · · · (∗)

より, a ̸= 1 の場合, (∗) 第 4 行を−−−−−−−−→
1

(1−a)3
倍する


1 0 0 a3 p− aq + a2r

0 1 0 −a2 q − ar

0 0 1 a r

0 0 0 1 s−p+(a−3)q−(a2−3a+3)r
(1−a)3

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 (3a2−3a+1)p+(3a2−a)q+a2r−a3s

(1−a)3

0 1 0 0 −a2p−(3a−1)q−ar+a2s
(1−a)3

0 0 1 0 ap−(a2−3a)q+r−as
(1−a)3

0 0 0 1 −p+(a−3)q−(a2−3a+3)r+s
(1−a)3

より,与えられた方程式の解は



x = (3a2−3a+1)p+(3a2−a)q+a2r−a3s
(1−a)3

y = −a2p−(3a−1)q−ar+a2s
(1−a)3

z = ap−(a2−3a)q+r−as
(1−a)3

w = −p+(a−3)q−(a2−3a+3)r+s
(1−a)3

である. a = 1 の場合, (∗) =


1 0 0 1 p− q + r

0 1 0 −1 q − r

0 0 1 1 r

0 0 0 0 s− p− 2q − r

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには

s = p + 2q + r であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は


x+ w = p− q + r

y − w = q − r

z + w = r

と同値である.

w = t とおけば, 解は



x = −t− p+ q − r

y = t+ q − r

z = −t+ r

w = t

(t は任意)で与えられる.

(19)


1 2 −3 −1 p

2 −3 1 0 q

3 −1 −2 −1 r

5− 4a −a− 4 5a− 1 2a− 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −3 −1 p

0 −7 7 2 q − 2p

0 −7 7 2 r − 3p

0 7(a− 2) 7(2− a) 2(2− a) (4a− 5)p+ s


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(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 2 −3 −1 p

0 −7 7 2 q − 2p

0 0 0 0 r − p− q

0 0 0 0 (2a− 1)p+ (a− 2)q + s

より,与えられた方程式が解をもつためには r = p+q,

s = (1− 2a)p+ (2− a)q であることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は

x− z − 3
7w = 3p+2q

7

−7y + 7z + 2w = q − 2p

と同値である. z = t, w = u とおけば, 解は



x = t+ 3u
7 + 3p+2q

7

y = t+ 2u
7 + 2p−q

7

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

(20)


1 1 −a a− 2 p

−1 −1 1 2− a q

−2 a− 3 2 2 r

a+ 1 2 −2 −2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −a a− 2 p

0 0 1− a 0 p+ q

0 a− 1 2(1− a) 2(a− 1) r + 2p

0 1− a (a− 1)(a+ 2) a(1− a) s− p(a+ 1)

 · · · (∗)

より, a ̸= 1 の場合, (∗) 第 2,3,4 行を−−−−−−−→
1

a−1 倍する


1 1 −a a− 2 p

0 0 −1 0 p+q
a−1

0 1 −2 2 r+2p
a−1

0 −1 a+ 2 −a s−p(a+1)
a−1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2− a a− 4 p(a−3)−r

a−1

0 0 −1 0 p+q
a−1

0 1 −2 2 r+2p
a−1

0 0 a 2− a s−p(a−1)+r
a−1

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a− 4 −p−r+q(2−a)

a−1

0 0 −1 0 p+q
a−1

0 1 0 2 r−2q
a−1

0 0 0 2− a s+p+aq+r
a−1

 · · · (∗∗) と変形される.

従って, a ̸= 1, 2 の場合, (∗∗) 第 4 行を−−−−−−−→
1

2−a 倍する


1 0 0 a− 4 −p−r+q(2−a)

a−1

0 0 −1 0 p+q
a−1

0 1 0 2 r−2q
a−1

0 0 0 1 s+p+aq+r
(a−1)(2−a)

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −2p−4q−2r+(a−4)s

(a−1)(a−2)

0 0 −1 0 p+q
a−1

0 1 0 0 2p+4q+ar+2s
(a−1)(a−2)

0 0 0 1 p+aq+r+s
(a−1)(2−a)

 より, 与えられた方程式の解は



x = −2p−4q−2r+(a−4)s
(a−1)(a−2)

y = 2p+4q+ar+2s
(a−1)(a−2)

z = − p+q
a−1

w = − p+aq+r+s
(a−1)(a−2)

である. a = 2 の

場合, (∗∗) =


1 0 0 −2 −p− r

0 0 −1 0 p+ q

0 1 0 2 r − 2q

0 0 0 0 s+ p+ 2q + r

 より, 与えられた方程式が解ををもつためには s = −p− 2q− r で

あることが必要十分であり, このとき与えられた方程式は


x− 2w = −p− r

−z = p+ q

y + 2w = −2q + r

と同値である. w = t とおけば, 解

は



x = 2t− p− r

y = −2t− 2q + r

z = −p− q

w = t

(t は任意)で与えられる. a = 1 の場合, (∗) =


1 1 −1 −1 p

0 0 0 0 p+ q

0 0 0 0 r + 2p

0 0 0 0 s− 2p

 より, 与えら
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れた方程式が解ををもつためには q = −p, r = −2p, s = 2p であることが必要十分であり, このとき与えられた方程

式は x+ y− z −w = p と同値である. y = t, z = u, w = v とおけば, 解は



x = −t+ u+ v + p

y = t

z = u

w = v

(t, u, v は任意)

で与えられる.

(21)


1 −1 1 −1 p

1 −2 −2 2 q

2 −3 −1 1 r

a+ b −a− 2b a− 2b −a+ 2b s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 −1 p

0 −1 −3 3 q − p

0 −1 −3 3 r − 2p

0 −b −3b 3b s− (a+ b)p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 −4 2p− q

0 −1 −3 3 q − p

0 0 0 0 r − p− q

0 0 0 0 s− ap− bq

 より, 与えられた方程式が解をもつためには r = p+ q, s = ap+ bq であること

が必要十分であり, このとき与えられた方程式は

x+ 4z − 4w = 2p− q

−y − 3z + 3w = q − p
と同値である. z = t, w = u とおけば,

解は



x = −4t+ 4u+ 2p− q

y = −3t+ 3u+ p− q

z = t

w = u

(t, u は任意)で与えられる.

3.

 1 k + 1 2k k + 1

k − 1 3k − 1 k k − 1

2k − 1 7k − 1 3k 3k − 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 k + 1 2k k + 1

0 3k − k2 3k − 2k2 −k2

0 6k − 2k2 5k − 4k2 2k − 2k2

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−→
−2 倍して加える1 k + 1 2k k + 1

0 3k − k2 3k − 2k2 −k2

0 0 −k 2k

 より, k ̸= 0, 3 ならば, 与えられた連立 1次方程式は 1組しか解がない. k = 0 の

場合, 与えられた連立 1次方程式はただ 1つの方程式 x+ y = 1 と同値だから, 解は


x = 1− s

y = s

z = t

(s, t は任意)で

与えられ, この場合は解が 2組以上ある. k = 3 の場合, 与えられた連立 1次方程式は


x+ 4y + 6z = 4

−9z = −9

−3z = 6

と同値で

ある. この第 2式からは z = 1, 第 3式からは z = −2 が得られるため, 与えられた連立 1次方程式は解を持たない.

4.

λ− 3 −1 −2

−1 λ− 3 2

−2 2 λ

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 (λ− 2)(λ− 4) 2(λ− 4)

−1 λ− 3 2

0 −2(λ− 4) λ− 4

 · · · (∗) である. λ ̸= 4 の場合,

(∗) 第 1 行と第 3 行を−−−−−−−−−−→
1

λ−4 倍する

 0 λ− 2 2

−1 λ− 3 2

0 −2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 λ+ 2 0

−1 λ+ 1 0

0 −2 1

 · · · (∗∗) より, λ ̸= −2, 4 の場合,
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(∗∗) 第 1 行を−−−−−−−→
1

λ+2 倍する

 0 1 0

−1 λ+ 1 0

0 −2 1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 1 0

−1 0 0

0 0 1

 となるため, 与えられた連立 1次方程式の解は

x = y = z = 0 だけである. λ = −2 の場合, (∗∗) =

 0 0 0

−1 −1 0

0 −2 1

 だから, 与えられた方程式は

−x− y = 0

−2y + z = 0

と同値である. y = t とおけば, 解は


x = −t

y = t

z = 2t

(t は任意)で与えられる. λ = 4 の場合, (∗) =

 0 0 0

−1 1 2

0 0 0

 だか

ら, 与えられた方程式は −x+ y + 2z = 0 と同値である. y = s, z = t とおけば, 解は


x = s+ 2t

y = s

z = t

(s, t は任意)

で与えられる.
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線形数学 I 演習問題 第6回 行列の基本変形

1. 行に関する基本変形を行うことによって, 以下の行列を被約階段行列にせよ.

(1)

(
1 2 −1 3

2 4 −3 5

)
(2)

(
2 1 3 0

3 −2 4 1

)
(3)

1 2 1

2 −4 1

3 5 2


(4)

1 −3 −2 −1

2 −2 −3 −1

1 5 0 1

 (5)

2 3 −1 2

3 4 −1 1

5 6 −1 3

 (6)

2 −5 3 7

1 −3 2 1

4 −5 1 18


(7)

1 2 −1 1

3 2 1 −1

1 −2 3 0

 (8)

2 −1 −1 12

1 −3 2 1

4 −5 1 18

 (9)

1 2 −1 1

3 4 −1 1

5 6 −1 1


(10)

3 −1 −4 −5

1 1 −1 −2

1 5 0 −3

 (11)

2 5 3 4

3 8 5 5

3 5 2 11

 (12)

3 −5 −5 −4

2 −2 −3 −3

5 1 −6 −7


(13)

t− 2 −1 −2

−1 t− 2 2

−2 2 t+ 1

 (14)

(
1 1 2 3 6

1 2 −1 4 8

)
(15)

(
3 2 1 1 4

5 1 2 3 6

)

(16)

1 −2 4 −1 −6

3 12 −6 1 8

5 −1 11 −3 3

 (17)

 1 2 1 2 1

2 −1 −3 −1 −3

−1 8 9 8 9

 (18)

2 −4 0 −5 9

4 3 11 −2 4

5 2 12 −4 7



(19)


1 2 4 −6 1

3 1 7 7 8

1 9 21 19 14

2 7 11 5 −1

 (20)


1 −3 3 2 −7

4 3 −2 1 8

5 2 1 3 3

5 6 1 3 7

 (21)


3 2 −3 1 −2

4 3 −4 2 −1

2 1 2 −1 4

6 3 2 −2 5



(22)


1 2 0 −1 −1

−1 1 2 0 3

2 0 1 1 8

1 −2 −1 1 2

 (23)


1 2 4 −6 −7

3 1 7 7 9

1 9 11 19 11

2 7 11 5 t

 (24)


1 2 3 1 1

2 5 8 3 3

1 3 5 2 t+ 3

4 3 2 t t



(25)


2 0 1 0

1 2 1 1

0 −1 0 −1

1 1 −1 4

 (26)


1 −3 −3 1

1 −2 −2 2

2 −5 −5 3

1 −1 −1 3

 (27)


1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a


2. 次の正方行列を, 可能な場合に基本行列の積の形に表せ.

(1) 1の (3)の行列 (2) 1の (13)の行列

(3) 1の (19)の第 1列から第 4列までの行列 (4) 1の (22)の第 1列から第 4列までの行列

(5) 1の (27)の行列
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第 6回の演習問題の解答

1. (1)

(
1 2 −1 3

2 4 −3 5

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 −1 3

0 0 −1 −1

)
第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

(
1 2 −1 3

0 0 1 1

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し(

1 2 0 4

0 0 1 1

)

(2)

(
2 1 3 0

3 −2 4 1

)
第 1 行を−−−−−→
1
2 倍する

(
1 1

2
3
2 0

3 −2 4 1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1

2
3
2 0

0 − 7
2 − 1

2 1

)
第 2 行を−−−−−−→
− 2

7 倍する

(
1 1

2
3
2 0

0 1 1
7 − 2

7

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 10

7
1
7

0 1 1
7 − 2

7

)

(3)

1 2 1

2 −4 1

3 5 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 1

0 −6 −1

0 −1 −1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1

0 0 5

0 −1 −1

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 0 −1

0 0 5

0 1 1


第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 0 −1

0 1 1

0 0 5

 第 3 行を−−−−−→
1
5 倍する

1 0 −1

0 1 1

0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 0 0

0 1 0

0 0 1


(4)

1 −3 −2 −1

2 −2 −3 −1

1 5 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 −2 −1

0 4 1 1

0 8 2 2

 第 2 行を−−−−−→
1
4 倍する

1 −3 −2 −1

0 1 1
4

1
4

0 8 2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 − 5

4 − 1
4

0 1 1
4

1
4

0 0 0 0


(5)

2 3 −1 2

3 4 −1 1

5 6 −1 3

 第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

2 3 −1 2

1 1 0 −1

5 6 −1 3

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 1 0 −1

2 3 −1 2

5 6 −1 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 1 0 −1

0 1 −1 4

0 1 −1 8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1 −5

0 1 −1 4

0 0 0 4

 第 3 行を−−−−−→
1
4 倍する

1 0 1 −5

0 1 −1 4

0 0 0 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1


(6)

2 −5 3 7

1 −3 2 1

4 −5 1 18

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 −3 2 1

2 −5 3 7

4 −5 1 18

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2 1

0 1 −1 5

0 7 −7 14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 −1 16

0 1 −1 5

0 0 0 −21

 第 3 行を−−−−−−−→
− 1

21 倍する

1 0 −1 16

0 1 −1 5

0 0 0 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1


(7)

1 2 −1 1

3 2 1 −1

1 −2 3 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −1 1

0 −4 4 −4

0 −4 4 −1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

4 倍する

1 2 −1 1

0 1 −1 1

0 −4 4 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 1 −1

0 1 −1 1

0 0 0 3

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する

1 0 1 −1

0 1 −1 1

0 0 0 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1


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(8)

2 −1 −1 12

1 −3 2 1

4 −5 1 18

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 −3 2 1

2 −1 −1 12

4 −5 1 18

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2 1

0 5 −5 10

0 7 −7 14

 第 2 行を−−−−−→
1
5 倍する1 −3 2 1

0 1 −1 2

0 7 −7 14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 7

0 1 −1 2

0 0 0 0


(9)

1 2 −1 1

3 4 −1 1

5 6 −1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 −1 1

0 −2 2 −2

0 −4 4 −4

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する

1 2 −1 1

0 1 −1 1

0 −4 4 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 1 −1

0 1 −1 1

0 0 0 0


(10)

3 −1 −4 −5

1 1 −1 −2

1 5 0 −3

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 5 0 −3

1 1 −1 −2

3 −1 −4 −5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 5 0 −3

0 −4 −1 1

0 −16 −4 −4

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

4 倍する1 5 0 −3

0 1 1
4 − 1

4

0 −16 −4 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 5
4 − 7

4

0 1 1
4 − 1

4

0 0 0 0


(11)

2 5 3 4

3 8 5 5

3 5 2 11

 第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

2 5 3 4

1 3 2 1

3 5 2 11

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 3 2 1

2 5 3 4

3 5 2 11

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 3 2 1

0 −1 −1 2

0 −4 −4 8

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 3 2 1

0 1 1 −2

0 −4 −4 8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 7

0 1 1 −2

0 0 0 0


(12)

3 −5 −5 −4

2 −2 −3 −3

5 1 −6 −7

 第 1 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

1 −3 −2 −1

2 −2 −3 −3

5 1 −6 −7

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 −2 −1

0 4 1 −1

0 16 4 −2


第 2 行を−−−−−→
1
4 倍する

1 −3 −2 −1

0 1 1
4 − 1

4

0 16 4 −2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 5
4 − 7

4

0 1 1
4 − 1

4

0 0 0 2

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

1 0 − 5
4 − 7

4

0 1 1
4 − 1

4

0 0 0 1


(3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 5
4 0

0 1 1
4 0

0 0 0 1


(13)

t− 2 −1 −2

−1 t− 2 2

−2 2 t+ 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

−1 t− 2 2

0 −2(t− 3) t− 3

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ換え−1 t− 2 2

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

0 −2(t− 3) t− 3

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 2− t −2

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

0 −2(t− 3) t− 3

 · · · (∗) より, t = 3 ならば (∗) は

1 −1 −2

0 0 0

0 0 0

 となり, 被約階段行列である. t ̸= 3 ならば (∗) 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 2− t −2

0 −2(t− 3) t− 3

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)


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第 2 行を − 1
2(t−3)

倍して
−−−−−−−−−−−−−−−→
第 3 行を 1

t−3 倍する

1 2− t −2

0 1 − 1
2

0 t− 1 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −t−2
2

0 1 − 1
2

0 0 t+3
2

 と変形されるため, t = −3 ならば, 最後

に得られた行列は

1 0 1
2

0 1 − 1
2

0 0 0

 となるため, 被約階段行列である. t ̸= ±3 ならば

1 0 −t−2
2

0 1 − 1
2

0 0 t+3
2

 第 3 行を−−−−−−→
2

t+3 倍する

1 0 − t+2
2

0 1 − 1
2

0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

(14)

(
1 1 2 3 6

1 2 −1 4 8

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 2 3 6

0 1 −3 1 2

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 5 2 4

0 1 −3 1 2

)

(15)

(
3 2 1 1 4

5 1 2 3 6

)
第 2 行から−−−−−−−−→
第 1 行を引く

(
3 2 1 1 4

2 −1 1 2 2

)
第 1 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

(
1 3 0 −1 2

2 −1 1 2 2

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し(

1 3 0 −1 2

0 −7 1 4 −2

)
第 2 行を−−−−−−→
− 1

7 倍する

(
1 3 0 −1 2

0 1 − 1
7 − 4

7
2
7

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 3

7
5
7

8
7

0 1 − 1
7 − 4

7
2
7

)

(16)

1 −2 4 −1 −6

3 12 −6 1 8

5 −1 11 −3 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −2 4 −1 −6

0 18 −18 4 26

0 9 −9 2 33

 第 2 行から第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
2 倍したものを引く1 −2 4 −1 −6

0 0 0 0 −40

0 9 −9 2 33

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 −2 4 −1 −6

0 9 −9 2 33

0 0 0 0 −40

 第 2 行を−−−−−→
1
9 倍する

1 −2 4 −1 −6

0 1 −1 2
9

11
3

0 0 0 0 −40


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 2 − 5
9

4
3

0 1 −1 2
9

11
3

0 0 0 0 −40

 第 2 行を−−−−−−−→
− 1

40 倍する

1 0 2 − 5
9

4
3

0 1 −1 2
9

11
3

0 0 0 0 1

 (3,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し1 0 2 − 5

9 0

0 1 −1 2
9 0

0 0 0 0 1


(17)

 1 2 1 2 1

2 −1 −3 −1 −3

−1 8 9 8 9

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 1 2 1

0 −5 −5 −5 −5

0 10 10 10 10

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する

1 2 1 2 1

0 1 1 1 1

0 10 10 10 10


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 0 −1

0 1 1 1 1

0 0 0 0 0


(18)

2 −4 0 −5 9

4 3 11 −2 4

5 2 12 −4 7

 第 3 行から−−−−−−−−→
第 2 行を引く

2 −4 0 −5 9

4 3 11 −2 4

1 −1 1 −2 3

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ換え

1 −1 1 −2 3

4 3 11 −2 4

2 −4 0 −5 9


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 1 −2 3

0 7 7 6 −8

0 −2 −2 −1 3

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−→
3 倍したもの加える

1 −1 1 −2 3

0 1 1 3 1

0 −2 −2 −1 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 2 1 4

0 1 1 3 1

0 0 0 5 5

 第 3 行を−−−−−→
1
5 倍する

1 0 2 1 4

0 1 1 3 1

0 0 0 1 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 2 0 3

0 1 1 0 −2

0 0 0 1 1


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(19)


1 2 4 −6 1

3 1 7 7 8

1 9 21 19 14

2 7 11 5 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −6 1

0 −5 −5 25 5

0 7 17 25 13

0 3 3 17 −3

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する


1 2 4 −6 1

0 1 1 5 −1

0 7 17 25 13

0 3 3 17 −3


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 −16 3

0 1 1 5 −1

0 0 10 −10 20

0 0 0 2 0

 第 3 行を−−−−−−→
1
10 倍する


1 0 2 −16 3

0 1 1 5 −1

0 0 1 −1 2

0 0 0 2 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −18 −1

0 1 0 6 −3

0 0 1 −1 2

0 0 0 2 0

 第 4 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 0 −18 −1

0 1 0 6 −3

0 0 1 −1 2

0 0 0 1 0

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −1

0 1 0 0 −3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 0



(20)


1 −3 3 2 −7

4 3 −2 1 8

5 2 1 3 3

5 6 1 3 7

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 3 2 −7

0 15 −14 −7 36

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 −3 3 2 −7

0 −2 0 0 −2

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 −3 3 2 −7

0 1 0 0 1

0 17 −14 −7 38

0 21 −14 −7 42

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 2 −4

0 1 0 0 1

0 0 −14 −7 21

0 0 −14 −7 21


第 2 行を−−−−−−−→

− 1
14 倍する


1 0 3 2 −4

0 1 0 0 1

0 0 1 1
2 − 3

2

0 0 −14 −7 21

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

2
1
2

0 1 0 0 1

0 0 1 1
2 − 3

2

0 0 0 0 0



(21)


3 2 −3 1 −2

4 3 −4 2 −1

2 1 2 −1 4

6 3 2 −2 5

 第 1 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 1 −5 2 −6

4 3 −4 2 −1

2 1 2 −1 4

6 3 2 −2 5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −5 2 −6

0 −1 16 −6 23

0 −1 12 −5 16

0 −3 32 −14 41

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 1 −5 2 −6

0 1 −16 6 −23

0 −1 12 −5 16

0 −3 32 −14 41

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 11 −4 17

0 1 −16 6 −23

0 0 −4 1 −7

0 0 −16 4 −28


第 3 行を−−−−−−−→

− 1
14 倍する


1 0 11 −4 17

0 1 −16 6 −23

0 0 1 − 1
4

7
4

0 0 −16 4 −28

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 − 5

4 − 9
4

0 1 0 2 5

0 0 1 − 1
4

7
4

0 0 0 0 0



(22)


1 2 0 −1 −1

−1 1 2 0 3

2 0 1 1 8

1 −2 −1 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 −1 −1

0 3 2 −1 2

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 第 2 行に第 4 行−−−−−−−−−→
を加える


1 2 0 −1 −1

0 −1 1 1 5

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 2 0 −1 −1

0 1 −1 −1 −5

0 −4 1 3 10

0 −4 −1 2 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 −3 −1 −10

0 0 −5 −2 −17


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第 4 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−2 倍したもの加える


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 −3 −1 −10

0 0 1 0 3

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 0 2 1 9

0 1 −1 −1 −5

0 0 1 0 3

0 0 −3 −1 −10

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 3

0 1 0 −1 −2

0 0 1 0 3

0 0 0 −1 −1

 第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 1 3

0 1 0 −1 −2

0 0 1 0 3

0 0 0 1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 2

0 1 0 0 −1

0 0 1 0 3

0 0 0 1 1



(23)


1 2 4 −6 −7

3 1 7 7 9

1 9 11 19 11

2 7 11 5 t

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −6 −7

0 −5 −5 25 30

0 7 7 25 18

0 3 3 17 t+ 14

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する


1 2 4 −6 −7

0 1 1 −5 −6

0 7 7 25 18

0 3 3 17 t+ 14


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 4 5

0 1 1 −5 −6

0 0 0 60 60

0 0 0 32 t+ 32

 第 3 行を−−−−−−→
1
60 倍する


1 0 2 4 5

0 1 1 −5 −6

0 0 0 1 1

0 0 0 32 t+ 32

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 2 0 1

0 1 1 0 −1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 t

 · · · (∗) より, t = 0 ならば (∗) は


1 0 2 0 1

0 1 1 0 −1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 となるため, 被約階段行列である. t ̸= 0

ならば (∗) 第 4 行を−−−−−→
1
t 倍する


1 0 2 0 1

0 1 1 0 −1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

 (4,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


1 0 2 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



(24)


1 2 3 1 1

2 5 8 3 3

1 3 5 2 t+ 3

4 3 2 t t

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 1 1

0 1 2 1 1

0 1 2 1 t+ 2

0 −5 −10 t− 4 t− 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 0 t+ 1

0 0 0 t+ 1 t+ 1

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 t+ 1 t+ 1

0 0 0 0 t+ 1

 · · · (∗) より, t = −1 ならば (∗) は


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

となるため,被約階段行列である. t ̸= −1ならば (∗) 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を 1

t+1 倍する


1 0 −1 −1 −1

0 1 2 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1


(3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 −1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

 (4,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 −1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



(25)


2 0 1 0

1 2 1 1

0 −1 0 −1

1 1 −1 4

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 1 −1 4

1 2 1 1

0 −1 0 −1

2 0 1 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 4

0 1 2 −3

0 −1 0 −1

0 −2 3 −8


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(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 7

0 1 2 −3

0 0 2 −4

0 0 7 −14

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 −3 7

0 1 2 −3

0 0 1 −2

0 0 7 −14

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 −2

0 0 0 0



(26)


1 −3 −3 1

1 −2 −2 2

2 −5 −5 3

1 −1 −1 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 −3 1

0 1 1 1

0 1 1 1

0 2 2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 4

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0



(27)


1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 1

0 −1 −1 −3

0 −2 −1 −1

0 −3 −2 a− 2

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 −1 1 1

0 1 1 3

0 −2 −1 −1

0 −3 −2 a− 2


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 4

0 1 1 3

0 0 1 5

0 0 1 a+ 7

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −6

0 1 0 −2

0 0 1 5

0 0 0 a+ 2

 · · · (∗) より,

a = −2 ならば (∗) は


1 0 0 −6

0 1 0 −2

0 0 1 5

0 0 0 0

 となるため, 被約階段行列である.

a ̸= −2 ならば, (∗) 第 4 行を−−−−−−−→
1

a+2 倍する


1 0 0 −6

0 1 0 −2

0 0 1 5

0 0 0 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


2. 基本行列の逆行列は Pn(i, j; c)

−1 = Pn(i, j;−c), Qn(i; c)−1 = Qn
(
i; 1
c

)
, Rn(i, j)

−1 = Rn(i, j) で与えられるこ

とに注意する.

(1) 与えられた行列を A とする. 1の (3)の解答における行に関する変形を, 基本行列を左からかける形で表せば1 2 1

2 −4 1

3 5 2

 P3(3,1;−3)P3(2,1;−2)−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 2 1

0 −6 −1

0 −1 −1

 P3(2,3;−6)P3(1,3;2)−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 −1

0 0 5

0 −1 −1

 Q3(3;−1)−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 −1

0 0 5

0 1 1


R3(2,3)−−−−−−−−→

を左からかける

1 0 −1

0 1 1

0 0 5

 Q3(3; 15 )−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 −1

0 1 1

0 0 1

 P3(2,3;1)P3(1,3;−1)−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 だから
P3(2, 3; 1)P3(1, 3;−1)Q3

(
3; 1

5

)
R3(2, 3)Q3(3;−1)P3(2, 3;−6)P3(1, 3; 2)P3(3, 1;−3)P3(2, 1;−2)A = E3 が成り立つ.

従って, A は P3(2, 3; 1)P3(1, 3;−1)Q3

(
3; 1

5

)
R3(2, 3)Q3(3;−1)P3(2, 3;−6)P3(1, 3; 2)P3(3, 1;−3)P3(2, 1;−2) の逆行

列 P3(2, 1; 2)P3(3, 1; 3)P3(1, 3;−2)P3(2, 3; 6)Q3(3;−1)R3(2, 3)Q3(3; 5)P3(1, 3; 1)P3(2, 3;−1) に等しい.

(2) 与えられた行列を A とする. 1の (13)の解答から, A が正則になるのは t ̸= ±3 の場合である. このとき, 1の

(3)の解答における行に関する変形を, 基本行列を左からかける形で表せばt− 2 −1 −2

−1 t− 2 2

−2 2 t+ 1

 P3(3,2;−2)P3(1,2;t−2)−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

 0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

−1 t− 2 2

0 −2(t− 3) t− 3

 R3(1,2)−−−−−−−−→
を左からかける−1 t− 2 2

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

0 −2(t− 3) t− 3

 Q3(1;−1)−−−−−−−−→
を左からかける

1 2− t −2

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

0 −2(t− 3) t− 3

 R3(2,3)−−−−−−−−→
を左からかける
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1 2− t −2

0 −2(t− 3) t− 3

0 (t− 1)(t− 3) 2(t− 3)

 Q3(3; 1
t−3 )Q3(2;− 1

2(t−3) )−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 2− t −2

0 1 − 1
2

0 t− 1 2

 P3(3,2;−t+1)P3(1,2;t−2)−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 −t−2
2

0 1 − 1
2

0 0 t+3
2


1 0 −t−2

2

0 1 − 1
2

0 0 t+3
2

 Q3(3; 2
t+3 )−−−−−−−−→

を左からかける

1 0 − t+2
2

0 1 − 1
2

0 0 1

 P3(2,3; 12 )P3(1,2; t+2
2 )

−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 だから
P3

(
2, 3; 1

2

)
P3

(
1, 2; t+2

2

)
Q3

(
3; 2

t+3

)
P3(3, 2;−t+ 1)P3(1, 2; t− 2)Q3

(
3; 1

t−3

)
Q3

(
2;− 1

2(t−3)

)
R3(2, 3)Q3(1;−1)

×R3(1, 2)P3(3, 2;−2)P3(1, 2; t− 2)A = E3 が成り立つ. 従って, A は P3

(
2, 3; 1

2

)
P3

(
1, 2; t+2

2

)
Q3

(
3; 2

t+3

)
×P3(3, 2;−t+ 1)P3(1, 2; t− 2)Q3

(
3; 1

t−3

)
Q3

(
2;− 1

2(t−3)

)
R3(2, 3)Q3(1;−1)R3(1, 2)P3(3, 2;−2)P3(1, 2; t− 2) の逆

行列 P3(1, 2;−t+ 2)P3(3, 2; 2)R3(1, 2)Q3(1;−1)R3(2, 3)Q3(2;−2(t− 3))Q3(3; t− 3)P3 (1, 2;−t+ 2)P3 (2, 3; t− 1)

×Q3

(
3; t+3

2

)
P3

(
1, 2;− t+2

2

)
P3

(
2, 3;− 1

2

)
に等しい.

(3) 与えられた行列を A とする. 1の (19)の解答における行に関する変形を, 基本行列を左からかける形で表せば
1 2 4 −6

3 1 7 7

1 9 21 19

2 7 11 5

 P4(4,1;−2)P4(3,1;−1)P4(2,1;−3)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 2 4 −6

0 −5 −5 25

0 7 17 25

0 3 3 17

 Q4(2;− 1
5 )−−−−−−−−→

を左からかける


1 2 4 −6

0 1 1 5

0 7 17 25

0 3 3 17


P4(4,2;−3)P4(3,2;−7)P4(1,2;−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

を左からかける


1 0 2 −16

0 1 1 5

0 0 10 −10

0 0 0 2

 Q4(2; 1
10 )−−−−−−−−→

を左からかける


1 0 2 −16

0 1 1 5

0 0 1 −1

0 0 0 2

 P4(2,3;−1)P4(1,3;−2)−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 −18

0 1 0 6

0 0 1 −1

0 0 0 2

 Q4(2; 12 )−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 −18

0 1 0 6

0 0 1 −1

0 0 0 1

 P4(3,4;1)P4(2,4;−6)P4(1,4;18)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 だから
P4(3, 4; 1)P4(2, 4;−6)P4(1, 4; 18)Q4

(
2; 1

2

)
P4(2, 3;−1)P4(1, 3;−2)Q4

(
2; 1

10

)
P4(4, 2;−3)P4(3, 2;−7)P4(1, 2;−2)

×Q4

(
2;− 1

5

)
P4(4, 1;−2)P4(3, 1;−1)P4(2, 1;−3)A = E4 が成り立つ. 従って, 与えられた行列は

P4(3, 4; 1)P4(2, 4;−6)P4(1, 4; 18)Q4

(
2; 1

2

)
P4(2, 3;−1)P4(1, 3;−2)Q4

(
2; 1

10

)
P4(4, 2;−3)P4(3, 2;−7)P4(1, 2;−2)

×Q4

(
2;− 1

5

)
P4(4, 1;−2)P4(3, 1;−1)P4(2, 1;−3) の逆行列 P4(2, 1; 3)P4(3, 1; 1)P4(4, 1; 2)Q4(2;−5)P4(1, 2; 2)

×P4(3, 2; 7)P4(4, 2; 3)Q4(2; 10)P4(1, 3; 2)P4(2, 3; 1)Q4(2; 2)P4(1, 4;−18)P4(2, 4; 6)P4(3, 4;−1) に等しい.

(4) 与えられた行列を A とする. 1の (22)の解答における行に関する変形を, 基本行列を左からかける形で表せば
1 2 0 −1

−1 1 2 0

2 0 1 1

1 −2 −1 1

 P4(4,1;−1)P4(3,1;−2)P4(2,1;1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 2 0 −1

0 3 2 −1

0 −4 1 3

0 −4 −1 2

 P4(2,4;1)−−−−−−−−→
を左からかける


1 2 0 −1

0 −1 1 1

0 −4 1 3

0 −4 −1 2


Q4(2;−1)−−−−−−−−→

を左からかける


1 2 0 −1

0 1 −1 −1

0 −4 1 3

0 −4 −1 2

 P4(4,2;4)P4(3,2;4)P4(1,2;−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 2 1

0 1 −1 −1

0 0 −3 −1

0 0 −5 −2

 P4(4,3;−2)−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 2 1

0 1 −1 −1

0 0 −3 −1

0 0 1 0


R4(3,4)−−−−−−−−→

を左からかける


1 0 2 1

0 1 −1 −1

0 0 1 0

0 0 −3 −1

 P4(4,3;3)P4(2,3;1)P4(1,3;−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 −1

 Q4(4;−1)−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1


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P4(2,4;1)P4(1,4;−1)−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

だからP4(2, 4; 1)P4(1, 4;−1)Q4(4;−1)P4(4, 3; 3)P4(2, 3; 1)P4(1, 3;−2)R4(3, 4)

×P4(4, 3;−2)P4(4, 2; 4)P4(3, 2; 4)P4(1, 2;−2)Q4(2;−1)P4(2, 4; 1)P4(4, 1;−1)P4(3, 1;−2)P4(2, 1; 1)A = E4 が成り

立つ. 従って, A は P4(2, 4; 1)P4(1, 4;−1)Q4(4;−1)P4(4, 3; 3)P4(2, 3; 1)P4(1, 3;−2)R4(3, 4)P4(4, 3;−2)P4(4, 2; 4)

×P4(3, 2; 4)P4(1, 2;−2)Q4(2;−1)P4(2, 4; 1)P4(4, 1;−1)P4(3, 1;−2)P4(2, 1; 1) の逆行列

P4(2, 1;−1)P4(3, 1; 2)P4(4, 1; 1)P4(2, 4;−1)Q4(2;−1)P4(1, 2; 2)P4(3, 2;−4)P4(4, 2;−4)P4(4, 3; 2)R4(3, 4)P4(1, 3; 2)

×P4(2, 3;−1)P4(4, 3;−3)Q4(4;−1)P4(1, 4; 1)P4(2, 4;−1) に等しい.

(5) 与えられた行列を A とする. 1の (27)の解答から, A が正則になるのは a ̸= −2 の場合である. 1の (27)の解答

における行に関する変形を, 基本行列を左からかける形で表せば
1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a

 P4(4,1;−2)P4(3,1;1)P4(2,1;−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 −1 1 1

0 −1 −1 −3

0 −2 −1 −1

0 −3 −2 a− 2

 Q4(2;−1)−−−−−−−−→
を左からかける


1 −1 1 1

0 1 1 3

0 −2 −1 −1

0 −3 −2 a− 2


P4(4,2;3)P4(3,2;2)P4(1,2;1)−−−−−−−−−−−−−−−−−→

を左からかける


1 0 2 4

0 1 1 3

0 0 1 5

0 0 1 a+ 7

 P4(4,3;−1)P4(2,3;−1)P4(1,3;−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 −6

0 1 0 −2

0 0 1 5

0 0 0 a+ 2

 Q4(4; 1
a+2 )−−−−−−−−→

を左からかける


1 0 0 −6

0 1 0 −2

0 0 1 5

0 0 0 1

 P4(3,4;−5)P4(2,4;2)P4(1,4;6)−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
を左からかける


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 だから P4(3, 4;−5)P4(2, 4; 2)P4(1, 4; 6)Q4

(
4; 1

a+2

)

×P4(4, 3;−1)P4(2, 3;−1)P4(1, 3;−2)P4(4, 2; 3)P4(3, 2; 2)P4(1, 2; 1)Q4(2;−1)P4(4, 2; 3)P4(3, 2; 2)P4(1, 2; 1)A = E4

が成り立つ. 従って, Aは P4(3, 4;−5)P4(2, 4; 2)P4(1, 4; 6)Q4

(
4; 1

a+2

)
P4(4, 3;−1)P4(2, 3;−1)P4(1, 3;−2)P4(4, 2; 3)

×P4(3, 2; 2)P4(1, 2; 1)Q4(2;−1)P4(4, 2; 3)P4(3, 2; 2)P4(1, 2; 1) の逆行列 P4(1, 2;−1)P4(3, 2;−2)P4(4, 2;−3)Q4(2; 1)

×P4(1, 2;−1)P4(3, 2;−2)P4(4, 2;−3)P4(1, 3; 2)P4(2, 3; 1)P4(4, 3; 1)Q4(4; a+2)P4(1, 4;−6)P4(2, 4;−2)P4(3, 4; 5)に

等しい.
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線形数学 I 演習問題 第7回 逆行列・行列の階数

1. 以下の行列が正則行列ならば, その逆行列を求めよ.

(1)

1 2 −1

3 1 0

2 −2 1

 (2)

3 1 2

1 2 1

2 −1 3

 (3)

1 3 1

2 6 −1

1 4 2

 (4)

2 −1 3

1 −3 2

4 −5 1

 (5)

2 −4 −5

4 3 −2

5 2 −4


(6)

−3 2 2

−2 2 1

2 −1 −1

 (7)

2 1 −1

1 −2 2

2 1 1

 (8)

 3 −4 −3

−2 2 1

2 −1 0

 (9)

 4 1 2

3 2 −1

−2 −2 2

 (10)

 2 1 3

−1 −2 1

3 1 −1


(11)

 1 1 −2

−1 1 1

2 −1 1

 (12)

1 1 1

2 3 −1

3 4 1

 (13)

1 0 0

1 1 −1

1 1 1

 (14)

 2 −1 0

−1 −2 0

0 0 1

 (15)

 1 −1 −1

−2 1 −2

−2 1 −1


(16)

 1 −1 −1

−2 1 −2

−1 0 −3

 (17)

1 1 −1

2 1 1

3 1 2

 (18)

1 −1 1

2 −4 −3

1 −2 −1

 (19)

1 −1 1

2 −4 −3

1 −3 −4

 (20)

 1 −1 −1

1 −2 −1

−1 3 2


(21)

 1 1 −2

−1 1 1

2 −1 1

 (22)

1 0 0

1 1 −1

1 1 1

 (23)

 1 3 2

2 6 3

−2 5 2

 (24)

 2 −1 0

−1 −2 0

0 0 1

 (25)

 1 2 3

−2 −3 −4

2 2 4



(26)

1 1 0

1 a 1

0 1 1

 (27)

 1 1 0

−1 a 1

0 −1 −1

 (28)


1 0 1 0

2 1 2 1

3 2 4 2

4 3 6 4

 (29)


1 −1 1 −1

−1 2 −2 2

1 −2 3 −3

−1 2 −3 4



(30)


1 1 0 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 2

 (31)


1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

 (32)


1 1 −3 1

−1 −1 1 −1

−2 0 2 2

4 2 −2 −2

 (33)


1 −3 1 1

−1 1 −1 −1

−2 2 0 2

4 −2 2 −2



(34)


1 2 0 −1

−1 1 2 0

2 0 1 1

1 −2 −1 1

 (35)


1 −3 3 2

2 3 −4 0

4 3 2 3

1 3 3 2

 (36)


3 1 1 −1

−1 −1 −1 0

−3 −1 −2 1

−1 0 0 1

 (37)


1 2 −1 2

2 2 −1 1

−1 −1 1 −1

2 1 2 3



(38)


3 3 −5 −6

1 2 −3 −1

2 3 −5 −3

−1 0 0 1

 (39)


1 1 0 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 2

 (40)


3 3 −5 −6

1 2 −3 −1

2 3 −5 −3

−1 0 2 2

 (41)


1 2 0 −1

−3 −5 1 2

1 3 2 −2

0 2 1 −1



(42)


2 1 1 1

3 0 −2 1

0 −1 0 −2

3 1 1 1

 (43)


2 3 2 1

4 2 −1 1

−2 −1 −1 −2

2 1 2 3

 (44)


1 1 0 1 −1

0 1 −1 3 0

−2 −1 1 2 3

1 0 2 −1 −1

−1 −2 −3 −7 1



(45)


1 a b c

a 1 + a2 ab ac

b ab 1 + b2 bc

c ac bc 1 + c2


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2. 次の行列の階数を求めよ. ただし, a, b, c, d は定数とする.

(1)

1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

 (2)

a 1 1

1 a 1

1 1 a

 (3)

 1 0 −1

2 a −1

a+ 1 1 a

 (4)

 1 2 a −3

3 1 0 −8

−1 a+ 1 4 a



(5)


4 −7 6 1

1 0 5 2

−1 5 5 3

0 1 2 1

 (6)


−2 1 1 −1

1 1 −1 2

1 −2 0 −1

3 0 −2 3

 (7)


1 −1 −1 0

−2 1 −2 1

0 −1 −4 1

−1 0 −3 1

 (8)


1 −2 1 −1

1 1 −1 2

−2 1 0 −1

0 3 −2 3



(9)


1 −1 1 −1

1 −2 −2 2

2 −3 −1 1

3 −5 −3 3

 (10)


1 1 0 −2

2 −1 3 −2

3 0 3 −4

4 1 3 −6

 (11)


1 −3 −3 1

1 −2 −2 2

2 −5 −5 3

1 −1 −1 3

 (12)


1 −2 2 −1

1 −1 −1 2

2 −3 1 1

−1 3 −5 4



(13)


1 2 −1 0

0 1 3 −2

1 3 2 −2

1 1 −4 2

 (14)


1 2 2 1

1 −1 1 2

2 1 1 1

3 2 4 4

 (15)


a 1 1 1

1 a 1 1

1 1 a 1

1 1 1 a

 (16)


1 −1 1 −1

2 −1 −2 1

1 0 −3 a

4 −2 0 a− 3



(17)


1 −1 1 2

0 1 −1 −1

2 −1 a 3

a −2 2 3

 (18)


1 −1 1 0

2 1 −1 1

1 2 −2 a

4 2 −2 a+ 1

 (19)


1 2 −6 −7

3 1 7 9

1 9 19 11

2 7 a2 a+ 1

 (20)


1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

1 3 3 1



(21)

 0 2 4 2

1 2 3 1

−2 −1 0 1

 (22)

 1 1 4 2

2 −1 −1 1

−1 1 2 0

 (23)


1 2 1 −2

−1 1 2 1

0 1 3 −2

1 −1 0 3

 (24)


4 −7 6 1

1 0 5 2

−1 5 5 3

0 1 2 1



(25)


0 2 4 2 1

−1 1 3 2 5

1 2 3 1 3

−2 −1 0 1 1

 (26)


1 0 2 2 −1

1 2 0 2 1

−1 1 1 0 0

1 5 1 4 2

 (27)


4 1 −1 1 2

5 −1 −1 2 4

0 2 1 1 0

2 0 3 4 1



(28)


1 2 0 3

0 −1 −1 −2

2 1 −3 b

−1 0 a a− 1

 (29)


1 3 −1 0

3 1 a+ 1 a+ 3

a 0 a2 + 1 3a

−3 −8 2 −1

 (30)


1 0 1 2

−2 1 −1 −2

0 −1 −1 b

1 2 a a+ 3



(31)


1 0 1 2

0 1 2 −1

2 1 4 a+ 4

1 −1 a 3

 (32)


1 2 −1 0

2 5 1 −1

0 1 a2 + 2a 2a2 − 3a

1 2 a2 − 2 a2 − 1

 (33)


1 3 −1 0

2 1 a+ 1 a+ 3

a 0 4 3a

−3 −8 a −1



(34)


1 2 4 −1

3 1 7 7

2 7 11 a2 − 12

2 7 a+ 9 −8

 (35)


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 2− a

−2 a− 3 2 2

a+ 1 2 −2 −2

 (36)


1 −a− 2 1 a

−1 1 −1 −a
−2 2 a− 1 2

a+ 3 −2 2 −2



(37)


1 −1 1 −1

2 −3 −1 1

4 −5 a b

1 −2 c d

 (38)


1 2 4 −6 −7

3 1 7 7 9

1 9 a+ 1 19 11

2 7 11 15 a

 (39)


1 3 5 5 −1

−2 4 −10 10 7

8 10 20 12 a2− 11

5 9 a+ 15 13 a− 6


3. 前問の (1), (6), (31), (35)の行列をそれぞれ A, B, C, D とする.
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(1) rankA < 3 となるように a が定められているとする. b ∈ R3 の 第 i成分を bi とするとき, 方程式 Ax = b

が解を持つための b1, b2, b3 の間の関係式を求め, Ax = b の解を求めよ. また, Ax = b を満たす x ∈ R3 が存在す

るような b ∈ R3 全体からなる集合を答えよ.

(2) b ∈ R3 の第 i成分を bi とするとき, 方程式 Bx = bが解を持つための b1, b2, b3 の間の関係式を求め, Bx = b

の解を求めよ. また, Bx = b を満たす x ∈ R3 が存在するような b ∈ R3 全体からなる集合を答えよ.

(3) rankC < 4 となるように a が定められているとする. b ∈ R4 の 第 i成分を bi とするとき, 方程式 Cx = b

が解を持つための b1, b2, b3, b4 の間の関係式を求め, Cx = b の解を求めよ. また, Cx = b を満たす x ∈ R4 が存

在するような b ∈ R4 全体からなる集合を答えよ.

(4) rankD < 4 となるように a が定められているとする. b ∈ R4 の 第 i成分を bi とするとき, 方程式 Dx = b

が解を持つための b1, b2, b3, b4 の間の関係式を求め, Dx = b の解を求めよ. また, Dx = b を満たす x ∈ R4 が存

在するような b ∈ R4 全体からなる集合を答えよ.

4. (発展問題) (1) Qn(i;−1)Rn(i, j) を Pn(k, l; c) の形の基本行列の積で表せ.

(2) m が 2 以上の整数で, m× n 行列 A の (p, q) 成分が 0 でないとする. また, p′, p′′ を 1 ≦ p′, p′′ ≦ m である

整数として, p′′ は p と異なるとする. p′ ̸= p ならば Pm(k, l; c) (k = p または p′) の形の基本行列の積を A の左か

ら掛けることにより, 第 q 列が基本ベクトル ep′ になるようにでき, p′ = p の場合は, Pm(k, l; c) (k = p または p′′)

の形の基本行列の積を A の左から掛けることにより, 第 q 列が基本ベクトル ep′ になるようにできることを示せ.

5. (発展問題) m× n 行列 A の階数が rのとき以下のことを示せ.

(1) r < m ならば Pm(i, j; c) の形の m 次基本行列の積で表される行列 P で，PA が以下の条件 (i), (ii), (iii) を満

たす行列 B = (bij) になるようなものがある.

(i) i > r ならば bij = 0.

(ii) i ≦ r ならば bi1 = · · · = bi j(i)−1 = 0, bi j(i) = 1 となるような 1 ≦ j(i) ≦ n があって，さらに B の第 j(i)列

は Rm の基本ベクトル ei になる.

(iii) i < r ならば j(i) < j(i+ 1) である.

(2) r = m ならば Pm(i, j; c) の形のm次基本行列の積で表される行列 P と d ∈ R (d ̸= 0) で，Qm(m; d)PA が上

の条件 (i), (ii), (iii) を満たすようなものがある.

(3) m = n のとき, A の行列式の値が 1ならば, A は Pn(i, j; c) の形の基本行列の積で表される.

6. (発展問題) A は m× n 行列, B は n× k 行列で AB = O が成り立つとする. このとき rankA+ rankB ≦ n で

あることを示せ.
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第 7回の演習問題の解答

1. (1)

 1 2 −1 1 0 0

3 1 0 0 1 0

2 −2 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 −1 1 0 0

0 −5 3 −3 1 0

0 −6 3 −2 0 1

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える 1 2 −1 1 0 0

0 1 0 −1 1 −1

0 −6 3 −2 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 −1 3 −2 2

0 1 0 −1 1 −1

0 0 3 −8 6 −5

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する 1 0 −1 3 −2 2

0 1 0 −1 1 −1

0 0 1 − 8
3 2 − 5

3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1
3 0 1

3

0 1 0 −1 1 −1

0 0 1 − 8
3 2 − 5

3

 より


1
3 0 1

3

−1 1 −1

− 8
3 2 − 5

3

.

(2)

 3 1 2 1 0 0

1 2 1 0 1 0

2 −1 3 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 2 1 0 1 0

3 1 2 1 0 0

2 −1 3 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 2 1 0 1 0

0 −5 −1 1 −3 0

0 −5 1 0 −2 1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する

 1 2 1 0 1 0

0 1 1
5 − 1

5
3
5 0

0 −5 1 0 −2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 3

5
2
5 − 1

5 0

0 1 1
5 − 1

5
3
5 0

0 0 2 −1 1 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 3
5

2
5 − 1

5 0

0 1 1
5 − 1

5
3
5 0

0 0 1 − 1
2

1
2

1
2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 7

10 − 1
2 − 3

10

0 1 0 − 1
10

1
2 − 1

10

0 0 1 − 1
2

1
2

1
2

 より


7
10 − 1

2 − 3
10

− 1
10

1
2 − 1

10

− 1
2

1
2

1
2

.

(3)

 1 3 1 1 0 0

2 6 −1 0 1 0

1 4 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 3 1 1 0 0

0 0 −3 −2 1 0

0 1 1 −1 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え 1 3 1 1 0 0

0 1 1 −1 0 1

0 0 −3 −2 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 −2 4 0 −3

0 1 1 −1 0 1

0 0 −3 −2 1 0

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する 1 0 −2 4 0 −3

0 1 1 −1 0 1

0 0 1 2
3 − 1

3 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 16
3 − 2

3 −3

0 1 0 − 5
3

1
3 1

0 0 1 2
3 − 1

3 0

 より


16
3 − 2

3 −3

− 5
3

1
3 1

2
3 − 1

3 0

.

(4)

 2 −1 3 1 0 0

1 −3 2 0 1 0

4 −5 1 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 −3 2 0 1 0

2 −1 3 1 0 0

4 −5 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 −3 2 0 1 0

0 5 −1 1 −2 0

0 7 −7 0 −4 1

 第 2 行を−−−−−→
3 倍する

 1 −3 2 0 1 0

0 15 −3 3 −6 0

0 7 −7 0 −4 1

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−2 倍したもの加える 1 −3 2 0 1 0

0 1 11 3 2 −2

0 7 −7 0 −4 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 35 9 7 −6

0 1 11 3 2 −2

0 0 −84 −21 −18 15

 第 3 行を−−−−−−−→
− 1

84 倍する 1 0 35 9 7 −6

0 1 11 3 2 −2

0 0 1 1
4

3
14 − 5

28

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1
4 − 1

2
1
4

0 1 0 1
4 − 5

14 − 1
28

0 0 1 1
4

3
14 − 5

28

 より


1
4 − 1

2
1
4

1
4 − 5

14 − 1
28

1
4

3
14 − 5

28

.
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(5)

 2 −4 −5 1 0 0

4 3 −2 0 1 0

5 2 −4 0 0 1

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える

 2 −4 −5 1 0 0

4 3 −2 0 1 0

1 −1 −2 0 −1 1

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え 1 −1 −2 0 −1 1

4 3 −2 0 1 0

2 −4 −5 1 0 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 −2 0 −1 1

0 7 6 0 5 −4

0 −2 −1 1 2 −2

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−→
3 倍したもの加える 1 −1 −2 0 −1 1

0 1 3 3 11 −10

0 −2 −1 1 2 −2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 1 3 10 −9

0 1 3 3 11 −10

0 0 5 7 24 −22

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する 1 0 1 3 10 −9

0 1 3 3 11 −10

0 0 1 7
5

24
5 − 22

5

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 8
5

26
5 − 23

5

0 1 0 − 6
5 − 17

5
16
5

0 0 1 7
5

24
5 − 22

5

 より


8
5

26
5 − 23

5

− 6
5 − 17

5
16
5

7
5

24
5 − 22

5

.

(6)

 −3 2 2 1 0 0

−2 2 1 0 1 0

2 −1 −1 0 0 1

 第 1 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−→
2 倍したもの加える

 1 0 0 1 0 2

−2 2 1 0 1 0

2 −1 −1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 0 0 1 0 2

0 2 1 2 1 4

0 −1 −1 −2 0 −3

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 0 0 1 0 2

0 −1 −1 −2 0 −3

0 2 1 2 1 4

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 0 0 1 0 2

0 1 1 2 0 3

0 2 1 2 1 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 0 1 0 2

0 1 1 2 0 3

0 0 −1 −2 1 −2

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 0 0 1 0 2

0 1 1 2 0 3

0 0 1 2 −1 2


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1 0 2

0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 −1 2

 より
1 0 2

0 1 1

2 −1 2

.

(7)

 2 1 −1 1 0 0

1 −2 2 0 1 0

2 1 1 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 −2 2 0 1 0

2 1 −1 1 0 0

2 1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 −2 2 0 1 0

0 5 −5 1 −2 0

0 5 −3 0 −2 1

 第 2 行を−−−−−→
1
5 倍する

 1 −2 2 0 1 0

0 1 −1 1
5 − 2

5 0

0 5 −3 0 −2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 0 2

5
1
5 0

0 1 −1 1
5 − 2

5 0

0 0 2 −1 0 1

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 0 2
5

1
5 0

0 1 −1 1
5 − 2

5 0

0 0 1 − 1
2 0 1

2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 2

5
1
5 0

0 1 0 − 3
10 − 2

5
1
2

0 0 1 − 1
2 0 1

2

 より


2
5

1
5 0

− 3
10 − 2

5
1
2

− 1
2 0 1

2

.

(8)

 3 −4 −3 1 0 0

−2 2 1 0 1 0

2 −1 0 0 0 1

 第 1 行に第 3 行−−−−−−−−−→
を加える

 1 −2 −2 1 1 0

−2 2 1 0 1 0

2 −1 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 −2 −2 1 1 0

0 −2 −3 2 3 0

0 3 4 −2 −2 1

 第 2 行に第 3 行−−−−−−−−−→
を加える

 1 −2 −2 1 1 0

0 1 1 0 1 1

0 3 4 −2 −2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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 1 0 0 1 3 2

0 1 1 0 1 1

0 0 1 −2 −5 −2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1 3 2

0 1 0 2 6 3

0 0 1 −2 −5 −2

 より
 1 3 2

2 6 3

−2 −5 −2

.

(9)

 4 1 2 1 0 0

3 2 −1 0 1 0

−2 −2 2 0 0 1

 第 1 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える

 1 −1 3 1 −1 0

3 2 −1 0 1 0

−2 −2 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 −1 3 1 −1 0

0 5 −10 −3 4 0

0 −4 8 2 −2 1

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 −1 3 1 −1 0

0 1 −2 − 3
5

4
5 0

0 −4 8 2 −2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 1 2

5 − 1
5 0

0 1 −2 − 3
5

4
5 0

0 0 0 − 2
5

6
5 1

 となり, 左半分の行列の階数は 2であるため, 与えられた行列の逆行列は存在しない.

(10)

 2 1 3 1 0 0

−1 −2 1 0 1 0

3 1 −1 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 −1 −2 1 0 1 0

2 1 3 1 0 0

3 1 −1 0 0 1

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 2 −1 0 −1 0

2 1 3 1 0 0

3 1 −1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 −1 0 −1 0

0 −3 5 1 2 0

0 −5 2 0 3 1

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
−2 倍したもの加える 1 2 −1 0 −1 0

0 −3 5 1 2 0

0 1 −8 −2 −1 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 2 −1 0 −1 0

0 1 −8 −2 −1 1

0 −3 5 1 2 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 15 4 1 −2

0 1 −8 −2 −1 1

0 0 −19 −5 −1 3

 第 3 行を−−−−−−−→
− 1

19 倍する

 1 0 15 4 1 −2

0 1 −8 −2 −1 1

0 0 1 5
19

1
19 − 3

19

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 1

19
4
19

7
19

0 1 0 2
19 − 11

19 − 5
19

0 0 1 5
19

1
19 − 3

19

 より


1
19

4
19

7
19

2
19 − 11

19 − 5
19

5
19

1
19 − 3

19

.

(11)

 1 1 −2 1 0 0

−1 1 1 0 1 0

2 −1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 −2 1 0 0

0 2 −1 1 1 0

0 −3 5 −2 0 1

 第 2 行に第 3 行−−−−−−−−−→
を加える 1 1 −2 1 0 0

0 −1 4 −1 1 1

0 −3 5 −2 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 1 −2 1 0 0

0 1 −4 1 −1 −1

0 −3 5 −2 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 2 0 1 1

0 1 −4 1 −1 −1

0 0 −7 1 −3 −2

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

7 倍する

 1 0 2 0 1 1

0 1 −4 1 −1 −1

0 0 1 − 1
7

3
7

2
7

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 2

7
1
7

3
7

0 1 0 3
7

5
7

1
7

0 0 1 − 1
7

3
7

2
7

 より


2
7

1
7

3
7

3
7

5
7

1
7

− 1
7

3
7

2
7

.

(12)

 1 1 1 1 0 0

2 3 −1 0 1 0

3 4 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 1 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 1 −2 −3 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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 1 0 4 3 −1 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 1 −1 −1 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 7 3 −4

0 1 0 −5 −2 3

0 0 1 −1 −1 1

 より
 7 3 −4

−5 −2 3

−1 −1 1

.

(13)

 1 0 0 1 0 0

1 1 −1 0 1 0

1 1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 1 1 −1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 2 0 −1 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 1 0 − 1
2

1
2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 1 0 0

0 1 0 −1 1
2

1
2

0 0 1 0 − 1
2

1
2

 より
 1 0 0

−1 1
2

1
2

0 − 1
2

1
2

.

(14)

 2 −1 0 1 0 0

−1 −2 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 −1 −2 0 0 1 0

2 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 2 0 0 −1 0

2 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 0 0 −1 0

0 −5 0 1 2 0

0 0 1 0 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する

 1 2 0 0 −1 0

0 1 0 − 1
5 − 2

5 0

0 0 1 0 0 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 0 2
5 − 1

5 0

0 1 0 − 1
5 − 2

5 0

0 0 1 0 0 1

 より


2
5 − 1

5 0

− 1
5 − 2

5 0

0 0 1

.

(15)

 1 −1 −1 1 0 0

−2 1 −2 0 1 0

−2 1 −1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 −1 1 0 0

0 −1 −4 2 1 0

0 −1 −3 2 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 −1 −1 1 0 0

0 1 4 −2 −1 0

0 −1 −3 2 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 3 −1 −1 0

0 1 4 −2 −1 0

0 0 1 0 −1 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 −1 2 −3

0 1 0 −2 3 −4

0 0 1 0 −1 1

 より
−1 2 −3

−2 3 −4

0 −1 1

.

(16)

 1 −1 −1 1 0 0

−2 1 −2 0 1 0

−1 0 −3 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 −1 1 0 0

0 −1 −4 2 1 0

0 −1 −4 1 0 1

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える 1 −1 −1 1 0 0

0 −1 −4 2 1 0

0 0 0 −1 −1 1

 より, 与えられた行列の階数は 2だから, 逆行列をもたない.

(17)

 1 1 −1 1 0 0

2 1 1 0 1 0

3 1 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 −1 1 0 0

0 −1 3 −2 1 0

0 −2 5 −3 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 1 −1 1 0 0

0 1 −3 2 −1 0

0 −2 5 −3 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 2 −1 1 0

0 1 −3 2 −1 0

0 0 −1 1 −2 1

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する
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 1 0 2 −1 1 0

0 1 −3 2 −1 0

0 0 1 −1 2 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1 −3 2

0 1 0 −1 5 −3

0 0 1 −1 2 −1

 より
 1 −3 2

−1 5 −3

−1 2 −1

.

(18)

 1 −1 1 1 0 0

2 −4 −3 0 1 0

1 −2 −1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 1 1 0 0

0 −2 −5 −2 1 0

0 −1 −2 −1 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え 1 −1 1 1 0 0

0 −1 −2 −1 0 1

0 −2 −5 −2 1 0

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 −1 1 1 0 0

0 1 2 1 0 −1

0 −2 −5 −2 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 3 2 0 −1

0 1 2 1 0 −1

0 0 −1 0 1 −2

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 0 3 2 0 −1

0 1 2 1 0 −1

0 0 1 0 −1 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 2 3 −7

0 1 0 1 2 −5

0 0 1 0 −1 2

 より
2 3 −7

1 2 −5

0 −1 2

.

(19)

 1 −1 1 1 0 0

2 −4 −3 0 1 0

1 −3 −4 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 1 1 0 0

0 −2 −5 −2 1 0

0 −2 −5 −1 0 1

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える 1 −1 1 1 0 0

0 −2 −5 −2 1 0

0 0 0 1 −1 1

 より, 与えられた行列の階数は 2だから, 逆行列をもたない.

(20)

 1 −1 −1 1 0 0

1 −2 −1 0 1 0

−1 3 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 −1 1 0 0

0 −1 0 −1 1 0

0 2 1 1 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する 1 −1 −1 1 0 0

0 1 0 1 −1 0

0 2 1 1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 −1 2 −1 0

0 1 0 1 −1 0

0 0 1 −1 2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 1 1 1

0 1 0 1 −1 0

0 0 1 −1 2 1

 より
 1 1 1

1 −1 0

−1 2 1

.

(21)

 1 1 −2 1 0 0

−1 1 1 0 1 0

2 −1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 −2 1 0 0

0 2 −1 1 1 0

0 −3 5 −2 0 1

 第 2 行を 2 倍して−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える 1 1 −2 1 0 0

0 2 −1 1 1 0

0 1 3 0 2 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
を入れ換える

 1 1 −2 1 0 0

0 1 3 0 2 1

0 2 −1 1 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 −5 1 −2 −1

0 1 3 0 2 1

0 0 −7 1 −3 −2

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

7 倍する

 1 0 −5 1 −2 −1

0 1 3 0 2 1

0 0 1 − 1
7

3
7

2
7

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 2

7
1
7

3
7

0 1 0 3
7

5
7

1
7

0 0 1 − 1
7

3
7

2
7

 より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は


2
7

1
7

3
7

3
7

5
7

1
7

− 1
7

3
7

2
7

 である.
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(22)

 1 0 0 1 0 0

1 1 −1 0 1 0

1 1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 1 1 −1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 2 0 −1 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 0 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 1 0 − 1
2

1
2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 1 0 0

0 1 0 −1 1
2

1
2

0 0 1 0 − 1
2

1
2

 より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は

 1 0 0

−1 1
2

1
2

0 − 1
2

1
2

 である.

(23)

 1 3 2 1 0 0

2 6 3 0 1 0

−2 5 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 3 2 1 0 0

0 0 −1 −2 1 0

0 11 6 2 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
を入れ換える 1 3 2 1 0 0

0 11 6 2 0 1

0 0 −1 −2 1 0

 第 2 行を−−−−−−→
1
11 倍する

 1 3 2 1 0 0

0 1 6
11

2
11 0 1

11

0 0 −1 −2 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 4

11
5
11 0 − 3

11

0 1 6
11

2
11 0 1

11

0 0 −1 −2 1 0

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 0 4
11

5
11 0 − 3

11

0 1 6
11

2
11 0 1

11

0 0 1 2 −1 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 − 3

11
4
11 − 3

11

0 1 0 − 10
11

6
11

1
11

0 0 1 2 −1 0

 より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は

− 3
11

4
11 − 3

11

− 10
11

6
11

1
11

2 −1 0

 である.

(24)

 2 −1 0 1 0 0

−1 −2 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
を入れ換える

−1 −2 0 0 1 0

2 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 2 0 0 −1 0

2 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 0 0 −1 0

0 −5 0 1 2 0

0 0 1 0 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

5 倍する

 1 2 0 0 −1 0

0 1 0 − 1
5 − 2

5 0

0 0 1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 0 2

5 − 1
5 0

0 1 0 − 1
5 − 2

5 0

0 0 1 0 0 1

 より, 求める行列は


2
5 − 1

5 0

− 1
5 − 2

5 0

0 0 1

 である.

(25)

 1 2 3 1 0 0

−2 −3 −4 0 1 0

2 2 4 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 3 1 0 0

0 1 2 2 1 0

0 −2 −2 −2 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 −1 −3 −2 0

0 1 2 2 1 0

0 0 2 2 2 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 −1 −3 −2 0

0 1 2 2 1 0

0 0 1 1 1 1
2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 −2 −1 1

2

0 1 0 0 −1 −1

0 0 1 1 1 1
2

 より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は

−2 −1 1
2

0 −1 −1

1 1 1
2

 である.

(26)

 1 1 0 1 0 0

1 a 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 0 1 0 0

0 a− 1 1 −1 1 0

0 1 1 0 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え
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 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 a− 1 1 −1 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 −1 1 0 −1

0 1 1 0 0 1

0 0 2− a −1 1 1− a

 · · · (∗) より, a = 2 ならば与え

られた行列の階数は 2だから, 逆行列をもたない. a ̸= 2 の場合, (∗) 第 3 行を−−−−−−−→
1

2−a 倍する

 1 0 −1 1 0 −1

0 1 1 0 0 1

0 0 1 1
a−2

−1
a−2

a−1
a−2


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 a−1
a−2

−1
a−2

1
a−2

0 1 0 −1
a−2

1
a−2

−1
a−2

0 0 1 1
a−2

−1
a−2

a−1
a−2

 より

a−1
a−2

−1
a−2

1
a−2

−1
a−2

1
a−2

−1
a−2

1
a−2

−1
a−2

a−1
a−2

.

(27)

 1 1 0 1 0 0

−1 a 1 0 1 0

0 −1 −1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 1 0 1 0 0

0 a+ 1 1 1 1 0

0 −1 −1 0 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え 1 1 0 1 0 0

0 −1 −1 0 0 1

0 a+ 1 1 1 1 0

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 −1

0 a+ 1 1 1 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 −1 1 0 1

0 1 1 0 0 −1

0 0 −a 1 1 a+ 1

 · · · (∗)より, a = 0ならば与えられた行列の階数は 2だから,逆行列をもたない. a ̸= 0

の場合, (∗) 第 3 行を−−−−−−→
− 1

a 倍する

 1 0 −1 1 0 1

0 1 1 0 0 −1

0 0 1 − 1
a − 1

a −a+1
a

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 a−1
a − 1

a − 1
a

0 1 0 1
a

1
a

1
a

0 0 1 − 1
a − 1

a −a+1
a

 より

a−1
a − 1

a − 1
a

1
a

1
a

1
a

− 1
a − 1

a −a+1
a

.

(28)


1 0 1 0 1 0 0 0

2 1 2 1 0 1 0 0

3 2 4 2 0 0 1 0

4 3 6 4 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 −2 1 0 0

0 2 1 2 −3 0 1 0

0 3 2 4 −4 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 −2 1 0 0

0 0 1 0 1 −2 1 0

0 0 2 1 2 −3 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 0 2 −1 0

0 1 0 1 −2 1 0 0

0 0 1 0 1 −2 1 0

0 0 0 1 0 1 −2 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 0 2 −1 0

0 1 0 0 −2 0 2 −1

0 0 1 0 1 −2 1 0

0 0 0 1 0 1 −2 1

 より


0 2 −1 0

−2 0 2 −1

1 −2 1 0

0 1 −2 1

.

(29)


1 −1 1 −1 1 0 0 0

−1 2 −2 2 0 1 0 0

1 −2 3 −3 0 0 1 0

−1 2 −3 4 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 −1 1 0 0 0

0 1 −1 1 1 1 0 0

0 −1 2 −2 −1 0 1 0

0 1 −2 3 1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 0 2 1 0 0

0 1 −1 1 1 1 0 0

0 0 1 −1 0 1 1 0

0 0 −1 2 0 −1 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 2 1 0 0

0 1 0 0 1 2 1 0

0 0 1 −1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し
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
1 0 0 0 2 1 0 0

0 1 0 0 1 2 1 0

0 0 1 0 0 1 2 1

0 0 0 1 0 0 1 1

 より

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 1

.

(30)


1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 −1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 1 −1 1 −1

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 2 −1

0 0 0 1 0 0 −1 1

 より

1 −1 1 −1

0 1 0 0

0 0 2 −1

0 0 −1 1

.

(31)


1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

1 0 2 0 0 0 1 0

0 1 0 2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 −1 0 1 0

0 1 0 2 0 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 −1 0 1 0

0 0 0 1 0 −1 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 2 0 −1 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 −1 0 1 0

0 0 0 1 0 −1 0 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 2 0 −1 0

0 1 0 0 0 2 0 −1

0 0 1 0 −1 0 1 0

0 0 0 1 0 −1 0 1

 より


2 0 −1 0

0 2 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1

.

(32)


1 1 −3 1 1 0 0 0

−1 −1 1 −1 0 1 0 0

−2 0 2 2 0 0 1 0

4 2 −2 −2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −3 1 1 0 0 0

0 0 −2 0 1 1 0 0

0 2 −4 4 2 0 1 0

0 −2 10 −6 −4 0 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 −3 1 1 0 0 0

0 2 −4 4 2 0 1 0

0 0 −2 0 1 1 0 0

0 −2 10 −6 −4 0 0 1

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 1 −3 1 1 0 0 0

0 1 −2 2 1 0 1
2 0

0 0 −2 0 1 1 0 0

0 −2 10 −6 −4 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 0 0 − 1

2 0

0 1 −2 2 1 0 1
2 0

0 0 −2 0 1 1 0 0

0 0 6 −2 −2 0 1 1

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 0 −1 −1 0 0 − 1

2 0

0 1 −2 2 1 0 1
2 0

0 0 1 0 − 1
2 − 1

2 0 0

0 0 6 −2 −2 0 1 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 − 1

2 − 1
2 − 1

2 0

0 1 0 2 0 −1 1
2 0

0 0 1 0 − 1
2 − 1

2 0 0

0 0 0 −2 1 3 1 1

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 0 0 −1 − 1

2 − 1
2 − 1

2 0

0 1 0 2 0 −1 1
2 0

0 0 1 0 − 1
2 − 1

2 0 0

0 0 0 1 − 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −1 −2 −1 − 1

2

0 1 0 0 1 2 3
2 1

0 0 1 0 − 1
2 − 1

2 0 0

0 0 0 1 − 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

 より

−1 −2 −1 − 1

2

1 2 3
2 1

− 1
2 − 1

2 0 0

− 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

.
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(33)


1 −3 1 1 1 0 0 0

−1 1 −1 −1 0 1 0 0

−2 2 0 2 0 0 1 0

4 −2 2 −2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 1 1 1 0 0 0

0 −2 0 0 1 1 0 0

0 −4 2 4 2 0 1 0

0 10 −2 −6 −4 0 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 −3 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 −4 2 4 2 0 1 0

0 10 −2 −6 −4 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1 5

2
3
2 0 0

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 2 4 0 −2 1 0

0 0 −2 −6 1 5 0 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 1 1 5

2
3
2 0 0

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 1 2 0 −1 1
2 0

0 0 −2 −6 1 5 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 5

2
5
2 − 1

2 0

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 1 2 0 −1 1
2 0

0 0 0 −2 1 3 1 1

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 0 0 −1 5

2
5
2 − 1

2 0

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 1 2 0 −1 1
2 0

0 0 0 1 − 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 2 1 −1 − 1

2

0 1 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 1 0 1 2 3
2 1

0 0 0 1 − 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

 より

−1 −2 −1 − 1

2

− 1
2 − 1

2 0 0

1 2 3
2 1

− 1
2 − 3

2 − 1
2 − 1

2

.

［注意］(32), (33)の行列をそれぞれ A, B とすれば, Aは B の第 2列と第 3列を入れ替えた行列だから A = BR4(2, 3)

である. 従って A−1 = (BR4(2, 3))
−1 = R4(2, 3)

−1B−1 = R4(2, 3)B
−1 だからA−1 は (33)で求めた B−1 の第 2行

と第 3行を入れ替えた行列である.

(34)


1 2 0 −1 1 0 0 0

−1 1 2 0 0 1 0 0

2 0 1 1 0 0 1 0

1 −2 −1 1 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 −1 1 0 0 0

0 3 2 −1 1 1 0 0

0 −4 1 3 −2 0 1 0

0 −4 −1 2 −1 0 0 1

 第 2 行に第 4 行−−−−−−−−−→
を加える


1 2 0 −1 1 0 0 0

0 −1 1 1 0 1 0 1

0 −4 1 3 −2 0 1 0

0 −4 −1 2 −1 0 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 2 0 −1 1 0 0 0

0 1 −1 −1 0 −1 0 −1

0 −4 1 3 −2 0 1 0

0 −4 −1 2 −1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1 1 2 0 2

0 1 −1 −1 0 −1 0 −1

0 0 −3 −1 −2 −4 1 −4

0 0 −5 −2 −1 −4 0 −3

 第 4 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−2 倍したもの加える


1 0 2 1 1 2 0 2

0 1 −1 −1 0 −1 0 −1

0 0 −3 −1 −2 −4 1 −4

0 0 1 0 3 4 −2 5

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 2 1 1 2 0 2

0 1 −1 −1 0 −1 0 −1

0 0 1 0 3 4 −2 5

0 0 −3 −1 −2 −4 1 −4

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 −5 −6 4 −8

0 1 0 −1 3 3 −2 4

0 0 1 0 3 4 −2 5

0 0 0 −1 7 8 −5 11

 第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 1 −5 −6 4 −8

0 1 0 −1 3 3 −2 4

0 0 1 0 3 4 −2 5

0 0 0 1 −7 −8 5 −11

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 2 2 −1 3

0 1 0 0 −4 −5 3 −7

0 0 1 0 3 4 −2 5

0 0 0 1 −7 −8 5 −11

 より
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
2 2 −1 3

−4 −5 3 −7

3 4 −2 5

−7 −8 5 −11

.

(35)


1 −3 3 2 1 0 0 0

2 3 −4 0 0 1 0 0

4 3 2 3 0 0 1 0

1 3 3 2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 3 2 1 0 0 0

0 9 −10 −4 −2 1 0 0

0 15 −10 −5 −4 0 1 0

0 6 0 0 −1 0 0 1

 第 2 行に第 3 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 −3 3 2 1 0 0 0

0 3 −10 −4 −1 1 0 −1

0 15 −10 −5 −4 0 1 0

0 6 0 0 −1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −7 −2 0 1 0 −1

0 3 −10 −4 −1 1 0 −1

0 0 40 15 1 −5 1 5

0 0 20 8 1 −2 0 3

 第 3 行を−−−−−−→
1
40 倍する


1 0 −7 −2 0 1 0 −1

0 3 −10 −4 −1 1 0 −1

0 0 1 3
8

1
40 − 1

8
1
40

1
8

0 0 20 8 1 −2 0 3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 5

8
7
40

1
8

7
40 − 1

8

0 3 0 − 1
4 − 3

4 − 1
4

1
4

1
4

0 0 1 3
8

1
40 − 1

8
1
40

1
8

0 0 0 1
2

1
2

1
2 − 1

2
1
2

 第 4 行を−−−−−→
2 倍する


1 0 0 5

8
7
40

1
8

7
40 − 1

8

0 3 0 − 1
4 − 3

4 − 1
4

1
4

1
4

0 0 1 3
8

1
40 − 1

8
1
40

1
8

0 0 0 1 1 1 −1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 − 9

20 − 1
2

4
5 − 3

4

0 3 0 0 − 1
2 0 0 1

2

0 0 1 0 − 7
20 − 1

2
2
5 − 1

4

0 0 0 1 1 1 −1 1

 第 2 行を−−−−−→
1
3 倍する


1 0 0 0 − 9

20 − 1
2

4
5 − 3

4

0 1 0 0 − 1
6 0 0 1

6

0 0 1 0 − 7
20 − 1

2
2
5 − 1

4

0 0 0 1 1 1 −1 1

 より

− 9

20 − 1
2

4
5 − 3

4

− 1
6 0 0 1

6

− 7
20 − 1

2
2
5 − 1

4

1 1 −1 1

.

(36)


3 1 1 −1 1 0 0 0

−1 −1 −1 0 0 1 0 0

−3 −1 −2 1 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0 0 1

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


−1 0 0 1 0 0 0 1

−1 −1 −1 0 0 1 0 0

−3 −1 −2 1 0 0 1 0

3 1 1 −1 1 0 0 0

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −1 0 0 0 −1

−1 −1 −1 0 0 1 0 0

−3 −1 −2 1 0 0 1 0

3 1 1 −1 1 0 0 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 0 −1 0 0 0 −1

0 −1 −1 −1 0 1 0 −1

0 −1 −2 −2 0 0 1 −3

0 1 1 2 1 0 0 3

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −1 0 0 0 −1

0 1 1 1 0 −1 0 1

0 −1 −2 −2 0 0 1 −3

0 1 1 2 1 0 0 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −1 0 0 0 −1

0 1 1 1 0 −1 0 1

0 0 −1 −1 0 −1 1 −2

0 0 0 1 1 1 0 2

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −1 0 0 0 −1

0 1 1 1 0 −1 0 1

0 0 1 1 0 1 −1 2

0 0 0 1 1 1 0 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 0 0 0 −1

0 1 0 0 0 −2 1 −1

0 0 1 1 0 1 −1 2

0 0 0 1 1 1 0 2

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 0 −2 1 −1

0 0 1 0 −1 0 −1 0

0 0 0 1 1 1 0 2

 より


1 1 0 1

0 −2 1 −1

−1 0 −1 0

1 1 0 2

.
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(37)


1 2 −1 2 1 0 0 0

2 2 −1 1 0 1 0 0

−1 −1 1 −1 0 0 1 0

2 1 2 3 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 2 1 0 0 0

0 −2 1 −3 −2 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0

0 −3 4 −1 −2 0 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 −1 2 1 0 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0

0 −2 1 −3 −2 1 0 0

0 −3 4 −1 −2 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 0 −1 0 −2 0

0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 −1 0 1 2 0

0 0 4 2 1 0 3 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 −1 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 −1 0 1 2 0

0 0 0 6 1 −4 −5 1

 第 4 行を−−−−−→
1
6 倍する


1 0 0 −1 −1 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 −1 0 1 2 0

0 0 0 1 1
6 − 2

3 − 5
6

1
6

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 − 5

6
1
3 − 5

6
1
6

0 1 0 0 5
6

2
3

11
6 − 1

6

0 0 1 0 1
6

1
3

7
6

1
6

0 0 0 1 1
6 − 2

3 − 5
6

1
6

 より

− 5

6
1
3 − 5

6
1
6

5
6

2
3

11
6 − 1

6
1
6

1
3

7
6

1
6

1
6 − 2

3 − 5
6

1
6

.

(38)


3 3 −5 −6 1 0 0 0

1 2 −3 −1 0 1 0 0

2 3 −5 −3 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 2 −3 −1 0 1 0 0

3 3 −5 −6 1 0 0 0

2 3 −5 −3 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 −1 1 −1 0 −2 1 0

0 2 −3 0 0 1 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 −1 1 −1 0 −2 1 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 2 −3 0 0 1 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 1 −1 1 0 2 −1 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 2 −3 0 0 1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −3 0 −3 2 0

0 1 −1 1 0 2 −1 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 −1 −2 0 −3 2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −3 1 0 −1 0

0 1 0 1 1 5 −4 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 −2 1 0 −1 1

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 0 0 −3 1 0 −1 0

0 1 0 1 1 5 −4 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 1 − 1
2 0 1

2 − 1
2

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 − 1

2 0 1
2 − 3

2

0 1 0 0 3
2 5 − 9

2
1
2

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 1 − 1
2 0 1

2 − 1
2

 より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は


− 1

2 0 1
2 − 3

2
3
2 5 − 9

2
1
2

1 3 −3 0

− 1
2 0 1

2 − 1
2

 である.

(39)


1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 −1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 1 −1 1 −1

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 2 −1

0 0 0 1 0 0 −1 1

より,与えられた行列は
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正則で, その逆行列は


1 −1 1 −1

0 1 0 0

0 0 2 −1

0 0 −1 1

 である.

(40)


3 3 −5 −6 1 0 0 0

1 2 −3 −1 0 1 0 0

2 3 −5 −3 0 0 1 0

−1 0 2 2 0 0 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 2 −3 −1 0 1 0 0

3 3 −5 −6 1 0 0 0

2 3 −5 −3 0 0 1 0

−1 0 2 2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 −1 1 −1 0 −2 1 0

0 2 −1 1 0 1 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 −1 1 −1 0 −2 1 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 2 −1 1 0 1 0 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 2 −3 −1 0 1 0 0

0 1 −1 1 0 2 −1 0

0 −3 4 −3 1 −3 0 0

0 2 −1 1 0 1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −3 0 −3 2 0

0 1 −1 1 0 2 −1 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 1 −1 0 −3 2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −3 1 0 −1 0

0 1 0 1 1 5 −4 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 −1 −1 −6 5 1

 第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −3 1 0 −1 0

0 1 0 1 1 5 −4 0

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 1 1 6 −5 −1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 4 18 −16 −3

0 1 0 0 0 −1 1 1

0 0 1 0 1 3 −3 0

0 0 0 1 1 6 −5 −1

より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は


4 18 −16 −3

0 −1 1 1

1 3 −3 0

1 6 −5 −1

である.

(41)


1 2 0 −1 1 0 0 0

−3 −5 1 2 0 1 0 0

1 3 2 −2 0 0 1 0

0 2 1 −1 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 −1 1 0 0 0

0 1 1 −1 3 1 0 0

0 1 2 −1 −1 0 1 0

0 2 1 −1 0 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −2 1 −5 −2 0 0

0 1 1 −1 3 1 0 0

0 0 1 0 −4 −1 1 0

0 0 −1 1 −6 −2 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 −13 −4 2 0

0 1 0 −1 7 2 −1 0

0 0 1 0 −4 −1 1 0

0 0 0 1 −10 −3 1 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −3 −1 1 −1

0 1 0 0 −3 −1 0 1

0 0 1 0 −4 −1 1 0

0 0 0 1 −10 −3 1 1

より, 与えられた行列は正則で, その逆行列は


−3 −1 1 −1

−3 −1 0 1

−4 −1 1 0

−10 −3 1 1

である.

(42)


2 1 1 1 1 0 0 0

3 0 −2 1 0 1 0 0

0 −1 0 −2 0 0 1 0

3 1 1 1 0 0 0 1

 第 4 行に第 1 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


2 1 1 1 1 0 0 0

3 0 −2 1 0 1 0 0

0 −1 0 −2 0 0 1 0

1 0 0 0 −1 0 0 1

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 0 0 −1 0 0 1

3 0 −2 1 0 1 0 0

0 −1 0 −2 0 0 1 0

2 1 1 1 1 0 0 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 0 0 −1 0 0 1

0 0 −2 1 3 1 0 −3

0 −1 0 −2 0 0 1 0

0 1 1 1 3 0 0 −2

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え
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
1 0 0 0 −1 0 0 1

0 1 1 1 3 0 0 −2

0 −1 0 −2 0 0 1 0

0 0 −2 1 3 1 0 −3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 0 −1 0 0 1

0 1 1 1 3 0 0 −2

0 0 1 −1 3 0 1 −2

0 0 −2 1 3 1 0 −3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0 −1 0 0 1

0 1 0 2 0 0 −1 0

0 0 1 −1 3 0 1 −2

0 0 0 −1 9 1 2 −7

 第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 0 −1 0 0 1

0 1 0 2 0 0 −1 0

0 0 1 −1 3 0 1 −2

0 0 0 1 −9 −1 −2 7

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −1 0 0 1

0 1 0 0 18 2 3 −14

0 0 1 0 −6 −1 −1 5

0 0 0 1 −9 −1 −2 7

 より

−1 0 0 1

18 2 3 −14

−6 −1 −1 5

−9 −1 −2 7

.

(43)


2 3 2 1 1 0 0 0

4 2 −1 1 0 1 0 0

−2 −1 −1 −2 0 0 1 0

2 1 2 3 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


2 3 2 1 1 0 0 0

0 −4 −5 −1 −2 1 0 0

0 2 1 −1 1 0 1 0

0 −2 0 2 −1 0 0 1

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


2 3 2 1 1 0 0 0

0 −4 −5 −1 −2 1 0 0

0 2 1 −1 1 0 1 0

0 1 0 −1 1
2 0 0 − 1

2

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


2 3 2 1 1 0 0 0

0 1 0 −1 1
2 0 0 − 1

2

0 2 1 −1 1 0 1 0

0 −4 −5 −1 −2 1 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


2 0 2 4 − 1

2 0 0 3
2

0 1 0 −1 1
2 0 0 − 1

2

0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 −5 −5 0 1 0 −2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


2 0 0 2 − 1

2 0 −2 − 1
2

0 1 0 −1 1
2 0 0 − 1

2

0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 1 −1

となり,左半分の

行列の階数は 3であるため, 与えられた行列の逆行列は存在しない.

(44)


1 1 0 1 −1 1 0 0 0 0

0 1 −1 3 0 0 1 0 0 0

−2 −1 1 2 3 0 0 1 0 0

1 0 2 −1 −1 0 0 0 1 0

−1 −2 −3 −7 1 0 0 0 0 1


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0 1 −1 1 0 0 0 0

0 1 −1 3 0 0 1 0 0 0

0 1 1 4 1 2 0 1 0 0

0 −1 2 −2 0 −1 0 0 1 0

0 −1 −3 −6 0 1 0 0 0 1



(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 −2 −1 1 −1 0 0 0

0 1 −1 3 0 0 1 0 0 0

0 0 2 1 1 2 −1 1 0 0

0 0 1 1 0 −1 1 0 1 0

0 0 −4 −3 0 1 1 0 0 1


第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 1 −2 −1 1 −1 0 0 0

0 1 −1 3 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 −1 1 0 1 0

0 0 2 1 1 2 −1 1 0 0

0 0 −4 −3 0 1 1 0 0 1


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −3 −1 2 −2 0 −1 0

0 1 0 4 0 −1 2 0 1 0

0 0 1 1 0 −1 1 0 1 0

0 0 0 −1 1 4 −3 1 −2 0

0 0 0 1 0 −3 5 0 4 1


第 4 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −3 −1 2 −2 0 −1 0

0 1 0 4 0 −1 2 0 1 0

0 0 1 1 0 −1 1 0 1 0

0 0 0 1 −1 −4 3 −1 2 0

0 0 0 1 0 −3 5 0 4 1


(4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 −4 −10 7 −3 5 0

0 1 0 0 4 15 −10 4 −7 0

0 0 1 0 1 3 −2 1 −1 0

0 0 0 1 −1 −4 3 −1 2 0

0 0 0 0 1 1 2 1 2 1


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(5,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


1 0 0 0 0 −6 15 1 13 4

0 1 0 0 0 11 −18 0 −15 −4

0 0 1 0 0 2 −4 0 −3 −1

0 0 0 1 0 −3 5 0 4 1

0 0 0 0 1 1 2 1 2 1

 より

−6 15 1 13 4

11 −18 0 −15 −4

2 −4 0 −3 −1

−3 5 0 4 1

1 2 1 2 1

.

(45)


1 a b c 1 0 0 0

a 1 + a2 ab ac 0 1 0 0

b ab 1 + b2 bc 0 0 1 0

c ac bc 1 + c2 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 a b c 1 0 0 0

0 1 0 0 −a 1 0 0

0 0 1 0 −b 0 1 0

0 0 0 1 −c 0 0 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 b c 1 + a2 −a 0 0

0 1 0 0 −a 1 0 0

0 0 1 0 −b 0 1 0

0 0 0 1 −c 0 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 c 1 + a2 + b2 −a −b 0

0 1 0 0 −a 1 0 0

0 0 1 0 −b 0 1 0

0 0 0 1 −c 0 0 1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 0 0 1 + a2 + b2 + c2 −a −b −c
0 1 0 0 −a 1 0 0

0 0 1 0 −b 0 1 0

0 0 0 1 −c 0 0 1



より


1 + a2 + b2 + c2 −a −b −c

−a 1 0 0

−b 0 1 0

−c 0 0 1

.

2. (1)

1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 a

0 −1 −a− 1

0 −a− 1 −a2 − 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する

1 1 a

0 1 a+ 1

0 −a− 1 −a2 − 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 −1

0 1 a+ 1

0 0 2a

 だから, 与えられた行列の階数は a = 0 ならば 2であり, a ̸= 0 ならば 3である.

(2)

a 1 1

1 a 1

1 1 a

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 1 a

1 a 1

a 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 a

0 a− 1 1− a

0 1− a 1− a2

 · · · (∗) だから a = 1 ならば与

えられた行列の階数は 1である. a ̸= 1 の場合, (∗) 第 2,3 行を−−−−−−−→
1

a−1 倍する

1 1 a

0 1 −1

0 −1 −a− 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 a+ 1

0 1 −1

0 0 −a− 2

 だから a = −2 ならば与えられた行列の階数は 2であり, a ̸= −2, 1 ならば与えられた行列の階

数は 3である.

(3)

 1 0 −1

2 a −1

a+ 1 1 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 0 −1

0 a 1

0 1 2a+ 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

1 0 −1

0 1 2a+ 1

0 a 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 −1

0 1 2a+ 1

0 0 −(a+ 1)(2a− 1)

 だから, 与えられた行列の階数は a = −1 または a =
1

2
ならば 2であり, a ̸= −1,

1

2
な

らば 3である.
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(4)

 1 2 a −3

3 1 0 −8

−1 a+ 1 4 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 a −3

0 −5 −3a 1

0 a+ 3 a+ 4 a− 3

 第 3 行に第 2 行を−−−−−−−−−−−−→
a+3
5 倍したもの加える1 2 a −3

0 −5 −3a 1

0 0 − (3a+10)(a−2)
5

6(a−2)
5

 だから, 与えられた行列の階数は a = 2 ならば 2であり, a ̸= 2 ならば 3である.

(5)


4 −7 6 1

1 0 5 2

−1 5 5 3

0 1 2 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 5 2

4 −7 6 1

−1 5 5 3

0 1 2 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 5 2

0 −7 −14 −7

0 5 10 5

0 1 2 1

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

7 倍する


1 0 5 2

0 1 2 1

0 5 10 5

0 1 2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 5 2

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与えられた行列の階数は 2である.

(6)


−2 1 1 −1

1 1 −1 2

1 −2 0 −1

3 0 −2 3

 第 1 行と第 2−−−−−−−−→
行の入れ換え


1 1 −1 2

−2 1 1 −1

1 −2 0 −1

3 0 −2 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 2

0 3 −1 3

0 −3 1 −3

0 −3 1 −3


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 2

3 1

0 3 −1 3

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与えられた行列の階数は 2である.

(7)


1 −1 −1 0

−2 1 −2 1

0 −1 −4 1

−1 0 −3 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 −1 0

0 −1 −4 1

0 −1 −4 1

0 −1 −4 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 −1

0 −1 −4 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与え

られた行列の階数は 2である.

(8)


1 −2 1 −1

1 1 −1 2

−2 1 0 −1

0 3 −2 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 1 −1

0 3 −2 3

0 −3 2 −3

0 3 −2 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 1

3 1

0 3 −2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与え

られた行列の階数は 2である.

(9)


1 −1 1 −1

1 −2 −2 2

2 −3 −1 1

3 −5 −3 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 −1

0 −1 −3 3

0 −1 −3 3

0 −2 −6 6

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 −4

0 −1 −3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与

えられた行列の階数は 2である.

(10)


1 1 0 −2

2 −1 3 −2

3 0 3 −4

4 1 3 −6

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0 −2

0 −3 3 2

0 −3 3 2

0 −3 3 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 − 4

3

0 −3 3 2

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与えら

れた行列の階数は 2である.

(11)


1 −3 −3 1

1 −2 −2 2

2 −5 −5 3

1 −1 −1 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 −3 1

0 1 1 1

0 1 1 1

0 2 2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 4

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

　だから, 与えられ
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た行列の階数は 2である.

(12)


1 −2 2 −1

1 −1 −1 2

2 −3 1 1

−1 3 −5 4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 2 −1

0 1 −3 3

0 1 −3 3

0 1 −3 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −4 5

0 1 −3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

だから,与え

られた行列の階数は 2である.

(13)


1 2 −1 0

0 1 3 −2

1 3 2 −2

1 1 −4 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 0

0 1 3 −2

0 1 3 −2

0 −1 −3 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −7 4

0 1 3 −2

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 与え

られた行列の階数は 2である.

(14)


1 2 2 1

1 −1 1 2

2 1 1 1

3 2 4 4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 2 1

0 −3 −1 1

0 −3 −3 −1

0 −4 −2 1

 第 2 行に第 4 行を−−−−−−−−−−−−→
−1 倍したもの加える


1 2 2 1

0 1 1 0

0 −3 −3 −1

0 −4 −2 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 0 −1

0 0 2 1

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 2 1

0 0 0 −1

 だから, 与えられた行列の階数は 4である.

(15)


a 1 1 1

1 a 1 1

1 1 a 1

1 1 1 a

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 1 a

1 a 1 1

1 1 a 1

a 1 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 1 a

0 a− 1 0 1− a

0 0 a− 1 1− a

0 1− a 1− a 1− a2

 · · · (∗) だから

a = 1 ならば与えられた行列の階数は 1である. a ̸= 1 の場合, (∗) 第 2,3,4 行を−−−−−−−→
1

a−1 倍する


1 1 1 a

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 −1 −1 −a− 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 a+ 1

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 −1 −a− 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a+ 2

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 −a− 3

 だから a = −3 ならば与えられた

行列の階数は 3であり, a ̸= −3, 1 ならば与えられた行列の階数は 4である.

(16)


1 −1 1 −1

2 −1 −2 1

1 0 −3 a

4 −2 0 a− 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 −1

0 1 −4 3

0 1 −4 a+ 1

0 2 −4 a+ 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 2

0 1 −4 3

0 0 0 a− 2

0 0 4 a− 5


第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 −3 2

0 1 −4 3

0 0 4 a− 5

0 0 0 a− 2

 だから a = 2 ならば与えられた行列の階数は 3であり, a ̸= 2 ならば与えら

れた行列の階数は 4である.

(17)


1 −1 1 2

0 1 −1 −1

2 −1 a 3

a −2 2 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 2

0 1 −1 −1

0 1 a− 2 −1

0 a− 2 2− a 3− 2a

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1

0 1 −1 −1

0 0 a− 1 0

0 0 0 1− a


だから a = 1 ならば与えられた行列の階数は 2であり, a ̸= 1 ならば与えられた行列の階数は 4である.
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(18)


1 −1 1 0

2 1 −1 1

1 2 −2 a

4 2 −2 a+ 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 0

0 3 −3 1

0 3 −3 a

0 6 −6 a+ 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1

3

0 3 −3 1

0 0 0 a− 1

0 0 0 a− 1

 より,

a = 1 の場合は与えられた行列の階数は 2である. a ̸= 1 の場合は, 最後に得られた行列をさらに (3,4)成分に関し

て第 4列の掃き出しを行えば


1 0 0 0

0 3 −3 0

0 0 0 a− 1

0 0 0 0

 が得られるため, 与えられた行列の階数は 3である.

(19)


1 2 −6 −7

3 1 7 9

1 9 19 11

2 7 a2 a+ 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −6 −7

0 −5 25 30

0 7 25 18

0 3 a2 + 12 a+ 15

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 5

0 −5 25 30

0 0 60 60

0 0 a2 + 27 a+ 33


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 4 5

0 −5 0 5

0 0 60 60

0 0 0 −(a+ 2)(a− 3)

 だから, 与えられた行列の階数は a = −2 または a = 3 ならば

3であり, a ̸= −1, 3 ならば 4である.

(20)


1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

1 3 3 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

0 3− a 3 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −a2 0

0 1 a 0

0 0 1 a

0 0 a2 − 3a+ 3 1


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a3

0 1 0 −a2

0 0 1 a

0 0 0 (1− a)3

 だから a = 1 ならば与えられた行列の階数は 3であり, a ̸= 1 ならば与え

られた行列の階数は 4である.

(21)

 0 2 4 2

1 2 3 1

−2 −1 0 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 2 3 1

0 2 4 2

−2 −1 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 3 1

0 2 4 2

0 3 6 3

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する1 2 3 1

0 1 2 1

0 3 6 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 −1

0 1 2 1

0 0 0 0

 より, 与えられた行列の階数は 2である.

(22)

 1 1 4 2

2 −1 −1 1

−1 1 2 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 4 2

0 −3 −9 −3

0 2 6 2

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する

1 1 4 2

0 1 3 1

0 2 6 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1 0 1 1

0 1 3 1

0 0 0 0

 より, 与えられた行列の階数は 2である.

(23)


1 2 1 −2

−1 1 2 1

0 1 3 −2

1 −1 0 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 1 −2

0 3 3 −1

0 1 3 −2

0 −3 −1 5

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 1 −2

0 1 3 −2

0 3 3 −1

0 −3 −1 5


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(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −5 2

0 1 3 −2

0 0 −6 5

0 0 8 −1

 第 3 行を 4
3 倍して−−−−−−−−−−−→

第 4 行に加える


1 0 −5 2

0 1 3 −2

0 0 −6 5

0 0 0 17
3

 より, 与えられた行列の階数は 4である.

(24)


4 −7 6 1

1 0 5 2

−1 5 5 3

0 1 2 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 5 2

4 −7 6 1

−1 5 5 3

0 1 2 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 5 2

0 −7 −14 −7

0 5 10 5

0 1 2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 5 2

0 −7 −14 −7

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, 与えられた行列の階数は 2である.

(25)


0 2 4 2 1

−1 1 3 2 5

1 2 3 1 3

−2 −1 0 1 1

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 1 3

−1 1 3 2 5

0 2 4 2 1

−2 −1 0 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 1 3

0 3 6 3 8

0 2 4 2 1

0 3 6 3 7

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 2 3 1 3

0 1 2 1 8
3

0 2 4 2 1

0 3 6 3 7

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 − 5

3

0 1 2 1 8
3

0 0 0 0 − 13
3

0 0 0 0 1

 (3,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


1 0 −1 −1 0

0 1 2 1 0

0 0 0 0 − 13
3

0 0 0 0 0

 より,

与えられた行列の階数は 3である.

(26)


1 0 2 2 −1

1 2 0 2 1

−1 1 1 0 0

1 5 1 4 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 2 2 −1

0 2 −2 0 2

0 1 3 2 −1

0 5 −1 2 3

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 2 2 −1

0 1 −1 0 1

0 1 3 2 −1

0 5 −1 2 3


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 2 −1

0 1 −1 0 1

0 0 4 2 −2

0 0 4 2 −2

 第 3 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 4 行に加える


1 0 2 2 −1

0 1 −1 0 1

0 0 4 2 −2

0 0 0 0 0

 より, 与えられた行列の階数は 3

である.

(27)


4 1 −1 1 2

5 −1 −1 2 4

0 2 1 1 0

2 0 3 4 1

 第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える


4 1 −1 1 2

1 −2 0 1 2

0 2 1 1 0

2 0 3 4 1

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 −2 0 1 2

4 1 −1 1 2

0 2 1 1 0

2 0 3 4 1


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 0 1 2

0 9 −1 −3 −6

0 2 1 1 0

0 4 3 2 −3

 第 4 行を −2 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える


1 −2 0 1 2

0 1 −7 −7 0

0 2 1 1 0

0 4 3 2 −3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −14 −13 2

0 1 −7 −7 0

0 0 15 15 0

0 0 31 30 −3

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 2

0 1 0 0 0

0 0 15 15 0

0 0 0 −1 −3

 より, 与えられた行列の階数は 4である.
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(28)


1 2 0 3

0 −1 −1 −2

2 1 −3 b

−1 0 a a− 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 3

0 −1 −1 −2

0 −3 −3 b− 6

0 2 a a+ 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −2 −1

0 −1 −1 −2

0 0 0 b

0 0 a− 2 a− 2


第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 −2 −1

0 −1 −1 −2

0 0 a− 2 a− 2

0 0 0 b

 だから, a = 2 かつ b = 0 のとき階数は 2,「a ̸= 2 かつ b = 0」または

「a = 2 かつ b ̸= 0」のとき階数は 3, a ̸= 2 かつ b ̸= 0 のとき階数は 4である.

(29)


1 3 −1 0

3 1 a+ 1 a+ 3

a 0 a2 + 1 3a

−3 −8 2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 −1 0

0 −8 a+ 4 a+ 3

0 −3a a2 + a+ 1 3a

0 1 −1 −1

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 3 −1 0

0 1 −1 −1

0 −3a a2 + a+ 1 3a

0 −8 a+ 4 a+ 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 3

0 1 −1 −1

0 0 (a− 1)2 0

0 0 a− 4 a− 5

 だから, a ̸= 1 ならば, 得られた行列

の (3,3)成分に関して第 3列を掃き出せば


1 0 0 3

0 1 0 −1

0 0 (a− 1)2 0

0 0 0 a− 5

 となるため, 与えられた行列の階数は a = 5

ならば 3であり, a ̸= 1, 5 ならば 4である. a = 1 の場合は, 上の行列の第 3行と第 4行を入れ替えることにより, 与

えられた行列の階数は 3であることがわかる.

(30)


1 0 1 2

−2 1 −1 −2

0 −1 −1 b

1 2 a a+ 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 1 2

0 −1 −1 b

0 2 a− 1 a+ 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 1 2

0 0 0 b+ 2

0 0 a− 3 a− 3


第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 1 2

0 1 1 2

0 0 a− 3 a− 3

0 0 0 b+ 2

 だから, a = 3 かつ b = −2 のとき階数は 2, 「a ̸= 3 かつ b = −2」または

「a = 3 かつ b ̸= −2」のとき階数は 3, a ̸= 3 かつ b ̸= −2 のとき階数は 4 である.

(31)


1 0 1 2

0 1 2 −1

2 1 4 a+ 4

1 −1 a 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 1 2 a

0 −1 a− 1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 0 a+ 1

0 0 a+ 1 0

より,

a = −1 の場合は, 与えられた行列の階数は 2である. a ̸= −1 の場合は, 最後に得られた行列の第 3行と第 4行を入

れ替えれば,


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 a+ 1 0

0 0 0 a+ 1

 が得られるため, 与えられた行列の階数は 4である.

(32)


1 2 −1 0

2 5 1 −1

0 1 a2 + 2a 2a2 − 3a

1 2 a2 − 2 a2 − 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 0

0 1 3 −1

0 1 a2 + 2a 2a2 − 3a

0 0 a2 − 1 a2 − 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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
1 0 −7 2

0 1 3 −1

0 0 (a− 1)(a+ 3) (a− 1)(2a− 1)

0 0 (a− 1)(a+ 1) (a− 1)(a+ 1)

 より a = 1 のとき階数は 2, a = −1 のときは階数は 3である. a ̸= ±1

の場合, 第 3行を a− 1, 第 4行を (a− 1)(a+ 1) で割り, 第 3行と第 4行を入れ替えると


1 0 −7 2

0 1 3 −1

0 0 1 1

0 0 a+ 3 2a− 1



となり, さらに (3,3)成分に関して第 3列を掃き出せば


1 0 0 9

0 1 0 −4

0 0 1 1

0 0 0 a− 4

 となる. 従って a = 4 ならば階数は 3,

a ̸= ±1, 4 ならば階数は 4である.

(33)


1 3 −1 0

2 1 a+ 1 a+ 3

a 0 4 3a

−3 −8 a −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 −1 0

0 −5 a+ 3 a+ 3

0 −3a a+ 4 3a

0 1 a− 3 −1

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 3 −1 0

0 1 a− 3 −1

0 −3a a+ 4 3a

0 −5 a+ 3 a+ 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3a+ 8 3

0 1 a− 3 −1

0 0 (3a− 2)(a− 2) 0

0 0 6(a− 2) a− 2

 だから, a ̸= 2

3
, 2 ならば, 得られた

行列の (3,3)成分に関して第 3列を掃き出せば


1 0 0 3

0 1 0 −1

0 0 (3a− 2)(a− 2) 0

0 0 0 a− 2

 となるため, 与えられた行列の階

数は 4である. また, 得られた行列の第 3行と第 4行を入れ換えれば


1 0 −3a+ 8 3

0 1 a− 3 −1

0 0 6(a− 2) a− 2

0 0 (3a− 2)(a− 2) 0

 となるため,

与えられた行列の階数は a = 2 ならば 2, a =
2

3
ならば 3である.

(34)


1 2 4 −1

3 1 7 7

2 7 11 a2 − 12

2 7 a+ 9 −8

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −1

0 −5 −5 10

0 3 3 a2 − 10

0 3 a+ 3 −6

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 3

0 −5 −5 10

0 0 0 a2 − 4

0 0 a 0

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ換え


1 0 2 3

0 −5 −5 10

0 0 a 0

0 0 0 a2 − 4

 だから, 与えられた行列の階数は a = 0 または

a = ±2 ならば 3であり, a ̸= 0,±2 ならば 4である.

(35)


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 2− a

−2 a− 3 2 2

a+ 1 2 −2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −a a− 2

0 0 1− a 0

0 a− 1 2− 2a 2a− 2

0 1− a (a− 1)(a+ 2) a(1− a)

 だから, a = 1 ならば

与えられた行列の階数は 1である. a ̸= 1 ならば得られた行列の第 2行と第 4行を
1

1− a
倍し, 第 3行を

1

a− 1
倍
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して, 基本変形を続けると


1 1 −a a− 2

0 0 1 0

0 1 −2 2

0 1 −a− 2 a

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 −a a− 2

0 1 −2 2

0 0 1 0

0 1 −a− 2 a

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2− a a− 4

0 1 −2 2

0 0 1 0

0 0 −a a− 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a− 4

0 1 0 2

0 0 1 0

0 0 0 a− 2

 だから, a = 2 ならば与えられた行列の階数は 3であ

り, a ̸= 1, 2 ならば与えられた行列の階数は 4である.

(36)


1 −a− 2 1 a

−1 1 −1 −a
−2 2 a− 1 2

a+ 3 −2 2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −a− 2 1 a

0 −(a+ 1) 0 0

0 −2(a+ 1) a+ 1 2(a+ 1)

0 (a+ 1)(a+ 4) −(a+ 1) −(a+ 1)(a+ 2)

 だから,

a = −1 ならば与えられた行列の階数は 1 である. a ̸= −1 ならば得られた行列の第 2 行, 第 3 行, 第 4 行を

− 1

a+ 1
倍して, 基本変形を続けると


1 −a− 2 1 a

0 1 0 0

0 2 −1 −2

0 −a− 4 1 a+ 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 a

0 1 0 0

0 0 −1 −2

0 0 1 a+ 2


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a− 2

0 1 0 0

0 0 −1 −2

0 0 0 a

 だから, a = 0 ならば与えられた行列の階数は 3であり, a ̸= −1, 0 ならば与

えられた行列の階数は 4である.

(37)


1 −1 1 −1

2 −3 −1 1

4 −5 a b

1 −2 c d

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 −1

0 −1 −3 3

0 −1 a− 4 b+ 4

0 −1 c− 1 d+ 1

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 −1 1 −1

0 1 3 −3

0 −1 a− 4 b+ 4

0 −1 c− 1 d+ 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 4 −4

0 1 3 −3

0 0 a− 1 b+ 1

0 0 c+ 2 d− 2

 · · · (∗). B =

(
a− 1 b+ 1

c+ 2 d− 2

)
, C =

(
4 −4

3 −3

)
とおくと (∗) =

(
E2 C

O B

)

である. B が零行列ならば (∗)は階段行列で, 与えられた行列の階数は 2である. B が正則行列ならば, B を行に関し

て基本変形すれば単位行列にできるため, (∗)の第 3行と第 4行を行に関して基本変形をすることによって, (∗)を対
角成分がすべて 1である階段行列に変形できる. 従ってこの場合は, 与えられた行列の階数は 4である. B が零行列で

あることと, rankB = 0 であることは同値であり, B が正則行列であることと rankB = 2 であることは同値だから,

B が正則行列でも零行列でもないことは rankB = 1 であることと同値である. このとき, B を行に関して基本変形

すれば第 1行は零でなく第 2行が零である階段行列に変形できるため, (∗)の第 3行と第 4行を行に関して基本変形を

することによって, (∗)を第 3行までが零ではなく, 第 4行が零である階段行列に変形できるため, 与えられた行列の

階数は 3である. 以上から, (a, b, c, d) = (1,−1,−2, 2) ならば与えられた行列の階数は 2, (a, b, c, d) ̸= (1,−1,−2, 2)

かつ (a− 1)(d− 2)− (b+1)(c+2) = 0 ならば与えられた行列の階数は 3であり, (a− 1)(d− 2)− (b+1)(c+2) ̸= 0

ならば与えられた行列の階数は 4である.

(38)


1 2 4 −6 −7

3 1 7 7 9

1 9 a+ 1 19 11

2 7 11 15 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 4 −6 −7

0 −5 −5 25 30

0 7 a− 3 25 18

0 3 3 27 a+ 14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

91




1 0 2 4 5

0 −5 −5 25 30

0 0 a− 10 60 60

0 0 0 42 a+ 32

 だから, a ̸= 10 ならば行列の階数は 4であり, a = 10 ならば, 得られた行列の (3,4)

成分に関して第 4列を掃き出せば


1 0 2 4 5

0 −5 −5 25 30

0 0 0 60 60

0 0 0 0 0

 となるため, 与えられた行列の階数は 3である.

(39)


1 3 5 5 −1

−2 4 −10 10 7

8 10 20 12 a2 − 11

5 9 a+ 15 13 a− 6

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 5 5 −1

0 10 0 20 5

0 −14 −20 −28 a2 − 3

0 −6 a− 10 −12 a− 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 5 −1 − 3

2

0 10 0 20 5

0 0 −20 0 a2 + 4

0 0 a− 10 0 a+ 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1 a2

4 − 1
2

0 10 0 20 5

0 0 −20 0 a2 + 4

0 0 0 0 a(a−4)(a−6)
20

 だから, 与えられた行列の階

数は a が 0, 2 または 6 ならば 3であり, a ̸= 2, 4, 6 ならば 4である.

3. (1) a = 0 だから

1 1 0 b1

1 0 −1 b2

0 −1 −1 b3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 0 b1

0 −1 −1 b2 − b1

0 −1 −1 b3

 第 2 行を−−−−−−→
−1 倍する1 1 0 b1

0 1 1 b1 − b2

0 −1 −1 b3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 b2

0 1 1 b1 − b2

0 0 0 b1 − b2 + b3

より, Ax = bが解をもつには b1−b2+b3 = 0

であることが必要十分であり, この条件の下で, Ax = b は

x− z = b2

y + z = b1 − b2
と同値だから, z = t とおけば,

Ax = b の解は x =

 t+ b2

−t+ b1 − b2

t

 = t

 1

−1

1

+

 b2

b1 − b2

0

 (t は任意)で与えられる. また, b3 = −b1+ b2 ならば

b =

 b1

b2

−b1 + b2

 = b1

 1

0

−1

 + b2

0

1

1

 となり, Ax = b が解をもつような b 全体からなる集合は,

 1

0

−1

,

0

1

1


に平行で原点を通る平面である.

(2)


−2 1 1 −1 b1

1 1 −1 2 b2

1 −2 0 −1 b3

3 0 −2 3 b4

 第 1 行と第 2−−−−−−−−→
行の入れ換え


1 1 −1 2 b2

−2 1 1 −1 b1

1 −2 0 −1 b3

3 0 −2 3 b4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 2 b2

0 3 −1 3 b1 + 2b2

0 −3 1 −3 b3 − b2

0 −3 1 −3 b4 − 3b2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 2

3 1 b2−b1
3

0 3 −1 3 b1 + 2b2

0 0 0 0 b1 + b2 + b3

0 0 0 0 b1 − b2 + b4

 より, Bx = b が解をもつために

は b1+b2+b3 = b1−b2+b4 = 0であることが必要十分であり,この条件の下で, Bx = bは

x− 2
3z + w = b2−b1

3

3y − z + 3w = b1 + 2b2
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と同値だから, z = 3s, w = t とおけば, Bx = b の解は x =


2s− t+ b1−b2

3

s− t− b1+2b2
3

3s

t

 = s


2

1

3

0

+ t


−1

−1

0

1

+


b1−b2

3

− b1+2b2
3

0

0



(s, tは任意)で与えられる. また, b3 = −b1−b2 かつ b4 = −b1+b2 ならば b =


b1

b2

−b1 − b2

−b1 + b2

 = b1


1

0

−1

−1

+b2


0

1

−1

1



だから,

b ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b = s


1

0

−1

−1

+ t


0

1

−1

1

 (s, t ∈ Rは任意)

 が, Bx = b を満たす x ∈ R4 が存在するような

b ∈ R4 全体からなる集合である.

(3) a = −1 だから


1 0 1 2 b1

0 1 2 −1 b2

2 1 4 3 b3

1 −1 −1 3 b4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2 b1

0 1 2 −1 b2

0 1 2 −1 b3 − 2b1

0 −1 −2 1 b4 − b1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2 b1

0 1 2 −1 b2

0 0 0 0 b3 − 2b1 − b2

0 0 0 0 b4 − b1 + b2

 より, Cx = b が解をもつためには b3 − 2b1 − b2 = b4 − b1 + b2 = 0 であることが

必要十分であり, この条件の下で, Cx = b は

x+ z + 2w = b1

y + 2z − w = b2
と同値だから, z = s, w = t とおけば Cx = b

の解は x =


−s− 2t+ b1

−2s+ t+ b2

s

t

 = s


−1

−2

1

0

+ t


−2

1

0

1

+


b1

b2

0

0

 (s, t は任意)で与えられる. また, b3 = 2b1 + b2 かつ

b4 = b1−b2 ならば b =


b1

b2

2b1 + b2

b1 − b2

 = b1


1

0

2

1

+b2


0

1

1

−1

だから,

b ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b = s


1

0

2

1

+ t


0

1

1

−1

 (s, tは任意)


が, Cx = b を満たす x ∈ R4 が存在するような b ∈ R4 全体からなる集合である.

(4) a = 1 の場合,


1 1 −1 −1 b1

−1 −1 1 1 b2

−2 −2 2 2 b3

2 2 −2 −2 b4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 −1 b1

0 0 0 0 b1 + b2

0 0 0 0 2b1 + b3

0 0 0 0 b4 − 2b1

 より, Dx = b が

解をもつためには b1 + b2 = 2b1 + b3 = b4 − 2b1 = 0 であることが必要十分であり, この条件の下で, Dx = b は

x + y − z − w = b1 と同値だから, y = s, z = t, w = u とおけば Dx = b の解は x =


−s+ t+ u+ b1

s

t

u

 =

s


−1

1

0

0

 + t


1

0

1

0

 + u


1

0

0

1

 +


b1

0

0

0

 (s, t, u は任意)で与えられる. また, b2 = −b1, b3 = −2b1, b4 = 2b1 ならば
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b =


b1

−b1
−2b1

2b1

 = b1


1

−1

−2

2

 だから,

b ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b = t


1

−1

−2

2

 (tは任意)

 が, Dx = b を満たす x ∈ R4 が存在する

ような b ∈ R4 全体からなる集合である.

a = 2 の場合,


1 1 −2 0 b1

−1 −1 1 0 b2

−2 −1 2 2 b3

3 2 −2 −2 b4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −2 0 b1

0 0 −1 0 b1 + b2

0 1 −2 2 2b1 + b3

0 −1 4 −2 b4 − 3b1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 −2 0 b1

0 1 −2 2 2b1 + b3

0 0 −1 0 b1 + b2

0 −1 4 −2 b4 − 3b1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −2 −b1 − b3

0 1 −2 2 2b1 + b3

0 0 −1 0 b1 + b2

0 0 2 0 b4 − b1 + b3

 第 3 行を−−−−−−→
−1 倍する


1 0 0 −2 −b1 − b3

0 1 −2 2 2b1 + b3

0 0 1 0 −b1 − b2

0 0 2 0 b4 − b1 + b3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −2 −b1 − b3

0 1 0 2 b3 − 2b2

0 0 1 0 −b1 − b2

0 0 0 0 b4 + b1 + 2b2 + b3

 より, Dx = b が解をも

つためには b4+ b1+2b2+ b3 = 0 であることが必要十分であり, この条件の下で, Dx = b は


x− 2w = −b1 − b3

y + 2w = b3 − 2b2

z = −b1 − b2

と同値だから, w = t とおけば Dx = b の解は x =


2t− b1

−2t− 2b2 + b3

−b1 − b2

t

 = t


2

−2

0

1

 −


b1

2b2 − b3

b1 + b2

0

 (t は任意)で与

えられる. また, b4 = −b1 − 2b2 − b3 ならば b =


b1

b2

b3

−b1 − 2b2 − b3

 = b1


1

0

0

−1

 + b2


0

1

0

−2

 + b3


0

0

1

−1

 だから,

b ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b = s


1

0

0

−1

+ t


0

1

0

−2

+ u


0

0

1

−1

 (s, t, uは任意)

 が, Dx = b を満たす x ∈ R4 が存在するような

b ∈ R4 全体からなる集合である.

4. (1) Pn(i, j; 1)Pn(j, i;−1)Pn(i, j; 1)Qn(i;−1)Rn(i, j) = En より Qn(i;−1)Rn(i, j) =

(Pn(i, j; 1)Pn(j, i;−1)Pn(i, j; 1))
−1 = Pn(i, j; 1)

−1Pn(j, i;−1)−1Pn(i, j; 1)
−1 = Pn(i, j;−1)Pn(j, i; 1)Pn(i, j;−1).

(2) B を (p, q) 成分に関して A の第 q 列を掃き出した行列とすれば, A = (aij), Pj = Pm

(
p, j;− apj

apq

)
とおくと,

B = P1P2 · · ·Pp−1Pp+1 · · ·PmA である. p′ ̸= p の場合, Pm(p, p′;−apq)Pm
(
p′, p; 1

apq

)
B の第 q 列は ep′ である.

p′ = pの場合, Pm(p, p′′;−apq)Pm
(
p′′, p; 1

apq

)
Bの第 q列はep′′ だから, Rm(p′′, p)Pm(p, p′′;−apq)Pm

(
p′′, p; 1

apq

)
B

の第 q 列は ep である. 従って Qm(p′′;−1)Rm(p′′, p)Pm(p, p′′;−apq)Pm
(
p′′, p; 1

apq

)
B の第 q 列も ep であり, (1)

から Qm(p′′;−1)Rm(p′′, p) = Pm(p′′, p;−1)Pm(p, p′′; 1)Pm(p′′, p;−1) だから, 結果が得られる.

4. A = (aij) をm× n行列とする. apq ̸= 0 ならば (p, q)成分に関して第 q列を掃き出す操作は Pm(i, p ; c) の形の

行列の積で表される行列を左からかけることによって行えることに注意する.
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Aの第 q列が apqep の場合, p′ ̸= pならば Pm(p, p′;−apq)Pm
(
p′, p ; 1

apq

)
Aの第 q列は Rm の基本ベクトル ep′ に

なり, p ̸= mならば Pm(m, p ; 1)Pm(p,m ;−1)Pm(p,m ; apq)Pm

(
m, p ; −1

apq

)
Aの第 q列は ep になる. 従って, apq ̸= 0

ならば Pm(i, j; c) の形の行列の積で表される行列を左から A にかけることによって p′ ̸= p または p′ = p ̸= m な

らば, 第 q 列が ep′ であるような行列にできる. A が零行列の場合は (1), (2)の主張は明らかだから A ̸= O (従っ

て, r ≧ 1) の場合を考え, k (0 ≦ k < r) に関して帰納的に次のことを仮定する. 「Pm(i, j; c) の形の行列の積で

表される行列 Pk と自然数の列 1 ≦ j(1) < j(2) < · · · < j(k) ≦ n で, PkA = (a′ij) とすると, 1 ≦ i ≦ k ならば,

a′i1 = · · · = a′i j(i)−1 = 0, a′i j(i) = 1, PkA の第 j(i)列は ei になり, i > k ならば a′i1 = · · · = a′i j(k) = 0 が成り立つ

ものが ある. 」(k = 0 の場合は P0 = Em, j(0) = 0 とする.) A′ を PkA の第 k 行より下の行と, 第 j(k)列より右

の列からなる (m− k)× (n− j(k))行列とするとき, rankPkA = rankA = r > k だから A′ は零行列でない. A′ の

零でない最初の列を第 j(k+1)− j(k)列として a′p j(k+1) ̸= 0 とする. k+1 < m ならば, Pm(i, j; c) の形の行列の積

で表される行列 P ′ で, P ′PkA の第 j(k + 1)列が ek+1 になるものがあり, Pk+1 = P ′Pk とおけば, Pk+1A は k + 1

に対して上の仮定を満たす. k + 1 = m ならば, 必然的に r = m であり, PkA の第 j(m)列を (m, j(m))成分に関

して掃き出すことによって, Pm(i,m; c) の形の行列の積で表される行列 P ′′ で, P ′′PkA の第 j(m)列が a′m,j(m)em

になる ようなものがあり, Qm

(
m; 1

a′
m,j(m)

)
P ′′PkA は (1)の 3つの条件を満たす. 以上の操作を k + 1 = r となる

まで繰り返すことにより, r < m ならば PrA が, r = m ならば Qm(m; d)PrA が (1)の 3つの条件を満たすような

Pm(i, j; c) の形の行列の積で表される行列 Pr と d ̸= 0 の存在がわかる.

|Pn(i, j; c)| = 1だから Pm(i, j; c)の形の行列の積で表される行列の行列式の値は 1である. m = nのとき, |A| = 1

ならば A の階数は n だから, (2)の結果より Qn(n; d)PA が (1)の 3つの条件を満たすような d ̸= 0 と Pm(i, j; c)

の形の行列の積で表される行列 P がある. このとき, n 個の相異なる自然数 j(1), j(2), . . . , j(n) は 1 ≦ j(1) <

j(2) < · · · < j(n) ≦ n を満たすため i = 1, 2, . . . , n に対して j(i) = i であり, Qn(n; d)PA の第 j(i)列は Rn の

基本ベクトル ei だから Qn(n; d)PA = En である. 従って, |Qn(n; d)PA| = |En| = 1 であり, 一方 |P | = |A| = 1,

|Qn(n; d)| = d から |Qn(n; d)PA| = |Qn(n; d)||P ||A| = d となるため, d = 1 である. 故に Qn(n; d) = En だから

PA = En が得られるため A = P−1 である. ここで, P = Pn(ik, jk; ck)Pn(ik−1, jk−1; ck−1) · · ·Pn(i1, j1; c1) とすれ
ば A = P−1 = Pn(i1, j1; c1)

−1Pn(i2, j2; c2)
−1 · · ·Pn(ik, jk; ck)−1 = Pn(i1, j1;−c1)Pn(i2, j2;−c2) · · ·Pn(ik, jk;−ck)

だから, A は Pn(i, j; c) の形の基本行列の積で表されることがわかる.

6. rankA = r とおく. 教科書の定理 3.3からm次基本行列の積で表される X と n次基本行列の積で表される Y

で XAY = Fmn(r) となるものがある. AB = O より Fmn(r)Y
−1B = XAY Y −1B = XAB = XO = O である.

Y −1B =

(
B1

B2

)
(B1 は r × k 行列, B2 は (n− r)× k 行列) とおくと, Fmn(r)Y

−1B = Fmn(r)

(
B1

B2

)
=

(
B1

O

)
だ

から B1 = O である. よって Y −1B =

(
O

B2

)
だから, Y −1B は r 行の零である行を含むため, rankY −1B ≦ n− r

である. 教科書の系 3.6の (2)から, rankB = rankY −1B ≦ n− r = n− rankA となって結果が得られる.
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線形数学 I 演習問題 第8回 行列式

1. 次の行列式の値を求めよ.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

4 9 16

8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3

1 −3 2

4 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1

3 1 2

5 5 4

∣∣∣∣∣∣∣ (4)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3

4 3 −2

5 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ (5)

∣∣∣∣∣∣∣
5 −4 6

−3 9 −5

−8 7 9

∣∣∣∣∣∣∣
(6)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2

−1 −1 1

2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ (7)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3

2 5 2

1 −6 −6

∣∣∣∣∣∣∣ (8)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

3 9 27

−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ (9)

∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 3

4 −3 −5

−5 3 7

∣∣∣∣∣∣∣ (10)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 1 2

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣
(11)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2a 3

−2 4 9

4 8a 6

∣∣∣∣∣∣∣ (12)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ (13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8

8 1 2 4

4 8 1 2

2 4 8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

2 1 2 1

3 2 4 2

4 3 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3 2

4 3 −2 1

5 2 1 3

5 6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 5 1

1 1 −3 −4

3 6 −2 1

2 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 1

0 1 5 0

1 0 0 4

0 7 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(19)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 0 2

2 0 3 0

3 1 2 0

0 2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(20)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 5 2

2 4 7 7

3 5 9 8

7 2 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1 −1

−4 2 3 1

1 0 −1 2

−2 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 −1

−2 −3 1 2

−2 −1 3 1

−1 −4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(23)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 −2 2 −5

−2 3 −2 3

4 −1 2 −2

−3 2 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(24)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 −1

7 2 −4 1

19 6 0 −3

22 7 −1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(25)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 1

1 −2 1 3

2 3 −2 1

−1 1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 5 −4

−7 1 −8 6

10 3 6 1

2 5 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 2 10

2 0 1 −3

−2 3 5 2

4 −2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(28)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 5 1

1 3 2 5

2 −5 −1 4

−3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(29)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2

−1 3 1 0

−1 1 1 −4

2 5 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(30)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1

−1 2 −2 2

1 −2 3 −3

−1 2 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(31)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −2 1

4 0 1 −2

−4 4 0 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(32)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3

−1 −1 3 −6

2 3 −1 3

1 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(33)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

12 13 14 5

11 16 15 6

10 9 8 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(34)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 2 2

2 0 −1 0

4 −3 −1 −5

1 1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(35)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 4

8 7 6 −5

2 2 −2 −2

1 −1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(36)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3 2

2 3 −4 0

4 3 2 3

1 3 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(37)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 4

2 1 1 3

−2 0 3 −1

0 −2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(38)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 2

0 1 −1 −1

2 −1 t 3

t −2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2a 3a

−1 1 2a −2a

0 −1 3 −1

1 2 −2 4a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(40)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

2 0 1 0 −1

0 2 0 −1 0

1 0 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(41)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 1 0

0 1 5 0 2

1 0 0 4 1

0 7 2 0 0

2 0 3 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(42)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 4 3 0

3 4 0 2 0

0 1 0 0 2

6 0 2 5 0

0 0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(43)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −2 −3 4 1

−2 3 4 1 3

−5 −4 4 2 0

3 2 −1 2 3

2 3 3 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(44)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 −1 0

0 −1 0 0 1

0 0 1 0 −1

a 0 −1 0 0

0 1 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(45)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −c c− 2

−1 −1 1 −c+ 2

−2 c− 3 2 2

c+ 1 2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(46)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 −3 1 4

5 2 −1 −3 2

−3 −1 0 4 1

2 2 1 3 2

−1 −3 3 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(47)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 0 0

0 −1 0 0 1

−1 0 0 −1 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. (発展問題) a, b, cを定数とし, An を, (i, j)成分 aij が aii = a (1 ≦ i ≦ n), ai,i+1 = b, ai+1,i = c (1 ≦ i ≦ n−1),

aij = 0 (|i− j| ≧ 2) である n次正方行列とする. n = 3, 4, . . . に対して |An| = a|An−1| − bc|An−2| が成り立つこと
を示せ. また, 以下の場合に |An| の値を求めよ.

(1) a = b = c = 1 (2) a = 0, b = −c ̸= 0 (3) a = 0, b = c ̸= 0 (3) a2 = 4bc (4) a = b2 + 1, b = c
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第 8回の演習問題の解答

1. (1)

∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

4 9 16

8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

0 3 8

0 15 48

∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣ 3 8

15 48

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣3 8

0 8

∣∣∣∣∣ = 48

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3

1 −3 2

4 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 5 −1

1 −3 2

0 7 −7

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3

∣∣∣∣∣5 −1

7 −7

∣∣∣∣∣ = 28

(3)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1

3 1 2

5 5 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

−1 3 2

−3 9 4

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4

∣∣∣∣∣−1 3

−3 9

∣∣∣∣∣ = 0

(4)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3

4 3 −2

5 2 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3

4 3 −2

1 −1 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −9

4 7 −26

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4

∣∣∣∣∣−1 −9

7 −26

∣∣∣∣∣ = 89

(5)

∣∣∣∣∣∣∣
5 −4 6

−3 9 −5

−8 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2 5 1

−3 9 −5

−8 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

7 34 −5

−26 −38 9

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4

∣∣∣∣∣ 7 34

−26 −38

∣∣∣∣∣ = 884− 266 = 618

(6)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2

−1 −1 1

2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 −1 3

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−1 3

1 −2

∣∣∣∣∣ = −1

(7)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3

2 5 2

1 −6 −6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3

0 1 8

0 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1 8

−8 −3

∣∣∣∣∣ = 61

(8)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

3 9 27

−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

1 3 9

−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

0 1 5

0 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣1 5

3 3

∣∣∣∣∣ = −36

(9)

∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 3

4 −3 −5

−5 3 7

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

−2 −3 4

1 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3

∣∣∣∣∣−2 4

1 −2

∣∣∣∣∣ = 0

(10)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 1 2

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 3 5

0 −3 −8

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 3 5

−3 −8

∣∣∣∣∣ = −9

(11)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2a 3

−2 4 9

4 8a 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 2a 3

0 4(a+ 1) 15

0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = −24(a+ 2)

(12)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 a+ 1

1 0 0

a −1 a− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ 1 a+ 1

−1 a− 1

∣∣∣∣∣ = −2a

(13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8

8 1 2 4

4 8 1 2

2 4 8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
15 2 4 8

15 1 2 4

15 8 1 2

15 4 8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8

1 1 2 4

1 8 1 2

1 4 8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8

0 −1 −2 −4

0 6 −3 −6

0 2 4 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8

0 −1 −2 −4

0 0 −15 −30

0 0 0 −15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−3375
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(14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

(15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

2 1 2 1

3 2 4 2

4 3 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

2 1 0 1

3 2 1 2

4 3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

2 1 0 0

3 2 1 0

4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

(16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3 2

4 3 −2 1

5 2 1 3

5 6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

4 15 −14 −7

5 17 −14 −7

5 21 −14 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
15 −14 −7

17 −14 −7

21 −14 −8

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 0

17 −14 −7

21 −14 −8

∣∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣∣−14 −7

−14 −8

∣∣∣∣∣ = −28

(17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 5 1

1 1 −3 −4

3 6 −2 1

2 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 11 9

1 1 −3 −4

0 3 7 13

0 0 8 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 11 9

3 7 13

0 8 11

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
−1 11 9

0 40 40

0 8 11

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)

∣∣∣∣∣40 40

8 11

∣∣∣∣∣ = 120

(18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 1

0 1 5 0

1 0 0 4

0 7 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 0 −7

0 1 5 0

1 0 0 4

0 7 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣
3 0 −7

1 5 0

7 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −7(−1)4

∣∣∣∣∣1 5

7 2

∣∣∣∣∣ = 231

(19)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 0 2

2 0 3 0

3 1 2 0

0 2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 0 2

0 −10 3 −4

0 −14 2 −6

0 2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
−10 3 −4

−14 2 −6

2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 3 21

0 2 29

2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)42

∣∣∣∣∣3 21

2 29

∣∣∣∣∣ = 90

(20)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 5 2

2 4 7 7

3 5 9 8

7 2 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 2

−2 4 7 7

−2 5 9 8

5 2 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 2

0 10 17 11

0 11 19 12

0 −13 −22 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
10 17 11

11 19 12

−13 −22 −7

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
10 17 11

1 2 1

−13 −22 −7

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
10 −3 1

1 0 0

−13 4 6

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3

∣∣∣∣∣−3 1

4 6

∣∣∣∣∣ = 22

(21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1 −1

−4 2 3 1

1 0 −1 2

−2 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1 −1

0 0 3 −3

1 0 −1 2

−2 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)6

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1

0 3 −3

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 3 −5

0 3 −3

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4

∣∣∣∣∣3 −5

3 −3

∣∣∣∣∣ = 6

(22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 −1

−2 −3 1 2

−2 −1 3 1

−1 −4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

4 −3 −2 −1

0 −1 2 0

7 −4 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 −1

0 2 0

7 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = −2(−1)4

∣∣∣∣∣4 −1

7 −2

∣∣∣∣∣ = 2

(23)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 −2 2 −5

−2 3 −2 3

4 −1 2 −2

−3 2 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 −2 2 −5

−5 1 0 −2

7 1 0 3

−9 −2 0 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(−1)4

∣∣∣∣∣∣∣
−5 1 −2

7 1 3

−9 −2 −7

∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣
−5 1 −2

12 0 5

−19 0 −11

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(−1)3

∣∣∣∣∣ 12 5

−19 −11

∣∣∣∣∣ = 74
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(24)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 −1

7 2 −4 1

19 6 0 −3

22 7 −1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −1

10 3 −3 1

10 3 −3 −3

13 4 −4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
10 3 −3

10 3 −3

13 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
10 3 −3

0 0 0

13 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(25)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 1

1 −2 1 3

2 3 −2 1

−1 1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 1

−8 1 −5 0

−1 4 −4 0

−7 3 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
−8 1 −5

−1 4 −4

−7 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

31 4 16

17 3 14

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)3

∣∣∣∣∣31 16

17 14

∣∣∣∣∣ = 162

(26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 5 −4

−7 1 −8 6

10 3 6 1

2 5 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
43 14 29 0

−67 −17 −44 0

10 3 6 1

−28 −4 −14 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)7

∣∣∣∣∣∣∣
43 14 29

−67 −17 −44

−28 −4 −14

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
43 14 1

−67 −17 −10

−28 −4 −6

∣∣∣∣∣∣∣ =

−

∣∣∣∣∣∣∣
43 14 1

363 123 0

230 80 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)4

∣∣∣∣∣363 123

230 80

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ −6 123

−10 80

∣∣∣∣∣ = −750

(27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 2 10

2 0 1 −3

−2 3 5 2

4 −2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −5 2 16

0 0 1 0

−12 3 5 17

10 −2 −3 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −5 16

−12 3 17

10 −2 −7

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0

−12 63 −175

10 −52 153

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ 63 −175

−52 153

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 11 −22

−52 153

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 11 0

−52 49

∣∣∣∣∣ = 539

(28)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 5 1

1 3 2 5

2 −5 −1 4

−3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −11 −1 −14

1 3 2 5

0 −11 −5 −6

0 11 9 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
−11 −1 −14

−11 −5 −6

11 9 17

∣∣∣∣∣∣∣ = 11

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −14

1 −5 −6

−1 9 17

∣∣∣∣∣∣∣ =

11

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −14

0 −4 8

0 8 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 11

∣∣∣∣∣−4 8

8 3

∣∣∣∣∣ = −836

(29)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2

−1 3 1 0

−1 1 1 −4

2 5 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−1 3 1 2

−1 1 1 −2

2 5 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

1 1 −2

5 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

4 2 0

11 4 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+32

∣∣∣∣∣ 4 2

11 4

∣∣∣∣∣ = −12

(30)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1

−1 2 −2 2

1 −2 3 −3

−1 2 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 −1

−1 0 −2 2

1 0 3 −3

−1 0 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 2

1 3 −3

−1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2

1 0 −3

−1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)1+2

∣∣∣∣∣ 1 −3

−1 4

∣∣∣∣∣ = 1

(31)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −2 1

4 0 1 −2

−4 4 0 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1 1

4 0 −3 −2

−4 4 4 1

1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)4+1

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

0 −3 −2

4 4 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

0 −3 −2

0 8 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣−3 −2

8 −3

∣∣∣∣∣ = −25

(32)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3

−1 −1 3 −6

2 3 −1 3

1 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 −1 0

−1 −1 3 −6

2 3 −1 3

1 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −6

2 3 3

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 0

1 1 0

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −3

∣∣∣∣∣1 3

1 1

∣∣∣∣∣ = 6
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(33)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

12 13 14 5

11 16 15 6

10 9 8 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

12 −11 −22 −43

11 −6 −18 −38

10 −11 −22 −33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
−11 −22 −43

−6 −18 −38

−11 −22 −33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
−11 −22 −43

−6 −18 −38

0 0 10

∣∣∣∣∣∣∣ =
(−1)3+310

∣∣∣∣∣−11 −22

−6 −18

∣∣∣∣∣ = 10

∣∣∣∣∣−11 0

−6 −6

∣∣∣∣∣ = 660

(34)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 2 2

2 0 −1 0

4 −3 −1 −5

1 1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −2 2 2

0 0 −1 0

2 −3 −1 −5

7 1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
5 −2 2

2 −3 −5

7 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
5 −2 0

2 −3 −8

7 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −8(−1)5

∣∣∣∣∣5 −2

7 1

∣∣∣∣∣ = 152

(35)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 4

8 7 6 −5

2 2 −2 −2

1 −1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −4 5

8 15 −2 3

2 4 −4 0

1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
3 −4 5

15 −2 3

4 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
−27 0 −1

15 −2 3

−26 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(−1)4

∣∣∣∣∣−27 −1

−26 −6

∣∣∣∣∣ = 272

(36)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3 2

2 3 −4 0

4 3 2 3

1 3 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3 2

3 0 −1 2

5 0 5 5

2 0 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3(−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2

5 5 5

2 6 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 0

20 5 15

20 6 16

∣∣∣∣∣∣∣ = −3(−1)3

∣∣∣∣∣20 15

20 16

∣∣∣∣∣ = 60

(37)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 4

2 1 1 3

−2 0 3 −1

0 −2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2 4

5 0 3 7

−2 0 3 −1

−6 0 −3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)3

∣∣∣∣∣∣∣
5 3 7

−2 3 −1

−6 −3 −5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
5 3 7

−7 0 −8

−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 3(−1)3

∣∣∣∣∣−7 −8

−1 2

∣∣∣∣∣ = 66

(38)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 2

0 1 −1 −1

2 −1 t 3

t −2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 2

0 1 0 −1

2 −1 t− 1 3

t −2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+3(t− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 1 −1

t −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

0 1 0

t −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
(−1)2+2(t− 1)

∣∣∣∣∣1 1

t 1

∣∣∣∣∣ = −(t− 1)2

(39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2a 3a

−1 1 2a −2a

0 −1 3 −1

1 2 −2 4a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−1 1 0 a

0 −1 3 −1

1 2 2a− 2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 a

−1 3 −1

2 2a− 2 a

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 3 a− 1

2 2a− 2 −a

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ 3 a− 1

2a− 2 −a

∣∣∣∣∣ = −2a2 + a− 2

(40)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

2 0 1 0 −1

0 2 0 −1 0

1 0 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

0 1 0 1 0

2 0 −1 0 −3

0 2 0 −1 0

1 0 −2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 −1 0 −3

2 0 −1 0

0 −2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3(−1)6

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

2 0 −1

0 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

(−3)(−2)(−1)5

∣∣∣∣∣1 1

2 −1

∣∣∣∣∣ = 18
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(41)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 1 0

0 1 5 0 2

1 0 0 4 1

0 7 2 0 0

2 0 3 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 1 0

−2 1 5 −8 0

1 0 0 4 1

0 7 2 0 0

2 0 3 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 1

−2 1 5 −8

0 7 2 0

2 0 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 1

0 4 5 −7

0 7 2 0

0 −3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣
4 5 −7

7 2 0

−3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

2

∣∣∣∣∣∣∣
−3 12 −7

7 2 0

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 6(−1)6

∣∣∣∣∣−3 12

7 2

∣∣∣∣∣ = −540

(42)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 4 3 0

3 4 0 2 0

0 1 0 0 2

6 0 2 5 0

0 0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 4 3 0

3 4 0 2 −8

0 1 0 0 0

6 0 2 5 0

0 0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3 0

3 0 2 −8

6 2 5 0

0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3 −12

3 0 2 −8

6 2 5 −6

0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)6

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −12

3 2 −8

6 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣ =

−

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

3 −7 28

6 −13 66

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ −7 28

−13 66

∣∣∣∣∣ = 98

(43)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −2 −3 4 1

−2 3 4 1 3

−5 −4 4 2 0

3 2 −1 2 3

2 3 3 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −2 −3 4 1

0 6 7 1 0

−5 −4 4 2 0

5 5 2 2 0

2 3 3 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −2 −3 4 1

0 6 7 1 0

−5 −4 4 2 0

5 5 2 2 0

−1 −3 −6 12 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 7 1

−5 −4 4 2

5 5 2 2

−1 −3 −6 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 7 1

0 11 34 −58

0 −10 −28 62

−1 −3 −6 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
6 7 1

11 34 −58

−10 −28 62

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
6 7 1

1 6 4

−10 −28 62

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 −29 −23

1 6 4

0 32 102

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3

∣∣∣∣∣−29 −23

32 102

∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣−29 −23

32 102

∣∣∣∣∣ = 2222

(44)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 −1 0

0 −1 0 0 1

0 0 1 0 −1

a 0 −1 0 0

0 1 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

0 −1 0 0 1

0 0 1 0 −1

a 0 −1 a 0

0 1 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 1

0 1 0 −1

0 −1 a 0

1 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 0

0 1 0 −1

0 −1 a 0

1 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

−1 a 0

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 a −1

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ a −1

−1 1

∣∣∣∣∣ = −a+ 1

(45)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −c c− 2

−1 −1 1 −c+ 2

−2 c− 3 2 2

c+ 1 2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −c c− 2

0 0 1− c 0

−2 c− 3 2 2

c+ 1 2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5(1− c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 c− 2

−2 c− 3 2

c+ 1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =

(c−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 c− 2

0 c− 1 2c− 2

c+ 1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = (c−1)2

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 c− 2

0 1 2

c+ 1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = (c−1)2

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 c− 4

0 1 0

c+ 1 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4(c−1)2

∣∣∣∣∣ 1 c− 4

c+ 1 −6

∣∣∣∣∣
= −(c− 1)3(c− 2)
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(46)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 −3 1 4

5 2 −1 −3 2

−3 −1 0 4 1

2 2 1 3 2

−1 −3 3 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 −3 1 4

−1 0 −1 5 4

−3 −1 0 4 1

−4 0 1 11 4

8 0 3 −14 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−1)5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1 4

−1 −1 5 4

−4 1 11 4

8 3 −14 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 0 −14 −8

−1 −1 5 4

−5 0 16 8

5 0 1 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−(−1)4

∣∣∣∣∣∣∣
5 −14 −8

−5 16 8

5 1 13

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
5 −14 −8

0 2 0

5 1 13

∣∣∣∣∣∣∣ = −2(−1)4

∣∣∣∣∣5 −8

5 13

∣∣∣∣∣ = −210

(47)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 0 0

0 −1 0 0 1

−1 0 0 −1 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 0 0

0 −1 0 0 1

0 0 −1 −1 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 1

0 −1 −1 0

1 −1 0 0

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 1

0 −1 −1 0

0 −1 0 1

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0

−1 0 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0

0 1 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2

∣∣∣∣∣1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −2

2. |An| を第 1列について展開すれば

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 · · · 0

c a b 0

0 c
... An−2

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a|An−1|+ (−1)3c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b 0 · · · 0

a

An−2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a|An−1| − bc|An−2|

が得られる. 従って |An|−a|An−1|+bc|An−2| = 0だから x2−ax+bc = 0の解を α, β とおけば bc = αβ, a = α+β

より |An| − (α+ β)|An−1|+ αβ|An−2| = 0 である. この等式の左辺の項を移項して, 次の等式を得る.

|An| − α|An−1| = β(|An−1| − α|An−2|) · · · (i) |An| − β|An−1| = α(|An−1| − β|An−2|) · · · (ii)

|A1| = a, |A2| = a2 − bc だから, (i)より, 数列 {|An+1| − α|An|} は初項 a2 − bc − αa, 公比 β の等比数列であり,

(ii)より, 数列 {|An+1| − β|An|} は初項 a2 − bc− βa, 公比 α の等比数列である. 従って, 次の等式が成り立つ.

|An+1| − α|An| = βn−1(a2 − bc− αa) · · · (iii) |An+1| − β|An| = αn−1(a2 − bc− βa) · · · (iv)

a2 ̸= 4bc の場合, α ̸= β だから (iii)から (iv)を辺々引いて, 両辺を β − α で割れば, |An| は次の等式で与えられる.

|An| =
βn−1(a2 − bc− αa)− αn−1(a2 − bc− βa)

β − α
· · · (v)

(1) α =
1 +

√
3i

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
, β =

1−
√
3i

2
= cos

π

3
− i sin

π

3
だから (v)より

|An| =
1√
3i

(
αβn−1 − αn−1β

)
=

1√
3i

(
βn−2 − αn−2

)
=

1√
3i

((
cos

π

3
− i sin

π

3

)n−2

−
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)n−2
)

=
1√
3i

((
cos

(n− 2)π

3
− i sin

(n− 2)π

3

)
−
(
cos

(n− 2)π

3
+ i sin

(n− 2)π

3

))
= − 2√

3
sin

(n− 2)π

3

だから, n を 6 で割った余りが 0, 1, 2, 3, 4, 5 のとき |An| の値は, それぞれ 1, 1, 0, −1, −1, 0 である.

(2) α = −b, β = b だから (v)より |An| =
bn + (−b)n

2
. 故に n が奇数ならば |An| = 0, n が偶数ならば |An| = bn.
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(3) α = bi, β = −bi だから (v)より |An| =
b

2i

(
(−bi)n−1 − (bi)n−1

)
=
bnin−2

2

(
(−1)n−1 − 1

)
. 故に n が奇数な

らば |An| = 0, n が偶数ならば |An| = −in−2bn = (−1)
n
2 bn である.

(4) α = β =
a

2
だから (iii)より |An+1| −

a

2
|An| =

(a
2

)n+1

である. a ̸= 0 のとき, この両辺を
(a
2

)n+1

で割れば(a
2

)−n−1

|An+1| −
(a
2

)−n
|An| = 1 となるため, 数列

{(a
2

)−n
|An|

}
は初項 2, 公差 1 の等差数列である. 従って(a

2

)−n
|An| = n+ 1 となるため, |An| = (n+ 1)

(a
2

)n
である.

(5) α = 1, β = b2 だから, b ̸= ±1 ならば α ̸= β である. このとき (v)より |An| =
b2n+2 − 1

b2 − 1
であり, b = ±1 な

らば a = 2 だから a2 = 4b2 となるため, (3)より |An| = n+ 1 である.
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線形数学 I 演習問題 第9回 行列式の計算法

1. 次の行列式の値を求めよ. ただし, (25)は n次正方行列の行列式である.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

1 b2 (c+ a)2

1 c2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ (4)

∣∣∣∣∣∣∣
a bc a3

b ca b3

c ab c3

∣∣∣∣∣∣∣ (5)

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a 1

a a2 a

1 a a2

∣∣∣∣∣∣∣ (6)

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣
(7)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 − bc a3

1 b2 − ca b3

1 c2 − ab c3

∣∣∣∣∣∣∣ (8)

∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c −c −b

−c a+ b+ c −a
−b −a a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣ (9)

∣∣∣∣∣∣∣
b2 + c2 ab ca

ab c2 + a2 bc

ca bc a2 + b2

∣∣∣∣∣∣∣
(10)

∣∣∣∣∣∣∣
a b− c c− b

a− c b c− a

a− b b− a c

∣∣∣∣∣∣∣ (11)

∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ 2c a b

c b+ c+ 2a b

c a c+ a+ 2b

∣∣∣∣∣∣∣ (12)

∣∣∣∣∣∣∣
a2 − bc b2 − ca c2 − ab

c2 − ab a2 − bc b2 − ca

b2 − ca c2 − ab a2 − bc

∣∣∣∣∣∣∣
(13)

∣∣∣∣∣∣∣
(b+ c)2 ab ac

ab (a+ c)2 bc

ac bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ (14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 abc

1 a a2 bc

1 b b2 ac

1 c c2 ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

a b −c −d
b a −d −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 1 0

b a b 1

1 b a b

0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

−a 1 −2a 1

b2 0 a2 −2a

−ab2 b2 0 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 b2 1

a2 0 c2 1

b2 c2 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(19)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b c+ d

1 b c d+ a

1 c d a+ b

1 d a b+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(20)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −b −c −d
b a −d c

c d a −b
d −c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(23)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(24)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0

1 t 2 0 0

0 1 1 1 1

0 a b c d

0 a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(25)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 1 0 0

b a b 1 0

1 b a b 1

0 1 b a b

0 0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a 0 a+ b+ p a+ c+ q 1

b a+ b+ r 0 b+ c+ s 1

c a+ c+ t b+ c+ u 0 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn−1 xn

x1 x0 x2 . . . xn−1 xn

x1 x2 x0 xn−1 xn
...

...
. . .

...

x1 x2 x3 x0 xn

x1 x2 x3 . . . xn x0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(28)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

b a

b a 0
. . .

. . .

. . . a

0 b a

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(29)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1

x −1 0
x

. . .

0 . . . −1

x −1

a0 a1 a2 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(30)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x
1 −x 0

1
. . .

0 . . . −x
1 −x

an an−1 an−2 . . . a1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(31)

∣∣∣∣∣∣∣
sin 2t 2 cos 2t −4 sin 2t

cos 2t −2 sin 2t −4 cos 2t

− sin t − cos t sin t

∣∣∣∣∣∣∣
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2. 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 x −1

0 x −1 0

x −1 0 0

a2 0 −a2 − 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y 1 0 0

1 y 1 0

0 1 y 1

0 0 1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −z 0 0 0

0 1 −z 0 0

0 0 1 −z 0

0 0 0 1 −z
1 0 −13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
の値がそれぞれ 0, 1, 1 になるような

x, y, z の値をすべて求めよ.

3. A = (aij) を aij =

a i = j

b i ̸= j
である n次正方行列とするとき, A の行列式の値を求めよ.

4. (1) a, b, c, t を定数とし, α = a+ b+ c, β = abc とおくとき, 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a 0 a+ b+ t a+ c+ t 1

b a+ b+ t 0 b+ c+ t 1

c a+ c+ t b+ c+ t 0 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
の

値を α, β, t を用いて表わせ.

(2) t = 0, 1 のとき, 上の行列式の値がそれぞれ 8, 4 であるする. このとき, α, β の値を求めよ.

5. (1) 実数を成分とする n次正方行列 A, B は関係式 ApBqArBs−q = aBjAkBs−jAm を満たすとする. B が正則

行列で, p+ r ̸= k +m のとき, A の行列式がとりうる値をすべて求めよ.

(2) 実数を成分とする n 次正則行列 A, B は関係式 ABpAq = aBArBs, BAB−1 = bAkB を満たすとする.

k + q − r ̸= (k − 1)(p− s) のとき, A, B の行列式がとりうる値をすべて求めよ.

(3) n 次正方行列 A, B は関係式 ABAp = aBAqBq を満たすとする. q ̸= p+ 1, |B| = b ̸= 0 で A が正則行列の

とき, A の行列式がとりうる値をすべて求めよ.

(4) A, B はともに 4次正則行列で, 関係式 ABA2 = 2BA2B2 と AB−1A2 = 3BA2B が成り立つとき B の行列

式の値を求めよ.

(5) A, B はともに n次正則行列で, A2BtA = BAtAtB が成り立ち, B の行列式の値が−2であるとき A の行列式

の値を求めよ.

(6) A, B はともに n次正則行列で, 関係式 tABAB = tBA2BA が成り立つとき A の行列式の値を求めよ.

6. vj (j = 1, 2, 3) を R3 の 3つのベクトルとし, vj を第 j 列とする 3次正方行列を P とし, P が逆行列をもつと

する. 1次写像 f : R3 → R3 は f(v1) = 2v1, f(v2) = v1 − v2, f(v3) = 2v1 − v2 − 3v3 を満たすとする.

(1) f を表わす行列を A とするとき, AP = PQ を満たす行列 Q を求めよ. (2) A の行列式の値を求めよ.

7. λi を (i, i)成分とする n次対角行列の余因子行列は対角行列であることを示し, その対角成分を求めよ.

8. A を n 次正方行列とするとき A の余因子行列 Ã の行列式の値は |A|n−1 であることを示せ.

9. (発展問題) k を整数とする. 正の整数を成分にもつ n次正方行列で, 行列式の値が kである行列の例を挙げよ.

10. (発展問題) A を n 次正方行列とする. rankA = n− 1 ならば rank Ã ≦ 1 であることを示せ.

11. (発展問題) A, B を n次正方行列とする.

(1) A, B がともに正則ならば ÃB = B̃Ã が成り立つことを示せ.

(2) 0 に収束する数列 {αk}k=1,2,... で, すべての k に対して A+ αkEn が正則になるものが存在することを示せ.

(3) A, B の少なくとも一方が正則でない場合も ÃB = B̃Ã が成り立つことを示せ.

(4) rankA = n− 1 ならば rank Ã = 1 であり, rankA ≦ n− 2 ならば Ã = O であることを示せ.

(5) x1,x2, . . . ,xn ∈ Rn に対して det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1,xn) = det(x1,x2, . . . ,xn−1, Ãxn) が成り立つことを

示せ. ただし, det(x1,x2, . . . ,xn−1,xn) は xj を第 j 列とする n次正方行列の行列式を表す.
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第 9回の演習問題の解答

1. (1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

0 b− a b3 − a3

0 c− a c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣b− a b3 − a3

c− a c3 − a3

∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣1 a2 + ab+ b2

1 a2 + ac+ c2

∣∣∣∣∣ =
(b− a)(c− a)(c2 − b2 + a(c− b)) = (b− a)(c− a)(c− b)(a+ b+ c)

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

0 b2 − a2 b3 − a3

0 c2 − a2 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣b2 − a2 b3 − a3

c2 − a2 c3 − a3

∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣a+ b a2 + ab+ b2

a+ c a2 + ac+ c2

∣∣∣∣∣ =
(b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣a+ b b2

a+ c c2

∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(a(c2 − b2) + bc(c− b)) = (b− a)(c− a)(c− b)(ab+ bc+ ca)

(3)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

1 b2 (c+ a)2

1 c2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 b2 − a2 (c+ a)2 − (b+ c)2

0 c2 − a2 (a+ b)2 − (b+ c)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣b2 − a2 (a+ b+ 2c)(a− b)

c2 − a2 (a+ 2b+ c)(a− c)

∣∣∣∣∣ =
(a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣−a− b a+ b+ 2c

c+ a −a− 2b− c

∣∣∣∣∣ = (a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣−a− b 2c

c+ a −2b

∣∣∣∣∣ = 2(a− b)(c− a)(b2 − c2 + ab− ac) =

2(a− b)(c− a)(b− c)(a+ b+ c)

(4)

∣∣∣∣∣∣∣
a bc a3

b ca b3

c ab c3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a bc a3

b− a ca− bc b3 − a3

c− a ab− bc c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
a bc a3

−1 c −a2 − ab− b2

1 −b c2 + ca+ a2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
0 ab+ bc −ac2 − a2c

0 c− b c2 + ca− ab− b2

1 −c c2 + ca+ a2

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4(a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣b(c+ a) −ac(c+ a)

c− b (c− b)(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣ =
(a− b)(c− a)(b− c)(c+ a)

∣∣∣∣∣ b −ac
−1 −a− b− c

∣∣∣∣∣ = −(a− b)(c− a)(b− c)(c+ a)(b2 + (a+ c)b+ ac) =

−(a− b)(c− a)(b− c)(a+ b)(b+ c)(c+ a)

(5)

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a 1

a a2 a

1 a a2

∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a 1

1 a 1

1 a a2

∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a 1

1 a 1

0 0 a2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ = a(a2 − 1)

∣∣∣∣∣a2 a

1 a

∣∣∣∣∣ = a2(a2 − 1)2

(6)

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c b c

a+ b+ c a b

a+ b+ c c a

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b c

1 a b

1 c a

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b c

0 a− b b− c

0 c− b a− c

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣a− b b− c

c− b a− c

∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

(7)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 − bc a3

1 b2 − ca b3

1 c2 − ab c3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 − bc a3

0 b2 − a2 + bc− ca b3 − a3

0 c2 − a2 + bc− ab c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(b− a)(a+ b+ c) (b− a)(a2 + ab+ b2)

(c− a)(a+ b+ c) (c− a)(a2 + ca+ c2)

∣∣∣∣∣ =
(b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣a+ b+ c a2 + ab+ b2

a+ b+ c a2 + ca+ c2

∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣1 a2 + ab+ b2

1 a2 + ca+ c2

∣∣∣∣∣ =
(b− a)(c− a)(a+ b+ c)(ca+ c2 − ab− b2) = (b− a)(c− a)(c− b)(a+ b+ c)2

(8)

∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c −c −b

−c a+ b+ c −a
−b −a a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a+ b a+ b −a− b

−c a+ b+ c −a
−b −a a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a+ b 0 0

−c a+ b+ 2c −a− c

−b −a+ b a+ c

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b)

∣∣∣∣∣a+ b+ 2c −a− c

−a+ b a+ c

∣∣∣∣∣ = (a+ b)

∣∣∣∣∣b+ c −a− c

b+ c a+ c

∣∣∣∣∣ = (a+ b)(b+ c)

∣∣∣∣∣1 −a− c

1 a+ c

∣∣∣∣∣ = 2(a+ b)(b+ c)(c+ a)
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(9)

∣∣∣∣∣∣∣
b2 + c2 ab ca

ab c2 + a2 bc

ca bc a2 + b2

∣∣∣∣∣∣∣ = (b2 + c2)

∣∣∣∣∣c2 + a2 bc

bc a2 + b2

∣∣∣∣∣− ab

∣∣∣∣∣ab bc

ca a2 + b2

∣∣∣∣∣+ ca

∣∣∣∣∣ab c2 + a2

ca bc

∣∣∣∣∣ =
(b2 + c2)(a4 + a2b2 + a2c2)− ab(a3b+ ab3 − abc2) + ca(ab2c− ac3 − a3c) = 4a2b2c2

(10)

∣∣∣∣∣∣∣
a b− c c− b

a− c b c− a

a− b b− a c

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a a+ b− c c− b

a− c a+ b− c c− a

a− b 0 c

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+b−c)

∣∣∣∣∣∣∣
a 1 c− b

a− c 1 c− a

a− b 0 c

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+b−c)

∣∣∣∣∣∣∣
c 0 a− b

a− c 1 c− a

a− b 0 c

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)4(a+ b− c)

∣∣∣∣∣ c a− b

a− b c

∣∣∣∣∣ = (a+ b− c)(c2 − (a− b)2) = (a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c)

(11)

∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ 2c a b

c b+ c+ 2a b

c a c+ a+ 2b

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2(a+ b+ c) a b

2(a+ b+ c) b+ c+ 2a b

2(a+ b+ c) a c+ a+ 2b

∣∣∣∣∣∣∣ =
2(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a b

1 b+ c+ 2a b

1 a c+ a+ 2b

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a b

0 a+ b+ c 0

0 0 a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(a+ b+ c)3

(12)

∣∣∣∣∣∣∣
a2 − bc b2 − ca c2 − ab

c2 − ab a2 − bc b2 − ca

b2 − ca c2 − ab a2 − bc

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca b2 − ca c2 − ab

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca a2 − bc b2 − ca

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca c2 − ab a2 − bc

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b2 − ca c2 − ab

1 a2 − bc b2 − ca

1 c2 − ab a2 − bc

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b2 − ca c2 − ab

0 a2 − b2 − bc+ ca b2 − c2 − ca+ ab

0 c2 − b2 − ab+ ca a2 − c2 + ab− bc

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

∣∣∣∣∣(a− b)(a+ b+ c) (b− c)(a+ b+ c)

(c− b)(a+ b+ c) (a− c)(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c)2(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

∣∣∣∣∣a− b b− c

c− b a− c

∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)2(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)2

(13)

∣∣∣∣∣∣∣
(b+ c)2 ab ac

ab (a+ c)2 bc

ac bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
(b+ c)2 + ab+ ac ab ac

ab+ (a+ c)2 + bc (a+ c)2 bc

ac+ bc+ (a+ b)2 bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
(b+ c)(a+ b+ c) ab ac

(a+ c)(a+ b+ c) (a+ c)2 bc

(a+ b)(a+ b+ c) bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
b+ c ab ac

a+ c (a+ c)2 bc

a+ b bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
2a+ 2b+ 2c ab+ (a+ c)2 + bc ac+ bc+ (a+ b)2

a+ c (a+ c)2 bc

a+ b bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
2(a+ b+ c) (a+ c)(a+ b+ c) (a+ b)(a+ b+ c)

a+ c (a+ c)2 bc

a+ b bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)2

∣∣∣∣∣∣∣
2 a+ c a+ b

a+ c (a+ c)2 bc

a+ b bc (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c)2

∣∣∣∣∣∣∣
2 a+ c a+ b

0 1
2 (a+ c)2 − 1

2 (a
2 + ab+ ac− bc)

0 − 1
2 (a

2 + ab+ ac− bc) 1
2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =
2(a+ b+ c)2

∣∣∣∣∣ 1
2 (a+ c)2 − 1

2 (a
2 + ab+ ac− bc)

− 1
2 (a

2 + ab+ ac− bc) 1
2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣ =
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1
2 (a+ b+ c)2

(
(a+ b)2(a+ c)2 − (a2 + ab+ ac− bc)2

)
= 2abc(a+ b+ c)3

(14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 abc

1 a a2 bc

1 b b2 ac

1 c c2 ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 abc

0 a− 1 a2 − 1 bc− abc

0 b− 1 b2 − 1 ac− abc

0 c− 1 c2 − 1 ab− abc

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a− 1 a2 − 1 bc− abc

b− 1 b2 − 1 ac− abc

c− 1 c2 − 1 ab− abc

∣∣∣∣∣∣∣ =

(a−1)(b−1)(c−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a+ 1 −bc
1 b+ 1 −ac
1 c+ 1 −ab

∣∣∣∣∣∣∣ = (a−1)(b−1)(c−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a+ 1 −bc
0 b− a bc− ac

0 c− a bc− ab

∣∣∣∣∣∣∣ = (a−1)(b−1)(c−1)

∣∣∣∣∣b− a bc− ac

c− a bc− ab

∣∣∣∣∣ =
(a− 1)(b− 1)(c− 1)(b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣1 c

1 b

∣∣∣∣∣ = (a− 1)(b− 1)(c− 1)(b− a)(c− a)(b− c)

(15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

a b −c −d
b a −d −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

0 0 −2c −2d

b a −d −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

0 0 −2c −2d

0 0 −2d −2c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a b

b a

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣−2c −2d

−2d −2c

∣∣∣∣∣ =
4(a− b)(a+ b)(c− d)(c+ d)

(16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 1 0

b a b 1

1 b a b

0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b− ab 1− a2 −ab
0 a− b2 b− ab 1− b2

1 b a b

0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
b− ab 1− a2 −ab
a− b2 b− ab 1− b2

1 b a

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
b− ab ab2 − a2 − b2 + 1 a2b− 2ab

a− b2 b3 − 2ab+ b ab2 − a2 − b2 + 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ab2 − a2 − b2 + 1 a2b− 2ab

b3 − 2ab+ b ab2 − a2 − b2 + 1

∣∣∣∣∣ =
b4 − (3a2 − 4a+ 2)b2 + (a2 − 1)2 = b4 − 2(a2 − 1)b2 + (a2 − 1)2 − (a2 − 4a+ 4)b2 = (b2 − a2 + 1)2 − ((a− 2)b)2 =

(b2 − (a− 2)b− a2 + 1)(b2 + (a− 2)b− a2 + 1)

(17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

−a 1 −2a 1

b2 0 a2 −2a

−ab2 b2 0 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−a 1 −a 1

b2 0 a2 − b2 −2a

−ab2 b2 ab2 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 −a 1

0 a2 − b2 −2a

b2 ab2 a2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −a 1

0 a2 − b2 −2a

0 2ab2 a2 − b2

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣a2 − b2 −2a

2ab2 a2 − b2

∣∣∣∣∣ = (a2 − b2)2 + 4a2b2 = (a2 + b2)2

(18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 b2 1

a2 0 c2 1

b2 c2 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 b2 1

a2 −a2 c2 − a2 1

b2 c2 − b2 −b2 1

1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 1

−a2 c2 − a2 1

c2 − b2 −b2 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

−

∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 1

−2a2 c2 − a2 − b2 0

c2 − a2 − b2 −2b2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)4

∣∣∣∣∣ −2a2 c2 − a2 − b2

c2 − a2 − b2 −2b2

∣∣∣∣∣ = (a2 + b2 − c2)2 − 4a2b2 =

(a2 + b2 + 2ab− c2)(a2 + b2 − 2ab− c2) = (a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(a− b− c)

(19) 第 2列と第 3列を第 4列に加えて, 第 4列から第 1列を a+ b+ c+ dしたものを引けば,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b c+ d

1 b c d+ a

1 c d a+ b

1 d a b+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b a+ b+ c+ d

1 b c a+ b+ c+ d

1 c d a+ b+ c+ d

1 d a a+ b+ c+ d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b 0

1 b c 0

1 c d 0

1 d a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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(20)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c+ d b c d

a+ b+ c+ d a d c

a+ b+ c+ d d a b

a+ b+ c+ d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c d

1 a d c

1 d a b

1 c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c d

0 a− b d− c c− d

0 d− b a− c b− d

0 c− b b− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣
a− b d− c c− d

d− b a− c b− d

c− b b− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ =

(a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣
a− b+ c− d d− c c− d

0 a− c b− d

a− b+ c− d b− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣∣∣
1 d− c c− d

0 a− c b− d

1 b− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣∣∣
1 d− c c− d

0 a− c b− d

0 b− d a− c

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣a− c b− d

b− d a− c

∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

(
(a− c)2 − (b− d)2

)
= (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)(a+ b− c− d)(a− b− c+ d)

(21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c+ d b c d

a+ b+ c+ d a b c

a+ b+ c+ d d a b

a+ b+ c+ d c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c d

1 a b c

1 d a b

1 c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c d

0 a− b b− c c− d

0 d− b a− c b− d

0 c− b d− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣
a− b b− c c− d

d− b a− c b− d

c− b d− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ =

(a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣
a− b+ c− d b− c c− d

0 a− c b− d

a− b+ c− d d− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b− c c− d

0 a− c b− d

1 d− c a− d

∣∣∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b− c c− d

0 a− c b− d

0 d− b a− c

∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

∣∣∣∣∣a− c b− d

d− b a− c

∣∣∣∣∣ =
(a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)

(
(a− c)2 + (b− d)2

)
(22) A =


a −b −c −d
b a −d c

c d a −b
d −c b a

 とおけば tAA = (a2 + b2 + c2 + d2)E4 が成り立つ. この両辺の行列式を考えれば

|tAA| = |tA||A| = |A|2, |(a2 + b2 + c2 + d2)E4| = (a2 + b2 + c2 + d2)4 だから |A|2 = (a2 + b2 + c2 + d2)4 となるた

め |A| = ±(a2 + b2 + c2 + d2)2 である. A = (aij) の行列式の定義

|A| =
∑

[i1,i2,i3,i4]は 1,2,3,4 の順列

(−1)[i1,i2,i3,i4]の反転数ai11ai22ai33ai44

の右辺で, a4 の項が現れるのは [i1, i2, i3, i4] = [1, 2, 3, 4] の場合のみだから, |A| を a, b, c, d の多項式とみれば,

|A| の a4 の係数は (−1)[1,2,3,4]の反転数 = (−1)0 = 1 である. 一方, (a2 + b2 + c2 + d2)2 の a4 の係数も 1 だから

|A| = (a2 + b2 + c2 + d2)2 であることがわかる.

この方法と同じやり方で,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −b −c −d
b a d −c
c −d a b

d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

−b a d −c
−c −d a b

−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a2 + b2 + c2 + d2)2 が示される.
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(23)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

−d 0 f

−e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣− b

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

0 d e

−e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

0 d e

−d 0 f

∣∣∣∣∣∣∣ = a(cdf − bef + af2)−

b(−be2+aef + cde)+ c(adf − bde+ cd2) = af(af − be+ cd)− be(af − be+ cd)+ cd(af − be+ cd) = (af − be+ cd)2

(24)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0

1 t 2 0 0

0 1 1 1 1

0 a b c d

0 a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0

0 t− 1 1 0 0

0 1 1 1 1

0 a b c d

0 a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 0 0

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

2− t 1 1 1

a− b(t− 1) b c d

a2 − b2(t− 1) b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−

∣∣∣∣∣∣∣
2− t 1 1

a− b(t− 1) c d

a2 − b2(t− 1) c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

a− b(t− 1) + d(t− 2) c− d d

a2 − b2(t− 1) + d2 c2 − d2 d2

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ a− b(t− 1) + d(t− 2) c− d

a2 − b2(t− 1) + d2(t− 2) c2 − d2

∣∣∣∣∣ =
−(c− d)

∣∣∣∣∣ a− b(t− 1) + d(t− 2) 1

a2 − b2(t− 1) + d2(t− 2) c+ d

∣∣∣∣∣ = −(c− d)

∣∣∣∣∣ a− b(t− 1) + d(t− 2) 1

a(a− d)− b(b− d)(t− 1) c

∣∣∣∣∣ =
(c− d)((a− c)(a− d) + (b− c)(b− d)(1− t))

(25)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 1 0 0

b a b 1 0

1 b a b 1

0 1 b a b

0 0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b(1− a) 1− a2 −ab −a
0 a− b2 b(1− a) 1− b2 −b
1 b a b 1

0 1 b a b

0 0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b(1− a) 1− a2 −ab −a
a− b2 b(1− a) 1− b2 −b

1 b a b

0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 (a− 1)(b2 − a− 1) ab(a− 2) b2(a− 1)− a

0 b(b2 − 2a+ 1) (a− 1)(b2 − a− 1) b(b2 − a− 1)

1 b a b

0 1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
(a− 1)(b2 − a− 1) ab(a− 2) b2(a− 1)− a

b(b2 − 2a+ 1) (a− 1)(b2 − a− 1) b(b2 − a− 1)

1 b a

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
(a− 1)(b2 − a− 1) b((1− a)b2 + 2a2 − 2a− 1) −(1− a)2b2 + a3 − 2a

b(b2 − 2a+ 1) −b4 + (3a− 2)b2 − a2 + 1 b((1− a)b2 + 2a2 − 2a− 1)

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣b((1− a)b2 + 2a2 − 2a− 1) −(1− a)2b2 + a3 − 2a

−b4 + (3a− 2)b2 − a2 + 1 b((1− a)b2 + 2a2 − 2a− 1)

∣∣∣∣∣ =
(3a− 4)b4 + (−4a3 + 6a2 − 2a+ 2)b2 + a(a− 1)(a+ 1)(a2 − 2) = ((3a− 4)b2 − (a+ 1)(a2 − 2))(b2 − a(a− 1))

(26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a 0 a+ b+ p a+ c+ q 1

b a+ b+ r 0 b+ c+ s 1

c a+ c+ t b+ c+ u 0 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a −a a+ p a+ q 0

b b+ r −b b+ s 0

c c+ t c+ u −c 0

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −a a+ p a+ q

b b+ r −b b+ s

c c+ t c+ u −c
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −2a p q

b r −2b s

c t u −2c

1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
−2a p q

r −2b s

t u −2c

∣∣∣∣∣∣∣ = 8abc− 2asu− 2bqt− 2cpr − pst− qru
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(27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn−1 xn

x1 x0 x2 . . . xn−1 xn

x1 x2 x0 xn−1 xn
...

...
. . .

...

x1 x2 x3 x0 xn

x1 x2 x3 . . . xn x0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn−1 x0 + x1 + · · ·+ xn

x1 x0 x2 . . . xn−1 x0 + x1 + · · ·+ xn

x1 x2 x0 xn−1 x0 + x1 + · · ·+ xn
...

...
. . .

...

x1 x2 x3 x0 x0 + x1 + · · ·+ xn

x1 x2 x3 . . . xn x0 + x1 + · · ·+ xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∑
i=0

xi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn−1 1

x1 x0 x2 . . . xn−1 1

x1 x2 x0 xn−1 1
...

...
. . .

...

x1 x2 x3 x0 1

x1 x2 x3 . . . xn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∑
i=0

xi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn−1 1

x1 − x0 x0 − x1 0 . . . 0 0

x1 − x0 x2 − x1 x0 − x2 0 0
...

...
. . .

...

x1 − x0 x2 − x1 x3 − x2 x0 − xn−1 0

x1 − x0 x2 − x1 x3 − x2 . . . xn − xn−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)n
(

n∑
i=0

xi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 x0 − x1 0 . . . 0

x1 − x0 x2 − x1 x0 − x2 0
...

...
. . .

...

x1 − x0 x2 − x1 x3 − x2 x0 − xn−1

x1 − x0 x2 − x1 x3 − x2 . . . xn − xn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j = n, n− 1, . . . , 1 の順に第 j 列に第 1, 2, . . . , j − 1列をすべて加えると

(上式)= (−1)n
(

n∑
i=0

xi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 0 0 . . . 0

x1 − x0 x2 − x0 0 0
...

...
. . .

...

x1 − x0 x2 − x0 x3 − x0 0

x1 − x0 x2 − x0 x3 − x0 . . . xn − x0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n

(
n∑
i=0

xi

)
n∏
i=1

(xi − x0)

(28)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

b a

b a 0
. . .

. . .

. . . a

0 b a

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a

b a 0
. . .

. . .

. . . a

0 b a

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+(−1)n+1b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b a

b a 0
. . .

. . .

. . . a

0 b a

b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an−(−b)n
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(29) Dn(a0, a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 . . . . . . 0

0 x −1 0

0 x
. . .

...
...

. . . −1 0

0 0 0 . . . x −1

a0 a1 a2 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおくと,

Dn(a0, a1, . . . , an) = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0

0 x
. . .

...
...

. . . −1 0

0 0 . . . x −1

a1 a2 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+2a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 . . . . . . 0

x −1 0

0 x
. . .

...
...

. . . −1 0

0 0 . . . x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xDn−1(a1, . . . , an) + a0

= x(xDn−2(a2, . . . , an) + a1) + a0 = x2Dn−2(a2, . . . , an) + a1x+ a0

= x2(xDn−3(a3, . . . , an) + a2) + a1x+ a0 = x3Dn−3(a3, . . . , an) + a2x
2 + a1x+ a0 = · · ·

= xn−1D1(an−1, an) + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0

= anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0

(30) Fn(a0, a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x
1 −x 0

1
. . .

0 . . . −x
1 −x

an an−1 an−2 . . . a1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおくと,

Fn(a0, a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x 0
1

. . .

. . . −x
0 1 −x

an−1 an−2 . . . a1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)nan

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x
1 −x 0

1
. . .

0
. . . −x

1 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= anx

n + Fn−1(a0, a1, . . . , an−1) = anx
n + an−1x

n−1 + Fn−2(a0, a1, . . . , an−2) = · · ·

= anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + F1(a0, a1) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0

(30)

∣∣∣∣∣∣∣
sin 2t 2 cos 2t −4 sin 2t

cos 2t −2 sin 2t −4 cos 2t

− sin t − cos t sin t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
sin 2t 2 cos 2t 0

cos 2t −2 sin 2t 0

− sin t − cos t −3 sin t

∣∣∣∣∣∣∣ = 6 sin t

∣∣∣∣∣sin 2t − cos 2t

cos 2t sin 2t

∣∣∣∣∣ = 6 sin t

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 x −1

0 x −1 0

x −1 0 0

a2 0 −a2 − 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 x −1

0 x −1 0

x −1 0 0

a2 0 x2 − a2 − 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)6

∣∣∣∣∣∣∣
0 x −1

x −1 0

a2 0 x2 − a2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
x2 0 −1

x −1 0

a2 0 x2 − a2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
(−1)5

∣∣∣∣∣x2 −1

a2 x2 − a2 − 1

∣∣∣∣∣ = −(x4 − (a2 + 1)x2 + a2) = −(x2 − a2)(x2 − 1) より x = ±1,±a.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y 1 0 0

1 y 1 0

0 1 y 1

0 0 1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1− y2 −y 0

1 y 1 0

0 1 y 1

0 0 1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣
1− y2 −y 0

1 y 1

0 1 y

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
1− y2 −y 0

1 y 1

−y 1− y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
−(−1)2+3

∣∣∣∣∣1− y2 −y
−y 1− y2

∣∣∣∣∣ = (1− y2)2 − (−y)2 = y4 − 3y2 + 1 だから y4 − 3y2 + 1 = 1. 従って y4 − 3y2 = 0 とな

るため y = 0,±
√
3.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −z 0 0 0

0 1 −z 0 0

0 0 1 −z 0

0 0 0 1 −z
1 0 −13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −z 0 0 0

0 1 −z 0 0

0 0 1 −z 0

0 0 0 1 −z
0 z −13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −z 0 0

0 1 −z 0

0 0 1 −z
z −13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −z 0 0

0 1 −z 0

0 0 1 −z
0 z2 − 13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 −z 0

0 1 −z
z2 − 13 0 37

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −z 0

0 1 −z
0 z3 − 13z 37

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1 −z
z3 − 13z 37

∣∣∣∣∣ = z4 − 13z2 + 37 より z4 − 13z2 + 36 = 0. この左辺

は (z − 2)(z + 2)(z − 3)(z + 3) と因数分解されるため z = ±2,±3.

3. 与えられた n次の行列式の値を Dn とおき, 第 1列から第 2列を引いて, 第 1列に関して展開する. 次に, 第 2項

の行列式の (1, 1)に関して第 1行を掃き出せば

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− b b b . . . b

b− a a b

0 b a
. . .

...

. . .
. . .

. . .

...
. . . a b b

b a b

0 . . . b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a− b)Dn−1 − (b− a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b . . . b

b a
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . a b b

b a b

b . . . b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a− b)Dn−1 + (a− b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b 0 . . . 0

b a− b
. . .

...

b 0
. . .

. . .

... a− b 0 0

0 a− b 0

b 0 . . . 0 0 a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a− b)Dn−1 + b(a− b)n−1

だからDnに関する漸化式Dn = (a−b)Dn−1+b(a−b)n−1が得られる. a = bの場合はDn = 0だから, a ̸= bと仮定し

て上式の両辺を (a−b)n で割り, xn =
Dn

(a− b)n
とおけば xn = xn−1+

b

a− b
が得られるため, {xn}は公差

b

a− b
の等

差数列である. x1 =
D1

a− b
=

a

a− b
だから xn =

a+ (n− 1)b

a− b
となるため Dn = (a−b)nxn = (a+(n−1)b)(a−b)n−1

である.

4. (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a 0 a+ b+ t a+ c+ t 1

b a+ b+ t 0 b+ c+ t 1

c a+ c+ t b+ c+ t 0 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c 1

a −a a+ t a+ t 0

b b+ t −b b+ t 0

c c+ t c+ t −c 0

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −a a+ t a+ t

b b+ t −b b+ t

c c+ t c+ t −c
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −2a t t

b t −2b t

c t t −2c

1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5

∣∣∣∣∣∣∣
−2a t t

t −2b t

t t −2c

∣∣∣∣∣∣∣ = 2t3 − 8abc+ 2at2 + 2bt2 + 2ct2 = 2t3 + 2αt2 − 8β.

(2) 仮定から −8β = 8, 2 + 2α− 8β = 4 だから β = −1, α = −3.

5. (1) ApBqArBs−q = aBjAkBs−jAm の両辺の行列式を考えると, |ApBqArBs−q| = |aBjAkBs−jAm| が成り立
ち, この左辺は |A|p|B|q|A|r|B|s−q = |A|p+r|B|s に等しく, 右辺は an|B|j |A|k|B|s−j |A|m = an|A|k+m|B|s に等し
いため, |A|p+r|B|s = an|A|k+m|B|s である. B は正則行列だから |B| ̸= 0 より, 上式から |A|p+r = an|A|k+m が
得られる. 従って A が正則行列の場合は |A|p+r−k−m = an であり, p + r − k −m が奇数ならば |A| = a

n
p+r−k−m ,

p+ r− k−m が偶数ならば |A| = ±a
n

p+r−k−m である. 故に, p+ r− k−m が奇数のとき, |A| は 0 または a
n

p+r−k−m

であり, p+ r − k −m が偶数のとき, |A| は 0 または ±a
n

p+r−k−m である.

(2) ABpAq = aBArBs, BAB−1 = bAkB の両辺の行列式を考えると, |ABpAq| = |aBArBs|, |BAB−1| = |bAkB|
が成り立ち, 1 つめ等式の左辺は |A||B|p|A|q = |A|q+1|B|p に等しく, 右辺は an|B||A|r|B|s = an|A|r|B|s+1 に

等しいため, |A|q+1|B|p = an|A|r|B|s+1 である. また, 2 つめ等式の左辺は |B||A|B|−1 = |A| に等しく, 右辺は

bn|A|k|B| に等しいため, |A| = bn|A|k|B| であり, A の正則性から |A| ̸= 0 だから |B| = b−n|A|1−k である. これを

1つめの等式から得られた等式に代入すれば b−pn|A|p−pk+q+1 = anb−n(s+1)|A|r+(1−k)(s+1) が得られ, この両辺に

bpn|A|−r−(1−k)(s+1) をかければ, |A|k+q−r−(k−1)(p−s) = (abp−s−1)n が得られる. 故に k+ q − r− (k− 1)(p− s) が

奇数の場合は |A| = (abp−s−1)
n

k+q−r−(k−1)(p−s) , |B| = b−n(abp−s−1)
n(1−k)

k+q−r−(k−1)(p−s) であり, k+ q− r− (k−1)(p− s)
が偶数の場合は |A| = ±(abp−s−1)

n
k+q−r−(k−1)(p−s) , |B| = ±b−n(abp−s−1)

n(1−k)
k+q−r−(k−1)(p−s) (複号同順) である.

(3) ABAp = aBAqBq の両辺の行列式を考えると, |ABAp| = |aBAqBq| が成り立ち, |B| = b よりこの左辺は

|A||B||A|p = b|A|p+1 に等しく, 右辺は an|B||A|q|B|q = anbq+1|A|q に等しいため, b|A|p+1 = anbq+1|A|q であ
る. A は正則行列だから |A| ̸= 0 より, 上式から |A|p−q+1 = anbq が得られる. 従って p − q + 1 が奇数の場合は

|A| = (anbq)
1

p−q+1 , p− q + 1 が偶数の場合は |A| = ±(anbq)
1

p−q+1 である.

(4) ABA2 = 2BA2B2, AB−1A2 = 3BA2B の両辺の行列式を考えると, |ABA2| = |2BA2B2|, |AB−1A2| =
|3BA2B| が成り立ち, 1つめ等式の左辺は |A||B||A|2 = |A|3|B| に等しく, 右辺は 24|B||A|2|B|2 = 16|A|2|B|3 に等
しいため, |A|3|B| = 16|A|2|B|3 である. A, B の正則性から |A| はともに 0でないため, 上式から |A| = 16|B|2 で
ある. また, 2つめ等式の左辺は |A||B|−1|A|2 = |A|3|B|−1 に等しく, 右辺は 34|B||A|2|B| = 81|A|2|B|2 に等しいた
め, |A|3|B|−1 = 81|A|2|B|2 であり, A の正則性から |A| ̸= 0 だから |A| = 81|B|3 である. 故に 81|B|3 = 16|B|2 だ
から |B| = 16

81
である.

(5) A2BtA = BAtAtB の両辺の行列式を考えると, |A2BtA| = |BAtAtB| が成り立ち, |B| = −2 より この左辺は

|A|2|B||tA| = −2|A|3 に等しく, 右辺は |B||A|2|B| = 4|A|2 に等しいため, −2|A|3 = 4|A|2 である. A は正則行列だ

から |A| ̸= 0 より, 上式から |A| = −2 が得られる.

(6) tABAB = tBA2BAの両辺の行列式を考えると, |tABAB| = |tBA2BA|が成り立ち,この左辺は |tA||B||A||B| =
|A|2|B|2 に等しく, 右辺は |tB||A|2|B||A| = |A|3|B|2 に等しいため, |A|2|B|2 = |A|3|B|2 である. B は正則行列だか

ら |B| ̸= 0 より, 上式から |A| = 1 が得られる.

6. (1) AP = A
(
v1 v2 v3

)
=
(
Av1 Av2 Av3

)
=
(
f(v1) f(v2) f(v3)

)
=
(
2v1 v1 − v2 2v1 − v2 − 3v3

)
=
(
v1 v2 v3

)2 1 1

0 −1 −1

0 0 −3

 = P

2 1 1

0 −1 −1

0 0 −3

 であり, P が逆行列をもつことから, Q = P−1AP =

2 1 1

0 −1 −1

0 0 −3

.
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(2) |Q| =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1

0 −1 −1

0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 6. A = PQP−1 だから |A| = |PQP−1| = |P ||Q||P−1| = 6|P ||P−1| = 6|PP−1| =

6|E3| = 6.

7. D の第 i行を除いた行列の第 i列は零ベクトルになるため, Dij は i < j ならば第 i列が, j < i ならば第 i− 1列

が零ベクトルである行列である. 従って, i ̸= j ならば |Dij | = 0 となるため, D の (i, j) 余因子は 0 である. 故に D

の余因子行列は対角行列である. D の (i, i) 余因子は (−1)i+i|Dij | = λ1 · · ·λi−1λi+1 · · ·λn であり, これが D の余

因子行列の (i, i) 成分である.

8. 教科書の命題 4.15より AÃ = |A|En の両辺の行列式を考えると, |AÃ| = |A||Ã|, ||A|En| = |A|n より |A||Ã| = |A|n

である. A が正則ならば, 教科書の定理 4.16から |A| ̸= 0 だから |A||Ã| = |A|n の両辺を |A| で割って |Ã| = |A|n−1

が得られる. A が正則でない場合, |A| = 0 だから AÃ = |A|En = O である. もし |Ã| ̸= 0 ならば Ã の逆行列があ

るため, AÃ = O より, A = O が得られるが, このとき Ã = O となるため, |Ã| ̸= 0 と矛盾が生じる. 故に, この場

合も |Ã| = 0 = |A|n−1 である.

9. T = (tij) を tij = 1 (i ≦ j), tij = 0 (i > j) で与えられる n 次上半三角行列とすると, tTT の (i, j)-成分
n∑
l=1

tlitlj

は, i ≦ j ならば i, i > j ならば j である. 従って, とくに tTT の各成分は正の整数である. また, T , tT はともに対

角成分がすべて 1であるような三角行列だから |T | = |tT | = 1 である. k が正の整数の場合, tTT の第 1列を k 倍

したものを A とすれば A の各成分は正の整数で |A| = k|tTT | = k|tT ||T | = k である. また, A の第１列と第２列

を入れ替えた行列を B とすれば, B は正の整数を成分にもち, 行列式の値が負の整数 −k であるような行列の例に
なっている. また, すべての成分が 1 である n 次正方行列は正の整数を成分にもち, 行列式の値が 0 であるような

行列の例になっている.

10. rankA = n−1ならば教科書の系 3.4より Aは正則ではないため, 定理 4.16から |A| = 0である. よって, 教科書

の命題 4.15から AÃ = |A|En = O となるため,第 7回演習問題の 6の結果からn−1+rank Ã = rankA+rank Ã ≦ n

である. 従って rank Ã ≦ 1 である.

11. (1)教科書の命題 4.15より AÃ = |A|En, BB̃ = |B|En, ABÃB = |AB|Enであるため, A, Bがともに正則ならば,

第 1,2,3式の両辺に左からそれぞれ A−1, B−1, B−1A−1 をかけて, Ã = |A|A−1, B̃ = |B|B−1, ÃB = |AB|B−1A−1 を

得る. この最後の式の右辺は定理 4.8と定理 2.1の (4)から |AB|B−1A−1 = |A||B|B−1A−1 =
(
|B|B−1

) (
|A|A−1

)
=

B̃Ã に等しいため, 主張が示された.

(2) 定理 4.16から, 0 に収束する数列 {αk}k=1,2,... で, すべての k に対して |A+αkEn| ̸= 0 であるものが存在するこ

とを示せばよい. A = (aij) として, x の多項式 F (x) = |A+ xEn| を考える. S′ を 1, 2, . . . , n の順列 [i1, i2, . . . , in]

すべての集合 S から順列 [1, 2, . . . , n] を除いた集合とし, A+ xEn の (i, j) 成分を a′ij とおくと命題 4.5から∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a11 a12 . . . a1n

a21 x+ a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . x+ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x+ a11)(x+ a22) · · · (x+ ann) +

∑
[i1,i2,...,in]∈S′

(−1)N[i1,i2,...,in]a′i11a
′
i22 · · · a

′
inn

であり, [i1, i2, . . . , in] ∈ S′ ならば, a′i11, a
′
i22
, . . . , a′inn のうちの少なくとも 1つは変数 x を含まないため,∑

[i1,i2,...,in]∈S′

(−1)N[i1,i2,...,in]a′i11a
′
i22 · · · a

′
inn

は x の n− 1 次以下の多項式である. よって, 上式から F (x) は xn の係数が 1 である x の n 次多項式であるため,

n 次方程式 F (x) = 0 の解は n 個以下である. そこで，α を F (x) = 0 の正の実数解があれば, それらのうちで絶対

値が最小のものとし, F (x) = 0 の正の実数解がなければ, α = 1 とおいて, 数列 {αk}k=1,2,... を αk =
α

k + 1
で定め
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る. このときすべての k = 1, 2, . . . に対して |A+ αkEn| = F (αk) ̸= 0 である.

(3) 実数 x, y に対して, A+xEn, B+yEn, (A+xEn)(B+yEn) の余因子行列をそれぞれ A(x), B(y), C(x, y) とす

れば, (1)によって, A(x) が正則である x と B(y) が正則である y に対して B(y)A(x) = C(x, y) が成り立つ. (2)か

ら A, B に対して 0に収束する数列 {αk}k=1,2,..., {βk}k=1,2,... で, すべての k に対して A+αkEn, B+βkEn が正則

になるものがあるため, B(βk)A(αk) = C(αk, βk) がすべての k に対して成り立つ. A(x), B(y), C(x, y) の (i, j) 成

分をそれぞれ aij(x), bij(y), cij(x, y)とおくと,これらはそれぞれ x, y, xと y の多項式で, {αk}k=1,2,..., {βk}k=1,2,...

は 0 に収束するため, {aij(αk)}k=1,2,..., {bij(βk)}k=1,2,..., {cij(αk, βk)}k=1,2,... はそれぞれ aij(0), bij(0), cij(0, 0)

に収束する. 従って B(βk)A(αk) = C(αk, βk) (k = 1, 2, . . . ) より, B(0)A(0) = C(0, 0) である. 一方 A(0) = Ã,

B(0) = B̃, C(0, 0) = ÃB だから主張が示された.

(4) rankA = r とおくと, 定理 3.3から, n次基本行列の積で表される行列 X, Y で XAY = Fn,n(r) となるものがあ

る. 系 3.4によって, X, Y は正則だから, A = X−1Fn,n(r)Y
−1 となるため, (3)によって Ã = Ỹ −1F̃n,n(r)X̃−1 が成

り立つ. 問題 8の結果と定理 4.16から Ỹ −1 と X̃−1 は正則行列だから, 系 3.6の (2)によって, rank Ã = rank F̃n,n(r)

が成り立つ. ここで, 問題 7の結果から ˜Fn,n(n− 1) は (n, n) 成分のみが 1 で, 他の対角成分はすべて 0 である

対角行列であるため, rank ˜Fn,n(n− 1) = 1 であり, r ≦ n − 2 ならば F̃n,n(r) は零行列であることに注意すれば,

rankA = n− 1 ならば rank Ã = rank ˜Fn,n(n− 1) = 1 であり, rankA ≦ n− 2 ならば Ã = Ỹ −1OX̃−1 = O である.

(5) |A|det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1,xn) = det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1, |A|xn) = det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1, AÃxn) =

|A|det(x1,x2, . . . ,xn−1, Ãxn) より, A が正則ならば det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1,xn) = det(x1,x2, . . . ,xn−1, Ãxn)

である. (2)より, 0に収束する数列 {αk}k=1,2,... で,すべての kに対してA+αkEn が正則になるものが存在する. 従っ

て Ak = A+αkEn とおけば,すべての k に対して det(Akx1, Akx2, . . . , Akxn−1,xn) = det(x1,x2, . . . ,xn−1, Ãkxn)

が成り立つ. k → ∞ のとき, Ak の (i, j)成分は A の (i, j)成分に近づき, Ãk の (i, j)成分は Ã の (i, j)成分に近づ

くため, 上式から det(Ax1, Ax2, . . . , Axn−1,xn) = det(x1,x2, . . . ,xn−1, Ãxn) が得られる.
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線形数学 I 演習問題 第10回 ベクトルの外積

1. 次の外積を計算せよ.

(1)

0

1

0

×

0

0

1

 (2)

1

2

3

×

 1

−1

2

 (3)

−2

−2

1

×

1

0

3

 (4)

 2

−4

−2

×

−3

6

3


2. x,y, z,w ∈ R3, A を 3次正方行列とするとき, 以下の等式が成り立つことを示せ.

(1) (x× y)× z = −(y, z)x+ (x, z)y

(2) (x× y, z) = (x,y × z) = D3(x,y, z)

(3) (x× y, z ×w) = (x, z)(y,w)− (x,w)(y, z)

(4) ∥x× y∥2 = ∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

(5) (x× y)× (z ×w) = D3(x,y,w)z −D3(x,y, z)w = D3(x, z,w)y −D3(y, z,w)x

(6) D3(x,y, z)
2 = ∥x∥2∥y∥2∥z∥2 − ∥x∥2(y, z)2 − ∥y∥2(x, z)2 − ∥z∥2(x,y)2 + 2(x,y)(y, z)(x, z)

(7) Ax×Ay = tÃ(x× y)

3. x,y ∈ R3 とする.

(1) ((x× y)× x)× y = 0 となるのはどのような場合か答えよ.

(2) (x× y)× x = y となるのはどのような場合か答えよ.

4. x, y を零でない 3次元実ベクトル, 原点を通り x に垂直な平面を P とし, u =
x

∥x∥
とおく.

(1) (u× y)× u は y を位置ベクトルとする点から P に下した垂線の足の位置ベクトルであることを示せ.

(2) 上記の垂線の長さは |(y,u)| = |(y,x)|
∥x∥

で与えられることを示せ

5. O を R3 の原点とし, A, B, C を R3 の点として, O, A, B, C は同一平面上にはないとする. a =
−→
OA, b =

−→
OB,

c =
−→
OC とおくとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 点 Aから, 三点 O, B, Cを通る平面に下ろした垂線の足の位置ベクトルを sb+ tc (s, t ∈ R) の形に表せ.

(2) 点 Aから, 三点 O, B, Cを通る平面に下ろした垂線の長さを a, b, c を用いて表せ.

(3) 点 Aから, 二点 B, Cを通る直線に下ろした垂線の足の位置ベクトルを sb+ tc (s+ t = 1) の形に表せ.

(4) 点 Aから, 二点 B, Cを通る直線に下ろした垂線の長さを a, b, c を用いて表せ.

6. a, b, u, v を R3 のベクトルとし, u, v の一方は他方の実数倍ではないとする. x = a+ su, y = b+ tv によっ

てパラメータ表示される R3 の直線を, それぞれ l, mとする. このとき, l上の点とm上の点の最短距離を a, b, u,

v を用いて表せ. また, P, Q をそれぞれ, l, m上の点とするとき, 線分 PQ の長さが最小になるのは
−→
PQ が u, v の

両方のベクトルと垂直になる場合に限ることを示せ.
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第 10回の演習問題の解答

1. (1)

1

0

0

 (2)

 7

1

−3

 (3)

−6

7

2

 (4)

0

0

0



2. (1) x, y, z の第 j 成分 (j = 1, 2, 3)をそれぞれ xj , yj , zj とする. x× y =

 x2y3 − x3y2

−x1y3 + x3y1

x1y2 − x2y1

 より

(x× y)× z =

(−x1y3 + x3y1)z3 − (x1y2 − x2y1)z2

−(x2y3 − x3y2)z3 + (x1y2 − x2y1)z1

(x2y3 − x3y2)z2 − (−x1y3 + x3y1)z1

 =

−(y2z2 + y3z3)x1 + (x2z2 + x3z3)y1

−(y1z1 + y3z3)x2 + (x1z1 + x3z3)y2

−(y1z1 + y2z2)x3 + (x1z1 + x2z2)y3



=

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x1 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y1

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x2 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y2

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x3 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y3

 =

−(y, z)x1

−(y, z)x2

−(y, z)x3

+

(x, z)y1

(x, z)y2

(x, z)y3


= −(y, z)x+ (x, z)y

[別解] xと yが1次独立な場合, x,y− (x,y)

∥x∥2
x,x×yはR3の直交基底であり,

∥∥∥∥y − (x,y)

∥x∥2
x

∥∥∥∥2= ∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x∥2

だから, u =
1

∥x∥
x, v =

∥x∥√
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

(
y − (x,y)

∥x∥2
x

)
, w =

1

∥x× y∥
(x× y) とおけば, u,v,w は R3 の

右手系の正規直交基底である. 従って z = (z,u)u+ (z,v)v+ (z,w)w であり, u× v = w, v×w = u, w×u = v

が成り立つ. また, x = ∥x∥u, y =

√
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x∥
v +

(x,y)

∥x∥
u だから

(x× y)× z =

(
∥x∥u×

(√
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x∥
v +

(x,y)

∥x∥
u

))
× ((z,u)u+ (z,v)v + (z,w)w)

=
√
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2 w × ((z,u)u+ (z,v)v + (z,w)w)

=
√
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2((z,u)v − (z,v)u)

= (z,x)

(
y − (x,y)

∥x∥2
x

)
−
(
z,y − (x,y)

∥x∥2
x

)
x = −(y, z)x+ (x, z)y

x と y が 1 次従属ならば y = kx または x = ky を満たす実数 k が存在する. 前者の場合は (x × y) × z =

(x× kx)× z = k(x× x)× z = 0 と −(y, z)x+ (x, z)y = −(kx, z)x+ (x, z)kx = −k((x, z)x+ (x, z)x) = 0 が

成り立つため, (x × y) × z = −(y, z)x + (x, z)y である. 後者の場合も同様に (x × y) × z = −(y, z)x + (x, z)y

が示される.

(2) A =
(
x y z

)
とおき, A の (i, j)成分を aij とすれば i = 1, 2, 3 に対して ai1 = xi, ai2 = yi, ai3 = zi だから,

教科書の定理 4.14の (1)から

(x×y, z) = (x2y3−x3y2)z1−(x1y3−x3y1)z2+(x1y2−x2y1)z3 = a13|A13|−a23|A23|+a33|A33| = |A| = D3(x,y, z)

(x,y×z) = x1(y2z3−y3z2)−x2(y1z3−y3z1)+x3(y1z2−y2z1) = a11|A11|−a21|A21|+a31|A31| = |A| = D3(x,y, z)

(3) (2)と (1)の結果から

(x× y, z ×w) = ((x× y)× z,w) = (−(y, z)x+ (x, z)y,w) = −(y, z)(x,w) + (x, z)(y,w)

(4) (3)で, とくに z = x, w = y の場合を考えれば,

∥x× y∥2 = (x× y,x× y) = (x,x)(y,y)− (x,y)(y,x) = ∥x|2∥y∥2 − (x,y)2
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(5) (1)と (2)の結果から

(x× y)× (z ×w) = −(y, z ×w)x+ (x, z ×w)y = −(z ×w,y)x+ (z ×w,x)y

= −D3(z,w,y)x+D3(z,w,x)y = −D3(y, z,w)x+D3(x, z,w)y.

また (x× y)× (z ×w) = −(z ×w)× (x× y) だから, 今示した結果から

(x× y)× (z ×w) = −(z ×w)× (x× y) = − (−D3(w,x,y)z +D3(z,x,y)w) = D3(x,y,w)z −D3(x,y, z)w

(6) A を (2)と同様に定めれば tAA =

 ∥x∥2 (x,y) (x, z)

(x,y) ∥y∥2 (y, z)

(x, z) (y, z) ∥z∥2

 だから, この両辺の行列式を考えて, 右辺の行列

の行列式を展開すれば, D3(x,y, z) = |A| = |tA| より

D3(x,y, z)
2 =

∣∣tA∣∣ |A| = ∣∣tAA∣∣ = ∥x∥2∥y∥2∥z∥2 − ∥x∥2(y, z)2 − ∥y∥2(x, z)2 − ∥z∥2(x,y)2 + 2(x,y)(y, z)(x, z)

(7) (2)と第 9回の演習問題 11の (5)の結果から, 任意の z ∈ R3 に対して (Ax × Ay, z) = D3(Ax, Ay, z) =

D3(x,y, Ãz) = (x×y, Ãz) = (Ãz,x×y) = t(Ãz)(x×y) = tztÃ(x×y) = (z, tÃ(x×y)) = (tÃ(x×y), z) である.

従って (Ax×Ay − tÃ(x× y), z) = 0 がすべての z ∈ R3 に対して成り立つため, Ax×Ay = tÃ(x× y) である.

3. (1)前問の (1)の結果より ((x×y)×x)×y = (−(y,x)x+(x,x)y)×y = −(y,x)x×y+(x,x)y×y = −(y,x)x×y

だから ((x× y)×x)× y = 0 となるのは x と y が垂直であるか, または x と y の一方が他方の実数倍である場合

である.

(2) y = 0 ならば (x× y)×x = y は成り立つ. y ̸= 0 かつ (x× y)×x = y であると仮定する. (x× y)×x ̸= 0

だから, x × y ̸= 0 であるため, x と y の一方は他方の実数倍ではない. このとき, 問題 2 の (1) の結果より

−(y,x)x + (x,x)y = (x × y) × x = y だから (y,x) = 0 かつ (x,x) = 1 が成り立つ. 逆に (y,x) = 0 かつ

(x,x) = 1 ならば (1)の結果より (x × y) × x = y が成り立つ. 以上から (x × y) × x = y が成り立つのは y = 0

であるか, または (x,y) = 0 かつ x が単位ベクトルの場合である.

4. (1) y を位置ベクトルとする点から P に下した垂線の足の位置ベクトルを z とすれば z − y は u と平行だから

z−y = tuを満たす実数 tがあるため, z は z = y+ tuと表せる. また, z は P 上のベクトルだから uと垂直である

ため (z,u) = 0 である. (u,u) = 1 だから (z,u) = (y + tu,u) = (y,u)− t となるため, (z,u) = 0 より t = (y,u)

である. 従って z は z = y− (y,u)u で与えられる. 一方, 問題 2の (1)の結果から (u× y)×u = −(y,u)u+ y だ

から (u× y)× u は y から P に下した垂線の足の位置ベクトル z に一致する.

(2) z−y = −(y,u)uが y を位置ベクトルとする点から P に下した垂線のベクトルだから, その長さは ∥z−y∥ =

|(y,u)|∥u∥ = |(y,u)| = |(y,x)|
∥x∥

である.

5. (1) 三点 O, B, C を通る平面を P とする. 仮定から O, B, C は同一直線上にないため, b, c の一方は他方の実数

倍ではない. 従って b× c ̸= 0 であり, P は原点を通り, b× c に垂直な平面である. u =
b× c

∥b× c∥
とおけば, 前問の

結果から, A から P に下ろした垂線の足の位置ベクトルは, (u×a)×u で与えられる. 問題 2の (1), (4)の結果から

(u× a)× u =

(
b× c

∥b× c∥
× a

)
× b× c

∥b× c∥
=

1

∥b× c∥2
((b× c)× a)× (b× c)

=
1

∥b× c∥2
(−(c,a)b+ (b,a)c)× (b× c) = − 1

∥b× c∥2
(b× c)× (−(c,a)b+ (b,a)c)

=
(c,a)

∥b× c∥2
(b× c)× b− (b,a)

∥b× c∥2
(b× c)× c

=
(c,a)

∥b× c∥2
(−(c, b)b+ (b, b)c)− (b,a)

∥b× c∥2
(−(c, c)b+ (b, c)c)

=
(a, b)∥c∥2 − (a, c)(b, c)

∥b∥2∥c∥2 − (b, c)2
b+

(a, c)∥b∥2 − (a, b)(b, c)

∥b∥2∥c∥2 − (b, c)2
c
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が得られる.

(2) 点 Aから, 三点 O, B, Cを通る平面に下ろした垂線の長さは, 前問の (2)の結果から

|(a,u)| = |(a, b× c)|
∥b× c∥

=
|D3(a, b, c)|√

∥b∥2∥c∥2 − (b, c)2
.

(3)点Aから,二点B, Cを通る直線に下ろした垂線の足の位置ベクトルを (1−t)b+tc (t ∈ R)とする. (1−t)b+tc−a

は c−bと垂直だから ((1−t)b+tc−a, c−b) = 0である. 従って t∥c−b∥2 = (a−b, c−b)だから t =
(a− b, c− b)

∥c− b∥2
である. 故に, 二点 B, Cを通る直線に下ろした垂線の足の位置ベクトルは 　(

1− (a− b, c− b)

∥c− b∥2

)
b+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
c =

(c− a, c− b)

∥c− b∥2
b+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
c.

(4)
(c− a, c− b)

∥c− b∥2
+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
= 1 であることに注意すれば, B, C を通る直線に下ろした垂線のベクトルは,

(c− a, c− b)

∥c− b∥2
b+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
c− a =

(c− a, c− b)

∥c− b∥2
b+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
c−

(
(c− a, c− b)

∥c− b∥2
+

(a− b, c− b)

∥c− b∥2

)
a

=
(c− a, c− b)

∥c− b∥2
(b− a) +

(a− b, c− b)

∥c− b∥2
(c− a)

=
1

∥c− b∥2
((c− a, c− b)(b− a) + (a− b, c− b)(c− a))

となる. 従って, その長さの 2乗は

1

∥c− b∥4
(
(c− a, c− b)2∥b− a∥2 + 2(c− a, c− b)(a− b, c− b)(b− a, c− a) + (a− b, c− b)2∥c− a∥2

)
となる. x = a− b, y = c− a とおけば, 上の値は

1

∥x+ y∥4
(
(y,x+ y)2∥x∥2 − 2(y,x+ y)(x,x+ y)(x,y) + (x,x+ y)2∥y∥2

)
=

1

∥x+ y∥4
(
∥x∥4∥y∥2 + ∥x∥2∥y∥4 + 2∥x∥2∥y∥2(x,y)− ∥x∥2(x,y)2 − ∥y∥2(x,y)2 − 2(x,y)3

)
=

1

∥x+ y∥4
(
∥x∥2 + 2(x,y) + ∥y∥2

) (
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

)
=

1

∥x+ y∥4
∥x+ y∥2

(
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

)
=

∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x+ y∥2
=

∥x× y∥2

∥x+ y∥2

に等しくなるため, 求める垂線の長さは, 以下の値になる.√
∥b− a∥2∥c− a∥2 − (b− a, c− a)2

∥b− c∥
=

∥(b− a)× (c− a)∥
∥b− c∥

6. x = a + su を位置ベクトルとする l上の点 P と y = b + tv を位置ベクトルとするm上の点 Q の距離の 2乗

PQ2 = ∥x− y∥2 を求める. x− y = a− b+ su− tv だから c = a− b とおけば

∥x− y∥2 = ∥c+ su− tv∥2 = s2∥u∥2 − 2st(u,v) + t2∥v∥2 + 2s(c,u)− 2t(c,v) + ∥c∥2

=

(
∥u∥s− (u,v)

∥u∥
t+

(c,u)

∥u∥

)2

+
∥u∥2∥v∥2 − (u,v)2

∥u∥2
t2 − 2

(
(c,v)− (c,u)(u,v)

∥u∥2

)
t+ ∥c∥2 − (c,u)2

∥u∥2

=

(
∥u∥s− (u,v)

∥u∥
t+

(c,u)

∥u∥

)2

+

(
∥u× v∥
∥u∥

t− ∥u∥(c,v)
∥u× v∥

+
(c,u)(u,v)

∥u∥∥u× v∥

)2

+

(
∥c∥2 − (c,u)2

∥u∥2
− ∥u∥2(c,v)2

∥u× v∥2
+ 2

(c,u)(c,v)(u,v)

∥u× v∥2
− (c,u)2(u,v)2

∥u∥2∥u× v∥2

)
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だから ∥u× v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 − (u,v)2 であることに注意すれば, 上式から

s =
(c,v)(u,v)

∥u× v∥2
− (c,u)(u,v)2

∥u∥2∥u× v∥2
− (c,u)

∥u∥2
=

(c,v)(u,v)− ∥v∥2(c,u)
∥u× v∥2

, t =
∥u∥2(c,v)− (c,u)(u,v)

∥u× v∥2

のとき, ∥x− y∥2 は最小値 ∥c∥2 − (c,u)2

∥u∥2
− ∥u∥2(c,v)2

∥u× v∥2
+ 2

(c,u)(c,v)(u,v)

∥u× v∥2
− (c,u)2(u,v)2

∥u∥2∥u× v∥2
をとる. この値は

∥c∥2∥u∥2∥u× v∥2 − (c,u)2
(
∥u× v∥2 + (u,v)2

)
− ∥u∥4(c,v)2 + 2∥u∥2(c,u)(c,v)(u,v)

∥u∥2∥u× v∥2

に等しいが, 上式の分子は ∥u× v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 − (u,v)2 を用いれば

∥c∥2∥u∥2
(
∥u∥2∥v∥2 − (u,v)2

)
− ∥u∥2∥v∥2(c,u)2 − ∥u∥4(c,v)2 + 2∥u∥2(c,u)(c,v)(u,v)

となるため, 2の (6)の結果を用いると ∥x− y∥2 の最小値は

∥c∥2∥u∥2∥v∥2 − ∥c∥2(u,v)2 − ∥v∥2(c,u)2 − ∥u∥2(c,v)2 + 2(c,u)(c,v)(u,v)

∥u× v∥2
=
D3(c,u,v)

2

∥u× v∥2

に等しいことがわかる. ∥x− y∥ の最小値 |D3(a− b,u,v)|
∥u× v∥

が lとmの最短距離である.

−→
PQ = y−x = b−a− su+ tv だから

−→
PQ が u, v の両方のベクトルと垂直になるためには (b−a− su+ tv,u) =

(b− a− su+ tv,v) = 0 が成り立つことが必要十分である. (b− a− su+ tv,u) = −∥u|2s+ (u,v)t− (a− b,u),

(b− a− su+ tv,v) = −(u,v)s+ ∥v∥2t− (a− b,v) だから
−→
PQ が u, v の両方のベクトルと垂直になるためには

x = s, y = t が連立 1次方程式

(∗)

−∥u|2x+ (u,v)y = (a− b,u)

−(u,v)x+ ∥v∥2y = (a− b,v)

の解であることが必要十分であるが, 上で求めた PQ = ∥x−y∥ が最小になる s, t の値はこの連立 1次方程式 (∗)の
解である. また (∗)の係数行列の行列式の値は −∥u∥2∥v∥2 + (u,v)2 = −∥u× v∥2 で 0でないため, (∗)はただ 1つ

の解を持つ. 故に,
−→
PQ が u, v の両方のベクトルと垂直になるためには, 線分 PQ の長さが最小になるときに限る.
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線形数学 II 演習問題 第11回 複素数

1. 以下の複素数を x+ yi (x, y は実数) の形に表せ.

(1) (1 + 2i)3 (2)
5

−3 + 4i
(3)

(
2 + i

3− 2i

)2
(4)

(
−1 +

√
3i

2

)3

(5)

(
−1−

√
3i

2

)3

(6)

(
1 +

√
3i

2

)3

(7)

(
1−

√
3i

2

)3

(8) (1 + i)n + (1− i)n

2. z = x+ yi (x, y は実数) のとき, 以下の複素数の実部と虚部を x と y を用いて表せ.

(1) z4 (2)
1

z
(3)

z − 1

z + 1
(4)

1

z2
(5)

z

z2 + 1

3. 複素数 −2i(3 + i)(2 + 4i)(1 + i),
(3 + 4i)(−1 + 2i)

(−1− i)(3− i)
の絶対値を求めよ.

4. 以下の方程式の解をすべて求めよ.

(1) z2 = i (2) z2 = −i (3) z2 = 1 + i (4) z2 =
1−

√
3i

2
(5) z4 = −1 (6) z4 = i (7) z4 = −i

(8) z5 = 1 (9) z10 = 1

5. cos 3φ, cos 4φ, sin 5φ を cosφ と sinφ を用いて表せ.

6. 1 + cosφ+ cos 2φ+ · · ·+ cosnφ, sinφ+ sin 2φ+ · · ·+ sinnφ を簡単な式で表せ.

7. ω = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
とおく. 整数mに対し, 次の値を求めよ.

(1) 1 + ωm + ω2m + · · ·+ ω(n−1)m (2) 1− ωm + ω2m + · · ·+ (−1)n−1ω(n−1)m

8. (1) a ̸= b のとき, |a| = 1 または |b| = 1 ならば āb ̸= 1 であることを示し,
a− b

1− āb
の絶対値を求めよ.

(2) |a| < 1 かつ |b| < 1 ならば

∣∣∣∣ a− b

1− āb

∣∣∣∣ < 1 であることを示せ.

9. α, β, γ, δ を実数とするとき, 次の 2次方程式の解を x+ yi (x, y は実数) の形に表せ.

z2 + (α+ βi)z + γ + δi = 0

10. a, b, c を複素数とし, a と b の少なくとも一方は 0 ではないとする. このとき, z の方程式 az + bz̄ + c = 0 が解

をもつための必要十分条件求め, その条件が満たされるときに解を求めよ.

11. 複素数 a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn に対し, 次の等式が成り立つことを示せ.∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣∣
2

=

n∑
j=1

|aj |2
n∑
j=1

|bj |2 −
∑

1≦j<k≦n
|aj b̄k − ak b̄j |2

12. a1, a2, . . . , anを絶対値が 1より小さい複素数とし, λ1, λ2, . . . , λnを負でない実数とするとき, λ1+λ2+· · ·+λn = 1

ならば |λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan| < 1 であることを示せ.

13. (1) 複素数 a と負でない実数 r に対し, |z − a|+ |z + a| = 2r を満たす複素数 z が存在するための必要十分条件

は |a| ≦ r であることを示せ.

(2) |a| ≦ r のとき, z が |z − a|+ |z + a| = 2r を満たしながら動くとき, |z| の最大値と最小値を求めよ.

14. A, B を n次正方行列とするとき,

∣∣∣∣∣A −B
B A

∣∣∣∣∣ = |A+ iB||A− iB| が成り立つことを示せ.
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第 11回の演習問題の解答

1. (1) (1 + 2i)3 = 1 + 6i− 12− 8i = −11− 2i (2)
5

−3 + 4i
=

5(−3− 4i)

25
=

−3

5
+

−4i

5

(3)

(
2 + i

3− 2i

)2

=

(
(2 + i)(3 + 2i)

13

)2

=

(
4 + 7i

13

)2

=
−33 + 56i

169
=

−33

169
+

56i

169

(4)

(
−1 +

√
3i

2

)3

=

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)3

= cos 2π + i sin 2π = 1

(5)

(
−1−

√
3i

2

)3

=

(
cos

(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

))3

= cos(−2π) + i sin(−2π) = 1

(6)

(
1 +

√
3i

2

)3

=
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)3
= cosπ + i sinπ = −1

(7)

(
1−

√
3i

2

)3

=
(
cos
(
−π
3

)
+ i sin

(
−π
3

))3
= cos(−π) + i sin(−π) = −1

(8) (1+ i)n+(1− i)n = 2
n
2

(
1 + i√

2

)n
+2

n
2

(
1− i√

2

)n
= 2

n
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n
+2

n
2

(
cos
(
−π
4

)
+ i sin

(
−π
4

))n
=

2
n
2

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
+ 2

n
2

(
cos
(
−nπ

4

)
+ i sin

(
−nπ

4

))
= 2

n
2 +1 cos

nπ

4
=



2
n
2 +1(−1)

n
4

n
2 は偶数

0 n
2 は奇数

2
n+1
2 (−1)

n−1
4 n− 1は 4の倍数

2
n+1
2 (−1)

n+1
4 n+ 1は 4の倍数

2. (1) z4 = (x+ yi)4 = x4 + 4x3yi− 6x2y2 − 4xy3i+ y4 = (x4 − 6x2y2 + y4) + (4x3y − 4xy3)i だから

Re(z4) = x4 − 6x2y2 + y4, Im(z4) = 4x3y − 4xy3.

(2)
1

z
=

1

x+ yi
=

x− yi

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+

−yi
x2 + y2

だから Re

(
1

z

)
=

x

x2 + y2
, Im

(
1

z

)
=

−y
x2 + y2

.

(3)
z − 1

z + 1
= 1− 2

z + 1
より, (2)の結果から Re

(
z − 1

z + 1

)
= 1− 2(x+ 1)

(x+ 1)2 + y2
, Im

(
z − 1

z + 1

)
=

2y

(x+ 1)2 + y2
.

(4)
1

z2
=

1

(x+ yi)2
=

(x− yi)2

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
+

−2xyi

(x2 + y2)2
だから Re

(
1

z2

)
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
,

Im

(
1

z2

)
=

−2xy

(x2 + y2)2
.

(5)
z

z2 + 1
=

x+ yi

(x+ yi)2 + 1
=

x+ yi

x2 − y2 + 1 + 2xyi
=

(x+ yi)(x2 − y2 + 1− 2xyi)

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
=

x3 + xy2 + x

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
+

(−x2y − y3 + y)i

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
だから Re

(
z

z2 + 1

)
=

x3 + xy2 + x

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
,

Im

(
z

z2 + 1

)
=

−x2y − y3 + y

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
.

3. | − 2i(3 + i)(2 + 4i)(1 + i)| = | − 2i||3 + i||2 + 4i||1 + i| = 2
√
10
√
20
√
2 = 40∣∣∣∣ (3 + 4i)(−1 + 2i)

(−1− i)(3− i)

∣∣∣∣ = |3 + 4i|| − 1 + 2i|
| − 1− i||3− i|

=
5
√
5√

2
√
10

=
5

2

4. z = r(cosφ+i sinφ) (r ≧ 0), arg a = αとおくと, zn = rn(cosnφ+i sinnφ), a = |a|(cosα+i sinα)だから,方程

式 zn = aは

rn cosnφ = |a| cosα · · · (i)

rn sinnφ = |a| sinα · · · (ii)
と同値である. (i)の両辺を 2乗したものと (ii)の両辺を 2乗したものを

加えれば, r2n = |a|2 が得られ, r は負でない実数だから r = n
√
|a| である. このとき, (i), (ii) を満たす 0 ≦ φ < 2π

は φ =
α+ 2kπ

n
(k = 0, 1, . . . , n − 1) で与えられるため, zn = a の解は n

√
|a|
(
cos

α+ 2kπ

n
+ i sin

α+ 2kπ

n

)
(k = 0, 1, . . . , n− 1) で与えられる.
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(1) |i| = 1, arg i =
π

2
だから, 求める解は cos

(π
4
+ kπ

)
+ i sin

(π
4
+ kπ

)
(k = 0, 1), すなわち ±1 + i√

2
である.

(2) | − i| = 1, arg i =
3π

2
だから, 求める解は cos

(
3π

4
+ kπ

)
+ i sin

(
3π

4
+ kπ

)
(k = 0, 1), すなわち ±−1 + i√

2
である.

(3) |1 + i| =
√
2, arg(1 + i) =

π

4
だから, 求める解は 4

√
2
(
cos
(π
8
+ kπ

)
+ i sin

(π
8
+ kπ

))
(k = 0, 1), す

なわち ± 4
√
2
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
である. ここで, 2 cos2

π

8
− 1 = cos

π

4
=

√
2

2
, 1 − 2 sin2

π

8
= sin

π

4
=

√
2

2
で

あり, cos
π

8
と sin

π

8
はともに正だから cos

π

8
=

√
2 +

√
2

2
, sin

π

8
=

√
2−

√
2

2
である. 従って, 求める解は

± 4
√
2

(√
2 +

√
2

2
+

√
2−

√
2

2
i

)
である.

(4)

∣∣∣∣∣1−
√
3i

2

∣∣∣∣∣ = 1, arg
1−

√
3i

2
=

5π

3
だから, 求める解は cos

(
5π

6
+ kπ

)
+ i sin

(
5π

6
+ kπ

)
(k = 0, 1), すなわ

ち ±−
√
3 + i

2
である.

(5) z4 = −1 は「z2 = i または z2 = −i」と同値だから, (1)と (2)により, 求める解は ±1 + i√
2
, ±−1 + i√

2
である.

(6) |i| = 1, arg i =
π

2
だから, 求める解は cos

(
π

8
+
kπ

2

)
+ i sin

(
π

8
+
kπ

2

)
(k = 0, 1, 2, 3), すなわち

±
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
= ±

(√
2 +

√
2

2
+

√
2−

√
2

2
i

)
と ±

(
− sin

π

8
+ i cos

π

8

)
= ±

(
−
√

2−
√
2

2
+

√
2 +

√
2

2
i

)
である.

(7) | − i| = 1, arg i =
3π

2
だから, 求める解は cos

(
3π

8
+
kπ

2

)
+ i sin

(
3π

8
+
kπ

2

)
(k = 0, 1, 2, 3), すなわち

±
(
cos

3π

8
+ i sin

3π

8

)
と ±

(
− sin

3π

8
+ i cos

3π

8

)
である. ここで, 下の演習問題 5の結果から

cos
3π

8
= 4 cos3

π

8
− 3 cos

π

8
=

(√
2− 1

)√
2 +

√
2

2
=

√(√
2− 1

)2 (
2 +

√
2
)

2
=

√
2−

√
2

2

sin
3π

8
= 3 sin

π

8
− 4 sin3

π

8
=

(√
2 + 1

)√
2−

√
2

2
=

√(√
2 + 1

)2 (
2−

√
2
)

2
=

√
2 +

√
2

2
だから, 求める解は

±

(√
2−

√
2

2
+

√
2 +

√
2

2
i

)
と ±

(
−
√
2 +

√
2

2
+

√
2−

√
2

2
i

)
である.

(8)解は cos
2kπ

5
+i sin

2kπ

5
(k = 0, 1, 2, 3, 4)で与えられる. 下の問題5の結果 16 sin5 φ−20 sin3 φ+5 sinφ = sin 5φ

において sin 5φ = 0 かつ sinφ ̸= 0 の場合，16 sin4 φ − 20 sin2 φ + 5 = 0 だから sinφ = ±
√

10± 2
√
5

4
である.

sin 5φ = 0かつ sinφ ̸= 0を満たす 0 ≦ φ < 2πは,
π

5
,
2π

5
,
3π

5
,
4π

5
,
6π

5
,
7π

5
,
8π

5
,
9π

5
の 8つで, 0 < sin

π

5
< sin

2π

5
だ

から sin
π

5
= sin

4π

5
=

√
10− 2

√
5

4
, sin

2π

5
= sin

3π

5
=

√
10 + 2

√
5

4
, sin

6π

5
= sin

9π

5
= − sin

π

5
= −

√
10− 2

√
5

4
,

sin
7π

5
= sin

8π

5
= − sin

2π

5
= −

√
10 + 2

√
5

4
である. また cos

2π

5
= 1−2 sin2

π

5
=

√
5− 1

4
, cos

4π

5
= 2 cos2

2π

5
−1 =

−
√
5 + 1

4
, cos

6π

5
= cos

4π

5
cos

2π

5
− sin

4π

5
sin

2π

5
= −

√
5 + 1

4
, cos

8π

5
= cos

2π

5
=

√
5− 1

4
が得られるため, 求め

る解は, 1,

√
5− 1

4
+

√
10 + 2

√
5

4
i, −

√
5 + 1

4
+

√
10− 2

√
5

4
i, −

√
5 + 1

4
−
√
10− 2

√
5

4
i,

√
5− 1

4
−
√

10 + 2
√
5

4
i で

ある.

(9) z10 − 1 = −(z5 − 1)((−z)5 − 1) だから z10 = 1 の解は z5 = 1 の解と, z5 = 1 の解を −1倍したものである.

従って (8)より, 求める解は ±1, ±
√
5− 1

4
±
√
10 + 2

√
5

4
i, ±

√
5− 1

4
±
√

10 + 2
√
5

4
i (複号任意)である.
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5. ド・モアブルの定理と二項定理から, 次の等式が成り立つ.

cos(nφ) + i sin(nφ) = (cosφ+ i sinφ)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
ik cosn−k φ sink φ

=

[n2 ]∑
j=0

(
n

2j

)
(−1)j cosn−2j φ sin2j φ+ i

[n−1
2 ]∑
j=0

(
n

2j + 1

)
(−1)j cosn−2j−1 φ sin2j+1 φ

上式の実部と虚部を比較すれば

cos(nφ) =

[n2 ]∑
j=0

(
n

2j

)
(−1)j cosn−2j φ sin2j φ, sin(nφ) =

[n−1
2 ]∑
j=0

(
n

2j + 1

)
(−1)j cosn−2j−1 φ sin2j+1 φ

が得られる. とくに, 上式で n = 3, 4, 5 の場合を考えれば, 以下の結果が得られる.

cos 3φ = cos3 φ− 3 cosφ sin2 φ = cos3 φ− 3 cosφ(1− cos2 φ) = 4 cos3 φ− 3 cosφ

sin 3φ = 3 cos2 φ sinφ− sin3 φ = 3(1− sin2 φ) sinφ− sin3 φ = 3 sinφ− 4 sin3 φ

cos 4φ = cos4 φ− 6 cos2 φ sin2 φ+ sin4 φ = cos4 φ− 6 cos2 φ(1− cos2 φ) + (1− cos2 φ)2 = 8 cos4 φ− 8 cos2 φ+ 1

sin 4φ = 4 cos3 φ sinφ− 4 cosφ sin3 φ = 4 cosφ
(
(1− sin2 φ) sinφ− sin3 φ

)
= 4 cosφ

(
sinφ− 2 sin3 φ

)
cos 5φ = cos5 φ− 10 cos3 φ sin2 φ+ 5 cosφ sin4 φ = cos5 φ− 10 cos3 φ(1− cos2 φ) + 5 cosφ(1− cos2 φ)2

= 16 cos5 φ− 20 cos3 φ+ 5 cosφ

sin 5φ = 5 cos4 φ sinφ− 10 cos2 φ sin3 φ+ sin5 φ = 5(1− sin2 φ)2 sinφ− 10(1− sin2 φ) sin3 φ+ sin5 φ

= 16 sin5 φ− 20 sin3 φ+ 5 sinφ

6. In = 1+cosφ+cos 2φ+ · · ·+cosnφ, Jn = sinφ+sin 2φ+ · · ·+sinnφ とおく. φ が 2π の整数倍ならば, 明らか

に In = n+1, Jn = 0 である. φ が 2π の整数倍ではない場合, ω = cosφ+ i sinφ とおけば, ωk = cos kφ+ i sin kφ

であり, ω ̸= 1 だから

In + iJn =

n∑
k=0

(cos kφ+ i sin kφ) =

n∑
k=0

ωk =
ωn+1 − 1

ω − 1
=

cos(n+ 1)φ− 1 + i sin(n+ 1)φ

cosφ− 1 + i sinφ

=
(cosφ− 1− i sinφ)(cos(n+ 1)φ− 1 + i sin(n+ 1)φ)

(cosφ− 1)2 + sin2 φ

=
(cosφ− 1)(cos(n+ 1)φ− 1) + sinφ sin(n+ 1)φ+ i((cosφ− 1) sin(n+ 1)φ− sinφ(cos(n+ 1)φ− 1))

2(1− cosφ)

=
cosnφ− cos(n+ 1)φ− cosφ+ 1 + i(sinnφ− sin(n+ 1)φ+ sinφ)

2(1− cosφ)

が得られる. In は上式の実部で，Jn は虚部だから, 次の結果が得られる.

In =
cosnφ− cos(n+ 1)φ− cosφ+ 1

2(1− cosφ)
, Jn =

sinnφ− sin(n+ 1)φ+ sinφ

2(1− cosφ)

7. ド・モアブルの定理から, ωk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
だから, とくに ωn = 1 である.

(1) ωm = 1, すなわち m が n の倍数ならば 1 + ωm + ω2m + · · ·+ ω(n−1)m = n であり, ωm ̸= 1, すなわち m が

n の倍数ではない場合は, 1 + ωm + ω2m + · · ·+ ω(n−1)m =
1− ωmn

1− ωm
= 0 である.

(2) n が偶数で, m が
n

2
の奇数倍の場合は,

2m

n
は奇数になるため, ωm = −1 である. 従って, この場合は

1− ωm + ω2m + · · ·+ (−1)n−1ω(n−1)m = n である. n が偶数で, m が
n

2
の奇数倍ではない場合は, ωm ̸= −1 だか
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ら 1− ωm + ω2m + · · ·+ (−1)n−1ω(n−1)m =
1− (−ωm)n

1− (−ωm)
=

1− (−1)n

1 + ωm
= 0 である. n が奇数の場合は, ωm ̸= −1

だから 1− ωm + ω2m + · · ·+ (−1)n−1ω(n−1)m =
1− (−ωm)n

1− (−ωm)
=

1− (−1)n

1 + ωm
=

2

1 + ωm
である.

8. (1) āb = 1 の両辺に a をかけると |a|2b = a が得られるため, |a| = 1 ならば a = b である. āb = 1 の両辺の共役

複素数を考えれば ab̄ = 1 が得られ, この両辺に b をかけると |b|2a = b が得られるため, |b| = 1 ならば a = b であ

る. 故に, |a| = 1 または |b| = 1 の場合, āb = 1 が成り立てば a = b となるため, a ̸= b であれば āb ̸= 1 である.

|a| = 1 の場合, āa = 1 だから

∣∣∣∣ a− b

1− āb

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a(a− b)

a(1− āb)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a(a− b)

a− b

∣∣∣∣ = |a| = 1. |b| = 1 の場合, b̄b = 1 だから∣∣∣∣ a− b

1− āb

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b̄(a− b)

b̄(1− āb)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b̄(a− b)

b̄− ā

∣∣∣∣ =
∣∣b̄∣∣ |a− b|∣∣b̄− ā

∣∣ =
|b||a− b|∣∣b− a

∣∣ =
|b||a− b|
|b− a|

= |b| = 1. 従って

∣∣∣∣ a− b

1− āb

∣∣∣∣ = 1 である.

(2) |a| < 1 かつ |b| < 1 ならば 1− |a|2 > 0 かつ 1− |b|2 > 0 だから

|1− āb|2 − |a− b|2 = (1− āb) (1− āb)− (a− b)(a− b) =
(
1− ab̄

)
(1− āb)−

(
ā− b̄

)
(a− b)

= 1 + |a|2|b|2 − |a|2 − |b2| =
(
1− |a|2

) (
1− |b|2

)
> 0．

従って |a − b|2 < |1− āb|2 だから 0 ≦ |a − b| < |1− āb| が得られ, この両辺を |1− āb| > 0 で割れば

∣∣∣∣ a− b

1− āb

∣∣∣∣ =
|a− b|
|1− āb|

< 1 が得られる.

9. まず z2 = a+ bi (a, b は実数) の解を x+ yi (x, y は実数) の形に表すことを考える.

b = 0 の場合は, a ≧ 0 ならば z = ±
√
a が解であり, a < 0 ならば z = ±

√
−ai が解である.

b ̸= 0 の場合, (x+ yi)2 = a+ bi の両辺の実部と虚部を比較して

x2 − y2 = a · · · (i)

2xy = b · · · (ii)
を得る. (ii)より x ̸= 0,

y =
b

2x
だから,これを (i)に代入すれば x2− b2

4x2
= aが得られるため, 4x4−4ax2−b2 = 0が成り立つ. これを x2 に

関する 2次方程式とみなせば, x2 ≧ 0 より x2 =
a+

√
a2 + b2

2
, よって x = ±

√√
a2 + b2 + a

2
である. y =

b

2x
より

y = ± b

|b|

√√
a2 + b2 − a

2
となるため, z2 = a + bi の解は b > 0 ならば ±

(√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2

)
,

b < 0 ならば ±

(√√
a2 + b2 + a

2
− i

√√
a2 + b2 − a

2

)
である. ここで, b = 0 の場合,

√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2
=

√
|a|+ a

2
+ i

√
|a| − a

2
=


√
a a ≧ 0

√
−ai a < 0

だから, b ≧ 0 の場合, z2 = a+ bi の解は ±

(√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2

)
である.

z2 + (α+ βi)z + γ + δi =

(
z +

α+ βi

2

)2

− α2 − β2 − 4γ

4
− αβ − 2δ

2
i だから, 与えられた方程式は

(
z +

α+ βi

2

)2

=
α2 − β2 − 4γ

4
+
αβ − 2δ

2
i

と同値である. 従って上の結果から, αβ ≧ 2δ ならば, 次の 2つが与えられた方程式のが解であり,

−α
2 +

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2+(α2−β2−4γ)

8 + i

(
−β

2 +

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2−(α2−β2−4γ)

8

)

−α
2 −

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2+(α2−β2−4γ)

8 + i

(
−β

2 −

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2−(α2−β2−4γ)

8

)
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αβ < 2δ ならば, 次の 2つが与えられた方程式の解である.

−α
2 +

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2+(α2−β2−4γ)

8 + i

(
−β

2 −

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2−(α2−β2−4γ)

8

)

−α
2 −

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2+(α2−β2−4γ)

8 + i

(
−β

2 +

√√
(α2−β2−4γ)2+4(αβ−2δ)2−(α2−β2−4γ)

8

)

10. az+ bz̄+ c = 0 の両辺の共役を考えれば b̄z+ āz̄+ c̄ = 0 だから, z が az+ bz̄+ c = 0 の解であることと, x = z,

y = z̄ が連立 1次方程式

(∗)

ax+ by = −c · · · (i)

b̄x+ āy = −c̄ · · · (ii)

の解であることは同値である.

|a| ̸= |b| の場合, (∗)はただ 1つの解 x =
bc̄− āc

|a|2 − |b|2
, y =

b̄c− ac̄

|a|2 − |b|2
をもつ. このとき y = x̄ が成り立っているた

め, z =
bc̄− āc

|a|2 − |b|2
は az + bz̄ + c = 0 の唯一の解である.

|a| = |b| の場合, (i)の両辺を ā 倍したものから (ii)の両辺を b 倍したものを引けば, bc̄− āc = 0 が得られるため,

bc̄− āc ̸= 0 ならば (∗)は解をもたない. 従って, |a| = |b| かつ bc̄− āc ̸= 0 ならば az + bz̄ + c = 0 は解をもたない．

|a| = |b| かつ bc̄ − āc = 0 の場合,
b

a
= λ,

c

a
= µ とおけば |λ| = 1 であり, b = λa, c = µa である. これらを

bc̄ = āc と az+ bz̄+ c = 0 に代入すれば λµ̄|a|2 = µ|a|2, az+λaz̄+µa = 0 が得られるため, λµ̄ = µ, z+λz̄+µ = 0

が成り立つ. c ̸= 0 のときは, µ ̸= 0 であり, 後者の両辺に µ̄ をかけて前者の等式を用いれば, µ̄z+µz̄+ |µ|2 = 0 を得

る. 従って 2Re(µ̄z) = −|µ|2 だから µ̄z = −|µ|2

2
+

|µ|2

2
ti を満たす実数 t がある. 故に z = −µ

2
+
µ

2
ti =

c

2a
(ti− 1)

は az + bz̄ + c = 0 の解になる. c = 0 の場合は µ = 0 だから, z + λz̄ = 0 である. arg λ = α とおき, z ̸= 0 のとき,

arg z = θ とおいて z = |z|(cos θ+ i sin θ), z̄ = |z|(cos(−θ) + i sin(−θ)), −λ = cos(π+α) + i sin(π+α) を z = −λz̄
に代入すれば cos θ+ i sin θ = cos(π + α− θ) + i sin(π + α− θ) が得られるため, θ = (2k + 1)π + α− θ を満たす整

数 k が存在する. 故に θ = kπ +
α+ π

2
だから z = (−1)ki|z|

(
cos

α

2
+ i sin

α

2

)
となるため, ν2 =

b

a
を満たす複素

数 ν を考えれば, z は z = iνt (t は実数) と表される.

以上から az + bz̄ + c = 0 が解をもつための必要十分条件は |a| ̸= |b| または「|a| = |b| かつ bc̄− āc = 0」である.

|a| ̸= |b| のとき, az + bz̄ + c = 0 は唯一の解 z =
bc̄− āc

|a|2 − |b|2
をもつ.

c ̸= 0かつ bc̄− āc = 0のとき, |b||c| = |b| |c̄| = |bc̄| = |āc| = |ā| |c| = |a||c|だから, |a| = |b|であり, az+bz̄+c = 0

の解は z =
c

2a
(ti− 1) (t は実数) で与えられる.

c = 0 かつ |a| = |b| のとき, ν2 =
b

a
を満たす複素数 ν を考えれば, az + bz̄ + c = 0 の解は z = iνt (t は実数) で

与えられる.

11. n による数学的帰納法で主張を示す. n = 1 の場合は, 主張が正しいことは明らかである. Sn =
n∑
j=1

|aj |2,

Tn =
n∑
j=1

|bj |2, Un =
n∑
j=1

ajbj とおき, n = l − 1 のときに主張が正しいと仮定すれば, 次の等式が成り立つ.

|Ul−1|2 = Sl−1Tl−1 −
∑

1≦j<k≦l−1

|aj b̄k − ak b̄j |2

Sl = Sl−1 + |al|2, Tl = Tl−1 + |bl|2, Ul = Ul−1 + albl だから, 上の等式を用いれば

|Ul|2 − SlTl = UlUl − SlTl =
(
U l−1 + ālb̄l

)
(Ul−1 + albl)− (Sl−1 + |al|2)(Tl−1 + |bl|2)

= |Ul−1|2 + Ul−1ālb̄l + U l−1albl − Sl−1Tl−1 − Sl−1|bl|2 − Tl−1|al|2

= −
∑

1≦j<k≦l−1

|aj b̄k − ak b̄j |2 + Ul−1ālb̄l + U l−1albl − Sl−1|bl|2 − Tl−1|al|2
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が得られる. ここで,

Ul−1ālb̄l + U l−1albl − Sl−1|bl|2 − Tl−1|al|2 =

l−1∑
j=1

ajbj ālb̄l +

l−1∑
j=1

āj b̄jalbl −
l−1∑
j=1

|aj |2|bl|2 −
l−1∑
j=1

|al|2|bj |2

=

l−1∑
j=1

(
ajbj ālb̄l + āj b̄jalbl − aj ājblb̄l − alālbj b̄j

)
= −

l−1∑
j=1

(
aj b̄l − alb̄j

)
(ājbl − ālbj) = −

l−1∑
j=1

∣∣aj b̄l − alb̄j
∣∣2

だから, 上式より∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣∣
2

−
n∑
j=1

|aj |2
n∑
j=1

|bj |2 = |Ul|2 − SlTl = −
∑

1≦j<k≦l−1

|aj b̄k − ak b̄j |2 −
l−1∑
j=1

∣∣aj b̄l − alb̄j
∣∣2

= −
∑

1≦j<k≦n
|aj b̄k − ak b̄j |2

が得られて, n = l のときも主張が正しいことがわかる.

12. 三角不等式 |z + w| ≦ |z| + |w| から, n による数学的帰納法で |z1 + z2 + · · · + zn| ≦ |z1| + |z2| + · · · + |zn|
が成り立つことは容易に示される. また, |λz| = |λ||z| だから, λ が負でない実数ならば |λz| = λ|z| が成り立つ.

λ1, λ2, . . . , λn が負でない実数で, λ1 + λ2 + · · · + λn = 1 ならば λj > 0 となる j が存在し, |a1|, |a2|, . . . , |an| < 1

ならば, λj > 0 である j に対して λj |aj | < λj である. 従って

|λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan| ≦ |λ1a1|+ |λ2a2|+ · · ·+ |λnan| = λ1|a1|+ λ2|a2|+ · · ·+ λn|an|

< λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1.

13. (1) |z − a|+ |z + a| = 2r を満たす複素数 z が存在すれば, 三角不等式より

2|a| = |(a− z) + (a+ z)| ≦ |a− z|+ |a+ z| = |z − a|+ |z + a| = 2r

だから |a| ≦ r である. 逆に |a| ≦ r ならば z =

r a = 0

ra
|a| a ̸= 0

のとき |z − a|+ |z + a| = 2r が成り立つ.

(2) a = 0 のときは |z| は一定の値 r をとるため, 以下では a ̸= 0 とする. z は a, −a を焦点とする楕円の周囲を動
くため, |z| が最大になるのは z が長軸上にあるときで. |z| が最小になるのは z が短軸上にあるときである. z が長

軸上にあるときは z = at となる実数が存在して |t| ≧ 1 である. このとき |at−a|+ |at+a| = 2r だから 2|a||t| = 2r

が得られるため t = ± r

|a|
である. 従って |z| が最大になるのは z = ± ra

|a|
のときで, |z| の最大値は r である. z が

短軸上にあるときは z = ait となる実数が存在する. このとき |ait− a|+ |ait+ a| = 2r だから 2|a|
√
1 + t2 = 2r が

得られるため t = ±
√
r2 − |a|2
|a|

である. 従って |z| が最小になるのは z = ±
√
r2 − |a|2
|a|

i のときで, |z| の最小値は√
r2 − |a|2 である.

[参考] |z − a| + |z + a| = 2r のとき, 三角不等式より 2|z| = |(z − a) + (z + a)| ≦ |z − a| + |z + a| = 2r だから

|z| ≦ r である. |z − a| + |z + a| = 2r の両辺を 2乗すれば |z − a|2 + 2|z − a||z + a| + |z + a|2 = 4r2 が得られ,

|z − a|2 + |z + a|2 = (z̄ − ā) (z − a) + (z̄ + ā) (z + a) = 2|z|2 + 2|a|2 だから 2|z|2 + 2|z − a||z + a|+ 2|a|2 = 4r2 が

成り立つ. 従って
∣∣z2 − a2

∣∣ = 2r2 − |z|2 − |a|2 であり, この両辺を 2乗した等式と∣∣z2 − a2
∣∣2= (z̄2 − ā2

) (
z2 − a2

)
=
∣∣z2∣∣2 + ∣∣a2∣∣2 − z̄2a2 − z2ā2 = |z|4 + |a|4 − 2Re(z2ā2)(

2r2 − |z|2 − |a|2
)2

= 4r4+ |z|4+ |a|4− 4r2|z|2− 4r2|a|2+ 2|z|2|a|2= 4r2
(
r2 − |z|2 − |a|2

)
+ |z|4+ |a|4+ 2

∣∣z2ā2∣∣
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より 2r2
(
|z|2 + |a|2 − r2

)
= Re(z2ā2) + |z2ā2| が得られる. |z2ā2| ≧

∣∣Re (z2ā2)∣∣ だから, 左式の右辺は 0 以上であ

る. 故に |z|2 + |a|2 − r2 ≧ 0 より |z|2 ≧ r2 − |a|2 すなわち |z| ≧
√
r2 − |a|2 である.

14. j = 1, 2, . . . , nに対し,

(
A −B
B A

)
の第n+j行を i倍して第 j行に加えて得られる行列

(
A+ iB −B + iA

B A

)
を

考え,次に k = 1, 2, . . . , nに対し,この行列の第k列を−i倍して第n+k列に加えて得られる行列

(
A+ iB O

B A− iB

)

を考えれば, これらの行列式の値はもとの行列の行列式の値に等しいため,

∣∣∣∣∣A −B
B A

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣A+ iB −B + iA

B A

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣A+ iB O

B A− iB

∣∣∣∣∣ = |A+ iB||A− iB| が得られる.
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線形数学 II 演習問題 第12回 ベクトル空間・部分空間

1. 以下で与えられる R3 の部分集合 V が R3 の加法とスカラー倍で R3 の部分空間であるかどうかを, 理由ととも

に答えよ.

(1) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ xy ≧ 0

 (2) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ z ̸= 0

 (3) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ z = x+ 2y


(4) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ z = 0

 (5) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ xy = 0

 (6) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ z2 = x2 + y2


(7) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ x3 = y3

 (8) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ xyz ≦ 0

 (9) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ x, y, zは整数


(10) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
(
x y

z z

)(
1

2

)
=

(
0

0

) (11) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
(
x y

z x

)(
1

2

)
=

(
1

0

)
(12) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
(
x y

y z − 1

)(
3

−1

)
=

(
0

0

) (13) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
(
x y

z2 x

)(
1

2

)
=

(
0

0

)
(14) V =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣
x y

y z

z x

( 1

−2

)
=

0

0

0




2. 以下で与えられる Mn(C) の部分集合 V が Mn(C) の加法とスカラー倍でMn(C) の部分空間であるかどうか

を, 理由とともに答えよ. ただし, A = (aij) ∈Mm,n(C) に対し, āji を (i, j)成分とする n×m行列を A∗ で表す.

(1) V = {A ∈Mn(C) | trA = 0} (2) V = {A ∈Mn(C) |A∗ = A} (3) V = {A ∈Mn(C) |A∗A = En}
(4) V = {A ∈Mn(C) | |A| = 0} (5) V = {A ∈Mn(C) |Aは上半三角行列 }

3. 以下で与えられるベクトル空間 V の部分集合 W が, V の加法とスカラー倍で V の部分空間であるかどうかを,

理由とともに答えよ. ただし, a, b は実数とし, 第 j 成分が xj である x ∈ Kn に対し, ∥x∥ =

√
n∑
j=1

|xj |2 とおく.

(1) V = Kn, W = {x ∈ V |Ax = b}. (A ∈Mm,n(K), b ∈ Km)

(2) V = Kn, W = {x ∈ V | ∥x∥ = c}. (c は負でない実数)

(3) V =Ml,m(K), W = {X ∈ V |AXB = C}. (A ∈Mk,l(K), B ∈Mm,n(K), C ∈Mk,n(K))

(4) V =Mm,n(K), W = {X ∈ V |AX −XB = C}. (A ∈Mm(K), B ∈Mn(K), C ∈Mm,n(K))

(5) V = {f : [a, b] → R | fは連続関数 }, W =

{
f ∈ V

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)p(x)dx = 0

}
. (p ∈ V )

(6) V = {f : [a, b] → R | fは連続関数 }, W = {f ∈ V | f(a) = f(b) = 0}.

(7) V = {f : (a, b)→R | fはCn級関数 }, W =

{
f ∈ V

∣∣∣∣ n∑
k=0

αk(x)f
(k)(x) = β(x)

}
. (αk, β : (a, b)→R は連続)

(8) V = {f : (a, b)→R | fはC2級関数 }, W = {f ∈ V | f ′′(x) = −k sin f(x)} (k は 0 でない実数)
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第 12回の演習問題の解答

1. (1)

2

0

0

 ,

−1

−1

0

 ∈ V であるが

2

0

0

+

−1

−1

0

 =

 1

−1

0

 ̸∈ V だから V はR3 の部分空間ではない.

(2)

0

0

0

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(3) x =

xy
z

 ,y =

uv
w

 ∈ V , r ∈ R とすれば z = x + 2y, w = u + 2v だから, z + w = (x + u) + 2(y + v),

rz = rx+ 2ry であり, x+ y =

x+ u

y + v

z + w

, rx =

rxry
rz

 より, x+ y, rx ∈ V である. 従って V は R3 の部分空間

である.

(4) x =

xy
z

 ,y =

uv
w

 ∈ V , r ∈ R とすれば z = w = 0 だから, x + y =

x+ u

y + v

0

, rx =

rxry
0

 より,

x+ y, rx ∈ V である. 従って V は R3 の部分空間である.

(5)

1

0

0

 ,

0

1

0

 ∈ V であるが

1

0

0

+

0

1

0

 =

1

1

0

 ̸∈ V だから V はR3 の部分空間ではない.

(6)

1

0

1

 ,

0

1

1

 ∈ V であるが

1

0

1

+

0

1

1

 =

1

1

2

 ̸∈ V だから V はR3 の部分空間ではない.

(7) 実数 x, y が x3 = y3 を満たせば (x − y)

((
x+

y

2

)2
+

3y2

4

)
= x3 − y3 = 0 より, x = y だから, V =

xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ x = y

 である. 従って x =

xy
z

 ,y =

uv
w

 ∈ V , r ∈ R とすれば x = y, u = v だから,

x+ y =

x+ u

y + v

z + w

, rx =

rxry
rz

 と x+ u = y+ v, rx = ry より, x+ y, rx ∈ V である. 従って V は R3 の部分空

間である.

(8)

−1

−1

−1

 ∈ V であるが (−1)

−1

−1

−1

 =

1

1

1

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(9)

1

0

0

 ∈ V であるが
1

2

1

0

0

 =


1
2

0

0

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(10)

xy
z

 ∈ R3 が V に属するためには

(
x y

z z

)(
1

2

)
=

(
0

0

)
が成り立つことが必要十分であるが, これは

x+ 2y = z = 0 が成り立つことと同値である. 従って x =

xy
z

 ,y =

uv
w

 ∈ V , r ∈ R とすれば x+ 2y = z = 0 ,
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u+2v = w = 0 だから, (x+u)+2(y+ v) = z+w = 0, rx+2ry = rz = 0 であり, x+y =

x+ u

y + v

z + w

, rx =

rxry
rz


より, x+ y, rx ∈ V である. 従って V は R3 の部分空間である.

(11)

0

0

0

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(12)

0

0

0

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(13)

−2

1

2

 ∈ V であるが (−1)

−2

1

2

 =

 2

−1

−2

 ̸∈ V だから V は R3 の部分空間ではない.

(14)

xy
z

 ∈ R3 が V に属するためには

x y

y z

z x

( 1

−2

)
=

0

0

0

 が成り立つことが必要十分であるが, これは

x− 2y = y− 2z = z− 2x = 0 が成り立つことと同値であり, さらにこれは x = y = z = 0 であることと同値である.

従って V は R3 の零ベクトルのみからなる集合だから V は R3 の部分空間である.

2. (1) A,B ∈ V , c ∈ C ならば trA = trB = 0 だから tr(A+B) = trA+ trB = 0+ 0 = 0, tr(cA) = ctrA = 0 であ

る. 故に A+B, cA ∈ V だから V は Mn(C) の部分空間である.

(2) En ∈ V であるが, (iEn)
∗ = −iEn ̸= iEn だから, iEn ̸∈ V である. 故に V は Mn(C) の部分空間ではない.

(3) O∗
nOn = On ̸= En だから On ̸∈ V となるため, V は Mn(C) の部分空間ではない.

(4) A =
(
0 e2 e3 . . . en

)
, B =

(
e1 0 0 . . . 0

)
とおけば, |A| = |B| = 0 だから A,B ∈ V であるが,

A+B = En だから |A+B| = 1 ̸= 0 となるため A+B ̸∈ V である. 故に V は Mn(C) の部分空間ではない.

(5) A = (ajk), B = (bjk) ∈ V , c ∈ C ならば 1 ≦ k < j ≦ n に対し, ajk = bjk = 0 である. A+B = (ajk + bjk),

cA = (cajk) であり, 1 ≦ k < j ≦ n に対し, ajk + bjk = cajk = 0 だから A+B と cA も上半三角行列である. 従っ

て A+B, cA ∈ V となるため, V は Mn(C) の部分空間である.

3. (1) b ̸= 0 の場合, A0 = 0 ̸= b だから 0 ̸∈W である. 従って b ̸= 0 の場合は W は V の部分空間ではない.

b = 0 の場合, x,y ∈ W , r ∈ K ならば Ax = Ay = 0 だから A(x + y) = Ax + Ay = 0 + 0 = 0,

A(rx) = rAx = r0 = 0 である. 故に x+ y, rx ∈W となるため, b = 0 の場合は W は V の部分空間である.

(2) c ̸= 0 の場合, ∥0∥ = 0 ̸= c だから 0 ̸∈W である. 従って c ̸= 0 の場合は W は V の部分空間ではない.

c = 0 の場合, ∥x∥ = 0 であることは, x = 0 であることと同値だから, W は V の零ベクトルのみからなる集合

になるため W は V の部分空間である.

(3) C ̸= Ok,n の場合, AOl,mB = Ok,n ̸= C だから Ol,m ̸∈ W である. 従って C ̸= Ok,n の場合は W は V の部

分空間ではない.

C = Ok,n の場合, X,Y ∈ W , r ∈ K ならば AXB = AY B = Ok,n だから A(X + Y )B = AXB + AY B =

Ok,n +Ok,n = Ok,n, A(rX)B = rAXB = rOk,n = Ok,n である. 故に X + Y, rX ∈W となるため, C = Ok,n の場

合は W は V の部分空間である.

(4) C ̸= Om,n の場合, AOm,n −Om,nB = Om,n ̸= C だから Om,n ̸∈ W である. 従って C ̸= Om,n の場合は W

は V の部分空間ではない.

C = Om,n の場合, X,Y ∈ W , r ∈ K ならば AX −XB = AY − Y B = Om,n だから A(X + Y )− (X + Y )B =

AX −XB +AY − Y B = Om,n +Om,n = Om,n, A(rX)− (rX)B = r(AX −XB) = rOm,n = Om,n である. 故に

X + Y, rX ∈W となるため, C = Om,n の場合は W は V の部分空間である.
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(5) f, g ∈W , r ∈ R ならば
∫ b

a

f(x)p(x)dx =

∫ b

a

g(x)p(x)dx = 0 だから

∫ b

a

(f + g)(x)p(x)dx =

∫ b

a

(f(x) + g(x))p(x)dx =

∫ b

a

(f(x)p(x) + g(x)p(x))dx

=

∫ b

a

f(x)p(x)dx+

∫ b

a

g(x)p(x)dx = 0 + 0 = 0,∫ b

a

(rf)(x)p(x)dx =

∫ b

a

rf(x)p(x)dx = r

∫ b

a

f(x)p(x)dx = r0 = 0

となるため, f + g, rf ∈ V である. 従って W は V の部分空間である.

(6) f, g ∈ W , r ∈ R ならば f(a) = f(b) = g(a) = g(b) = 0 だから (f + g)(a) = f(a) + g(a) = 0 + 0 = 0,

(f+g)(b) = f(b)+g(b) = 0+0 = 0, (rf)(a) = rf(a) = r0 = 0, (rf)(b) = rf(b) = r0 = 0となるため, f+g, rf ∈ V

である. 従って W は V の部分空間である.

(7) β が (a, b) でつねに 0 の値をとる定数値関数の場合, f, g ∈ W , r ∈ R ならば
n∑
k=0

αk(x)f
(k)(x) = 0

かつ
n∑
k=0

αk(x)g
(k)(x) = 0 が任意の x ∈ (a, b) に対して成り立つ. 1 つ目の式と 2 つ目の式を辺々加えれば

n∑
k=0

αk(x)(f
(k)(x) + g(k)(x)) = 0 が得られるが, f (k)(x) + g(k)(x) = (f + g)(k)(x) だから, この等式は f + g ∈ W

であることを示している. また, 1 つ目の式の両辺に c ∈ R をかければ
n∑
k=0

αk(x)cf
(k)(x) = 0 が得られるが,

cf (k)(x) = (cf)(k)(x) だから, この等式は cf ∈W であることを示している. 故に W は V の部分空間である. 区間

(a, b)で値がつねに 0である定数値関数が V の零ベクトル 0であり,任意の x ∈ (a, b)に対して
n∑
k=0

αk(x)0
(k)(x) = 0

が成り立つため, β が (a, b) で 0以外の値をとる関数ならば
n∑
k=0

αk(x)0
(k)(x) = β(x) を満たさない x ∈ (a, b) があ

る. 従って β が (a, b) で 0以外の値をとる関数の場合, W は V の零ベクトル 0 を含まないため, W は V の部分空

間ではない.

(8) 区間 (a, b) で値がつねに π である定数値関数を f で表せば, すべての x ∈ (a, b) に対して f ′′(x) = 0 =

−k sinπ = −k sin f(x) だから f ∈ W である. 一方
1

2
f は区間 (a, b) で値がつねに

π

2
である定数値関数だから,(

1

2
f

)′′

(x) = 0 であるが, −k sin
(
1

2
f(x)

)
= −k sin π

2
= −k ̸= 0 だから

1

2
f は W に属さない. 従って W は V の

部分空間ではない.
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線形数学 II 演習問題 第13回 ベクトル空間の基底と次元

1. A =

 1 2 3 −1

2 1 1 0

−3 0 1 −1

, B =


1 1 −1 −1

0 1 0 1

1 0 −1 −2

1 −1 1 3

, C =


1 −1 1 2

0 1 −1 −1

2 −1 1 3

1 −2 2 3

, D =


1 2 −1 −2

2 −1 −1 −1

1 −3 0 1

3 1 −2 −3

 と
するとき, 以下で与えるベクトル空間の次元と一組の基底を求めよ.

(1) {x ∈ K4|Ax = 0} (2) {b ∈ K3|Ax = bを満たす x ∈ K4 がある }
(3) {x ∈ K4|Bx = 0} (4) {b ∈ K4|Bx = bを満たす x ∈ K4 がある }
(5) {x ∈ K4|Cx = 0} (6) {b ∈ K4|Cx = bを満たす x ∈ K4 がある }
(7) {x ∈ K4|Dx = 0} (8) {b ∈ K4|Dx = bを満たす x ∈ K4 がある }

2. 以下で与えるベクトル空間 V におけるベクトルの集合 S の中から, 1次独立である極大な部分集合を 1つ選ぶこ

とにより, S で生成される V の部分空間の一組の基底を求めよ.

(1) V = K3, S =


1

a

a

 ,

 1

a− 1

a− 2

 ,

 −p− q

−ap− aq + q

−ap− aq + 2q


 (2) V = K4, S =




1

1

−1

2

 ,


2

1

0

−2

 ,


0

1

−2

6




(3) V = K4, S =




1

2

−2

1

 ,


3

1

−1

0

 ,


4

3

−3

1

 ,


7

0

0

1


 (4) V = K4, S =




1

2

3

4

 ,


1

−1

1

−1

 ,


0

3

2

1

 ,


1

−1

1

1




(5) V = K4, S =




1

0

−1

2

 ,


0

1

3

0

 ,


1

−1

−1

2

 ,


1

0

1

2


 (6) V = K4, S =




1

−1

2

2

 ,


−1

1

−3

−1

 ,


0

0

−1

1

 ,


2

−2

5

3




(7) V =M2(K), S =

{(
1 2

0 −1

)
,

(
0 −1

1 2

)
,

(
1 1

1 1

)
,

(
2 3

1 0

)
,

(
0 1

0 1

)}
(8) V = P (R), S = {1 + x+ x2 + x3, 1 + x2 + 2x3, x− x3}
(9) V = P (R), S = {1 + x, 3 + 3x, 3x(1 + x), 1 + 2x+ x2, 1 + x3}
(10) C∞(0, 2π) における {1, sin2 x, cos2 x, sin 2x, cos 2x, sin3 x, cos3 x, sin 3x, cos 3x}

3. K 上のベクトル空間 V の k個のベクトル a1,a2, . . . ,ak が 1次独立であるとき, 次の k個のベクトルは 1次独

立であるかどうか, 理由とともに答えよ. (1) a1 + a2,a2 + a3, . . . ,ak−1 + ak,ak + a1

(2) a1 − a2,a2 − a3, . . . ,ak−1 − ak,ak − a1 (3) a1,a1 + a2, . . . ,a1 + a2 + · · ·+ ak

4. 以下で与えるベクトル空間の次元と一組の基底を求めよ. ただし, (6), (7)の Mn(C) はR上のベクトル空間と

みなす. (9), (10)の P は P =

a 0 0

0 b 0

0 0 c

 で, (9)では a, b, c を互いに異なり, (10)では a = b ̸= c である. また,

(14)の Seq(R) は実数列全体からなる集合で, 数列の和と実数倍によってR上のベクトル空間になる.

(1) K3 の部分空間

⟨ 1

−2

1

 ,

 2

1

−2

 ,

1

3

2

⟩ (2) K3 の部分空間

⟨1

2

1

 ,

−3

−2

5

 ,

1

3

3

⟩

(3) {A ∈Mn(K) | trA = 0} (4) {A ∈Mn(K) | tA = A} (5) {A ∈Mn(K) | tA = −A}
(6) {A ∈Mn(C) |A∗ = A} (7) {A ∈Mn(C) |A∗ = −A} (8) {A ∈Mn(K) |Aは上半三角行列 }
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(9) {A ∈M3(K) |AP = PA} (10) {A ∈M3(K) |AP = PA}
(11) {f(x) ∈ P3(K)| f(−1) = f(1) = 0} (12) {A ∈Mn(K) |Aは対角成分がすべて 0である上半三角行列 }
(13) {f(x) ∈ P4(K)|すべての自然数 nに対し, f(n)− 3f(n− 1) + 3f(n− 2)− f(n− 3) = 0}
(14) {{xn}∞n=0 ∈ Seq(R) | {xn}∞n=0 は漸化式 xn+3 = xn+2 − xn+1 + xn を満たす }

(15)

{
f(x) ∈ P4(R)

∣∣∣∣λf(x) = ∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt

}
(定数 λ の値によって場合分けせよ.)
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第 13回の演習問題の解答

1. P = A,B,C,D とするとき, 連立 1次方程式 Px = b の b = 0 の場合の解と, 解をもつための b が満たすべき条

件を求める.

(1), (2)

 1 2 3 −1 p

2 1 1 0 q

−3 0 1 −1 r

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 2 3 −1 p

0 −3 −5 2 q − 2p

0 6 10 −4 r + 3p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 − 1
3

1
3

2q
3 − p

3

0 −3 −5 2 q − 2p

0 0 0 0 r − p+ 2q

 より, Ax = 0 の解は


t− u

−5t+ 2u

3t

3u

 = t


1

−5

3

0

+ u


−1

2

0

3

 (t, u ∈ K) と表される.


1

−5

3

0

 ,


−1

2

0

3

 は 1次独立だから, これらが (1)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次元は 2 である.

Ax = b =

pq
r

 が解をもつ条件は r = p − 2q だから b =

 p

q

p− 2q

 = p

1

0

1

 + q

 0

1

−2

 (p, q ∈ K) と表され

る.

1

0

1

 ,

 0

1

−2

 は 1次独立だから, これらが (2)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次元は 2 である.

(3), (4)


1 1 −1 −1 p

0 1 0 1 q

1 0 −1 −2 r

1 −1 1 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 −1 p

0 1 0 1 q

0 −1 0 −1 r − p

0 −2 2 4 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −2 p− q

0 1 0 1 q

0 0 0 0 r − p+ q

0 0 2 6 s− p+ 2q

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 −1 −2 p− q

0 1 0 1 q

0 0 2 6 s− p+ 2q

0 0 0 0 r − p+ q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 p

2 + s
2

0 1 0 1 q

0 0 2 6 s− p+ 2q

0 0 0 0 r − p+ q

 より, Bx = 0 の解は


t

t

3t

−t

 = t


1

1

3

−1

 (t ∈ K) と表される.


1

1

3

−1

 は 1次独立だか

ら, これが (3)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次元は 1である.

Bx = b =


p

q

r

s

 が解をもつ条件は r = p − q だから b =


p

q

p− q

s

 = p


1

0

1

0

 + q


0

1

−1

0

 + s


0

0

0

1

 (p, q, s ∈ K)

と表される.


1

0

1

0

 ,


0

1

−1

0

 ,


0

0

0

1

 は 1次独立だから, これらが (3)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次

元は 3である.
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(5), (6)


1 −1 1 2 p

0 1 −1 −1 q

2 −1 1 3 r

1 −2 2 3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 2 p

0 1 −1 −1 q

0 1 −1 −1 r − 2p

0 −1 1 1 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1 p+ q

0 1 −1 −1 q

0 0 0 0 r − 2p− q

0 0 0 0 s− p+ q

 より, Cx = 0 の解は


−u
t+ u

t

u

 = t


0

1

1

0

 + u


−1

1

0

1

 (t, u ∈ K) と表される.


0

1

1

0

 ,


−1

1

0

1

 は 1次独立だから, これらが (5)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次元は 2 である.

Cx = b =


p

q

r

s

 が解をもつ条件は r = 2p + q かつ s = p − q だから b =


p

q

2p+ q

p− q

 = p


1

0

2

1

 + q


0

1

1

−1



(p, q ∈ K) と表される.


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1

 は 1次独立だから, これらが (6)で与えられたベクトル空間の基底になり, そ

の次元は 2 である.

(7), (8)


1 2 −1 −2 p

2 −1 −1 −1 q

1 −3 0 1 r

3 1 −2 −3 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 −1 −2 p

0 −5 1 3 q − 2p

0 −5 1 3 r − p

0 −5 1 3 s− 3p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 3

5 − 4
5

p
5 + 2q

5

0 −5 1 3 q − 2p

0 0 0 0 r + p− q

0 0 0 0 s− p− q

 より, Dx = 0 の解は


3t+ 4u

t+ 3u

5t

5u

 = t


3

1

5

0

 + u


4

3

0

5

 (t, u ∈ K) と表される.


3

1

5

0

 ,


4

3

0

5

 は 1次独立だから, これらが (7)で与えられたベクトル空間の基底になり, その次元は 2 である.

Dx = b =


p

q

r

s

 が解をもつ条件は r = −p + q かつ s = p + q だから b =


p

q

−p+ q

p+ q

 = p


1

0

−1

1

 + q


0

1

1

1



(p, q ∈ K) と表される.


1

0

−1

1

 ,


0

1

1

1

 は 1次独立だから, これらが (8)で与えられたベクトル空間の基底になり, そ

の次元は 2 である.

2. (1) x

1

a

a

 + y

 1

a− 1

a− 2

 + z

 −p− q

−ap− aq + q

−ap− aq + 2q

 = 0 を満たす x, y, z を求める.

1 1 −p− q

a a− 1 −ap− aq + q

a a− 2 −ap− aq + 2q


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(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 −p− q

0 −1 q

0 −2 2q

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −p
0 −1 q

0 0 0

 より, t を任意の定数とすれば x = pt, y = qt,

z = t である. 従って, z = 0 の場合は x = y = 0 となるため,

1

a

a

 ,

 1

a− 1

a− 2

 は 1次独立であるが, t = 1 の場合に

p

1

a

a

 + q

 1

a− 1

a− 2

 +

 −p− q

−ap− aq + q

−ap− aq + 2q

 = 0 が成り立ち,

 −p− q

−ap− aq + q

−ap− aq + 2q

 = −p

1

a

a

 − q

 1

a− 1

a− 2

 が得られ
るため,

1

a

a

 ,

 1

a− 1

a− 2

 は与えられた部分空間を生成することがわかる. 故に

1

a

a

 ,

 1

a− 1

a− 2

 が求める基底で, 与

えられた部分空間の次元は 2である.

(2) x


1

1

−1

2

+ y


2

1

0

−2

+ z


0

1

−2

6

 = 0 を満たす x, y, z を求める.


1 2 0

1 1 1

−1 0 −2

2 −2 6

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0

0 −1 1

0 2 −2

0 −6 6

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2

0 −1 1

0 0 0

0 0 0

 より, t を任意の定数とすれば x = −2t, y = t, z = t である. 従っ

て, z = 0 の場合は x = y = 0 となるため,


1

1

−1

2

 ,


2

1

0

−2

 は 1次独立であるが, −2


1

1

−1

2

+


2

1

0

−2

+


0

1

−2

4

 = 0

が成り立つため,


1

1

−1

2

 ,


2

1

0

−2

 ,


0

1

−2

6

 は 1次従属である. 故に


1

1

−1

2

 ,


2

1

0

−2

 は S の中で 1次独立なベクトル

からなる極大な集合であり, S で生成される V の部分空間の基底になる.

(3) x


1

2

−2

1

+y


3

1

−1

0

+z


4

3

−3

1

+w


7

0

0

1

= 0を満たす x, y, z, wを求める.


1 3 4 7

2 1 3 0

−2 −1 −3 0

1 0 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 4 7

0 −5 −5 −14

0 5 5 14

0 −3 −3 −6

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する


1 3 4 7

0 −5 −5 −14

0 5 5 14

0 1 1 2

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 3 4 7

0 1 1 2

0 5 5 14

0 −5 −5 −14

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1

0 1 1 2

0 0 0 4

0 0 0 −4

 第 3 行を−−−−−→
1
4 倍する


1 0 1 1

0 1 1 2

0 0 0 1

0 0 0 −4

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 より, t を任意の定数とすれば x =
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−t, y = −t, z = t, w = 0 である. 従って, z = 0 の場合は x = y = w = 0 となるため,


1

2

−2

1

,


3

1

−1

0

,


7

0

0

1

 は 1

次独立である. z = t = 1 の場合を考えれば,


4

3

−3

1

 =


1

2

−2

1

+


3

1

−1

0

 が成り立つため,


1

2

−2

1

,


3

1

−1

0

,


7

0

0

1

 は

与えられた部分空間を生成する. 故に


1

2

−2

1

,


3

1

−1

0

,


7

0

0

1

 は与えられた部分空間の基底になる.

(4) x


1

2

3

4

+y


1

−1

1

−1

+z


0

3

2

1

+w


1

−1

1

1

 = 0を満たす x, y, z, wを求める.


1 1 0 1

2 −1 3 −1

3 1 2 1

4 −1 1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0 1

0 −3 3 −3

0 −2 2 −2

0 −5 1 −3

 第 2 行−−−−−→
を − 1

3 倍


1 1 0 1

0 1 −1 1

0 −2 2 −2

0 −5 1 −3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0

0 1 −1 1

0 0 0 0

0 0 −4 2

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 1 0

0 1 −1 1

0 0 −4 2

0 0 0 0

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

4 倍する


1 0 1 0

0 1 −1 1

0 0 1 − 1
2

0 0 0 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

2

0 1 0 1
2

0 0 1 − 1
2

0 0 0 0

より, tを任意の定数とすれば

x = −t, y = −t, z = t, w = 2t である. 従って, w = 0 の場合は x = y = z = 0 となるため,


1

2

3

4

 ,


1

−1

1

−1

 ,


0

3

2

1



は 1次独立であるが, −


1

2

3

4

−


1

−1

1

−1

+


0

3

2

1

+ 2


1

−1

1

1

 = 0 が成り立つため,


1

2

3

4

 ,


1

−1

1

−1

 ,


0

3

2

1

 ,


1

−1

1

1

 は

1次従属である. 故に


1

2

3

4

 ,


1

−1

1

−1

 ,


0

3

2

1

 は S の中で 1次独立なベクトルからなる極大な集合であり, S で生成さ

れる V の部分空間の基底になる.

(5) x


1

0

−1

2

+y


0

1

3

0

+z


1

−1

−1

2

+w


1

0

1

2

 = 0を満たす x, y, z, wを求める.


1 0 1 1

0 1 −1 0

−1 3 −1 1

2 0 2 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 1

0 1 −1 0

0 3 0 2

0 0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1

0 1 −1 0

0 0 3 2

0 0 0 0

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する


1 0 1 1

0 1 −1 0

0 0 1 2
3

0 0 0 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

3

0 1 0 2
3

0 0 1 2
3

0 0 0 0


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より, t を任意の定数とすれば x = −t, y = −2t, z = −2t, w = 3t である. 従って, w = 0 の場合は x = y = z = 0

となるため,


1

0

−1

2

 ,


0

1

3

0

 ,


1

−1

−1

2

 は 1次独立であるが, −


1

0

−1

2

 − 2


0

1

3

0

 − 2


1

−1

−1

2

 + 3


1

0

1

2

 = 0 が成り立つ

ため,


1

0

−1

2

 ,


0

1

3

0

 ,


1

−1

−1

2

 ,


1

0

1

2

 は 1次従属である. 故に


1

0

−1

2

 ,


0

1

3

0

 ,


1

−1

−1

2

 は S の中で 1次独立なベクト

ルからなる極大な集合であり, S で生成される V の部分空間の基底になる.

(6) x


1

−1

2

2

+y


−1

1

−3

−1

+z


0

0

−1

1

+w


2

−2

5

3

= 0を満たす x, y, z, wを求める.


1 −1 0 2

−1 1 0 −2

2 −3 −1 5

2 −1 1 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 0 2

0 0 0 0

0 −1 −1 1

0 1 1 −1

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 1 −1

 より, s, t を任意の定数とすれば x = −s − t, y = −s + t,

z = s, w = t である. 従って, z = w = 0 の場合は x = y = 0 となるため,


1

−1

2

2

 ,


−1

1

−3

−1

 は 1次独立であるが,

−


1

−1

2

2

 −


−1

1

−3

−1

 +


0

0

−1

1

 = 0 と −


1

−1

2

2

 +


−1

1

−3

−1

 +


2

−2

5

3

 = 0 が成り立つため,


1

−1

2

2

 ,


−1

1

−3

−1

 ,


0

0

−1

1



と


1

−1

2

2

 ,


−1

1

−3

−1

 ,


2

−2

5

3

 は 1次従属である. 故に


1

−1

2

2

 ,


−1

1

−3

−1

 は S の中で 1次独立なベクトルからなる極

大な集合であり, S で生成される V の部分空間の基底になる.

(7) x

(
1 2

0 −1

)
+ y

(
0 −1

1 2

)
+ z

(
1 1

1 1

)
+ w

(
2 3

1 0

)
+ u

(
0 1

0 1

)
= O を満たす x, y, z, w, u を求める.

1 0 1 2 0

2 −1 1 3 1

0 1 1 1 0

−1 2 1 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2 0

0 −1 −1 −1 1

0 1 1 1 0

0 2 2 2 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2 0

0 −1 −1 −1 1

0 0 0 0 1

0 0 0 0 3


(3,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


1 0 1 2 0

0 −1 −1 −1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 より, s, t を任意の定数とすれば x = −s− 2t, y = −s− t, z = s, w = t,

u = 0である. 従って, z = w = 0の場合は x = y = u = 0となるため,

(
1 2

0 −1

)
,

(
0 −1

1 2

)
,

(
0 1

0 1

)
は 1次独立で

あるが, −

(
1 2

0 −1

)
−

(
0 −1

1 2

)
+

(
1 1

1 1

)
+0

(
0 1

0 1

)
= 0, −2

(
1 2

0 −1

)
−

(
0 −1

1 2

)
+

(
2 3

1 0

)
+0

(
0 1

0 1

)
= 0
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が成り立つため,

(
1 2

0 −1

)
,

(
0 −1

1 2

)
,

(
1 1

1 1

)
,

(
0 1

0 1

)
および

(
1 2

0 −1

)
,

(
0 −1

1 2

)
,

(
2 3

1 0

)
,

(
0 1

0 1

)
は 1次

従属である. 故に

(
1 2

0 −1

)
,

(
0 −1

1 2

)
,

(
0 1

0 1

)
は S の中で 1次独立なベクトルからなる極大な集合であり, S で

生成される V の部分空間の基底になる.

(8) a(1+x+x2+x3)+b(1+x2+2x3)+c(x−x3) = 0とおくと, (a+b)+(a+c)x+(a+b)x2+(a+2b−c)x3 = 0

だから, a, b, c は


1 1 0

1 0 1

1 1 0

1 2 −1

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解である.


1 1 0

1 0 1

1 1 0

1 2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 0

0 −1 1

0 0 0

0 1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1

0 −1 1

0 0 0

0 0 0

 より, a, b, c は t を任意の定数として a = −t, b = c = t と

表される. c = 0 ならば a = b = 0 となるため, 1 + x + x2 + x3, 1 + x2 + 2x3 は 1 次独立である. 一方,

−(1 + x+ x2 + x3) + (1 + x2 +2x3) + (x− x3) = 0 だから 1+ x+ x2 + x3, 1+ x2 +2x3, x− x3 は 1次従属である.

故に 1 + x+ x2 + x3, 1 + x2 + 2x3 は S の中で 1次独立なベクトルからなる極大な集合であり, S で生成される V

の部分空間の基底になる.

(9) 3 + 3x = 3(1 + x) だから {1 + x, 3x(1 + x), 1 + 2x+ x2, 1 + x3} の中で 1次独立なベクトルからなる極大な

部分集合を求めればよい. a(1 + x) + 3bx(1 + x) + c(1 + 2x+ x2) + d(1 + x3) = 0 とおくと, (a+ c+ d) + (a+ 3b+

2c)x+ (3b+ c)x2 + dx3 = 0 だから, a, b, c, d, e は


1 0 1 1

1 3 2 0

0 3 1 0

0 0 0 1

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解であ

る.


1 0 1 1

1 3 2 0

0 3 1 0

0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 1

0 3 1 −1

0 3 1 0

0 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1

0 3 1 −1

0 0 0 1

0 0 0 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 1 0

0 3 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

より, a, b, c, dは tを任意の定数として a = −3t, b = −t, c = 3t, d = 0と表される. c = 0ならば a =

b = 0となるため, 1+x, 3x(1+x), x3+1は 1次独立である. 一方, −3(1+x)−3x(1+x)+3(x2+2x+1)+0(x3+1) = 0

だから 1+ x, 3x(1 + x), x2 +2x+1, x3 +1 は 1次従属である. 故に 1+ x, 3x(1 + x), x3 +1 は S の中で 1次独立な

ベクトルからなる極大な集合であり, S で生成される V の部分空間の基底になる.

(10) sin2 x =
1

2
− 1

2
cos 2x, cos2 x =

1

2
+

1

2
cos 2x だから 1, sin 2x, cos 2x, sin3 x, cos3 x, sin 3x, cos 3x が 1次独立

であることを示せば, これらは S の中で 1次独立なベクトルからなる極大な集合であることがいえる. すべての

x ∈ (0, 2π) に対して, a0 + a1 sin 2x + b1 cos 2x + a2 sin
3 x + b2 cos

3 x + a3 sin 3x + b3 cos 3x = 0 が成り立つよう

な実数の定数 a0, a1, a2, a3, b1, b2, b3 が存在したとする. この等式に x =
πk

4
(k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) を代入して,

a0+a1+
a2√
8
+
b2√
8
+
a3√
8
− b3√

8
= 0, a0−b1+a2−a3 = 0, a0−a1+

a2√
8
− b2√

8
+
a3√
8
+
b3√
8
= 0, a0+b1−b2−b3 = 0,

a0 + a1 −
a2√
8
− b2√

8
− a3√

8
+

b3√
8
= 0, a0 − b1 − a2 + a3 = 0, a0 − a1 −

a2√
8
+

b2√
8
+

a3√
8
+

b3√
8
= 0 を得る. 2

番目と 6番目の等式より a0 = b1 かつ a2 = a3, 1番目と 5番目の等式より a1 = −a0 かつ b3 = a2 + b2 + a3, 3

番目と 7番目の等式より a2 = b2 かつ a0 − a1 +
a3 + b3√

8
= 0 が得られる. 従って a2 = a3 = b2, −a1 = a0 = b1,
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b3 = 3a2, a0 = − a2√
2
となり, 4番目の等式に代入すれば, (−

√
2 − 4)a2 = 0 が得られるため, a2 = 0 である. 故に

a0 = a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = 0 となるため, 1, sin 2x, cos 2x, sin3 x, cos3 x, sin 3x, cos 3x は 1次独立であり,

S で生成される V の部分空間の基底になる.

3. (1) x1(a1 + a2) + x2(a2 + a3) + · · · + xi(ai + ai+1) + · · · + xk−1(ak−1 + ak) + xk(ak + a1) = 0 とおけば,

(x1 + xk)a1 + (x1 + x2)a2 + · · ·+ (xi−1 + xi)ai + · · ·+ (xk−1 + xk)ak = 0 であり, a1,a2, . . . ,ak は 1次独立だか

ら, x1 + xk = x1 + x2 = · · · = xi−1 + xi = · · · = xk−1 + xk = 0 である. 従って x1 = −xk であり, xi = −xi−1 が

i = 2, 3, . . . , k に対して成り立つため, xi = (−1)i−1x1 (i = 2, 3, . . . , k) とくに xk = (−1)k−1x1 だから, x1 = −xk
に代入すれば x1 = (−1)kx1 が得られる. 故に, k が奇数ならば x1 = −x1 となるため x1 = 0 であり, このことと

xi = (−1)i−1x1 より, i = 1, 2, . . . , k に対して xi = 0 だから, a1+a2,a2+a3, . . . ,ak−1+ak,ak+a1 は 1次独立で

ある. k が偶数ならば, xi = (−1)i−1 のとき, x1(a1 +a2)+x2(a2 +a3)+ · · ·+xk−1(ak−1 +ak)+xk(ak+a1) = 0

が成り立つため, a1 + a2,a2 + a3, . . . ,ak−1 + ak,ak + a1 は 1次従属である.

(2) (a1 − a2) + (a2 − a3) + · · ·+ (ak−1 − ak) + (ak − a1) = 0 だから a1 − a2,a2 − a3, . . . ,ak−1 − ak,ak − a1

は 1次従属である.

(3) x1a1 + x2(a1 + a2) + · · ·+ xk(a1 + a2 + · · ·+ ak) = 0 とおけば

(x1 + x2 + · · ·+ xk)a1 + (x2 + x3 + · · ·+ xk)a2 + · · ·+ (xi + xi+1 + · · ·+ xk)ai + · · ·+ xkak = 0

だから x1+x2+ · · ·+xk = x2+x3+ · · ·+xk = · · · = xi+xi+1+ · · ·+xk = · · · = xk = 0である. この等式から, iに

よる帰納法で xk−i+1 = 0が i = 1, 2, . . . , k に対して成り立つことが示されるため, a1,a1+a2, . . . ,a1+a2+ · · ·+ak

は 1次独立である.

4. (i, j)成分が 1で, (i, j)成分以外の成分がすべて 0である n次正方行列を En(i, j) で表すことにする.

(1)

 1 2 1

−2 1 3

1 −2 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 行の掃き出し

 1 0 0

−2 5 5

1 −4 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 行の掃き出し

 1 0 0

0 5 0

− 3
5 −4 5

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 行の掃き出し1 0 0

0 5 0

0 0 5

 第 2 列と第 3 列−−−−−−−−−→
を 1

5 倍する

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 より, e1, e2, e3 が求める基底である. 従って, 与えられたベクトル空間の

次元は 3 である.

(2)

1 −3 1

2 −2 3

1 5 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 行の掃き出し

1 0 0

2 4 1

1 8 2

 第 2 列を−−−−−→
1
4 倍する

1 0 0

2 1 1

1 2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 行の掃き出し

 1 0 0

0 1 0

−3 2 0

 より,

 1

0

−3

 ,

0

1

2

 が求める基底である. 従って, 与えられたベクトル空間の次元は 2 である.

(3) A =
(
aij
)
∈Mn(K) が trA =

n∑
i=1

aii = 0 を満たすとき, ann = −
n−1∑
i=1

aii だから

A =

n∑
i,j=1

aijEn(i, j) =
∑
i ̸=j

aijEn(i, j)+

n−1∑
i=1

aiiEn(i, i)+annEn(n, n) =
∑
i ̸=j

aijEn(i, j)+

n−1∑
i=1

aii(En(i, i)−En(n, n))

が成り立つ. さらに i ̸= j ならば trEn(i, j) = tr(En(i, i)−En(n, n)) = 0 であり, En(i, j) (i, j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j),

En(i, i)−En(n, n) (i = 1, 2, . . . , n− 1) は 1次独立だから, これらは与えられたベクトル空間の基底になる. 従って,

与えられたベクトル空間の次元は n(n− 1) + n− 1 = n2 − 1 である.

(4) A =
(
aij
)
∈ Mn(K) が tA = A を満たすためには 1 ≦ i < j ≦ n に対し, aji = aij であることが必要十分で

ある. このとき,

A =

n∑
i,j=1

aijEn(i, j) =
∑
i ̸=j

aijEn(i, j) +

n∑
i=1

aiiEn(i, i) =
∑
i<j

aij(En(i, j) + En(j, i)) +

n∑
i=1

aiiEn(i, i)
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であり, t(En(i, j) + En(j, i)) = En(i, j) + En(j, i),
t(En(i, i) = En(i, i) が成り立つ. さらに En(i, j) + En(j, i)

(1 ≦ i < j ≦ n), En(i, i) (i = 1, 2, . . . , n) は 1次独立だから, これらは与えられたベクトル空間の基底になる. 従っ

て, 与えられたベクトル空間の次元は nC2 + n =
n(n+ 1)

2
である.

(5) A =
(
aij
)
∈Mn(K) が tA = −A を満たすためには 1 ≦ i < j ≦ n に対し, aji = −aij かつ i = 1, 2, . . . , n に

対して aii = 0 であることが必要十分である. このとき,

A =

n∑
i,j=1

aijEn(i, j) =
∑
i̸=j

aijEn(i, j) =
∑
i<j

aij(En(i, j)− En(j, i))

であり, t(En(i, j) − En(j, i)) = −(En(i, j) + En(j, i)) が成り立つ. さらに En(i, j) − En(j, i) (1 ≦ i < j ≦ n)

は 1 次独立だから, これらは与えられたベクトル空間の基底になる. 従って, 与えられたベクトル空間の次元は

nC2 =
n(n− 1)

2
である.

(6) A =
(
ajk + ibjk

)
∈ Mn(C) (ajk, bjk ∈ R) が A∗ = A を満たすためには 1 ≦ j < k ≦ n に対し, aji = ajk,

bji = −bjk かつ j = 1, 2, . . . , n に対して bjj = 0 であることが必要十分である. このとき,

A =

n∑
j,k=1

(ajk + bjki)En(j, k) =
∑
j ̸=k

(ajk + bjki)En(j, k) +

n∑
j=1

ajjEn(j, j)

=
∑
i<j

ajk(En(j, k) + En(k, j)) +
∑
i<j

bjki(En(j, k)− En(k, j)) +

n∑
j=1

ajjEn(j, j)

であり, (En(j, k)+En(k, j))
∗ = En(j, k)+En(k, j), (i(En(j, k)−En(k, j)))∗ = i(En(j, k)−En(k, j)), En(j, j)∗ =

En(j, j) が成り立つ. さらに En(j, k) + En(k, j), i(En(j, k)− En(k, j)) (1 ≦ i < j ≦ n), En(j, j) (j = 1, 2, . . . , n)

はR上 1次独立だから, これらは与えられたベクトル空間の基底になる. 従って, 与えられたベクトル空間の次元は

nC2 + nC2 + n = n2 である.

(7) A =
(
ajk + ibjk

)
∈ Mn(C) (ajk, bjk ∈ R) が A∗ = A を満たすためには 1 ≦ j < k ≦ n に対し, aji = −ajk,

bji = bjk かつ j = 1, 2, . . . , n に対して ajj = 0 であることが必要十分である. このとき,

A =

n∑
j,k=1

(ajk + bjki)En(j, k) =
∑
j ̸=k

(ajk + bjki)En(j, k) +

n∑
j=1

bjjiEn(j, j)

=
∑
i<j

ajk(En(j, k)− En(k, j)) +
∑
i<j

bjki(En(j, k) + En(k, j)) +

n∑
j=1

bjjiEn(j, j)

であり, (En(j, k) − En(k, j))
∗ = −(En(j, k) − En(k, j)), (i(En(j, k) + En(k, j)))

∗ = −i(En(j, k) + En(k, j)),

(iEn(j, j))
∗ = −iEn(j, j) が成り立つ. さらに En(j, k)−En(k, j), i(En(j, k) +En(k, j)) (1 ≦ i < j ≦ n), iEn(j, j)

(j = 1, 2, . . . , n) はR上 1次独立だから, これらは与えられたベクトル空間の基底になる. 従って, 与えられたベク

トル空間の次元は nC2 + nC2 + n = n2 である.

(8) A =
(
aij
)
∈Mn(K) が上半三角行列であるためには 1 ≦ j < i ≦ n に対し, aij = 0 であることが必要十分で

ある. このとき, A =
∑
i≦j

aijEn(i, j) であり, En(i, j) (1 ≦ i ≦ j ≦ n) は上半三角行列であり, これらは 1次独立だか

ら, 与えられたベクトル空間の基底になる. 従って, 与えられたベクトル空間の次元は nC2 + n =
n(n+ 1)

2
である.

(9) A =

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 とおくと, AP =

ax11 bx12 cx13

ax21 bx22 cx23

ax31 bx32 cx33

, PA =

ax11 ax12 ax13

bx21 bx22 bx23

cx31 cx32 cx33

 だから, AP =

PA であるためには, bx12 = ax12, ax21 = bx21, cx23 = bx23, bx32 = cx32, cx13 = ax13, ax31 = cx31 が成り立つこ

と, すなわち (a− b)x12 = (a− b)x21 = (b− c)x23 = (b− c)x32 = (a− c)x13 = (a− c)x31 = 0 が成り立つことが必

要十分である. a, b, c は相異なるため, 上式から i ̸= j ならば xij = 0 が得られ, A は対角行列である. 逆に A が
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3次対角行列ならば AP = PA が成り立つため, 与えられたベクトル空間は 3次対角行列全体からなる集合である.

故に

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

0 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 が与えられたベクトル空間の一組の基底になり, その次元は 3 である.

(10) AP =

ax11 ax12 cx13

ax21 ax22 cx23

ax31 ax32 cx33

, PA =

ax11 ax12 ax13

ax21 ax22 ax23

cx31 cx32 cx33

だから, AP = PAであるためには, cx23 = ax23,

ax32 = cx32, cx13 = ax13, ax31 = cx31 が成り立つこと, すなわち (a − c)x23 = (a − c)x32 = (a − c)x13 =

(a − c)x31 = 0 が成り立つことが必要十分である. a ̸= c だから, 上式から x23 = x32 = x13 = x31 =

0 が得られるため, 与えられたベクトル空間は

p q 0

r s 0

0 0 t

 という形の行列全体からなる集合である. 従って

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 ,

0 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 が与えられたベクトル空間の一組の基底になり, その次元は 5 である.

(11) f(x) ∈ P3(R) が f(−1) = f(1) = 0 を満たすためには, f(x) が x− 1 と x+ 1 を因数にもつことが必要十分

である. 従って f(x) = (x− 1)(x+1)(ax+ b) = a(x3 − x) + b(x2 − 1) (a, b ∈ R)と表され, x3 − x, x2 − 1 は 1次独

立だから, これらは f(−1) = f(1) = 0 を満たす多項式 f(x) 全体からなる P3(R) の部分空間の基底であり, その次

元は 2である.

(12) A =
(
aij
)
∈ Mn(K) がは対角成分がすべて 0である上半三角行列であるためには 1 ≦ j ≦ i ≦ n に対し,

aij = 0 であることが必要十分である. このとき, A =
∑
i<j

aijEn(i, j) であり, En(i, j) (1 ≦ i < j ≦ n) は対角成分が

すべて 0である上半三角行列であり, これらは 1次独立だから, 与えられたベクトル空間の基底になる. 従って, 与

えられたベクトル空間の次元は nC2 =
n(n− 1)

2
である.

(13) g(x) = f(x)− f(x− 1) とおくと, f(n)− 3f(n− 1)+ 3f(n− 2)− f(n− 3) = f(n)− f(n− 1)− 2(f(n− 1)−
f(n−2))+f(n−2)−f(n−3) = g(n)−2g(n−1)+g(n−2)だから仮定から g(n)−2g(n−1)+g(n−2) = 0である. 従っ

て, g(n)−g(n−1) = g(n−1)−g(n−2)がすべての自然数 nに対して成り立つため,数列 g(0), g(1), . . . は等差数列で

ある. d = g(1)−g(0)とおくと, f(n)−f(n−1) = g(n) = g(0)+dnとなるため, f(n) = f(0)+
n∑
k=1

(f(k)−f(k−1)) =

f(0)+
n∑
k=1

(g(0)+dn) = f(0)+g(0)n+ d
2n(n−1) が任意の自然数 n に対して成り立つ. そこで a = d

2 , b = g(0)− d
2 ,

c = f(0) とおいて, x の多項式 F (x) = f(x) − (ax2 + bx + c) を考えると, すべての自然数 n に対して F (n) = 0

となるため, 教科書の系 4.20によって, F (x) = 0 である. 故に f(x) は x の 2次以下の多項式である. 逆に f(x)

が x の 2 次以下の多項式のとき, f(x) = ax2 + bx + c とおけば f(n) − 3f(n − 1) + 3f(n − 2) − f(n − 3) =

an2 + bn+ c− 3(a(n− 1)2 + b(n− 1) + c) + 3(a(n− 2)2 + b(n− 2) + c)− (a(n− 3)2 + b(n− 3) + c) = 0 である.

よって, すべての自然数 n に対して f(n)− 3f(n− 1) + 3f(n− 2)− f(n− 3) = 0 を満たすような x の多項式 f(x)

の全体からなる P4(K) の部分空間は P2(K) に一致するため, 1, x, x2 が基底で, その次元は 3である.

(14) 数列 {xn}∞n=0 が漸化式 xn+3 = xn+2 − xn+1 + xn を満たすとし, yn = xn+1 − xn によって数列 {yn}∞n=0

を定める. このとき, yn+2 = xn+3 − xn+2 = −xn+1 + xn = −yn が n = 0, 1, 2, . . . に対して成り立つため, 数列

{y2n}∞n=0, {y2n+1}∞n=0 はともに公比−1の等比数列である. 従って y2n = (−1)n(x1 − x0), y2n+1 = (−1)n(x2 − x1)
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が n = 0, 1, 2, . . . に対して成り立つ. xn = x0 +
n−1∑
k=0

yk だから

x2m = x0 +

2m−1∑
k=0

yk = x0 +

m−1∑
l=0

y2l +

m−1∑
l=0

y2l+1 = x0 +

m−1∑
l=0

(−1)l(x1 − x0) +

m−1∑
l=0

(−1)l(x2 − x1)

= x0 +
1

2
(1− (−1)m)(x2 − x0) =

1

2
(1 + (−1)m)x0 +

1

2
(1− (−1)m)x2 =

x0 mは偶数

x2 mは奇数

x2m+1 = x0 +

2m∑
k=0

yk = x0 +

m∑
l=0

y2l +

m−1∑
l=0

y2l+1 = x0 +

m∑
l=0

(−1)l(x1 − x0) +

m−1∑
l=0

(−1)l(x2 − x1)

= x0 +
1

2
(1− (−1)m)(x2 − x0) + (−1)m(x1 − x0) =

1

2
(1− (−1)m)x0 +

1

2
(1− (−1)m)x2 + (−1)mx1

=

x1 mは偶数

x0 − x1 + x2 mは奇数

が得られる. そこで, 数列 {an}∞n=0, {bn}∞n=0, {cn}∞n=0 を, 0以上の整数 k と r = 0, 1, 2, 3 に対し

a4k+r =

1 r = 0, 3

0 r = 1, 2
b4k+r =

(−1)
r+1
2 r = 1, 3

0 r = 0, 2
c4k+r =

1 r = 2, 3

0 r = 0, 1

によって定めれば, これらは漸化式 xn+3 = xn+2 − xn+1 + xn を満たし, この漸化式を満たす任意の数列 {xn}∞n=0

に対し, xn = x0an + x1bn + x2cn が 0以上の整数 nについて成り立つ. 従って, ベクトル空間 Seq(R) において,

{xn}∞n=0 = x0{an}∞n=0 + x1{bn}∞n=0 + x2{cn}∞n=0 が成り立ち, {an}∞n=0, {bn}∞n=0, {cn}∞n=0 は 1次独立だから, これ

らが漸化式 xn+3 = xn+2 − xn+1 + xn を満たす数列全体からなる Seq(R) の部分空間の基底になり, その次元は 3

である.

(15)

∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt = x2
∫ 1

−1

f(t)dt− 2x

∫ 1

−1

tf(t)dt+

∫ 1

−1

t2f(t)dt より a =

∫ 1

−1

f(t)dt, b =

∫ 1

−1

tf(t)dt,

c =

∫ 1

−1

t2f(t)dt とおくと, 仮定から λf(x) = ax2 − 2bx+ c である.

［λ ̸= 0の場合］f(x) =
a

λ
x2− 2b

λ
x+

c

λ
となるため, a =

∫ 1

−1

(
a

λ
t2 − 2b

λ
t+

c

λ

)
dt =

2a

3λ
+

2c

λ
より c =

(
λ

2
− 1

3

)
a,

b =

∫ 1

−1

(
a

λ
t3 − 2b

λ
t2 +

c

λ
t

)
dt = − 4b

3λ
より (3λ+4)b = 0, c =

∫ 1

−1

(
a

λ
t4 − 2b

λ
t3 +

c

λ
t2
)
dt =

2a

5λ
+

2c

3λ
より−6a+

(15λ− 10)c = 0 が得られる. c =

(
λ

2
− 1

3

)
a を−6a+ (15λ− 10)c = 0 に代入すると (45λ2 − 60λ− 16)a = 0 とな

るため λ =
2

3
± 2

√
5

5
または a = 0 である. また (3λ+ 4)b = 0 より λ = −4

3
または b = 0 である.

・λ =
2

3
± 2

√
5

5
ならば b = 0 であり, c =

(
λ

2
− 1

3

)
a から c = ±

√
5

5
a となるため, f(x) = a

(
x2 ±

√
5

5

)
となる.

・λ = −4

3
ならば a = 0 であり, c =

(
λ

2
− 1

3

)
a から c = 0 となるため, f(x) = bx となる.

・λ ̸= 0,
2

3
± 2

√
5

5
,−4

3
ならば a = b = 0 であり, c =

(
λ

2
− 1

3

)
a から c = 0 となるため, f(x) = 0 となる.

［λ = 0の場合］f(x) ∈ P4(x) だから f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 とおけて,

∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt =∫ 1

−1

(t2 − 2xt+ x2)(a4t
4 + a3t

3 + a2t
2 + a1t+ a0)dt = 2

(
a0 +

a2
3

+
a4
5

)
x2− 4

(a1
3

+
a3
5

)
x+ 2

(a0
3

+
a2
5

+
a4
7

)
で

ある. これが 0 になるためには, a0 +
a2
3

+
a4
5

=
a1
3

+
a3
5

=
a0
3

+
a2
5

+
a4
7

= 0 が成り立つことが必要十分である.

これを a0, a1, a2, a3, a4 に関する斉次連立 1次方程式とみて解を求めることにより, a0 = 3s, a1 = 3t, a2 = −30s,

a3 = −5t, a4 = 35s (s, t は任意の実数)と表せる. よって f(x) は f(x) = s(35x4 − 30x2 + 3) + t(−5x3 + 3x) とい

う形の多項式になる.
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以上から求める部分空間の次元は, λ =
2

3
± 2

√
5

5
,−4

3
ならば 1次元, λ = 0 ならば 2次元, それ以外の場合は 0次

元である.

147



線形数学 II 演習問題 第14回 部分空間の和・直和

1. K4 の部分空間 V , W が以下で与えられるとき, V +W の基底を一組求めて, 次元を答えよ.

(1) V =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y − z − 2w = 0

−x+ 2y + z − w = 0

, W =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2y + 2z − 3w = 0

−4x+ 2y − 3z + 2w = 0

.

(2) V =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + 2z + 3w = 0

3y + 3z − 2w = 0

, W =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2y + 3z + 2w = 0

x+ 3y + 4z + 2w = 0

.

(3) V =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2y + z + 3w = 0

x+ 3y + 2z = 0

, W =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x+ z + 2w = 0

−2x− y − 2z + w = 0

.

2. K4 の部分空間 V , W が以下で与えられるとき, V ∩W の基底を一組求めて, 次元を答えよ.

(1) V =

⟨
1

2

0

4

 ,


−1

1

3

−3


⟩
, W =

⟨
0

1

−5

−2

 ,


−1

−9

−1

−4


⟩
.

(2) V =

⟨
0

1

−1

1

 ,


2

1

0

1

 ,


1

3

0

4


⟩
, W =

⟨
1

2

1

1

 ,


0

3

2

3

 ,


−3

0

1

3


⟩
.

(3) V =

⟨
1

0

−1

1

 ,


2

2

−1

2

 ,


1

2

1

3


⟩
, W =

⟨
0

0

2

1

 ,


1

2

2

2

 ,


2

2

0

1


⟩
.

3. 以下の場合について, ベクトル空間 V とその部分空間 W , Z に対し, 次の (i), (ii) が成り立っていれば, そのこ

とを示し, そうでなければその理由を述べよ. ただし, (1), (2), (3)では V = K4 とする.

(i) V =W + Z である. (ii) V =W ⊕ Z である.

(1) W =

⟨
0

1

1

0

 ,


1

1

0

0


⟩
, Z =

⟨
0

1

0

1

 ,


−1

1

0

0


⟩
. (2) W =

⟨
0

1

1

0

 ,


1

1

0

0


⟩
, Z =

⟨
0

1

0

1

 ,


1

0

0

−1


⟩
.

(3) W =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = w = 0

, Z =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + z + w = 0

x+ 2y + 3z + 4w = 0

.

(4) V = Cr(−a, a) (a > 0) とし W = {f ∈ V |x ∈ (−a, a)ならば f(−x) = f(x)},
Z = {f ∈ V |x ∈ (−a, a)ならば f(−x) = −f(x)}.
(5) V を収束する実数の数列全体からなるベクトル空間とし, W は 0 に収束する数列全体からなる V の部分空

間, Z はすべての項が 1 である数列で生成される V の 1次元部分空間.

(6) V =Mn(K), W = {A ∈Mn(K) |Aは上半三角行列 }, Z = {A ∈Mn(K) |Aは下半三角行列 }.
(7) V =Mn(R), W = {A ∈Mn(R) |Aは上半三角行列 }, Z = {A ∈Mn(R) | tA = −A}.
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4. (1) Pn(R) の部分空間 V を V =

{
f(x) ∈ Pn(R)

∣∣∣∣ ∫ 1

−1

f(t)dt = 0

}
で定めるとき, Pn(R) = V ⊕W を満たす

Pn(R) の部分空間 W と, V と W の基底をそれぞれ一組ずつ求めよ.

(2) P3(R) の部分空間 V を V =

{
f(x) ∈ P3(R)

∣∣∣∣ ∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt = 0

}
で定めるとき, P3(R) = V ⊕W を満

たす P3(R) の部分空間 W とその基底を一組求めよ.
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第 14回の演習問題の解答

1. (1)

(
1 1 −1 −2

−1 2 1 −1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 −1 −2

0 3 0 −3

)
第 2 行を−−−−−→
1
3 倍する

(
1 1 −1 −2

0 1 0 −1

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し(

1 0 −1 −1

0 1 0 −1

)
より, 連立 1次方程式

x+ y − z − 2w = 0

−x+ 2y + z − w = 0
の解は s, t を任意のスカラーとして,

x

y

z

w

 =


s+ t

t

s

t

 = s


1

0

1

0

+ t


1

1

0

1

 と表されるため,


1

0

1

0

 ,


1

1

0

1

 は V を生成する.

(
1 2 2 −3

−4 2 −3 2

)

(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 2 −3

0 10 5 −10

)
第 2 行を−−−−−→
1
5 倍する

(
1 2 2 −3

0 2 1 −2

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(
1 −2 0 1

0 2 1 −2

)
より, 連立 1

次方程式

x+ 2y + 2z − 3w = 0

−4x+ 2y − 3z + 2w = 0
の解は s, tを任意のスカラーとして,


x

y

z

w

=


2s− t

s

−2s+ 2t

t

=s


2

1

−2

0

+ t


−1

0

2

1



と表されるため,


2

1

−2

0

 ,


−1

0

2

1

は W を生成する. 従って V +W は


1

0

1

0

 ,


1

1

0

1

 ,


2

1

−2

0

 ,


−1

0

2

1

によって生成され

る. x


1

0

1

0

+y


1

1

0

1

+z


2

1

−2

0

+w


−1

0

2

1

 = 0とおけば


1 1 2 −1

0 1 1 0

1 0 −2 2

0 1 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 2 −1

0 1 1 0

0 −1 −4 3

0 1 0 1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 −1

0 1 1 0

0 0 −3 3

0 0 −1 1

 第 3 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する


1 0 1 −1

0 1 1 0

0 0 1 −1

0 0 −1 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 −1

0 0 0 0

 より,

x = 0, −y = z = w だから,


1

0

1

0

 ,


1

1

0

1

 ,


2

1

−2

0

 ,


−1

0

2

1

 は 1次従属であるが,


1

0

1

0

 ,


1

1

0

1

 ,


2

1

−2

0

 は 1次独立であ

る. 従って, これらは V +W の基底になるため, dim(V +W ) = 3 である.

(2)

(
1 1 2 3

0 3 3 −2

)
第 2 行を−−−−−→
1
3 倍する

(
1 1 2 3

0 1 1 − 2
3

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 1 11

3

0 1 1 − 2
3

)
より, 連立 1次方程式

x+ y + 2z + 3w = 0

3y + 3z − 2w = 0
の解は s, t を任意のスカラーとして,


x

y

z

w

 =


−s− 11t

−s+ 2t

s

3t

 = s


−1

−1

1

0

+ t


−11

2

0

3

 と表

されるため,


−1

−1

1

0

 ,


−11

2

0

3

 は V を生成する.

(
1 2 3 2

1 3 4 2

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 3 2

0 1 1 0

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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より, 連立 1 次方程式

x+ 2y + 3z + 2w = 0

x+ 3y + 4z + 2w = 0
の解は s, t を任意のスカラーとして,


x

y

z

w

 =


−s− 2t

−s
s

t

 =

s


−1

−1

1

0

+t


−2

0

0

1

と表されるため,


−1

−1

1

0

 ,


−2

0

0

1

はW を生成する. 従って V +W は


−1

−1

1

0

 ,


−11

2

0

3

 ,


−2

0

0

1

に

よって生成される. x


−1

−1

1

0

+y


−11

2

0

3

+z


−2

0

0

1

 = 0とおけば


−1 −11 −2

−1 2 0

1 0 0

0 3 1

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 0

−1 2 0

−1 −11 −2

0 3 1


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 0

0 2 0

0 −11 −2

0 3 1

 第 2 行を−−−−−→
1
2 倍する


1 0 0

0 1 0

0 −11 −2

0 3 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

0 0 1

 (4,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 より, x = y = w = 0 だから,


−1

−1

1

0

 ,


−11

2

0

3

 ,


−2

0

0

1

 は 1次独立である. 従って, これらは V +W

の基底になるため, dim(V +W ) = 3 である.

(3)

(
1 2 1 3

1 3 2 0

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 1 3

0 1 1 −3

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 −1 9

0 1 1 −3

)
より, 連立 1次方程式

x+ 2y + z + 3w = 0

x+ 3y + 2z = 0
の解は s, tを任意のスカラーとして,


x

y

z

w

 =


s− 9t

−s+ 3t

s

t

 = s


1

−1

1

0

+t


−9

3

0

1

と表され

るため,


1

−1

1

0

 ,


−9

3

0

1

は V を生成する.

(
2 0 1 2

−2 −1 −2 1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
2 0 1 2

0 −1 −1 3

)
より,連立 1次

方程式

2x+ z + 2w = 0

−2x− y − 2z + w = 0
の解は s, tを任意のスカラーとして,


x

y

z

w

 =


−s− t

−2s+ 3t

2s

t

 = s


−1

−2

2

0

+t


−1

3

0

1



と表されるため,


−1

−2

2

0

 ,


−1

3

0

1

はW を生成する. 従って V +W は


1

−1

1

0

 ,


−9

3

0

1

 ,


−1

−2

2

0

 ,


−1

3

0

1

で生成される.

x


1

−1

1

0

+y


−9

3

0

1

+z


−1

−2

2

0

+w


−1

3

0

1

 = 0とおけば


1 −9 −1 −1

−1 3 −2 3

1 0 2 0

0 1 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −9 −1 −1

0 −6 −3 2

0 9 3 1

0 1 0 1


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(4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 8

0 0 −3 8

0 0 3 −8

0 1 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 16

3

0 0 0 0

0 0 3 −8

0 1 0 1

 より, x = −16

3
w, y = −w, z =

8

3
w だか

ら,


1

−1

1

0

 ,


−9

3

0

1

 ,


−1

−2

2

0

 ,


−1

3

0

1

 は 1次従属であるが,


1

−1

1

0

 ,


−9

3

0

1

 ,


−1

−2

2

0

 は 1次独立である. 従って, これ

らは V +W の基底になるため, dim(V +W ) = 3 である.

2. 一般に Kn の部分空間 V = ⟨v1,v2, . . . ,vk⟩, W = ⟨w1,w2, . . . ,wl⟩ が与えられたとき, b ∈ V ∩W であるため

には, x1v1 + x2v2 + · · ·+ xkvk = y1w1 + y2w2 + · · ·+ ylwl = b を満たす x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yl ∈ K が存在

することが必要十分である. 従って, n× k行列 A, n× l行列 B を A =
(
v1 v2 · · · vk

)
, B =

(
w1 w2 · · · wl

)
で

定めれば, b ∈ V ∩W であることは,
(
A b

)
,
(
B b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式がともに解をもつことと

同値である. さらにこのことは,

(
A O b

O B b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をもつことと同値である.

(1) v1 =


1

2

0

4

, v2 =


−1

1

3

−3

, w1 =


0

1

−5

−2

, w2 =


−1

−9

−1

−4

, b =


p

q

r

s

 とおいて,

(
v1 v2 0 0 b

0 0 w1 w2 b

)
を拡大

係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 −1 0 0 p
2 1 0 0 q
0 3 0 0 r
4 −3 0 0 s
0 0 0 −1 p
0 0 1 −9 q
0 0 −5 −1 r
0 0 −2 −4 s

 (1,1),(6,3) 成分に関し−−−−−−−−−−−−−→
て第 1,3 列の掃き出し


1 −1 0 0 p
0 3 0 0 q−2p
0 3 0 0 r
0 1 0 0 s−4p
0 0 0 −1 p
0 0 1 −9 q
0 0 0 −46 r+5q
0 0 0 −22 s+2q

 (4,2),(5,4) 成分に関し−−−−−−−−−−−−−→
て第 2,4 列の掃き出し


1 0 0 0 s−3p
0 0 0 0 −3s+10p+q
0 0 0 0 r−3s+12p
0 1 0 0 s−4p
0 0 0 −1 p
0 0 1 0 q−9p
0 0 0 0 r−46p+5q
0 0 0 0 s−22p+2q

 より,

(
v1 v2 0 0 b

0 0 w1 w2 b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をもつためには,



r − 3s+ 12p = 0

−3s+ 10p+ q = 0

r − 46p+ 5q = 0

s− 22p+ 2q = 0

が成り立つことが必要十分である. これらを, r, s, p, q に関する斉次連立 1次方程式とみな

して, 解を求める.


1 −3 12 0

0 −3 10 1

1 0 −46 5

0 1 −22 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 12 0

0 −3 10 1

0 3 −58 5

0 1 −22 2

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −54 6

0 0 −56 7

0 0 8 −1

0 1 −22 2


(3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 −6 0

0 0 0 0

0 0 8 −1

0 1 −6 0

 より, 上記の条件は


r − 6p = 0

8p− q = 0

s− 6p = 0

と同値である. 従って r = 6p, q = 8p,

s = 6p となるため,

(
v1 v2 0 0 b

0 0 w1 w2 b

)
を拡大係数行列とする連立 1 次方程式が解をもつためには, b が
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b =


p

8p

6p

6p

 = p


1

8

6

6

 と表されることが必要十分である. 故に, V ∩W は


1

8

6

6

 を基底とする K4 の 1次元部分空

間である.

(2) v1 =


0

1

−1

1

, v2 =


2

1

0

1

, v3 =


1

3

0

4

, w1 =


1

2

1

1

, w2 =


0

3

2

3

, w3 =


−3

0

1

3

, b =


p

q

r

s

 とおいて,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


0 2 1 0 0 0 p
1 1 3 0 0 0 q
−1 0 0 0 0 0 r
1 1 4 0 0 0 s
0 0 0 1 0 −3 p
0 0 0 2 3 0 q
0 0 0 1 2 1 r
0 0 0 1 3 3 s



(2,1),(5,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−−−−→
第 1,4 列の掃き出し


0 2 1 0 0 0 p
1 1 3 0 0 0 q
0 1 3 0 0 0 q+r
0 0 1 0 0 0 s−q
0 0 0 1 0−3 p
0 0 0 0 3 6 q−2p
0 0 0 0 2 4 r−p
0 0 0 0 3 6 s−p

 (2,3),(6,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−−−−→
第 2,5 列の掃き出し


0 0−5 0 0 0 p−2q−2r
1 0 0 0 0 0 −r
0 1 3 0 0 0 q+r
0 0 1 0 0 0 s−q
0 0 0 1 0−3 p
0 0 0 0 3 6 q−2p

0 0 0 0 0 0 p−2q+3r
3

0 0 0 0 0 0 s+p−q

 (4,3), 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 0 0 0 0 p−7q−2r+5s
1 0 0 0 0 0 −r
0 1 0 0 0 0 4q+r−3s
0 0 1 0 0 0 s−q
0 0 0 1 0−3 p
0 0 0 0 3 6 q−2p

0 0 0 0 0 0 p−2q+3r
3

0 0 0 0 0 0 p−q+s

より,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をも

つためには,


p− 7q − 2r + 5s = 0

p− 2q + 3r = 0

p− q + s = 0

が成り立つことが必要十分である. これらを, p, q, r, s に関する斉次連立 1次

方程式とみなして, 解を求める.

1 −7 −2 5

1 −2 3 0

1 −1 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −7 −2 5

0 5 5 −5

0 6 2 −4

 第 2 行を−−−−−→
1
5 倍する

1 −7 −2 5

0 1 1 −1

0 6 2 −4


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 5 −2

0 1 1 −1

0 0 −4 2

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

1 0 5 −2

0 1 1 −1

0 0 −2 1

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 −2 1

より, 上記の

条件は


p+ r = 0

q − r = 0

−2r + s = 0

と同値である. 従って p = −r, q = r, s = 2rとなるため,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)

を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をもつためには, b が b =


−r
r

r

2r

 = r


−1

1

1

2

 と表されることが必要十分

である. 故に, V ∩W は


−1

1

1

2

 を基底とするK4 の 1次元部分空間である.
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(3) v1 =


1

0

−1

1

, v2 =


2

2

−1

2

, v3 =


1

2

1

3

, w1 =


0

0

2

1

, w2 =


1

2

2

2

, w3 =


2

2

0

1

, b =


p

q

r

s

 とおいて,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 2 1 0 0 0 p
0 2 2 0 0 0 q
−1−1 1 0 0 0 r
1 2 3 0 0 0 s
0 0 0 0 1 2 p
0 0 0 0 2 2 q
0 0 0 2 2 0 r
0 0 0 1 2 1 s



(1,1),(8,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−−−−→
第 1,4 列の掃き出し


1 2 1 0 0 0 p
0 2 2 0 0 0 q
0 1 2 0 0 0 p+r
0 0 2 0 0 0 s−p
0 0 0 0 1 2 p
0 0 0 0 2 2 q
0 0 0 0−2−2r−2s
0 0 0 1 2 1 s

 (2,2),(6,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−−−−→
第 2,5 列の掃き出し


1 0 −1 0 0 0 p−q
0 2 2 0 0 0 q

0 0 1 0 0 0 2p−q+2r
2

0 0 2 0 0 0 s−p
0 0 0 0 0 1 2p−q

2
0 0 0 0 2 2 q
0 0 0 0 0 0 q+r−2s
0 0 0 1 0−1 s−q

 (3,3),(5,6) 成分に関して−−−−−−−−−−−−−−→
第 3,6 列の掃き出し


1 0 0 0 0 0 4p−3q+2r

2
0 2 2 0 0 0 −2p+2q−2r

0 0 1 0 0 0 2p−q+2r
2

0 0 0 0 0 0 s−3p+q−2r

0 0 0 0 0 1 2p−q
2

0 0 0 0 2 0 −2p+2q
0 0 0 0 0 0 q+r−2s

0 0 0 1 0−1 2p−3q+2s
2

 より,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解を

もつためには,

−3p+ q − 2r + s = 0

q + r − 2s = 0
が成り立つことが必要十分である. これらを, p, q, r, s に関する斉次連

立 1次方程式とみなして, 解を求める.

(
−3 1 −2 1

0 1 1 −2

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
−3 0 −3 3

0 1 1 −2

)
より, 上記の条件は−3p− 3r + 3s = 0

q + r − 2s = 0
と同値である. 従って p = −r+s, q = −r+2sとなるため,

(
v1 v2 v3 0 0 0 b

0 0 0 w1 w2 w3 b

)

を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をもつためには, b が b =


−r + s

−r + 2s

r

s

 = r


−1

−1

1

0

+ s


1

2

0

1

 と表される

ことが必要十分である. 故に, V ∩W は


−1

−1

1

0

,


1

2

0

1

 を基底とする K4 の 2次元部分空間である.

3. (1) w1 =


0

1

1

0

, w2 =


1

1

0

0

, z1 =


0

1

0

1

, z2 =


−1

1

0

0

 とおく. aw1 + bw2 + cz1 + dz2 = 0 が成り立つならば,

b− d = 0, a+ b+ c+ d = 0, c = 0, d = 0 だから a = b = c = d = 0 となるため, w1,w2, z1, z2 は 1次独立である.

教科書の定理 5.19によって, これらは V の基底になる. 従って V =W + Z であり, 教科書の命題 5.22の (2)の条

件が満たされるため, V =W ⊕ Z である.

(2) w1 =


0

1

1

0

, w2 =


1

1

0

0

, z1 =


0

1

0

1

, z2 =


1

0

0

−1

 とおくとw2 = z1+z2 だから W +Z = ⟨w1, z1, z2⟩ であ
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る. また, aw1 + bz1 + cz2 =


c

a+ b

a

b− c

 だから, aw1 + bz1 + cz2 = 0 ならば a = b = c = 0 となるため, w1, z1, z2

は 1次独立である. 従って w1, z1, z2 は W + Z の基底になるため, dim(W + Z) = 3 < 4 = dimV である. 故に,

教科書の定理 5.18によって V =W + Z ではない. 従って V =W ⊕ Z ではない.

(3)

(
1 1 1 1

1 2 3 4

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 1 1

0 1 2 3

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 −1 −2

0 1 2 3

)
より, 連立 1次方程式

x+ y + z + w = 0

x+ 2y + 3z + 4w = 0
の解は s, tを任意のスカラーとして,


x

y

z

w

 =


s+ 2t

−2s− 3t

s

t

 = s


1

−2

1

0

+t


2

−3

0

1

と表さ

れるため,


1

−2

1

0

 ,


2

−3

0

1

 は Z を生成する. また,


1

0

0

0

 ,


0

1

0

0

 は W を生成するため,


1

0

0

0

 ,


0

1

0

0

 ,


1

−2

1

0

 ,


2

−3

0

1


によって W + Z は 生成される. これらのベクトルは 1次独立だから, 教科書の定理 5.19によって, これらは V の

基底になる. 従って V =W + Z であり, 教科書の命題 5.22の (2)の条件が満たされるため, V =W ⊕ Z である.

(4) 任意の f ∈ V に対して, g, h ∈ V を g(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)), h(x) = 1

2
(f(x)− f(−x)) で定めれば g ∈ W ,

h ∈ Z であり, f = g + h が成り立つため, V = W + Z である. f ∈ W , g ∈ Z が f + g = 0 を満たすならば, 任意

の x ∈ (−a, a) に対して f(x) = −g(x) と f(−x) = −g(−x) が成り立つ. f ∈W より f(−x) = f(x) であり, g ∈ Z

より g(−x) = −g(x) が成り立つため, 2つめの等式から f(x) = g(x) が得られる. 故に f = g で, f + g = 0 から

f = g = 0 となるため, V =W ⊕ Z である.

(5) すべての項が 1 である数列を 1 = {1n} とする. 任意の a = {an} ∈ V に対し, α = lim
n→∞

an, b = a − α1 =

{an −α} とおけば, b は 0 に収束する数列であるため, b ∈W である. 従って任意の a ∈ V は a = b+α1 (b ∈W ,

α1 ∈ Z)と表されるため, V =W + Z である. b = {bn} ∈W , c = {cn} ∈ Z が b+ c = 0 (0 はすべての項が 0 で

ある数列) を満たすとする. c = {cn} ∈ Z より c = c1 となる実数 c があるため, すべての自然数 n に対して cn = c

である. 一方 b = −c より, すべての自然数 n に対して bn = −cn となるため, bn = −c である. よって b は −c に
収束するが, b ∈W より −c = 0, すなわち c = 0 である. 故に b = c = 0 となるため, V =W ⊕ Z である.

(6) A =
(
aij
)
∈ Mn(K) に対し, B =

(
bij
)
, C =

(
cij
)
∈ Mn(K) を bij =

aij i ≦ j

0 i > j
, cij =

aij i > j

0 i ≧ j
で定

めれば B ∈W , C ∈ Z であり, A = B+C だから V =W +Z が成り立つ. 一方, En ∈W ∩Z だから W ∩Z ̸= {0}
となるため, V =W ⊕ Z ではない.

(7) A =
(
aij
)
∈Mn(K)に対し, B =

(
bij
)
, C =

(
cij
)
∈Mn(K)を bij =


aij + aji i < j

aii i = j

0 i > j

, cij =


−aji i < j

0 i = j

aij i > j

で定めればB ∈W , C ∈ Z であり, A = B+C だから V =W +Z が成り立つ. A =
(
aij
)
∈W ∩Z とする. A ∈ Z

より, i = j ならば aij = 0 であり, i < j ならば aij = −aji である. また A ∈ W より, i > j ならば aij = 0 だか

ら, i < j ならば aij = −aji = 0 である. 従って A は零行列になるため W ∩Z = {O} である. 故に V =W ⊕Z で

ある.

4. (1) f(x) =
n∑
k=0

akx
k ∈ Pn(R) ならば,

∫ 1

−1

f(t)dt =

∫ 1

−1

(
n∑
k=0

akt
k

)
dt =

∑
0≦i≦n

2

2a2i
2i+ 1

だから f(x) ∈ V である
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ためには
∑

0≦i≦n
2

2a2i
2i+ 1

= 0 であることが必要十分であり, これは a0 = −
∑

1≦i≦n
2

a2i
2i+ 1

と同値である. このとき,

f(x) =

n∑
k=1

akx
k −

[n2 ]∑
i=1

a2i
2i+ 1

=

[n+1
2 ]∑
i=1

a2i−1x
2i−1 +

[n2 ]∑
i=1

a2i

(
x2i − 1

2i+ 1

)

だから, V =

⟨
x, x3, . . . , x2i−1, . . . , x2[

n+1
2 ]−1, x2 − 1

3
, x4 − 1

5
, . . . , x2i − 1

2i+ 1
, . . . , x2[

n
2 ] − 1

2
[
n
2

]
+ 1

⟩
である. さ

らに, x, x3, . . . , x2i−1, . . . , x2[
n+1
2 ]−1, x2 − 1

3
, x4 − 1

5
, . . . , x2i − 1

2i+ 1
, . . . , x2[

n
2 ] − 1

2
[
n
2

]
+ 1

は 1次独立だから, こ

れらは V の基底である. そこで, W = ⟨1⟩ で W を定めれば, 1 は W の基底で,

V +W =

⟨
x, x3, . . . , x2i−1, . . . , x2[

n+1
2 ]−1, 1, x2 − 1

3
, x4 − 1

5
, . . . , x2i − 1

2i+ 1
, . . . , x2[

n
2 ] − 1

2
[
n
2

]
+ 1

⟩
= Pn(R)

であり, さらに x, x3, . . . , x2i−1, . . . , x2[
n+1
2 ]−1, 1, x2 − 1

3
, x4 − 1

5
, . . . , x2i − 1

2i+ 1
, . . . , x2[

n
2 ] − 1

2
[
n
2

]
+ 1

は 1次独

立だから Pn(R) = V ⊕W である. (教科書の命題 5.22参照)

(2) f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d のとき
∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt =

∫ 1

−1

(x2 − 2tx− t2)(at3 + bt2 + ct+ d)dt =∫ 1

−1

((at3 + bt2 + ct+ d)x2 − 2(at4 + bt3 + ct2 + dt)x+ (at5 + bt4 + ct3 + dt2))dt =

(
2b

3
+ 2d

)
x2−

2

(
2a

5
+

2c

3

)
x+

(
2b

5
+

2d

3

)
だから f(x) ∈ V であるためには

2b

3
+ 2d =

2a

5
+

2c

3
=

2b

5
+

2d

3
= 0 が成り立つこ

とが必要十分であり, これは b = d = 0 かつ c = −3a

5
であることと同値である. 従って

V =

{
f(x) ∈ P3(R)

∣∣∣∣ f(x) = a

(
x3 − 3

5
x

)
(a ∈ R)

}
=

⟨
x3 − 3

5
x

⟩
となるため, 例えば W = ⟨1, x, x2⟩ で W を定めれば, 1, x, x2 は W の基底で, V +W = P3(R) であり, さらに

1, x, x2, x3 − 3

5
x は 1次独立だから P3(R) = V ⊕W である. (教科書の命題 5.22参照)
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線形数学 II 演習問題 第15回 1次写像

1. ベクトル空間 V , W と写像 f : V →W を以下のように定義するとき, f が 1次写像であるかどうかを, 理由とと

もに答えよ. a ∈ Cn に対し ā は a の第 j 成分の共役複素数を第 j 成分とする Cn のベクトルとする. また, 写像

ω : R → Rn に対し ω(t) (t ∈ R) の第 j 成分を ωj(t) とし, 関数 ωj : R → R (j = 1, 2, . . . , n) が微分可能であると

き, t ∈ R を
dωj
dt

(t) を第 j 成分とする Rn のベクトルに対応させる写像を
dω

dt
: R → Rn で表す.

(1) V = Cn, W = C, f(x) = txā (a ∈ V ).

(2) V = Rn, W = R, f(x) = txx.

(3) V =Ml,m(K), W =Mk,n(K), f(X) = AXB (A ∈Mk,l(K), B ∈Mm,n(K)).

(4) V =W =Mm,n(K), f(X) = XAX (A ∈Mn,m(K)).

(5) V =Mn(K), W = K, f(X) = |X|.

(6) V = {φ |φは閉区間 [a, b] で定義された実数値連続関数 }, W = R, f(φ) =

∫ b

a

φ(x)p(x)dx (p ∈ V ).

(7) V = {φ |φは閉区間 [a, b] で定義された実数値連続関数 }, W = R, f(φ) = φ(c) (c ∈ [a, b]).

(8) V =W = Pn(K), f(φ(x)) = φ(x+ a) (a ∈ K).

(9) A ∈Mn(R), V =W =

{
ω

∣∣∣∣ω : R → Rnは, すべての t ∈ Rに対し,
dω

dt
(t) = Aω(t)を満たす.

}
, f(ω) =

dω

dt
.

(10) A ∈Mn(K), V =W ={x |x : N → Knは, すべての k ∈ Nに対し,x(k + 1) = Ax(k)を満たす.}, f(x) ∈W

は自然数 k を x(k + 1) に対応させる写像.

2. 以下で与えられる行列 A に対し, KerTA, ImTA が 0次元でない場合に, これらの基底をそれぞれ 1組ずつ求めよ.

(1)

1 1

2 −5

3 −4

 (2)

(
1 1 1

3 −5 −1

)
(3)

(
2 −1 1

−4 2 −2

)
(4)

3 −2 1

1 3 2

2 1 −3



(5)

1 −1 1

1 0 −1

5 −3 1

 (6)

 2 4 1 3

−1 −9 3 2

2 8 −1 1

 (7)


1 0 2 1

0 1 −1 1

2 1 3 3

1 −1 3 0

 (8)


1 2 1 1

−1 −1 0 −2

1 3 0 3

−1 2 1 −2



(9)


4 1 −1 1

1 2 1 1

−1 −1 −2 2

1 2 1 1

 (10)


1 3 −1 0

2 1 3 5

2 0 4 6

−3 −8 2 −1

 (11)


1 1 −1 2

−1 3 2 1

1 2 1 −2

0 −1 2 1

 (12)


1 2 3 2

−1 0 −2 2

2 1 2 3

−1 2 1 2



(13)


2 3 −1 −2

−1 0 1 1

3 2 −1 1

1 3 0 −1

 (14)


1 0 1 1

0 1 −1 1

−1 0 −1 −2

1 1 0 2

 (15)


1 −1 2 −1

1 0 3 0

0 1 1 1

2 −1 5 −1

 (16)


1 −1 2 −1

2 −1 5 −1

1 1 4 1

3 −2 7 −2



(17)


2 0 1 0

1 2 1 1

0 −1 0 −1

1 1 −1 4

 (18)


1 0 0 −1

−1 2 1 0

−1 4 2 −1

1 −2 −1 0

 (19)


1 −2 2 0

2 −3 1 −1

0 1 −3 −1

3 −5 3 −1

 (20)


1 −1 2 −1

0 1 1 1

2 −1 5 −1

1 0 3 0


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(21)


1 2 0 −1

−1 −2 0 1

2 5 −1 −3

2 3 1 −1

 (22)


2 0 0 1

1 4 1 −1

0 −1 −1 0

1 1 2 1

 (23)


1 −2 2 0

1 −1 2 −2

0 1 0 −2

3 −4 6 −4

 (24)


1 −1 0 2

2 −3 −1 5

2 −1 1 3

−1 1 0 −2



(25)


1 0 1 0

0 −1 −1 2

1 −2 −1 4

0 1 1 −2

 (26)


1 2 3 0

1 3 −1 1

2 5 2 1

3 7 8 1

 (27)


1 −2 3 0

1 −1 −1 1

2 −3 2 1

3 −4 1 2

 (28)


1 −3 3 −1

0 1 −2 1

2 −3 0 1

−1 5 −7 3



(29)


1 1 −2 −1

0 1 −1 1

2 3 −5 −1

1 0 −1 −2

 (30)


1 −1 −1 −2

0 1 1 1

2 −1 −1 −3

1 −2 −2 −3

 (31)

1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

 (32)


1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

1 3 3 1



(33)


1 0 1 2

0 1 2 −1

2 1 4 a+ 4

1 −1 a 3

 (34)


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 −a+ 2

−2 a− 3 2 2

a+ 1 2 −2 −2

 (35)


1 −2 2 0

−a+ 3 2a− 5 a −a
0 1 3a− 6 −a
3 a− 6 3a −3a+ 2


3. 以下の条件を満たす K4 の 1次変換 f に対し, Ker f , Im f の基底を 1組ずつ求めよ.

(1) f(e1) =


1

0

2

−1

, f(−e1 + e2) =


1

−1

−1

1

, f(e2 − e3) =


2

0

4

−2

, f(e3 + e4) =


3

−3

−3

3



(2) f(e1) =


1

−2

0

1

, f(−e1 + e2) =


−1

3

−1

1

, f(e2 − e3) =


−1

2

0

−1

, f(2e3 + e4) =


4

−4

−4

6



(3) f(e1) =


1

−1

2

2

, f(e1 − e2) =


0

−2

−1

−3

, f(−e1 + e3) =


0

−1

−1

−2

, f(e1 − e3 + e4) =


−1

3

2

2− a



(4) f(e1) =


1

2

−1

2

, f(e1 + e2) =


0

−1

−2

−3

, f(e1 − e3) =


0

1

1

2

, f(e1 − e3 − e4) =


−1

2

3

2− a



(5) f(e1) =


1

−1

−2

a+ 1

, f(e1 − e2) =


0

0

−a− 1

a− 1

, f(e3 + 2e2) =


−a+ 2

−1

0

2

, f(e3 + e4) =


−2

−a+ 3

4

−4


4. f : V → V をK 上のベクトル空間 V の 1次変換とし, x ∈ V と自然数 lに対して, fm−1(x) ̸= 0かつ fm(x) = 0

が成り立つとする. このとき, m 個のベクトル x, f(x), f2(x), . . . , fm−1(x) は 1次独立であることを示せ. ここで

fk は f の k回の合成写像

k個︷ ︸︸ ︷
f◦f◦ · · · ◦f を表す.

5. K 上のベクトル空間 V の 1次変換 f : V → V は f◦f = f を満たすとする. このとき，以下の等式を示せ.

(1) Im f = {x ∈ V | f(x) = x} (2) Ker(idV − f) = Im f (3) V = Im f ⊕Ker f
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6. A が A2 = A を満たす正方行列ならば trA = rankA であることを示せ.

7. K 上のベクトル空間 V の 1次変換 f : V → V で Ker f = Im f を満たすものがあるとき dimV は偶数である

ことを示せ. さらにこのとき, V の基底 v1,v2, . . . ,vn で, f(v2i−1) = v2i, f(v2i) = 0 (1 ≦ i ≦ n

2
) を満たすものが

とれることを示せ.

8. A を n 次正方行列とするとき, A2 = O ならば rankA ≦ n

2
であることを示せ. また n が偶数の場合, A2 = O

であり rankA =
n

2
を満たす行列 A の例を挙げよ.

9. f : V → W , g : W → Z を K 上のベクトル空間の間の 1次写像とするとき, Ker g ⊂ Im f であるためには,

rank(g◦f) = rank f + rank g − dim W が成り立つことが必要十分であることを示せ.

10. (発展問題) 1次写像 f :Mn(K) → K に対し, A ∈Mn(K)で, すべての X ∈Mn(K)に対して f(X) = tr(AX)

を満たすものがただ 1つ存在することを示せ.
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第 15回の演習問題の解答

1. (1) x,y ∈ V , r ∈ C に対し, f(x+y) = t(x+y)ā = (tx+ ty) ā = txā+ tyā = f(x)+f(y), f(rx) = t(rx)ā =

(r(tx)) ā = r(txā) = rf(x) だから f は 1次写像である.

(2) f(2e1) = 4, f(e1) = 1 だから f(2e1) ̸= 2f(e1) である. 従って f は 1次写像ではない.

(3) X,Y ∈ V , r ∈ K に対し, f(X + Y ) = A(X + Y )B = (AX + AY )B = AXB + AY B = f(X) + f(Y ),

f(rX) = A(rX)B = rAXB = rf(X) だから f は 1次写像である.

(4) A = O の場合は, 任意の X ∈Mm,n(K) に対して f(X) = O だから f は 1次写像である.

A ̸= O の場合, A =
(
aij
)
, apq ̸= 0 とする. Eqp を (q, p)成分だけが 1で, その他の成分がすべて 0であるm× n

行列とすれば, EqpAEqp = apqEqp だから f
(
2Eqp

)
= 4EqpAEqp = 4apqEqp ̸= 2apqEqp = 2EqpAEqp = 2f

(
Eqp

)
で

ある. 従って f は 1次写像ではない.

(5) n = 1 の場合, X = (x) の行列式の値は x だから, f は明らかに 1次写像である.

n ≧ 2 の場合, n次対角行列 A, B を A =
(
e1 e2 · · · en−1 0), B =

(
0 0 · · · 0 en) で定めれば A, B はと

もに対角成分に 0を含むため |A| = |B| = 0 である. 一方 A + B = En だから f(A + B) = |A + B| = 1 ̸= 0 =

|A|+ |B| = f(A) + f(B) となるため, f は 1次写像ではない.

(6) φ,ψ ∈ V , r ∈ R に対し, f(φ+ ψ) =

∫ b

a

(φ+ ψ)(x)p(x)dx =

∫ b

a

(φ(x) + ψ(x))p(x)dx =

∫ b

a

φ(x)p(x)dx+∫ b

a

ψ(x)p(x)dx = f(φ) + f(ψ), f(rφ) =

∫ b

a

(rφ)(x)p(x)dx =

∫ b

a

rφ(x)p(x)dx = r

∫ b

a

φ(x)p(x)dx = rf(φ) だから

f は 1次写像である.

(7) φ,ψ ∈ V , r ∈ Rに対し, f(φ+ψ) = (φ+ψ)(c) = φ(c)+ψ(c) = f(φ)+f(ψ), f(rφ) = (rφ)(c) = rφ(c) = rf(φ)

だから f は 1次写像である.

(8) φ(x), ψ(x) ∈ V , r ∈ R に対し, f(φ(x) + ψ(x)) = φ(x + a) + ψ(x + a) = f(φ(x)) + f(ψ(x)), f(rφ(x)) =

rφ(x+ a) = rf(φ(x)) だから f は 1次写像である.

(9) ω ∈ V ならば, 任意の t ∈ R に対して
dω

dt
(t) = Aω(t) だから,

dω

dt
= ω′ とおけば, ω′ の t における微分は

dω′

dt
(t) =

d

dt
(Aω)(t) = lim

h→0

1

h
(Aω(t+h)−Aω(t)) = lim

h→0
A

(
1

h
(ω(t+ h)− ω(t))

)
= A

(
lim
h→0

1

h
(ω(t+ h)− ω(t))

)
=

A
dω

dt
(t) = Aω′(t) となるため,

dω

dt
∈W である. 従って, f(ω) =

dω

dt
によって, V から W への写像 f が定まる.

ω,χ ∈ V , r ∈ R に対し, f(ω + χ) =
d(ω + χ)

dt
=
dω

dt
+
dχ

dt
= f(ω) + f(χ), f(rω) =

d(rω)

dt
= r

dω

dt
= rf(ω)

だから f は 1次写像である.

(10) x ∈ V ならば, すべての k ∈ N に対し, x(k+1) = Ax(k) だから, x̃ : N → Kn を x̃(k) = x(k+1) で定め

れば, x̃(k + 1) = x(k + 2) = Ax(k + 1) = x̃(k) が成り立つため, x̃ ∈W である. 従って, f(x) = x̃ によって, V か

ら W への写像 f が定まる.

x,y ∈ V , r ∈ K に対し, f(x + y), f(rx) は k ∈ N をそれぞれ (x + y)(k + 1) = x(k + 1) + y(k + 1),

(rx)(k + 1) = rx(k + 1) に写す写像であり, f(x) + f(y), rf(x) も k ∈ N をそれぞれ (f(x) + f(y))(k) =

f(x)(k) + f(y)(k) = x(k + 1) + y(k + 1), (rf(x))(k) = r(f(x)(k)) = rx(k + 1) に写す写像である. 故に f は 1次

写像である.

2. (1) b =

pq
r

 とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

1 1 p

2 −5 q

3 −4 r

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 1 p

0 −7 q − 2p

0 −7 r − 3p

 第 2 行を−−−−−−→
− 1

7 倍する

1 1 p

0 1 2p−q
7

0 −7 r − 3p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 5p+q
7

0 1 2p−q
7

0 0 r − p− q

 より, この連立 1次方程式

が解をもつためには r − p − q = 0 であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が
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b =

 p

q

p+ q

 = p

1

0

1

+ q

0

1

1

 という形に表されることが必要十分である. 故に

1

0

1

 ,

0

1

1

 は ImTA の基底で

ある. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式の解は x = y = 0 のみだから, KerTA は 0次元である.

(2) b =

(
p

q

)
とし,

(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

(
1 1 1 p

3 −5 −1 q

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し(

1 1 1 p

0 −8 −4 q − 3p

)
第 2 行を−−−−−−→
− 1

8 倍する

(
1 1 1 p

0 1 1
2

3p−q
8

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 1

2
5p+q

8

0 1 1
2

3p−q
8

)
より, この連立 1次方

程式は常に解をもつ. 従って, ImTA = K2 となるため, e1, e2 が ImTA の基底になる. b = 0 の場合, 上の連立 1次

方程式は

x+ 1
2z = 0

y + 1
2z = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =

−t
−t
2t

 = t

−1

−1

2

 (t は任意の定

数)と表される. よって,

−1

−1

2

 は KerTA の基底である.

(3) b =

(
p

q

)
とし,

(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

(
2 −1 1 p

−4 2 −2 q

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し(

2 −1 1 p

0 0 0 q + 2p

)
より, この連立 1次方程式が解をもつためには q+2p = 0 であることが必要十分である. 従っ

て, b ∈ ImTA であるためには b が b =

(
p

−2p

)
= p

(
1

−2

)
という形に表されることが必要十分である. 故に

(
1

−2

)
は ImTA の基底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は 2x − y + z = 0 と同値であるため, KerTA の任意

のベクトル x は x =

 s

t

−2s+ t

 = s

 1

0

−2

 + t

0

1

1

 (s, t は任意の定数)と表される. よって,

 1

0

−2

 ,

0

1

1

 は
KerTA の基底である.

(4) b =

pq
r

 とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

3 −2 1 p

1 3 2 q

2 1 −3 r

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え1 3 2 q

3 −2 1 p

2 1 −3 r

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 3 2 q

0 −11 −5 p− 3q

0 −5 −7 r − 2q

 第 3 行を −2 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える

1 3 2 q

0 −1 9 p+ q − 2r

0 −5 −7 r − 2q


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 29 3p+ 4q − 6r

0 −1 9 p+ q − 2r

0 0 −52 −5p− 7q + 11r

より,この連立1次方程式は常に解をもつ. 従って, ImTA = K3

となるため, e1, e2, e3 が ImTA の基底になる. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は


x+ 29z = 0

−y + 9z = 0

−52z = 0

と同値であ

るため, その解は x = y = z = 0 のみとなり, KerTA は 0次元である.

(5) b =

pq
r

 とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

1 −1 1 p

1 0 −1 q

5 −3 1 r

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 −1 1 p

0 1 −2 q − p

0 2 −4 r − 5p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1 q

0 1 −2 q − p

0 0 0 r − 3p− 2q

 より, この連立 1次方程式が解をもつために
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は r − 3p − 2q = 0 であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が b =

 p

q

3p+ 2q

 =

p

1

0

3

+ q

0

1

2

 という形に表されることが必要十分である. 故に

1

0

3

 ,

0

1

2

 は ImTA の基底である. b = 0 の場

合, 上の連立 1次方程式は

x− z = 0

y − 2z = 0
と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =

 t

2t

t

 = t

1

2

1


(t は任意の定数)と表される. よって,

1

2

1

 は KerTA の基底である.

(6) b =

pq
r

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.

 2 4 1 3 p

−1 −9 3 2 q

2 8 −1 1 r

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え−1 −9 3 2 q

2 4 1 3 p

2 8 −1 1 r

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 −9 3 2 q

0 −14 7 7 p+ 2q

0 −10 5 5 r + 2q

 第 2 行を−−−−−−−→
− 1

14 倍する

−1 −9 3 2 q

0 1 − 1
2 − 1

2 −p+2q
14

0 −10 5 5 r + 2q


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 − 3
2 − 5

2
−9p−4q

14

0 1 − 1
2 − 1

2 −p+2q
14

0 0 0 0 7r−5p+4q
7

 より, この連立 1次方程式が解をもつためには
7r − 5p+ 4q

7
= 0

であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには bが b =

 p

q
5
7p−

4
7q

 =
p

7

7

0

5

+
q

7

 0

7

−4

という
形に表されることが必要十分である. 故に

7

0

5

 ,

 0

7

−4

は ImTA の基底である. b = 0の場合,上の連立 1次方程式は

−x− 3
2z −

5
2w = 0

y − 1
2z −

1
2w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =


−3s− 5t

s+ t

2s

2t

 = s


−3

1

2

0

+ t


−5

1

0

2



(s, t は任意の定数)と表される. よって,


−3

1

2

0

 ,


−5

1

0

2

 は KerTA の基底である.

(7) b =


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立1次方程式を考える.


1 0 2 1 p

0 1 −1 1 q

2 1 3 3 r

1 −1 3 0 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 2 1 p

0 1 −1 1 q

0 1 −1 1 r − 2p

0 −1 1 −1 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1 p

0 1 −1 1 q

0 0 0 0 r − 2p− q

0 0 0 0 s− p+ q

 より, この連立 1 次方程式が解をも

つためには r − 2p − q = s − p + q = 0 であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が
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b =


p

q

2p+ q

p− q

 = p


1

0

2

1

+ q


0

1

1

−1

 という形に表されることが必要十分である. 故に


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1

 は ImTA の基

底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は

x+ 2z + w = 0

y − z + w = 0
と同値であるため, KerTA の任意のベクトル

x は x =


−2s− t

s− t

s

t

 = s


−2

1

1

0

+ t


−1

−1

0

1

 (s, t は任意の定数)と表される. よって,


−2

1

1

0

 ,


−1

−1

0

1

 は KerTA の

基底である.

(8) b =


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立1次方程式を考える.


1 2 1 1 p

−1 −1 0 −2 q

1 3 0 3 r

−1 2 1 −2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 1 1 p

0 1 1 −1 p+ q

0 1 −1 2 r − p

0 4 2 −1 p+ s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 3 −p− 2q

0 1 1 −1 p+ q

0 0 −2 3 r − 2p− q

0 0 −2 3 s− 3p− 4q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 3

2 − r+3q
2

0 1 0 1
2

q+r
2

0 0 −2 3 r − 2p− q

0 0 0 0 s− p− 3q − r

 より, この連立 1次方程式が解をもつためには s− p− 3q − r = 0 であることが

必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が b =


p

q

r

p+ 3q + r

 = p


1

0

0

1

+ q


0

1

0

3

+ r


0

0

1

1

 という形

に表されることが必要十分である. 故に


1

0

0

1

 ,


0

1

0

3

 ,


0

0

1

1

 は ImTA の基底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方

程式は


x+ 3

2w = 0

y + 1
2w = 0

−2z + 3w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =


−3t

−t
3t

2t

 = t


−3

−1

3

2

 (t は任意の

定数)と表される. よって,


−3

−1

3

2

 は KerTA の基底である.

(9) b =


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


4 1 −1 1 p

1 2 1 1 q

−1 −1 −2 2 r

1 2 1 1 s

 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え
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
1 2 1 1 q

4 1 −1 1 p

−1 −1 −2 2 r

1 2 1 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 1 1 q

0 −7 −5 −3 p− 4q

0 1 −1 3 r + q

0 0 0 0 s− q

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 1 1 q

0 1 −1 3 r + q

0 −7 −5 −3 p− 4q

0 0 0 0 s− q


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 −5 −q − r

0 1 −1 3 r + q

0 0 −12 18 p+ 3q + 7r

0 0 0 0 s− q

 第 3 行を−−−−−−−→
− 1

12 倍する


1 0 3 −5 −q − r

0 1 −1 3 r + q

0 0 1 − 3
2

−p−3q−7r
12

0 0 0 0 s− q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 − 1

2
p−q+3r

4

0 1 0 3
2

−p+9q+5r
12

0 0 1 − 3
2

−p−3q−7r
12

0 0 0 0 s− q

 より, この連立 1次方程式が解をもつためには s− q = 0 であることが必要十分であ

る. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が b =


p

q

r

q

 = p


1

0

0

0

+ q


0

1

0

1

+ r


0

0

1

0

 という形に表されることが必要

十分である. 故に


1

0

0

0

 ,


0

1

0

1

 ,


0

0

1

0

 は ImTA の基底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は


x− 1

2w = 0

y + 3
2w = 0

z − 3
2w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =


t

−3t

3t

2t

 = t


1

−3

3

2

 (t は任意の定数)と表される. よって,


1

−3

3

2

 は KerTA の基底である.

(10) b=


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立1次方程式を考える.


1 3 −1 0 p

2 1 3 5 q

2 0 4 6 r

−3 −8 2 −1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 −1 0 p

0 −5 5 5 q − 2p

0 −6 6 6 r − 2p

0 1 −1 −1 s+ 3p

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 3 −1 0 p

0 1 −1 −1 s+ 3p

0 −6 6 6 r − 2p

0 −5 5 5 q − 2p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 3 −s− 8p

0 1 −1 −1 s+ 3p

0 0 0 0 r + 6s+ 16p

0 0 0 0 q + 5s+ 13p


より, この連立 1次方程式が解をもつためには r+ 6s+ 16p = q + 5s+ 13p = 0 であることが必要十分である. 従っ

て, b ∈ ImTA であるためには b が b =


p

−5s− 13p

−6s− 16p

s

 = p


1

−13

−16

0

+ s


0

−5

−6

1

 という形に表されることが必要十分

である. 故に


1

−13

−16

0

 ,


0

−5

−6

1

 は ImTA の基底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は

x+ 2z + 3w = 0

y − z − w = 0
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と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =


−2s− 3t

s+ t

s

t

 = s


−2

1

1

0

+ t


−3

1

0

1

 (s, t は任意の定数)と

表される. よって,


−2

1

1

0

 ,


−3

1

0

1

 は KerTA の基底である.

(11) b=


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立1次方程式を考える.


1 1 −1 2 p

−1 3 2 1 q

1 2 1 −2 r

0 −1 2 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 2 p

0 4 1 3 q + p

0 1 2 −4 r − p

0 −1 2 1 s

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 1 −1 2 p

0 1 2 −4 r − p

0 4 1 3 q + p

0 −1 2 1 s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 6 2p− r

0 1 2 −4 r − p

0 0 −7 19 q + 5p− 4r

0 0 4 −3 s+ r − p


第 4 行を 2 倍して−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える


1 0 −3 6 2p− r

0 1 2 −4 r − p

0 0 1 13 q + 3p− 2r + 2s

0 0 4 −3 s+ r − p

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 45 11p+ 3q − 7r + 6s

0 1 0 −30 5r − 7p− 2q − 4s

0 0 1 13 q + 3p− 2r + 2s

0 0 0 −55 −13p− 4q + 9r − 7s

より,

この連立 1次方程式は常に解をもつ. 従って, ImTA = K4 となるため, e1, e2, e3, e4 が ImTA の基底になる. 上の

計算から, 係数行列 A は正則であるため, TA は同型写像である. 従って, KerTA は 0次元である.

(12) b=


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 2 3 2 p

−1 0 −2 2 q

2 1 2 3 r

−1 2 1 2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 2 p

0 2 1 4 q + p

0 −3 −4 −1 r − 2p

0 4 4 4 s+ p

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 2 p

0 4 4 4 s+ p

0 −3 −4 −1 r − 2p

0 2 1 4 q + p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0 p−s

2

0 4 4 4 s+ p

0 0 −1 2 4r+3s−5p
4

0 0 −1 2 2q−s+p
2


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 2 s+4r−3p

4

0 4 0 12 4s− 4p+ 4r

0 0 −1 2 4r+3s−5p
4

0 0 0 0 4q+7p−4r−5s
4

より,この連立 1次方程式が解をもつためには
4q + 7p− 4r − 5s

4
=

0 であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が b =


p

q

r
4q+7p−4r

5

 =
p

5


5

0

0

7

 +
q

5


0

5

0

4

 +

r

5


0

0

5

−4

という形に表されることが必要十分である. 故に


5

0

0

7

 ,


0

5

0

4

 ,


0

0

5

−4

は ImTAの基底である. b = 0の場合,
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上の連立 1次方程式は


x+ 2w = 0

4y + 12w = 0

−z + 2w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル xは x =


−2t

−3t

2t

t

 = t


−2

−3

2

1



(t は任意の定数)と表される. よって,


−2

−3

2

1

 は KerTA の基底である.

(13) b =


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


2 3 −1 −2 p

−1 0 1 1 q

3 2 −1 1 r

1 3 0 −1 s

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 3 0 −1 s

−1 0 1 1 q

3 2 −1 1 r

2 3 −1 −2 p

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 3 0 −1 s

0 3 1 0 q + s

0 −7 −1 4 r − 3s

0 −3 −1 0 p− 2s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −1 −q
0 3 1 0 q + s

0 0 4
3 4 7q+3r−2s

3

0 0 0 0 p+ q − s


第 3 行を−−−−−→
3
4 倍する


1 0 −1 −1 −q
0 3 1 0 q + s

0 0 1 3 7q+3r−2s
4

0 0 0 0 p+ q − s

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 2 3q+3r−2s

4

0 3 0 −3 −3q−3r+6s
4

0 0 1 3 7q+3r−2s
4

0 0 0 0 p+ q − s

 より, この連立 1次方程式

が解をもつためには p + q − s = 0 であることが必要十分である. 従って, b ∈ ImTA であるためには b が

b =


p

q

r

p+ q

 = p


1

0

0

1

+ q


0

1

0

1

+ r


0

0

1

0

 という形に表されることが必要十分である. 故に


1

0

0

1

 ,


0

1

0

1

 ,


0

0

1

0

 は

ImTA の基底である. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は


x+ 2w = 0

3y − 3w = 0

z + 3w = 0

と同値であるため, KerTA の任意の

ベクトル x は x =


−2t

t

−3t

t

 = t


−2

1

−3

1

 (t は任意の定数)と表される. よって,


−2

1

−3

1

 は KerTA の基底である.

(14) b =


p

q

r

s

とし,
(
A b
)
を拡大係数行列とする連立1次方程式を考える.


1 0 1 1 p

0 1 −1 1 q

−1 0 −1 −2 r

1 1 0 2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 1 p

0 1 −1 1 q

0 0 0 −1 r + p

0 1 −1 1 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1 p

0 1 −1 1 q

0 0 0 −1 r + p

0 0 0 0 s− p− q

 (3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 1 0 r + 2p

0 1 −1 0 r + p+ q

0 0 0 −1 r + p

0 0 0 0 s− p− q


だから,

(
A b
)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式が解をもつためには s− p− q = 0 であることが必要十分であ
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る. このとき, b は b =


p

q

r

p+ q

= p


1

0

0

1

 + q


0

1

0

1

 + r


0

0

1

0

 と表されるため,


1

0

0

1

 ,


0

1

0

1

 ,


0

0

1

0

 が ImTA の基

底になる. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は


x+ z = 0

y − z = 0

−w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は

x =


−t
t

t

0

 = t


−1

1

1

0

 (t は任意の定数)と表される. よって,


−1

1

1

0

 は KerTA の基底である.

(15) b =


p

q

r

s

 とし, (A b) を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 −1 2 −1 p

1 0 3 0 q

0 1 1 1 r

2 −1 5 −1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 2 −1 p

0 1 1 1 q − p

0 1 1 1 r

0 1 1 1 s− 2p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 0 q

0 1 1 1 q − p

0 0 0 0 r + p− q

0 0 0 0 s− p− q


より, この連立 1次方程式が解をもつ条件は r+ p− q = s− p− q = 0 が成り立つことである. 従って, b ∈ ImTA で

あるためには b =


p

q

−p+ q

p+ q

 = p


1

0

−1

1

+ q


0

1

1

1

 という形に表されることが必要十分である. 故に


1

0

−1

1

 ,


0

1

1

1


は ImTA の基底である. b = 0 の場合の上の連立 1次方程式は

x+ 3z = 0

y + z + w = 0
と同値であるため, KerTA の任

意のベクトル x は x =


−3s

−s− t

s

t

 = s


−3

−1

1

0

+ t


0

−1

0

1

 (s, t は任意の定数)と表される. よって,


−3

−1

1

0

 ,


0

−1

0

1


は KerTA の基底である.

(16)


1 −1 2 −1

2 −1 5 −1

1 1 4 1

3 −2 7 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 2 −1

0 1 1 1

0 2 2 2

0 1 1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 0

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 と

おけば Ax = 0 は

x+ 3z = 0

y + z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

−3s

−s− t

s

t

 = s


−3

−1

1

0

+ t


0

−1

0

1

 と表されるため,


−3

−1

1

0

 ,


0

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

167



また, Ax = 0 は x


1

2

1

3

 + y


−1

−1

1

−2

 + z


2

5

4

7

 + w


−1

−1

1

−2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

2

1

3

 ,


−1

−1

1

−2

 ,


2

5

4

7

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

2

1

3

 ,


−1

−1

1

−2

 ,


−1

−1

1

−2

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

2

1

3

 ,


−1

−1

1

−2

 は 1次独立である. 故に


1

2

1

3

 ,


−1

−1

1

−2

 は ImTA の基底である.

(17)


2 0 1 0

1 2 1 1

0 −1 0 −1

1 1 −1 4

 第 1 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を入れ換える


1 1 −1 4

1 2 1 1

0 −1 0 −1

2 0 1 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −1 4

0 1 2 −3

0 −1 0 −1

0 −2 3 −8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 7

0 1 2 −3

0 0 2 −4

0 0 7 −14

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1

0 1 0 7

0 0 2 −4

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x+ w = 0

y + 7w = 0

2z − 4w = 0

と

同値である. 従って w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


−t
−7t

2t

t

 = t


−1

−7

2

1

 と表されるため,


−1

−7

2

1

 は KerTA

の基底である.

また, Ax = 0 は x


2

1

0

1

+ y


0

2

−1

1

+ z


1

1

0

−1

+w


0

1

−1

4

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合を

考えれば,


2

1

0

1

 ,


0

2

−1

1

 ,


1

1

0

−1

 ,


0

1

−1

4

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = z = 0 が

得られるため,


2

1

0

1

 ,


0

2

−1

1

 ,


1

1

0

−1

 は 1次独立である. 故に


2

1

0

1

 ,


0

2

−1

1

 ,


1

1

0

−1

 は ImTA の基底である.

(18)


1 0 0 −1

−1 2 1 0

−1 4 2 −1

1 −2 −1 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 2 1 −1

0 4 2 −2

0 −2 −1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 2 1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w


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とおけば Ax = 0 は

x− w = 0

2y + z − w = 0
と同値である. 従って y = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

t

s

−2s+ t

t

 = s


0

1

−2

0

+ t


1

0

1

1

 と表されるため,


0

1

−2

0

 ,


1

0

1

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

−1

−1

1

 + y


0

2

4

−2

 + z


0

1

2

−1

 + w


−1

0

−1

0

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

−1

−1

1

 ,


0

2

4

−2

 ,


0

1

2

−1

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

−1

−1

1

 ,


0

1

2

−1

 ,


−1

0

−1

0

 は 1次従属であることがわかる. 一方 y = w = 0 とおけば x = z = 0 が得られるため,


1

−1

−1

1

 ,


0

1

2

−1

 は 1次独立である. 故に


1

−1

−1

1

 ,


0

1

2

−1

 は ImTA の基底である.

(19)


1 −2 2 0

2 −3 1 −1

0 1 −3 −1

3 −5 3 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 2 0

0 1 −3 −1

0 1 −3 −1

0 1 −3 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −4 −2

0 1 −3 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x− 4z − 2w = 0

y − 3z − w = 0
と同値である. 従って y = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は

x =


4s+ 2t

3s+ t

s

t

 = s


4

3

1

0

+ t


2

1

0

1

 と表されるため,


4

3

1

0

 ,


2

1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

2

0

3

 + y


−2

−3

1

−5

 + z


2

1

−3

3

 + w


0

−1

−1

−1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

2

0

3

 ,


−2

−3

1

−5

 ,


2

1

−3

3

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

2

0

3

 ,


−2

−3

1

−5

 ,


0

−1

−1

−1

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,
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
1

2

0

3

 ,


−2

−3

1

−5

 は 1次独立である. 故に


1

2

0

3

 ,


−2

−3

1

−5

 は ImTA の基底である.

(20)


1 −1 2 −1

0 1 1 1

2 −1 5 −1

1 0 3 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 2 −1

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 0

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とお

けば Ax = 0 は

x+ 3z = 0

y + z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


−3s

−s− t

s

t

 =

s


−3

−1

1

0

+ t


0

−1

0

1

 と表されるため,


−3

−1

1

0

 ,


0

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

2

1

 + y


−1

1

−1

0

 + z


2

1

5

3

 + w


−1

1

−1

0

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

0

 ,


2

1

5

3

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

0

 ,


−1

1

−1

0

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

0

 は 1次独立である. 故に


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

0

 は ImTA の基底である.

(21)


1 2 0 −1

−1 −2 0 1

2 5 −1 −3

2 3 1 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 −1

0 0 0 0

0 1 −1 −1

0 −1 1 1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1

0 0 0 0

0 1 −1 −1

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x+ 2z + w = 0

y − z − w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

−2s− t

s+ t

s

t

 = s


−2

1

1

0

+ t


−1

1

0

1

 と表されるため,


−2

1

1

0

 ,


−1

1

0

1

 は KerTA の基底である.
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また, Ax = 0 は x


1

−1

2

2

 + y


2

−2

5

3

 + z


0

0

−1

1

 + w


−1

1

−3

−1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

−1

2

2

 ,


2

−2

5

3

 ,


0

0

−1

1

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

−1

2

2

 ,


2

−2

5

3

 ,


−1

1

−3

−1

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

−1

2

2

 ,


2

−2

5

3

 は 1次独立である. 故に


1

−1

2

2

 ,


2

−2

5

3

 は ImTA の基底である.

(22)


2 0 0 1

1 4 1 −1

0 −1 −1 0

1 1 2 1

 (4,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 −2 −4 −1

0 3 −1 −2

0 −1 −1 0

1 1 2 1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 −2 −1

0 0 −4 −2

0 −1 −1 0

1 0 1 1

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 0 −2 −1

0 0 0 0

0 −1 −1 0

1 0 −1 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


−2z − w = 0

−y − z = 0

x− z = 0

と同値である. 従って z = t とおけば,

Ax = 0 の解は x =


t

−t
t

−2t

 = t


1

−1

1

−2

 と表されるため,


1

−1

1

−2

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


2

1

0

1

+ y


0

4

−1

1

+ z


0

1

−1

2

+w


1

−1

0

1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合を

考えれば,


2

1

0

1

 ,


0

4

−1

1

 ,


0

1

−1

2

 ,


1

−1

0

1

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = 0 とおけば x = y = w = 0 が

得られるため,


2

1

0

1

 ,


0

4

−1

1

 ,


1

−1

0

1

 は 1次独立である. 故に


2

1

0

1

 ,


0

4

−1

1

 ,


1

−1

0

1

 は ImTA の基底である.

(23)


1 −2 2 0

1 −1 2 −2

0 1 0 −2

3 −4 6 −4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 2 0

0 1 0 −2

0 1 0 −2

0 2 0 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 −4

0 1 0 −2

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w

 と
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おけば Ax = 0 は

x+ 2z − 4w = 0

y − 2w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

−2s+ 4t

2t

s

t

 = s


−2

0

1

0

+ t


4

2

0

1

 と表されるため,


−2

0

1

0

 ,


4

2

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

1

0

3

 + y


−2

−1

1

−4

 + z


2

2

0

6

 + w


0

−2

−2

−4

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

1

0

3

 ,


−2

−1

1

−4

 ,


2

2

0

6

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

1

0

3

 ,


−2

−1

1

−4

 ,


0

−2

−2

−4

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

1

0

3

 ,


−2

−1

1

−4

 は 1次独立である. 故に


1

1

0

3

 ,


−2

−1

1

−4

 は ImTA の基底である.

(24)


1 −1 0 2

2 −3 −1 5

2 −1 1 3

−1 1 0 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 0 2

0 −1 −1 1

0 1 1 −1

0 0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 1

0 −1 −1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x+ z + w = 0

−y − z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は

x =


−s− t

−s+ t

s

t

 = s


−1

−1

1

0

+ t


−1

1

0

1

 と表されるため,


−1

−1

1

0

 ,


−1

1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

2

2

−1

 + y


−1

−3

−1

1

 + z


0

−1

1

0

 + w


2

5

3

−2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

2

2

−1

 ,


−1

−3

−1

1

 ,


0

−1

1

0

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

2

2

−1

 ,


−1

−3

−1

1

 ,


2

5

3

−2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,
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
1

2

2

−1

 ,


−1

−3

−1

1

 は 1次独立である. 故に


1

2

2

−1

 ,


−1

−3

−1

1

 は ImTA の基底である.

(25)


1 0 1 0

0 −1 −1 2

1 −2 −1 4

0 1 1 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 0

0 −1 −1 2

0 −2 −2 4

0 1 1 −2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0

0 −1 −1 2

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x+ z = 0

−y − z + 2w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は

x =


−s

−s+ 2t

s

t

 = s


−1

−1

1

0

+ t


0

2

0

1

 と表されるため,


−1

−1

1

0

 ,


0

2

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

1

0

 + y


0

−1

−2

1

 + z


1

−1

−1

1

 + w


0

2

4

−2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

0

1

0

 ,


0

−1

−2

1

 ,


1

−1

−1

1

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

0

1

0

 ,


0

−1

−2

1

 ,


0

2

4

−2

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

1

0

 ,


0

−1

−2

1

 は 1次独立である. 故に


1

0

1

0

 ,


0

−1

−2

1

 は ImTA の基底である.

(26)


1 2 3 0

1 3 −1 1

2 5 2 1

3 7 8 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 0

0 1 −4 1

0 1 −4 1

0 1 −1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 11 −2

0 1 −4 1

0 0 0 0

0 0 3 0

 (4,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −2

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 3 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x− 2w = 0

y + w = 0

3z = 0

と同値である. 従って w = t とおけば,

Ax = 0 の解は x =


2t

−t
0

t

 = t


2

−1

0

1

 と表されるため,


2

−1

0

1

 は KerTA の基底である.
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また, Ax = 0 は x


1

1

2

3

+ y


3

2

5

7

+ z


3

−1

2

8

+ w


0

1

1

1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合を考

えれば,


1

1

2

3

 ,


3

2

5

7

 ,


3

−1

2

8

 ,


0

1

1

1

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = z = 0 が得られ

るため,


1

1

2

3

 ,


3

2

5

7

 ,


3

−1

2

8

 は 1次独立である. 故に


1

1

2

3

 ,


3

2

5

7

 ,


3

−1

2

8

 は ImTA の基底である.

(27)


1 −2 3 0

1 −1 −1 1

2 −3 2 1

3 −4 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 3 0

0 1 −4 1

0 1 −4 1

0 2 −8 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −5 2

0 1 −4 1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w

 と

おけば Ax = 0 は

x− 5z + 2w = 0

y − 4z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

5s− 2t

4s− t

s

t

 = s


5

4

1

0

+ t


−2

−1

0

1

 と表されるため,


5

4

1

0

 ,


−2

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

1

2

3

 + y


−2

−1

−3

−4

 + z


3

−1

2

1

 + w


0

1

1

2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

1

2

3

 ,


−2

−1

−3

−4

 ,


3

−1

2

1

 は 1 次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれ

ば,


1

1

2

3

 ,


−2

−1

−3

−4

 ,


0

1

1

2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

1

2

3

 ,


−2

−1

−3

−4

 は 1次独立である. 故に


1

1

2

3

 ,


−2

−1

−3

−4

 は ImTA の基底である.

(28)


1 −3 3 −1

0 1 −2 1

2 −3 0 1

−1 5 −7 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −3 3 −1

0 1 −2 1

0 3 −6 3

0 2 −4 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −3 2

0 1 −2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x− 3z + 2w = 0

y − 2z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は
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x =


3s− 2t

2s− t

s

t

 = s


3

2

1

0

+ t


−2

−1

0

1

 と表されるため,


3

2

1

0

 ,


−2

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

2

−1

 + y


−3

1

−3

5

 + z


3

−2

0

7

 + w


−1

1

1

3

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

0

2

−1

 ,


−3

1

−3

5

 ,


3

−2

0

7

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

0

2

−1

 ,


−3

1

−3

5

 ,


−1

1

1

3

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

−1

 ,


−3

1

−3

5

 は 1次独立である. 故に


1

0

2

−1

 ,


−3

1

−3

5

 は ImTA の基底である.

(29)


1 1 −2 −1

0 1 −1 1

2 3 −5 −1

1 0 −1 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −2 −1

0 1 −1 1

0 1 −1 1

0 −1 1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −2

0 1 −1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x− z − 2w = 0

y − z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

s+ 2t

s− t

s

t

 = s


1

1

1

0

+ t


2

−1

0

1

 と表されるため,


1

1

1

0

 ,


2

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0は x


1

0

2

1

+y


1

1

3

0

+z


−2

−1

−5

1

+w


−1

1

−1

−2

 = 0と同値だから,上の Ax = 0の解で s = 1, t = 0の場合を

考えれば,


1

0

2

1

 ,


1

1

3

0

 ,


−2

−1

−5

1

は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


1

1

3

0

 ,


−1

1

−1

−2



は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

1

 ,


1

1

3

0

 は 1次独立であ
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る. 故に


1

0

2

1

 ,


1

1

3

0

 は ImTA の基底である.

(30)


1 −1 −1 −2

0 1 1 1

2 −1 −1 −3

1 −2 −2 −3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 −1 −2

0 1 1 1

0 1 1 1

0 −1 −1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x− w = 0

y + z + w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

t

−s− t

s

t

 = s


0

−1

1

0

+ t


1

−1

0

1

 と表されるため,


0

−1

1

0

 ,


1

−1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

2

1

 + y


−1

1

−1

−2

 + z


−1

1

−1

−2

 + w


−2

1

−3

−3

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

−2

 ,


−1

1

−1

−2

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

−2

 ,


−2

1

−3

−3

 は 1 次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

−2

 は 1次独立である. 故に


1

0

2

1

 ,


−1

1

−1

−2

 は ImTA の基底である.

(31)

1 1 a

1 0 −1

a −1 −1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 1 a

1 0 −1

a+ 1 0 a− 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1 a+ 1

1 0 −1

0 0 2a

 · · · (∗) より a ̸= 0 の場

合 (∗) (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 1 0

1 0 0

0 0 2a

 だから, 与えられた行列は正則である. 従って, KerTA は零ベクトルのみからな

り, ImTA = K3 であるため, ImTA の基底として基本ベクトル e1, e2, e3 がとれる.

a = 0 の場合 (∗) =

0 1 1

1 0 −1

0 0 0

 より, x =

xy
z

 とおけば Ax = 0 は

y + z = 0

x− z = 0
と同値である. 従って z = t

とおけば, Ax = 0 の解は x =

 t

−t
t

 = t

 1

−1

1

 と表されるため,

 1

−1

1

 は KerTA の基底である.
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また, Ax = 0 は x

1

1

0

 + y

 1

0

−1

 + z

 0

−1

−1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合を考え

れば,

1

1

0

 ,

 1

0

−1

 ,

 0

−1

−1

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,

1

1

0

 ,

 1

0

−1

 は 1次独立である. 故に

1

1

0

 ,

 1

0

−1

 は ImTA の基底である.

(32) b =


p

q

r

s

 とし, (A b) を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 a 0 0 p

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

1 3 3 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 a 0 0 p

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

0 3− a 3 1 s− p

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −a2 0 p− aq

0 1 a 0 q

0 0 1 a r

0 0 a2 − 3a+ 3 1 s− p+ (a− 3)q

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 a3 p− aq + a2r

0 1 0 −a2 q − ar

0 0 1 a r

0 0 0 (1− a)3 s− p+ (a− 3)q − (a2 − 3a+ 3)r

 · · · (∗) より, a ̸= 1 ならば A は正則行列である. この

場合は KerTA = {0}, ImTA = K4 となり, dimKerTA = 0, dim ImTA = 4 である. a = 1 のとき, (∗) =
1 0 0 1 p− q + r

0 1 0 −1 q − r

0 0 1 1 r

0 0 0 0 s− p− 2q − r

 だから, この連立 1次方程式が解をもつ条件は s− p− 2q − r = 0 が成り立つこ

とである. 従って, b ∈ ImTA であるためには b =


p

q

r

p+ 2q + r

 = p


1

0

0

1

 + q


0

1

0

2

 + r


0

0

1

1

 という形に表され

ることが必要十分である. 故に


1

0

0

1

 ,


0

1

0

2

 ,


0

0

1

1

 は ImTA の基底である. b = 0 の場合の上の連立 1次方程式は


x+ w = 0

y − w = 0

z + w = 0

と同値であるため, KerTA の任意のベクトル x は x =


−t
t

−t
t

 = t


−1

1

−1

1

 (t は任意の定数)と表さ

れる. よって,


−1

1

−1

1

 は KerTA の基底である.
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(33)


1 0 1 2

0 1 2 −1

2 1 4 a+ 4

1 −1 a 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 1 2 a

0 −1 a− 1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 0 a+ 1

0 0 a+ 1 0

 · · · (∗)よ

り, a ̸= −1 の場合 (∗) 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を 1

a+1 倍する


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 0 1

0 0 1 0

 第 3 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を入れ替える


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 1 0

0 0 0 1

 だから, 与えられた行列は正

則である. 従って, KerTA は零ベクトルのみからなり, ImTA = K4 であるため, ImTA の基底として基本ベクトル

e1, e2, e3, e4 がとれる.

a = −1 の場合 (∗) =


1 0 1 2

0 1 2 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は

x+ z + 2w = 0

y + 2z − w = 0
と同値であ

る. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =

−s− 2t

−2s+ t

t

 = s


−1

−2

1

0

 + t


−2

1

0

1

 と表されるため,


−1

−2

1

0

 ,


−2

1

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

2

1

 + y


0

1

1

−1

 + z


1

2

4

−1

 + w


2

−1

3

3

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,

t = 0 の場合を考えれば,


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1

 ,


1

2

4

−1

 は 1 次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれ

ば,


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1




2

−1

3

3

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1

 は 1次独立である. 故に


1

0

2

1

 ,


0

1

1

−1

 は ImTA の基底である.

(34)


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 −a+ 2

−2 a− 3 2 2

a+ 1 2 −2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −a a− 2

0 0 1− a 0

0 a− 1 2(1− a) 2(a− 1)

0 1− a (a− 1)(a+ 2) a(1− a)

 · · · (∗)より, a ̸= 1 の場
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合, (∗) 第 2,3,4 行を−−−−−−−→
1

1−a 倍する


1 1 −a a− 2

0 0 1 0

0 −1 2 −2

0 1 −a− 2 a

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 1 0 a− 2

0 0 1 0

0 −1 0 −2

0 1 0 a

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 a− 4

0 0 1 0

0 −1 0 −2

0 0 0 a− 2

 · · · (∗∗) である. 従って a ̸= 1, 2 の場合は (∗∗)の行の入れ替えを行って階段行列にすれば, 階数

が 4になることがわかるため,与えられた行列は正則である. 従って, KerTA は零ベクトルのみからなり, ImTA = K4

であるため, ImTA の基底として基本ベクトル e1, e2, e3, e4 がとれる.

a = 2 の場合, (∗∗) =


1 0 0 −2

0 0 1 0

0 −1 0 −2

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x− 2w = 0

z = 0

−y − 2w = 0

と同値である.

従って w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


2t

−2t

0

t

 = t


2

−2

0

1

 と表されるため,


2

−2

0

1

 は KerTA の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

−1

−2

3

+ y


1

−1

−1

2

+ z


−2

1

2

−2

+w


0

0

−2

2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合

を考えれば,


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

−1

2

 ,


−2

1

2

−2

 ,


0

0

−2

2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = z = 0

が得られるため,


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

−1

2

 ,


−2

1

2

−2

 は 1次独立である. 故に


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

−1

2

 ,


−2

1

2

−2

 は ImTA の基底である.

a = 1 の場合, (∗) =


1 1 −1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は x+ y− z−w = 0 と同値である. 従っ

て y = s, z = t, w = u とおけば, Ax = 0 の解は x =


−s+ t+ u

s

t

u

 = s


−1

1

0

0

+ t


1

0

1

0

+ u


1

0

0

1

 と表されるた

め,


−1

1

0

0

 ,


1

0

1

0

 ,


1

0

0

1

 は KerTA の基底である. また, この場合,A =


1 1 −1 −1

−1 −1 1 1

−2 −2 2 2

2 2 −2 −2

 で A の各行は第 1行
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目の ±1倍になるため,


1

−1

−2

2

 は ImTA の基底である.

(35) b =


p

q

r

s

 とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする連立 1次方程式を考える.


1 −2 2 0 p

−a+ 3 2a− 5 a −a q

0 1 3a− 6 −a r

3 a− 6 3a −3a+ 2 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −2 2 0 p

0 1 3a− 6 −a q + (a− 3)p

0 1 3a− 6 −a r

0 a 3a− 6 −3a+ 2 s− 3p


(3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 6a− 10 −2a p+ 2r

0 0 0 0 q + (a− 3)p− r

0 1 3(a− 2) −a r

0 0 −3(a− 1)(a− 2) (a− 1)(a− 2) s− 3p− ar

 · · · (∗)

a = 1 または a = 2 の場合, (∗) =


1 0 6a− 10 −2a p+ 2r

0 0 0 0 q + (a− 3)p− r

0 1 3(a− 2) −a r

0 0 0 0 s− 3p− ar

 だから,
(
A b

)
を拡大係数行

列とする連立 1 次方程式が解をもつためには,

q + (a− 3)p− r = 0

s− 3p− ar = 0
が成り立つことが必要十分である. この

とき, b は b =


p

(3− a)p+ r

r

3p+ ar

 = p


1

3− a

0

3

 + r


0

1

1

a

 と表されるため,


1

3− a

0

3

 ,


0

1

1

a

 が ImTA の基底にな

る. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は

x+ (6a− 10)z − 2aw = 0

y + 3(a− 2)z − aw = 0
と同値であるため, KerTA の任意のベ

クトル x は x =


−(6a− 10)s+ 2at

3(2− a)s+ at

s

t

 = s


−6a+ 10

3a− 6

1

0

 + t


2a

a

0

1

 (s, t は任意の定数) と表される. よって,


−6a+ 10

3a− 6

1

0

 ,


2a

a

0

1

 は KerTA の基底である.

a ̸= 1, 2 の場合, (∗) 第 4 行を−−−−−−−−−−−−−−−→
−3(a− 1)(a− 2) 倍する


1 0 6a− 10 −2a p+ 2r

0 0 0 0 q + (a− 3)p− r

0 1 3(a− 2) −a r

0 0 1 − 1
3 − s−3p−ar

3(a−1)(a−2)

 だから,
(
A b

)
を拡大係

数行列とする連立 1次方程式が解をもつためには, q + (a− 3)p− r = 0 が成り立つことが必要十分である. このと
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き, b は b =


p

(3− a)p+ r

r

s

 = p


1

3− a

0

0

+ r


0

1

1

0

+ s


0

0

0

1

 と表されるため,


1

3− a

0

0

 ,


0

1

1

0

 ,


0

0

0

1

 が ImTA の

基底になる. b = 0 の場合, 上の連立 1次方程式は


x+ (6a− 10)z − 2aw = 0

y + 3(a− 2)z − aw = 0

z − 1
3w = 0

と同値であるため, KerTA の任

意のベクトル x は x =


10t

6t

t

3t

 = t


10

6

1

3

 (t は任意の定数)と表される. よって,


10

6

1

3

 は KerTA の基底である.

3. (1) 与えられた条件と f の線形性から f(e1) =


1

0

2

−1

 · · · (i), −f(e1) + f(e2) =


1

−1

−1

1

 · · · (ii), f(e2)− f(e3) =


2

0

4

−2

 · · · (iii), f(e3) + f(e4) =


3

−3

−3

3

 · · · (iv) が成り立つ. (i), (ii)より, f(e2) = f(e1) +


1

−1

−1

1

 =


1

0

2

−1

 +


1

−1

−1

1

 =


2

−1

1

0

. 従って (iii) より, f(e3) = f(e2) −


2

0

4

−2

 =


2

−1

1

0

 −


2

0

4

−2

 =


0

−1

−3

2

. さらに (iv) から

f(e4) = −f(e3)+


3

−3

−3

3

 = −


0

−1

−3

2

+


3

−3

−3

3

 =


3

−2

0

1

が得られる. 故に, f を表す行列は


1 2 0 3

0 −1 −1 −2

2 1 −3 0

−1 0 2 1


である.

1 2 0 3

0 −1 −1 −2

2 1 −3 0

−1 0 2 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 0 3

0 −1 −1 −2

0 −3 −3 −6

0 2 2 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −2 −1

0 −1 −1 −2

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w


とおけば Ax = 0 は

x− 2z − w = 0

−y − z − 2w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は

x =


2s+ t

−s− 2t

s

t

 = s


2

−1

1

0

+ t


1

−2

0

1

 と表されるため,


2

−1

1

0

 ,


1

−2

0

1

 は Ker f の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

0

2

−1

 + y


2

−1

1

0

 + z


0

−1

−3

2

 + w


3

−2

0

1

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で s = 1,
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t = 0 の場合を考えれば,


1

0

2

−1

 ,


2

−1

1

0

 ,


0

−1

−3

2

 は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

0

2

−1

 ,


2

−1

1

0

 ,


3

−2

0

1

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = w = 0 とおけば x = y = 0 が得られるため,


1

0

2

−1

 ,


2

−1

1

0

 は 1次独立である. 故に


1

0

2

−1

 ,


2

−1

1

0

 は Im f の基底である.

(2) 与えられた条件と f の線形性から f(e1) =


1

−2

0

1

 · · · (i), −f(e1) + f(e2) =


−1

3

−1

1

 · · · (ii), f(e2)− f(e3) =


−1

2

0

−1

 · · · (iii), 2f(e3) + f(e4) =


4

−4

−4

6

 · · · (iv) が成り立つ. (i), (ii)より, f(e2) = f(e1) +


−1

3

−1

1

 =


1

−2

0

1

 +


−1

3

−1

1

 =


0

1

−1

2

. 従って (iii) より, f(e3) = f(e2) −


−1

2

0

−1

 =


0

1

−1

2

 −


−1

2

0

−1

 =


1

−1

−1

3

. さらに (iv) から

f(e4) = −2f(e3)+


4

−4

−4

6

 =


−2

2

2

−6

+


4

−4

−4

6

 =


2

−2

−2

0

 が得られる. 故に, f を表す行列は


1 0 1 2

−2 1 −1 −2

0 −1 −1 −2

1 2 3 0


である.

1 0 1 2

−2 1 −1 −2

0 −1 −1 −2

1 2 3 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 1 2

0 −1 −1 −2

0 2 2 −2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 2

0 1 1 2

0 0 0 0

0 0 0 −4

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 −4

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x+ z = 0

y + z = 0

−4w = 0

と同値である. 従って z = t とおけば,

Ax = 0 の解は x =


−t
−t
t

0

 = t


−1

−1

1

0

 と表されるため,


−1

−1

1

0

 は Ker f の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

−2

0

1

+ y


0

1

−1

2

+ z


1

−1

−1

3

+w


2

−2

−2

0

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合
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を考えれば,


1

−2

0

1

 ,


0

1

−1

2

 ,


1

−1

−1

3

 ,


2

−2

−2

0

 は 1次従属であることがわかる. 一方 z = 0 とおけば x = y = w = 0

が得られるため,


1

−2

0

1

 ,


0

1

−1

2

 ,


2

−2

−2

0

 は 1次独立である. 故に


1

−2

0

1

 ,


0

1

−1

2

 ,


2

−2

−2

0

 は Im f の基底である.

(3) 与えられた条件と f の線形性から f(e1) =


1

−1

2

2

 · · · (i), f(e1)− f(e2) =


0

−2

−1

−3

 · · · (ii), −f(e1) + f(e3) =


0

−1

−1

−2

 · · · (iii), f(e1) − f(e3) + f(e4) =


−1

3

2

2− a

 · · · (iv) が成り立つ. (i), (ii)より, f(e2) = f(e1) −


0

−2

−1

−3

 =


1

−1

2

2

−


0

−2

−1

−3

 =


1

1

3

5

. 従って (iii)より, f(e3) = f(e1) +


0

−1

−1

−2

 =


1

−1

2

2

+


0

−1

−1

−2

 =


1

−2

1

0

. さらに (iv)か

ら f(e4) = −f(e1) + f(e3) +


−1

3

2

2− a

 = −


1

−1

2

2

+


1

−2

1

0

+


−1

3

2

2− a

 =


−1

2

1

−a

 が得られる. 故に, f を表す行

列は


1 1 1 −1

−1 1 −2 2

2 3 1 1

2 5 0 −a

 である.


1 1 1 −1

−1 1 −2 2

2 3 1 1

2 5 0 −a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 1 −1

0 2 −1 1

0 1 −1 3

0 3 −2 2− a

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 −4

0 0 1 −5

0 1 −1 3

0 0 1 −a− 7

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 6

0 0 1 −5

0 1 0 −2

0 0 0 −a− 2

 · · · (∗)より, a ̸= −2 の場合, (∗) 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 0 0 6

0 1 0 −2

0 0 1 −5

0 0 0 −a− 2

 となり, これは対角成分が

すべて 0ではない上半三角行列であるため, 正則行列である. 従って, Ker f は零ベクトルのみからなり, Im f = K4

であるため, Im f の基底として基本ベクトル e1, e2, e3, e4 がとれる.

a = −2 の場合, (∗) =


1 0 0 6

0 0 1 −5

0 1 0 −2

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x+ 6w = 0

z − 5w = 0

y − 2w = 0

と同値である. 従っ
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て w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


−6t

2t

5t

t

 = t


−6

2

5

1

 と表されるため,


−6

2

5

1

 は Ker f の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

−1

2

2

+ y


1

1

3

5

+ z


1

−2

1

0

+w


−1

2

1

2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合を

考えれば,


1

−1

2

2

 ,


1

1

3

5

 ,


1

−2

1

0

 ,


−1

2

1

2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = w = 0 が

得られるため,


1

−1

2

2

 ,


1

1

3

5

 ,


1

−2

1

0

 は 1次独立である. 故に


1

−1

2

2

 ,


1

1

3

5

 ,


1

−2

1

0

 は Im f の基底である.

(4) 与えられた条件と f の線形性から f(e1) =


1

2

−1

2

 · · · (i), f(e1) + f(e2) =


0

−1

−2

−3

 · · · (ii), f(e1) − f(e3) =


0

1

1

2

 · · · (iii), f(e1) − f(e3) − f(e4) =


−1

2

3

2− a

 · · · (iv) が成り立つ. (i), (ii)より, f(e2) = −f(e1) +


0

−1

−2

−3

 =

−


1

2

−1

2

+


0

−1

−2

−3

 =


−1

−3

−1

−5

. 従って (iii)より, f(e3) = f(e1)−


0

1

1

2

 =


1

2

−1

2

−


0

1

1

2

 =


1

1

−2

0

. さらに (iv)か

ら f(e4) = f(e1)− f(e3)−


−1

2

3

2− a

 =


1

2

−1

2

−


1

1

−2

0

−


−1

2

3

2− a

 =


1

−1

−2

a

 が得られる. 故に, f を表す行列は


1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a

 である.


1 −1 1 1

2 −3 1 −1

−1 −1 −2 −2

2 −5 0 a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 1 1

0 −1 −1 −3

0 −2 −1 −1

0 −3 −2 a− 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 4

0 −1 −1 −3

0 0 1 5

0 0 1 a+ 7

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −6

0 −1 0 2

0 0 1 5

0 0 0 a+ 2

 · · · (∗) より, a ̸= −2 の場合, (∗) となり, これは対角成分がすべて 0ではない上半三角行列で

あるため, 正則行列である. 従って, Ker f は零ベクトルのみからなり, Im f = K4 であるため, Im f の基底として
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基本ベクトル e1, e2, e3, e4 がとれる.

a = −2 の場合, (∗) =


1 0 0 −6

0 −1 0 2

0 0 1 5

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x− 6w = 0

−y + 2w = 0

z + 5w = 0

と同値である.

従って w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


6t

2t

−5t

t

 = t


6

2

−5

1

 と表されるため,


6

2

−5

1

 は Ker f の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

2

−1

2

+ y


−1

−3

−1

−5

+ z


1

1

−2

0

+w


1

−1

−2

−2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合

を考えれば,


1

2

−1

2

 ,


−1

−3

−1

−5

 ,


1

1

−2

0

 ,


1

−1

−2

−2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = w = 0

が得られるため,


1

2

−1

2

 ,


−1

−3

−1

−5

 ,


1

1

−2

0

 は 1次独立である. 故に


1

2

−1

2

 ,


−1

−3

−1

−5

 ,


1

1

−2

0

 は Im f の基底である.

(5) 与えられた条件と f の線形性から f(e1) =


1

−1

−2

a+ 1

 · · · (i), f(e1)− f(e2) =


0

0

−a− 1

a− 1

 · · · (ii),

f(e3) + 2f(e2) =


−a+ 2

−1

0

2

 · · · (iii), f(e3) + f(e4) =


−2

−a+ 3

4

−4

 · · · (iv) が成り立つ. (i), (ii) より, f(e2) =

f(e1) −


0

0

−a− 1

a− 1

 =


1

−1

−2

a+ 1

 −


0

0

−a− 1

a− 1

 =


1

−1

a− 1

2

. 従って (iii)より, f(e3) = −2f(e2) +


−a+ 2

−1

0

2

 =


−2

2

−2a+ 2

−4

 +


−a+ 2

−1

0

2

 =


−a
1

−2a+ 2

−2

. さらに (iv) から f(e4) = −f(e3) +


−2

−a+ 3

4

−4

 = −


−a
1

−2a+ 2

−2

 +


−2

−a+ 3

4

−4

 =


a− 2

−a+ 2

2a+ 2

−2

 が得られる. 故に, f を表す行列は


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 −a+ 2

−2 a− 1 2− 2a 2a+ 2

a+ 1 2 −2 −2

 である.


1 1 −a a− 2

−1 −1 1 −a+ 2

−2 a− 1 2− 2a 2a+ 2

a+ 1 2 −2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −a a− 2

0 0 1− a 0

0 a+ 1 2− 4a 4a− 2

0 1− a (a− 1)(a+ 2) a(1− a)

 · · · (∗)より, a ̸= 1 の場合,
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(∗) 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
を 1

1−a 倍する


1 1 −a a− 2

0 0 1 0

0 a+ 1 2− 4a 4a− 2

0 1 −a− 2 a

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 1 0 a− 2

0 0 1 0

0 a+ 1 0 4a− 2

0 1 0 a

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −2

0 0 1 0

0 0 0 (1− a)(a− 2)

0 1 0 a

 · · · (∗∗) である. 従って a ̸= 1, 2 の場合は (∗∗)の行の入れ替えを行って階段行列にす

れば, 階数が 4になることがわかるため, 与えられた行列は正則である. 従って, Ker f は零ベクトルのみからなり,

Im f = K4 であるため, Im f の基底として基本ベクトル e1, e2, e3, e4 がとれる.

a = 2 の場合, (∗∗) =


1 0 0 −2

0 0 1 0

0 0 0 0

0 1 0 2

より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0 は


x− 2w = 0

z = 0

y + 2w = 0

と同値である. 従っ

て w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


2t

−2t

0

t

 = t


2

−2

0

1

 と表されるため,


2

−2

0

1

 は Ker f の基底である.

また, Ax = 0 は x


1

−1

−2

3

+ y


1

−1

1

2

+ z


−2

1

−2

−2

+w


0

0

6

−2

 = 0 と同値だから, 上の Ax = 0 の解で t = 1 の場合

を考えれば,


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

1

2

 ,


−2

1

−2

−2

 ,


0

0

6

−2

 は 1次従属であることがわかる. 一方 w = 0 とおけば x = y = z = 0

が得られるため,


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

1

2

 ,


−2

1

−2

−2

 は 1次独立である. 故に


1

−1

−2

3

 ,


1

−1

1

2

 ,


−2

1

−2

−2

 は Im f の基底である.

a = 1 の場合, (∗) =


1 1 −1 −1

0 0 0 0

0 2 −2 2

0 0 0 0

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −2

0 0 0 0

0 2 −2 2

0 0 0 0

 より, x =


x

y

z

w

 とおけば Ax = 0

は

x− 2w = 0

2y − 2z + 2w = 0
と同値である. 従って z = s, w = t とおけば, Ax = 0 の解は x =


2t

s− t

s

t

 =

s


0

1

1

0

+ t


2

−1

0

1

 と表されるため,


0

1

1

0

 ,


2

−1

0

1

 は Ker f の基底である. また, Ax = 0 は x


1

−1

−2

2

+ y


1

−1

0

2

+
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z


−1

1

0

−2

+w


−1

1

4

−2

 = 0と同値だから,上の Ax = 0の解で s = 1, t = 0の場合を考えれば,


1

−1

−2

2

 ,


1

−1

0

2

 ,


−1

1

0

−2



は 1次従属であることがわかり, s = 0, t = 1 の場合を考えれば,


1

−1

−2

2

 ,


1

−1

0

2

 ,


−1

1

4

−2

 は 1次従属であることがわ

かる. 一方 z = w = 0とおけば x = y = 0が得られるため,


1

−1

−2

2

 ,


1

−1

0

2

は 1次独立である. 故に


1

−1

−2

2

 ,


1

−1

0

2


は Im f の基底である.

4. a0, a1, . . . , am−1 ∈ K に対して

a0x+ a1f(x) + a2f
2(x) + · · ·+ am−1f

m−1(x) = 0 · · · (∗)

が成り立つと仮定して, ai = 0 が i = 0, 1, 2, . . . ,m − 1 に対して成り立つことを i による数学的帰納法で示す. (∗)
の両辺を fk で写せば, i ≧ m− k ならば fk(f i(x)) = f i+k(x) = 0 だから, k = 1, 2, . . . ,m− 1 に対して

a0f
k(x) + a1f

k+1(x) + · · ·+ aif
k+i(x) + · · ·+ am−k−1f

m−1(x) = 0 · · · (∗∗)

が成り立つ. (∗∗)で k = m−1の場合, a0f
m−1(x) = 0で, fm−1(x) ̸= 0だから a0 = 0が得られる, j = 0, 1, . . . , i−1

(1 ≦ i < m − 1) に対して aj = 0 が成り立つと仮定すると, (∗∗)で k = m − i − 1 の場合を考えれば, 仮定から

aif
m−1(x) = 0 が得られるため, fm−1(x) ̸= 0 より ai = 0 である. 故に ai = 0 が i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 に対して

成り立つため, x, f(x), f2(x), . . . , fm−1(x) は 1次独立である.

5. (1) x ∈ {x ∈ V | f(x) = x} ならば x = f(x) ∈ Im f だから {x ∈ V | f(x) = x} ⊂ Im f である. x ∈ Im f なら

ば x = f(v) を満たす v ∈ V が存在するため, 仮定から f(x) = f(f(v)) = (f◦f)(v) = f(v) = x である. 従って

x ∈ {x ∈ V | f(x) = x} だから Im f ⊂ {x ∈ V | f(x) = x} が成り立つ. 故に Im f = {x ∈ V | f(x) = x} である.

(2) x ∈ Ker(idV −f)であることは x−f(x) = (idV −f)(x) = 0であることと同値だから, x ∈ {x ∈ V | f(x) = x}
であることと同値である. 従って (1)の結果から Ker(idV − f) = Im f が得られる.

(3) x ∈ V に対し, f(x−f(x)) = f(x)−f(f(x)) = f(x)−(f◦f)(x) = f(x)−f(x) = 0だから, x−f(x) ∈ Ker f

である. また, f(x) ∈ Im f だから x = (x− f(x)) + f(x) ∈ Im f +Ker f である. 従って V = Im f +Ker f が成り

立つ. x ∈ Im f ∩ Ker f ならば x ∈ Im f = {x ∈ V | f(x) = x} だから x = f(x) であるが, x ∈ Ker f でもあるの

で, x = f(x) = 0 である. 故に Im f ∩Ker f は零ベクトルのみからなるので, V = Im f ⊕Ker f である.

6. A を n次正方行列とすれば, A2 = A ならば, A で表される Kn の 1次変換 TA は TA◦TA = TA2 = TA を満たす

ため, rankA = r とおき, v1,v2, . . . ,vr を ImTA の基底, vr+1,vr+2, . . . ,vn を Ker f の基底とすれば, 演習問題 5

の (3)の結果から, v1,v2, . . . ,vn は Kn の基底である. また, 演習問題 5の (1)の結果から, j = 1, 2, . . . , r に対して

TA(vj) = vj であり, j = r+1, r+2, . . . , nに対して vj ∈ KerTA だから TA(vj) = 0である. 従って, vj を第 j列とす

る n次正方行列を P とすれば, v1,v2, . . . ,vn がKn の基底であることから, P の列ベクトルはKn を生成するため,

rankP = nとなり, P は正則行列である. Fnn(r)を, j = 1, 2, . . . , r ならば第 j列が ej であり, j = r+1, r+2, . . . , n

ならば第 j 列が 0 である n 次正方行列

(
Er O

O O

)
とすれば, trFnn(r) = r である. また, j = 1, 2, . . . , r な

らば (AP の第 j 列) = APej = Avj = TA(vj) = vj = Pej = PFnnej = (PFnn(r)の第 j 列) であり, j =

r + 1, r + 2, . . . , n ならば (AP の第 j 列) = APej = Avj = TA(vj) = 0 = P0 = PFnn(r)ej = (PFnn(r)の第 j 列)

だから, AP = PFnn(r) である. 従って A = PFnn(r)P
−1 であり, 一方, 一般にm× n行列 X と n×m行列 Y に
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対して tr(XY ) = tr(Y X) が成り立つため, trA = tr(PFnn(r)P
−1) = tr(Fnn(r)P

−1P ) = trFnn(r) = r = rankA

である.

7. V の 1 次変換 f : V → V で Ker f = Im f を満たすならば, 次元公式より dim V = dimKer f + rank f =

dim Im f+rank f = 2rank f だから dim V は偶数である. m =
1

2
dim V とおけば,上式より dimKer f = dim Im f =

rank f = mである. そこで, v2,v4, . . . ,v2mをKer f の基底とすれば,各 i = 1, 2, . . . ,mに対して v2i ∈ Ker f = Im f

だから, f(v2i−1) = v2i を満たす v2i−1 ∈ V が存在する. このとき, v1,v2, . . . ,v2m は V の基底である. 実際,

f(v2i) = 0, f(v2i−1) = v2iだから, xj ∈ K に対し, f

(
2m∑
j=1

xjvj

)
=

2m∑
j=1

xjf(vj) =
m∑
i=1

x2i−1f(v2i−1) =
m∑
i=1

x2i−1v2i

となるため,
2m∑
j=1

xjvj = 0 が成り立つならば, この両辺の f による像を考えれば,
m∑
i=1

x2i−1v2i = 0 が得られる.

v2,v4, . . . ,v2m は 1次独立だから, 上式より i = 1, 2, . . . ,m に対して x2i−1 = 0 である. 従って
m∑
i=1

x2iv2i = 0

で, 再度 v2,v4, . . . ,v2m の 1次独立性を用いると, i = 1, 2, . . . ,m に対して x2i = 0 であることがわかる. 故に

v1,v2, . . . ,v2m は 1次独立で, dim V = 2m だから, v1,v2, . . . ,v2m は V の基底である.

8. A で表される Kn の 1次変換 TA を考えれば, A2 = O だから, 任意の y ∈ ImTA に対し, y = TA(x) = Ax

を満たす x ∈ Kn をとれば, TA(y) = Ay = A(Ax) = A2x = 0 である. 従って y ∈ KerTA が成り立つため,

ImTA ⊂ KerTA である. 故に rankA = dim ImTA ≦ dim KerTA であり, 一方, 次元公式から, dim KerTA =

dimKn − rankA = n− rankA だから, rankA ≦ n− rankA が得られ, rankA ≦ n

2
が成り立つことがわかる.

n が偶数の場合, i = 1, 2, . . . ,
n

2
に対して, 第 2i − 1列が零ベクトルで, 第 2i列がKn の基本ベクトル e2i−1 で

ある n次正方行列を A とすれば, A の零ベクトルでない
n

2
個の列ベクトル e1, e3, e5, . . . , en−1 は 1次独立だから

rankA =
n

2
である. N2 =

(
0 1

0 0

)
とおけば, A は N2 を

n

2
個対角線上に並べた行列


N2 O · · · O

O N2 O
...

. . .
...

O O · · · N2

 で,

N2
2 = O だから A2 = O である. あるいは, A =

(
O En

2

O O

)
, すなわち, 第 1列から第

n

2
列まですべて零ベクトルで,

i = 1, 2, . . . ,
n

2
に対して, 第

(n
2
+ i
)
列が n次元基本ベクトル ei である n次正方行列を A としても, rankA =

n

2
であり, A2 = O が成り立つ.

9. 教科書の 6章の演習問題 6.5(4)の等式 rank(g◦f) = rank f −dim(Im f ∩Ker g) と, g に関する次元公式 dim W =

rank g + dimKer g から

rank(g◦f)− (rank f + rank g − dim W ) = rank f − dim(Im f ∩Ker g)− (rank f − dimKer g)

= dimKer g − dim(Im f ∩Ker g)

だから rank(g◦f) = rank f + rank g − dim W が成り立つことと dimKer g = dim(Im f ∩ Ker g) が成り立つ

ことは同値である. Im f ∩ Ker g は Ker g の部分空間だから dimKer g = dim(Im f ∩ Ker g) が成り立つことと

Im f ∩Ker g = Ker g が成り立つことは同値であり, さらに Im f ∩Ker g = Ker g は Ker g ⊂ Im f と同値である. 故

に Ker g ⊂ Im f であるためには, rank(g◦f) = rank f + rank g − dim W が成り立つことが必要十分である.

10. 1以上 n以下の整数 i, j に対し, Eij を (i, j)成分だけが 1で, その他の成分がすべて 0である n次正方行列と

する. X =
(
xij
)
∈Mn(K) ならば (EijXの (p, q)成分) =

xjq p = i

0 p ̸= i
だから, tr(EijX) = xji である.

1 次写像 f : Mn(K) → K に対し, X =
(
xij
)
∈ Mn(K) は X =

n∑
i,j=1

xijEij と表されるため, f(Eij) = aji
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(i, j = 1, 2, . . . , n) とおけば,

f(X) = f

 n∑
i,j=1

xijEij

 =

n∑
i,j=1

xijf(Eij) =

n∑
i,j=1

ajixij =

n∑
i,j=1

ajitr(EjiX) = tr

 n∑
i,j=1

ajiEjiX


が成り立つ. そこで aij を (i, j) とする n 次正方行列を A とすれば A =

n∑
i,j=1

ajiEji だから, 上式より, すべて

の X ∈ Mn(K) に対して f(X) = tr(AX) が成り立つ. 故に A ∈ Mn(K) で, すべての X ∈ Mn(K) に対して

f(X) = tr(AX) を満たすものが存在する

A =
(
aij
)
, B =

(
bij
)
∈ Mn(K) がすべての X ∈ Mn(K) に対して f(X) = tr(AX) = tr(BX) を満たすとする.

このとき (AEijの (p, q)成分) =

api q = j

0 q ̸= j
, (BEijの (p, q)成分) =

bpi q = j

0 q ̸= j
だから, 任意の i, j = 1, 2, . . . , n

に対して aji = tr(AEij) = f(Eij) = tr(BEij) = bji である. 従って A = B となるため, すべての X ∈ Mn(K) に

対して f(X) = tr(AX) を満たす行列 A はただ 1つしかない.
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線形数学 II 演習問題 第16回 1次写像の表現行列

1. 以下で与えるベクトル空間 V と, V の基底 B = [v1,v2, . . . ,vn] に関する V の 1次変換 f の表現行列を求めよ.

ただし (5), (7), (8)の行列 A は

(
a b

c d

)
で, (5)と (8)の A は正則であり, (6)の P は

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0

 とする.

(1) V = K3, B =


2

2

3

 ,

 1

−1

0

 ,

 3

3

−4


, f = TA, ただし A =

−9 8 12

8 −9 12

12 12 1

.

(2) V = K3, B =


 1

−1

2

 ,

 3

−2

4

 ,

 2

−1

3


, f = TA, ただし A =

−1 −5 −1

2 4 0

−4 −8 0

.

(3) V = K3, B =


 1

1

−1

 ,

 1

−1

2

 ,

1

0

1


, f = TA, ただし A =

 1 1 1

1 −1 −1

−2 5 4

.

(4) V = K3, B =


1

2

3

 ,

1

1

1

 ,

−1

1

2


, f = TA, ただし A =

 1 1 −1

−3 9 −5

−5 13 −7

.

(5) V = K3, B =


 1

−1

2

 ,

 3

−2

4

 ,

 2

−1

3


, f = TA, ただし A =

−1 −5 −1

2 4 0

2 4 3

.

(6) V = {X ∈M2(K) | trX = 0}, B =

[(
0 1

0 0

)
,

(
1 0

0 −1

)
,

(
0 0

1 0

)]
, f(X) = AXA−1.

(7) V = {X ∈M3(K) | tX = −X}, B =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

0 −1 0

1 0 0

0 0 0


, f(X) = PX −XP .

(8) V =M2(K), B =

[(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)]
, f(X) = AX.

(9) V =M2(K), B =

[(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)]
, f(X) = AXA−1.

(10) V = Pn(K), B = [1, x, . . . , xn], f(φ(x)) = φ(x+ a).

(11) V = Pn(K), B = [1, x, . . . , xn], f(φ(x)) = φ′(x).

(12) V = Pn(R), B =

[
1, x,

x2

2!
, . . . ,

xj

j!
, . . . ,

xn

n!

]
, f(φ(x)) = (ax2 + bx+ c)φ′′(x) + (px+ q)φ′(x) + rφ(x).

2. 以下で与えるベクトル空間 V と V の 2組の基底 B, B′ に対し, B から B′ への基底の変換行列を求めよ.

(1) V = K3, B =


1

0

1

 ,

2

1

0

 ,

1

1

2


, B′ =


 3

−1

4

 ,

4

1

8

 ,

 3

−2

6




(2) V =


xy
z

 ∈ K3

∣∣∣∣∣∣∣x+ y + z = 0

, B =


 1

−1

0

 ,

 1

0

−1


, B′ =


 0

1

−1

 ,

 1

1

−2




(3) V =


xy
z

 ∈ K3

∣∣∣∣∣∣∣x+ y + z = 0

, B =


 1

1

−2

 ,

 1

2

−3


, B′ =


 1

0

−1

 ,

 0

2

−2



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(4) V =




x

y

z

w

 ∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + z + w = 0

, B =




1

1

−1

−1

 ,


2

1

−1

−2

 ,


0

1

0

−1


, B′ =




2

1

0

−3

 ,


1

0

0

−1

 ,


1

−2

−1

2




(5) V = P2(K), B = [3− 4x− x2,−2 + 2x+ x2,−2 + 3x+ x2], B′ = [1 + x+ 2x2, 2− x− x2, 1 + 2x+ 3x2]

(6) V = P3(K), B =

[
1, x,

x(x− 1)

2
,
x(x− 1)(x− 2)

6

]
, B′ = [1, x, x2, x3]

3. v1 =

1

0

1

, v2 =

4

1

2

, v3 =

2

0

1

, w1 =

1

0

1

, w2 =

2

1

2

, w3 =

2

2

3

 とおく. 基底 [v1,v2,v3] に関する R3

の 1次変換 f の表現行列が

3 0 0

0 −1 0

0 0 −2

 であるとき, 基底 [w1,w2,w3] に関する f の表現行列を求めよ. また

標準基底 [e1, e2, e3] に関する f の表現行列を求めよ.

4. v1 =

1

1

1

, v2 =

2

2

1

, v3 =

2

1

1

とする. 基底 [v1,v2,v3]に関するR3 の 1次変換 f の表現行列が

2 0 0

0 3 0

0 0 1


であるとき, 標準基底 [e1, e2, e3] に関する f を n 合成した 1次変換 fn =

n 個︷ ︸︸ ︷
f◦f◦ · · · ◦f の表現行列を求めよ.

5. a, b, c を実数の定数とし, Pn(R) の 1次変換 f を f(φ(x)) = (ax + b)
dφ

dx
(x) + cφ(x) で定めるとき, dimKer f

を求めよ.

6. K 上のベクトル空間 V の 1次変換 f に対し, V の基底を 1組選び, その基底に関する f の表現行列の行列式を

f の行列式と呼び, det(f) で表す.

(1) BV , B
′
V を V の 2組の基底とし, A, A′ をそれぞれ BV , B

′
V に関する f の表現行列とすれば, |A| = |A′| で

あることを示せ. 従って f の行列式の値は, V の基底の選び方に依存しない.

(2) f , g を V の 1次変換とするとき, det(g◦f) = det(g) det(f) が成り立つことを示せ.

(3) V の恒等変換 idV の行列式の値を求めよ.

(4) V の 1次変換 f が同型写像であるためには, det(f) ̸= 0 であることが必要十分であることを示し, このとき

det(f−1) =
1

det(f)
であることを示せ.

7. V を C 上のベクトル空間とする. V の複素数倍を与える演算 C×V → V の定義域を R×V に制限することによ
り, V を R 上のベクトル空間とみなしたものを VR で表す. また, C 上のベクトル空間の間の 1次写像 f : V →W

に対し, x ∈ VR を f(x) ∈WR に対応させる写像を fR : VR →WR で表すことにする.

(1) v1,v2, . . . ,vn が V の基底ならば, v1,v2, . . . ,vn, iv1, iv2, . . . , ivn は VR の基底であることを示せ.

(2) W を C 上のベクトル空間とし, BV = [v1,v2, . . . ,vn], BW = [w1,w2, . . . ,wm] をそれぞれ V , W の基

底とする. BV , BW に関する f の表現行列を A とするとき, BVR
= [v1,v2, . . . ,vn, iv1, iv2, . . . , ivn], BWR

=

[w1,w2, . . . ,wm, iw1, iw2, . . . , iwm] に関する fR : VR →WR の表現行列を求めよ.

(3) f を C 上のベクトル空間 V の 1次変換とするとき, VR の 1次変換 fR の行列式の値を, f の行列式の値を用

いて表せ.

8. A =


1 0 2 1 0

0 1 −1 1 2

2 1 3 3 −1

0 2 −2 2 1

 とおく. R5 の基底 [v1,v2,v3,v4,v5] とR4 の基底 [w1,w2,w3,w4] で, これらの

191



基底に関する TA : R5 → R4 の表現行列が

(
Er O

O O

)
の形になるものを 1組ずつ求めよ.

9. a, b を K の定数とし A =

(
a b

0 a

)
とおく.

(1) b ̸= 0 のとき, K2 の 1次変換 TA の 1次元不変部分空間をすべて求めよ.

(2) K2 が TA の 2つの 1次元不変部分空間の直和になるのは b = 0 の場合に限ることを示せ.

10. V1, V2 を K 上のベクトル空間とするとき, 集合 V1 × V2 (教科書 p.125)に加法とスカラー倍を

(v1,v2) + (w1,w2) = (v1 +w1,v2 +w2), a(v1,v2) = (av1, av2) v1,w1 ∈ V1, v2,w2 ∈ V2, a ∈ K

によって定義する.

(1) V1 × V2 は K 上のベクトル空間であることを示せ.

(2) ps : V1 × V2 → Vs (s = 1, 2) を ps((v1,v2)) = vs によって定義すれば, ps は 1次写像であることを示し,

V1 × V2 は Ker p1 と Ker p2 の直和であることを示せ.

(3) is : Vs → V1×V2 (s = 1, 2)を i1(v) = (v,0), i2(v) = (0,v)で定めれば, ps◦is は Vs の恒等写像, i1◦p1+ i2◦p2
は V1 × V2 の恒等写像であり, p2◦i1 と p1◦i2 は零写像であることを示せ. また, Im i1 = Ker p2, Im i2 = Ker p1 が

成り立つことを示せ.

(4) v1,v2, . . . ,vn が V1 の 1次独立なベクトル, w1,w2, . . . ,wm が V2 の 1次独立なベクトルならば,

(v1,0), (v2,0), . . . , (vn,0), (0,w1), (0,w2), . . . , (0,wm)

は V ×W の 1次独立なベクトルであることを示せ. また, v1,v2, . . . ,vn が V1 を生成し, w1,w2, . . . ,wm が V2 を

生成すれば, 上のベクトルは V ×W を生成することを示せ. 従って, dim(V1 ×V2) = dim V1 +dim V2 が成り立つ.

11. K 上のベクトル空間 V の部分空間 V1, V2 に対し, 写像 f : V1 ∩ V2 → V1 × V2 と g : V1 × V2 → V1 + V2 を, そ

れぞれ f(x) = (x,−x), g((x,y)) = x+ y で定める.

(1) f は単射 1次写像, g は全射 1次写像であり, Im f = Ker g が成り立つことを示せ.

(2) 前問と上の結果と次元公式を用いて, dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2) を示せ.

(3) V が部分空間 V1 と V2 の直和ならば V は V1 × V2 と同型であることを示せ.

12. (発展問題) K 上のベクトル空間 V が部分空間 V1 と V2 の直和であるとき, 写像 pVs : V → Vs (s = 1, 2) を次

のように定義する. V が V1 と V2 の直和であることから, 任意の v ∈ V に対して v = v1 + v2 を満たす v1 ∈ V1

と v2 ∈ V2 はそれぞれただ 1つずつ存在するが, このとき, pVs は v を vs に対応させる写像とする. さらに, 写像

iVs : Vs → V (s = 1, 2) を iVs(x) = x で定める.

(1) pVs は 1次写像であることを示せ.

(2) s = 1, 2 に対し, pVs◦iVs は Vs の恒等写像であることを示し, pVs が全射であることを示せ.

(3) Ker pV1 = V2, Ker pV2 = V1 が成り立つことを示せ.

(4) iV1
◦pV1

+ iV2
◦pV2

は V の恒等写像であることを示せ.

13. (発展問題) V , V1, V2 を K 上のベクトル空間とし, 1次写像 is : Vs → V , ps : V → Vs (s = 1, 2) が与えられて

いて, s = 1, 2 に対して ps◦is が Vs の恒等写像であり, かつ i1◦p1 + i2◦p2 は V の恒等写像であるとする.

(1) i1, i2 は単射, p1, p2 は全射であり, Im i1 = Ker p2, Im i2 = Ker p1 が成り立つことを示せ.

(2) V は Im i1 と Im i2 の直和であることを示せ.

(3) φ : V → V1 × V2 を φ(v) = (p1(v), p2(v)) で定めれば, φ は同型写像であることを示せ.

14. (発展問題) V を K 上のベクトル空間とする.

(1) e : V → V は e◦e = e を満たす 1次写像とする. このとき, Ker e = Im (idV − e), Im e = Ker (idV − e) が成

り立つことを示し, V は Ker e と Im e の直和であることを示せ.
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(2) 1次写像 r : V →W と s :W → V で, r◦s が W の恒等写像であるものが与えられれば, V は Ker r と Im s

の直和であることを示せ.

15. (発展問題) V , W を K 上のベクトル空間, f : V → W を 1次写像とし, V は 2つの部分空間 V1, V2 の直和で

あり, W は 2つの部分空間 W1, W2 の直和であるとする.

(1) iVr : Vr → V (r = 1, 2) と pWs : W → Ws (s = 1, 2) を問題 12 と同様に定め, BV1 = [u1,u2, . . . ,uk],

BV2 = [v1,v2, . . . ,vl], BW1 = [w1,w2, . . . ,wm], BW2 = [z1, z2, . . . , zn] をそれぞれ V1, V2, W1, W2 の基底

とし, pWs◦f◦iVr : Vr → Ws (r, s = 1, 2) の BVr , BWs に関する表現行列を Asr とする. このとき, V の基底

BV = [u1,u2, . . . ,uk,v1,v2, . . . ,vl], W の基底 BW = [w1,w2, . . . ,wm, z1, z2, . . . , zn] に関する f の表現行列を,

A11, A12, A21, A22 を用いて表せ.

(2) pW2
◦f◦iV1

: V1 → W2 と pW1
◦f◦iV2

: V2 → W1 がともに零写像であるとき, Im f = Im(pW1
◦f◦iV1

) ⊕
Im(pW2

◦f◦iV2
) が成り立つことを示せ. 従って rank f = rank(pW1

◦f◦iV1
) + rank(pW2

◦f◦iV2
) である.

(3) V = W であり, W1 = V1, W2 = V2 の場合, pW2
◦f◦iV1

: V1 → W2 または pW1
◦f◦iV2

: V2 → W1 が零写像で

あるとき, det(f) = det(pW1
◦f◦iV1

) det(pW2
◦f◦iV2

) が成り立つことを示せ.

16. (発展問題)K 上のベクトル空間の間の1次写像 f : V1 →W1, g : V2 →W2に対し,写像f×g : V1×V2 →W1×W2

を (f × g)((x,y)) = (f(x), g(y)) で定める.

(1) f × g は 1次写像であることを示せ.

(2) Im(f × g) = {(w1,w2) ∈ W1 × W2|w1 ∈ Im f, w2 ∈ Im g}, Ker(f × g) = {(v1,v2) ∈ V1 × V2|v1 ∈
Ker f, v2 ∈ Ker g}, rank(f × g) = rank f + rank g が成り立つことを示せ.

(3) W1 = V1, W2 = V2 の場合は det(f × g) = det(f) det(g) が成り立つことを示せ.

17. (発展問題) A =


1 −1 −1 −1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

1 −1 1 1

 とおく. R4 の 1次変換 TA の不変部分空間 W1, W2 で, R4 =W1 ⊕W2

となるものが存在することを, W1, W2 の基底を 1組ずつ求めることにより示せ.

18. (発展問題) A =
(
aij
)
∈ Mk,m(K), B =

(
bij
)
∈ Mn,l(K) に対し, 1 次写像 LA : Mm,n(K) → Mk,n(K),

RB :Mm,n(K) →Mm,l(K) を LA(X) = AX, RB(X) = XB で定める.

(1) rankA = r, rankB = s のとき, rankLA, rankRB を求めよ.

(2) Eij を, (i, j)成分だけが 1 で, (i, j)成分以外の成分がすべて 0 であるm× n行列として Mmn(K) の基底

Bm,n = [E11, E21, . . . , Em1, E12, E22, . . . , Em2, . . . , E1j , E2j , . . . , Emj , . . . , E1n, E2n, . . . , Emn]

B′
m,n = [E11, E12, . . . , E1n, E21, E22, . . . , E2n, . . . , Ei1, Ei2, . . . , Ein, . . . , Em1, Em2, . . . , Emn]

を考える. このとき, Bm,n, Bk,n に関する LA の表現行列と B′
m,n, B

′
m,l に関する RB の表現行列を求めよ.

(3) k = m, l = n の場合に LA と RB の行列式の値を求めよ.

19. (発展問題) V を R 上のベクトル空間とする. V の 1次変換 f で f◦f = −idV を満たすものが存在するとき,

以下の問に答えよ.

(1) v が零ベクトルでない V のベクトルならば v, f(v) は 1次独立であることを示せ. (ウォーミングアップ)

(2) v1,v2, . . . ,vk ∈ V とし, w ∈ V が v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vk, f(vk) の 1次結合ではないならば, f(w) は

v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vk, f(vk),w の 1次結合ではないことを示せ.

(3) V のベクトル v1,v2, . . . ,vn で, v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn) が V の基底になるものが存在することを

示せ. また, このような V の基底 [v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn)] に関する f の表現行列はどのような行列で

あるか答えよ.

(4) V の次元は偶数で, n =
dimV

2
とおくと, V は f の n 個の 2次元不変部分空間の直和であることを示せ.
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第 16回の演習問題の解答

1. (1) TA(v1) = Av1 =

34

34

51

 = 17v1, TA(v2) = Av2 =

−17

17

0

 = −17v2, TA(v3) = Av3 =

−51

−51

68

 = −17v3

となるため, 求める行列は

17 0 0

0 −17 0

0 0 −17

 である.

(2) TA(v1) = Av1 =

 2

−2

4

 = 2v1, TA(v2) = Av2 =

 3

−2

4

 = v2, TA(v3) = Av3 =

0

0

0

 = 0 となるため, 求

める行列は

2 0 0

0 1 0

0 0 0

 である.

(3) TA(v1) = Av1 =

 1

1

−1

 = v1, TA(v2) = Av2 =

2

0

1

 = v1 + v2, TA(v3) = Av3 =

2

0

2

 = 2v3 となるため,

求める行列は

1 1 0

0 1 0

0 0 2

 である.

(4) TA(v1) = Av1 =

0

0

0

 = 0, TA(v2) = Av2 =

1

1

1

 = v2, TA(v3) = Av3 =

−2

2

4

 = 2v3 となるため, 求め

る行列は

0 0 0

0 1 0

0 0 2

 である.

(5) 一般に A をm × n行列, B = [v1,v2, . . . ,vn] を Kn の基底, B′ = [w1,w2, . . . ,wm] を Km の基底とする

とき, TA : Kn → Km の表現行列を A′ =
(
a′ij
)
とおき, P =

(
v1 v2 · · · vn

)
, Q =

(
w1 w2 · · · wm

)
とおけば,

vj = Pej , wi = Qei より APej = Avj = TA(vj) =
m∑
i=1

a′ijwi =
m∑
i=1

a′ijQei = Q

(
m∑
i=1

a′ijei

)
が j = 1, 2, , . . . , n に

対して成り立つ. ここで,
m∑
i=1

a′ijei は A′ の第 j 列 A′ej に他ならないため, 上式から APej = QA′ej が得られる.

従って, A′ = Q−1AP が成り立つ.

とくに A =

−1 −5 −1

2 4 0

2 4 3

, v1 = w1 =

 1

−1

2

, v2 = w2 =

 3

−2

4

, v3 = w3 =

 2

−1

3

 の場合, P = Q =

 1 3 2

−1 −2 −1

2 4 3

 であり, (1)の結果から, B に関する TA の表現行列は次で与えられる.

P−1AP = P−1

−1 −5 −1

2 4 0

2 4 3


 1 3 2

−1 −2 −1

2 4 3

 =

−2 −1 1

1 −1 −1

0 2 1


 2 3 0

−2 −2 0

4 10 9

 =

2 6 9

0 −5 −9

0 6 9


(6) A−1 =

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
より,
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f(v1) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
0 1

0 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
0 a

0 c

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
−ac a2

−c2 ac

)

=
a2

ad− bc
v1 −

ac

ad− bc
v2 −

c2

ad− bc
v3,

f(v2) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
1 0

0 −1

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
a −b
c −d

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
ad+ bc −2ab

2cd −ad− bc

)

= − 2ab

ad− bc
v1 +

ad+ bc

ad− bc
v2 +

2cd

ad− bc
v3,

f(v3) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
0 0

1 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
b 0

d 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
bd −b2

d2 −bd

)

= − b2

ad− bc
v1 +

bd

ad− bc
v2 +

d2

ad− bc
v3

だから, 求める行列は
1

ad− bc

 a2 −2ab −b2

−ac ad+ bc bd

−c2 2cd d2

 である.

(7) P , f の定義より,

f(v1) =

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

−

0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 0 −c b

c 0 −a
−b a 0



=

0 b c

0 −a 0

0 0 −a

−

0 0 0

b −a 0

c 0 −a

 =

 0 b c

−b 0 0

−c 0 0

 = cv2 − bv3,

f(v2) =

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0


 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

−

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 0 −c b

c 0 −a
−b a 0



=

−b 0 0

a 0 c

0 0 −b

−

−b a 0

0 0 0

0 c −b

 =

0 −a 0

a 0 c

0 −c 0

 = −cv1 + av3,

f(v3) =

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

−

0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 0 −c b

c 0 −a
−b a 0



=

−c 0 0

0 −c 0

a b 0

−

−c 0 a

0 −c b

0 0 0

 =

0 0 −a
0 0 −b
a b 0

 = bv1 − av2

だから, 求める行列は

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0

 = P である.

(8) f(v1) =

(
a b

c d

)(
1 0

0 0

)
=

(
a 0

c 0

)
= av1 + cv2, f(v2) =

(
a b

c d

)(
0 0

1 0

)
=

(
b 0

d 0

)
= bv1 + dv2,

f(v3) =

(
a b

c d

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 a

0 c

)
= av3 + cv4, f(v4) =

(
a b

c d

)(
0 0

0 1

)
=

(
0 b

0 d

)
= bv3 + dv4 だから, 求
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める行列は


a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

 =

(
A O

O A

)
である.

(9) A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
より,

f(v1) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
1 0

0 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
a 0

c 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
ad −ab
cd −bc

)

=
ad

ad− bc
v1 +

cd

ad− bc
v2 −

ab

ad− bc
v3 −

bc

ad− bc
v4,

f(v2) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
0 0

1 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
b 0

d 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
bd −b2

d2 −bd

)

=
bd

ad− bc
v1 +

d2

ad− bc
v2 −

b2

ad− bc
v3 −

bd

ad− bc
v4,

f(v3) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
0 1

0 0

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
0 a

0 c

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
−ac a2

−c2 ac

)

= − ac

ad− bc
v1 −

c2

ad− bc
v2 +

a2

ad− bc
v3 +

ac

ad− bc
v4,

f(v4) =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
0 0

0 1

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
0 b

0 d

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
−bc ab

−cd ad

)

= − bc

ad− bc
v1 −

cd

ad− bc
v2 +

ab

ad− bc
v3 +

ad

ad− bc
v4

だから, 求める行列は
1

ad− bc


ad bd −ac −bc
cd d2 −c2 −cd
−ab −b2 a2 ab

−bc −bd ac ad

 =
1

ad− bc

(
dA −cA
−bA aA

)
である.

(9) 2項定理より f(xj−1) = (x+ a)j−1 =

j∑
i=1

(
j − 1

i− 1

)
aj−ixi−1 だから, 求める行列は

(
j − 1

i− 1

)
aj−i を (i, j)成分

とする n+ 1次正方行列である. ただし, i > j のときは
(
j − 1

i− 1

)
= 0 とする.

(10) f(xj−1) = (xj−1)′ = (j − 1)xj−2 だから, 求める行列は, 第 1列が 0, 第 j 列 (2 ≦ j ≦ n+ 1)が (j − 1)ej−1

である n+ 1次正方行列である.

(11) f(1) = r, f(x) = q + (p+ r)x であり, j = 2, 3, . . . , n に対し,

f

(
xj

j!

)
= (ax2 + bx+ c)

xj−2

(j − 2)!
+ (px+ q)

xj−1

(j − 1)!
+ r

xj

j!

= c
xj−2

(j − 2)!
+ ((j − 1)b+ q)

xj−1

(j − 1)!
+ (j(j − 1)a+ jp+ r)

xj

j!

だから, e0 = e−1 = 0とおけば,求める行列は,第 j列が cej−2+((j−2)b+q)ej−1+((j−1)(j−2)a+(j−1)p+r)ej
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である n+ 1次正方行列である.

r q c 0 · · · 0 · · · · · · 0

0 p+ r b+ q c
. . .

...
...

... 0 2a+ 2p+ r 2b+ q
. . . 0

...
...

... 0 6a+ 3p+ r
. . . c

. . .
...

...
...

... 0
. . . (j − 2)b+ q

. . .
. . .

...
...

...
...

...
. . . (j − 1)(j − 2)a+ (j − 1)p+ r

. . .
. . . 0

...
...

...
... 0

. . .
. . . c

...
...

...
...

...
. . .

. . . (n− 1)b+ q

0 0 0 0 · · · 0 · · · 0 n(n− 1)a+ p+ r



2. (1) 求める基底の変換行列を

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 とおけば,

 3

−1

4

 = a11

1

0

1

 + a21

2

1

0

 + a31

1

1

2

 =

1 2 1

0 1 1

1 0 2


a11a21

a31

,

4

1

8

 = a12

1

0

1

 + a22

2

1

0

 + a32

1

1

2

 =

1 2 1

0 1 1

1 0 2


a12a22

a32

,

 3

−2

6

 = a13

1

0

1

 +

a23

2

1

0

+ a33

1

1

2

 =

1 2 1

0 1 1

1 0 2


a13a23

a33

 だから
 3 4 3

−1 1 −2

4 8 6

 =

1 2 1

0 1 1

1 0 2


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 である.

 1 2 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

1 0 2 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 2 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 −2 1 −1 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 −1 1 −2 0

0 1 1 0 1 0

0 0 3 −1 2 1

 第 3 行を−−−−−→
1
3 倍する

 1 0 −1 1 −2 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 − 1
3

2
3

1
3

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 2

3 − 4
3

1
3

0 1 0 1
3

1
3 − 1

3

0 0 1 − 1
3

2
3

1
3

 より
1 2 1

0 1 1

1 0 2


−1

=


2
3 − 4

3
1
3

1
3

1
3 − 1

3

− 1
3

2
3

1
3

 である. 従って,

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 =

1 2 1

0 1 1

1 0 2


−1 3 4 3

−1 1 −2

4 8 6

 =


2
3 − 4

3
1
3

1
3

1
3 − 1

3

− 1
3

2
3

1
3


 3 4 3

−1 1 −2

4 8 6

 =


14
3 4 20

3

− 2
3 −1 − 5

3

− 1
3 2 − 1

3

 である.

(2) 求める基底の変換行列を

(
a11 a12

a21 a22

)
とおけば,

 0

1

−1

 = a11

 1

−1

0

 + a21

 1

0

−1

 =

 1 1

−1 0

0 −1

(a11
a21

)
,

 1

1

−2

 = a12

 1

−1

0

 + a22

 1

0

−1

 =

 1 1

−1 0

0 −1

(a12
a22

)
だから

 0 1

1 1

−1 −2

 =

 1 1

−1 0

0 −1

(a11 a12

a21 a22

)
であ

る. この等式の両辺の行列の第 1 行と第 2 行を比較すれば,

(
0 1

1 1

)
=

(
1 1

−1 0

)(
a11 a12

a21 a22

)
が得られるため,(

a11 a12

a21 a22

)
=

(
1 1

−1 0

)−1(
0 1

1 1

)
=

(
0 −1

1 1

)(
0 1

1 1

)
=

(
−1 −1

1 2

)
である.
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(3) 求める基底の変換行列を

(
a11 a12

a21 a22

)
とおけば,

 1

0

−1

 = a11

 1

1

−2

 + a21

 1

2

−3

 =

 1 1

1 2

−1 −3

(a11
a21

)
,

 0

2

−2

 = a12

 1

1

−2

 + a22

 1

2

−3

 =

 1 1

1 2

−1 −3

(a12
a22

)
だから

 1 0

0 2

−1 −2

 =

 1 1

1 2

−1 −3

(a11 a12

a21 a22

)
であ

る. この等式の両辺の行列の第 1 行と第 2 行を比較すれば,

(
1 0

0 2

)
=

(
1 1

1 2

)(
a11 a12

a21 a22

)
が得られるため,(

a11 a12

a21 a22

)
=

(
1 1

1 2

)−1(
1 0

0 2

)
=

(
2 −1

−1 1

)(
1 0

0 2

)
=

(
2 −2

−1 2

)
である.

(4) 求める基底の変換行列を

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 とおけば,


2

1

0

−3

 = a11


1

1

−1

−1

 + a21


2

1

−1

−2

 + a31


0

1

0

−1

 =


1 2 0

1 1 1

−1 −1 0

−1 −2 −1


a11a21

a31

,


1

0

0

−1

 = a12


1

1

−1

−1

+ a22


2

1

−1

−2

+ a32


0

1

0

−1

 =


1 2 0

1 1 1

−1 −1 0

−1 −2 −1


a12a22

a32

,


1

−2

−1

2

 = a13


1

1

−1

−1

+ a23


2

1

−1

−2

+ a33


0

1

0

−1

 =


1 2 0

1 1 1

−1 −1 0

−1 −2 −1


a13a23

a33

 だから


2 1 1

1 0 −2

0 0 −1

−3 −1 2

 =


1 2 0

1 1 1

−1 −1 0

−1 −2 −1


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 である. この等式の両辺の行列の第 1,2,3行を比較すれば,

2 1 1

1 0 −2

0 0 −1

 =

 1 2 0

1 1 1

−1 −1 0


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 であり,

 1 2 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0

−1 −1 0 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 1 2 0 1 0 0

0 −1 1 −1 1 0

0 1 0 1 0 1

 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 2 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1

0 −1 1 −1 1 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 0 −1 0 −2

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1



より

 1 2 0

1 1 1

−1 −1 0


−1

=

−1 0 −2

1 0 1

0 1 1

が得られるため,

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 =

 1 2 0

1 1 1

−1 −1 0


−12 1 1

1 0 −2

0 0 −1

 =

−1 0 −2

1 0 1

0 1 1


2 1 1

1 0 −2

0 0 −1

 =

−2 −1 1

2 1 0

1 0 −3

 である.

(5) P2(K)の基底 [1, x, x2]に関する 3−4x−x2, −2+2x+x2, −2+3x+x2, 1+x+2x2, 2−x−x2, 1+2x+3x2

の座標は順に

 3

−4

−1

,

−2

2

1

,

−2

3

1

,

1

1

2

,

 2

−1

−1

,

1

2

3

 だから, 求める基底の変換行列を

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 と
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おけば, 1

1

2

 = a11

 3

−4

−1

+ a21

−2

2

1

+ a31

−2

3

1

 =

 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


a11a21

a31

 ,

 2

−1

−1

 = a12

 3

−4

−1

+ a22

−2

2

1

+ a32

−2

3

1

 =

 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


a12a22

a32

 ,

1

2

3

 = a13

 3

−4

−1

+ a23

−2

2

1

+ a33

−2

3

1

 =

 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


a13a23

a33



だから

1 2 1

1 −1 2

2 −1 3

 =

 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 である.

 3 −2 −2 1 0 0

−4 2 3 0 1 0

−1 1 1 0 0 1

 第 1 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え−1 1 1 0 0 1

−4 2 3 0 1 0

3 −2 −2 1 0 0

 第 1 行を−−−−−−→
−1 倍する

 1 −1 −1 0 0 −1

−4 2 3 0 1 0

3 −2 −2 1 0 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 −1 −1 0 0 −1

0 −2 −1 0 1 −4

0 1 1 1 0 3


第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

 1 −1 −1 0 0 −1

0 1 1 1 0 3

0 −2 −1 0 1 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 0 1 0 2

0 1 1 1 0 3

0 0 1 2 1 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 1 0 2

0 1 0 −1 −1 1

0 0 1 2 1 2

 より
 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


−1

=

 1 0 2

−1 −1 1

2 1 2

 が得られるため,

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a11 a12 a13

 =

 3 −2 −2

−4 2 3

−1 1 1


−11 2 1

1 −1 2

2 −1 3

 =

 1 0 2

−1 −1 1

2 1 2


1 2 1

1 −1 2

2 −1 3

 =

5 0 7

0 −2 0

7 1 10

である.

(6)
x(x− 1)

2
= −1

2
x+

1

2
x2,

x(x− 1)(x− 2)

6
=

1

3
x− 1

2
x2 +

1

6
x3 だから, 基底 B′ から B への基底の変換行列は

1 0 0 0

0 1 − 1
2

1
3

0 0 1
2 − 1

2

0 0 0 1
6

 である. 教科書の 175ページの注意と定理 6.21により, 基底 B から B′ への基底の変換行列は


1 0 0 0

0 1 − 1
2

1
3

0 0 1
2 − 1

2

0 0 0 1
6


−1

=


1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 2 6

0 0 0 6

 である.

3. 標準基底に関する f の表現行列を A,基底 [w1,w2,w3]に関する f の表現行列を B とし,標準基底 [e1, e2, e3]から

基底 [v1,v2,v3], [w1,w2,w3]への基底の変換行列をそれぞれ P , Qとすれば, 教科書の問 6.9からP =

1 4 2

0 1 0

1 2 1

,

Q =

1 2 2

0 1 2

1 2 3

である. さらに, D =

3 0 0

0 −1 0

0 0 −2

とおくと教科書の定理 6.23により, P−1AP = D, Q−1AQ =

199



B が成り立つ. P−1 =

−1 0 2

0 1 0

1 −2 −1

, Q−1 =

−1 −2 2

2 1 −2

−1 0 1

 だから A = PDP−1 =

−7 4 10

0 −1 0

−5 2 8

,

B = QAQ−1 =

−35 38 −16

0 23 −10

4 52 −26

.

4. D =

2 0 0

0 3 0

0 0 1

 とおくと, 教科書の定理 6.20 により, 基底 [v1,v2,v3] に関する fn の表現行列は Dn =

2n 0 0

0 3n 0

0 0 1

 である. 標準基底 [e1, e2, e3] から基底 [v1,v2,v3] への基底の変換行列を P とすれば, 教科書の

問 6.9から P =

1 2 2

1 2 1

1 1 1

 である. 標準基底に関する fn の表現行列を A とすれば教科書の定理 6.23により,

P−1AP = Dn が成り立つ. P−1 =

−1 0 2

0 1 −1

1 −1 0

 だから, A = PDnP−1 =

2− 2n 2·3n − 2 2n+1 − 2·3n

1− 2n 2·3n − 1 2n+1 − 2·3n

1− 2n −1 2n+1

.

5. f の表現行列を A とすれば，問題 1の (11)で, a = b = c = 0, p = a. q = b, r = c とすれば, A は第 1列が ce1，

第 j 列 (2 ≦ j ≦ n+ 1)が bej−1 + ((j − 1)a+ c)ej である行列である. すなわち

A =



c b 0 · · · 0

a+ c b
. . .

...

2a+ c
. . . 0

0 . . . b

na+ c


.

だから A は対角成分が c, a+ c, 2a+ c, . . . , na+ c である上半三角行列である. 従って, k = 0, 1, 2, . . . , n に対して

c ̸= −ak ならば |A| = c(a + c) · · · (na + c) ̸= 0 となり A は正則行列である. 故に f は同型写像で, この場合は

dimKer , f = 0 である. c = −ak となる整数 0 ≦ k ≦ n がある場合, |A| = c(a+ c) · · · (na+ c) = 0 より A は正則

行列ではないので rankA ≦ n である. このとき a = 0 ならば c = 0 で A = b
(
0 e1 e2 · · · en

)
だから b ̸= 0

ならば rankA = n である. a ̸= 0 ならば A の第 k + 1 列以外の n 個の列ベクトル

−ake1, be1− a(k − 1)e2, . . . , bek−1− aek, bek+1 + aek+2, . . . , ben+ a(n− k)en+1

は 1次独立だから rankA ≧ n でもある. 従って, c = −ak となる整数 0 ≦ k ≦ n がある場合, a ̸= 0 または b ̸= 0 な

らば rankA = n であり，rankF = rankA = n となるため, 次元公式によって dimKerF = dimPn(R)− rankF =

n+ 1− n = 1 である. a = b = c = 0 の場合は明らかに dimKerF = dimPn(R) = n+ 1 である.

[注意] 微分方程式 (ax+ b)
dy

dx
+ cy = 0 の解は a ̸= 0, c = −ak ならばC を任意定数として y = C(ax+ b)k で与えら

れるため k が 0 ≦ k ≦ n を満たす整数ならば上の解答における Ker f は (ax+ b)k で生成される．一方 a = c = 0,

b ̸= 0 ならば Ker, f は 1 で生成される.

6. (1) BV から B′
V への基底の変換行列を P とすれば, A′ = P−1AP だから |A′| = |P−1AP | = |P−1||A||P | =

|P−1||P ||A| = |P−1P ||A| = |En||A| = |A| である.

(2) BV を V の基底とし, BV に関する f , g の表現行列をそれぞれ A, B とすれば, BV に関する g◦f の表現行
列は BA だから det(g◦f) = |BA| = |B||A| = det(g) det(f) が得られる.
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(3) V の次元を n とし, BV を V の基底とすれば, BV に関する idV の表現行列は n 次単位行列 En だから

det(idV ) = |En| = 1 である.

(4) f が同型写像ならば, f の逆写像 f−1 が存在して f−1◦f = idV が成り立つため, (2) と (3) の結果から

det(f−1) det(f) = det(f−1◦f) = det(idV ) = 1 が得られる. よって det(f) ̸= 0 であり, det(f−1) =
1

det(f)
が成り

立つことがわかる.

det(f) ̸= 0 であると仮定する. BV = [v1,v2, . . . ,vn] を V の基底とし, BV に関する f の表現行列を A とす

れば |A| = det(f) ̸= 0 だから A は正則行列である. 従って A で表される Kn の 1次変換 TA は同型写像であ

る. φ : V → Kn を φ(vj) = ej (j = 1, 2, . . . , n) で定まる 1次写像とすれば, φ は V の基底を Kn の基底に写

すため, 同型写像である. また, A の (i, j) 成分を aij とすれば, φ◦f : V → Kn と TA◦φ : V → Kn はともに

vj (j = 1, 2, . . . , n) を
n∑
i=1

aijei に写す 1次写像だから, φ◦f = TA◦φ が成り立つ. ここで φ−1◦φ = idV だから

f = idV ◦f = φ−1◦φ◦f = φ−1◦TA◦φ が得られ, φ−1, TA および φ はすべて同型写像だから, これらの合成写像であ

る f も同型写像である.

7. (1) V は v1,v2, . . . ,vn で生成されるため, 任意の x ∈ V は x =
n∑
j=1

zjvj (zj ∈ C) と表される. zj = xj + yji

(xj , yj ∈ R) とおけば x =
n∑
j=1

(xj + yji)vj =
n∑
j=1

xjvj +
n∑
j=1

yjivj だから v1,v2, . . . ,vn, iv1, iv2, . . . , ivn は

VR を生成する. xj , yj ∈ R (j = 1, 2, . . . , n) に対して
n∑
j=1

xjvj +
n∑
j=1

yjivj = 0 ならば
n∑
j=1

(xj + yji)vj = 0

であり, v1,v2, . . . ,vn は V の 1 次独立なベクトルだから xj + yji = 0 (j = 1, 2, . . . , n) が成り立つ. 従って

j = 1, 2, . . . , n に対して xj = yj = 0 だから v1,v2, . . . ,vn, iv1, iv2, . . . , ivn は VR の 1次独立なベクトルである.

故に v1,v2, . . . ,vn, iv1, iv2, . . . , ivn は VR の基底である.

(2) A =
(
ajk + bjki

)
(ajk, bjk ∈ R) とおけば

(
ajk
)
=

1

2

(
A+A

)
,
(
bjk
)
=

1

2i

(
A−A

)
であり,

f(vk) =

n∑
j=1

(ajk + bjki)vj =

n∑
j=1

ajkvj +

n∑
j=1

bjkivj , f(ivk) = if(vk) =

n∑
j=1

(−bjk)vj +
n∑
j=1

ajkivj

だから BVR
, BWR

に関する fR : VR →WR の表現行列は

(
1
2

(
A+A

)
− 1

2i

(
A−A

)
1
2i

(
A−A

)
1
2

(
A+A

) ) である.

(3) V の基底 BV をとり, BV に関する f の表現行列を A とする. VR の基底 BVR
を (2) と同様に定め

れば, BVR
に関する fR の表現行列は

(
1
2

(
A+A

)
− 1

2i

(
A−A

)
1
2i

(
A−A

)
1
2

(
A+A

) ) だから, 第 12 回の演習問題 14 の結果から

det(fR) =

∣∣∣∣∣ 12
(
A+A

)
− 1

2i

(
A−A

)
1
2i

(
A−A

)
1
2

(
A+A

) ∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣A∣∣ = |A||A| = det(f)det(f) = |det(f)|2 である.

8. 教科書の 177ページの注意の方法に従ってR5とR4の基底を求める. b =


p

q

r

s

とし,
(
A b

)
を拡大係数行列とする

連立 1次方程式を考える.


1 0 2 1 0 p

0 1 −1 1 2 q

2 1 3 3 −1 r

0 2 −2 2 1 s

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 2 1 0 p

0 1 −1 1 2 q

0 1 −1 1 −1 r − 2p

0 2 −2 2 1 s

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 2 1 0 p

0 1 −1 1 2 q

0 0 0 0 −3 r − 2p− q

0 0 0 0 −3 s− 2q

 第 4 行を−−−−−−→
− 1

3 倍する


1 0 2 1 0 p

0 1 −1 1 2 q

0 0 0 0 1 2p+q−r
3

0 0 0 0 −3 s− 2q

 (3,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し
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
1 0 2 1 0 p

0 1 −1 1 0 q−4p+2r
3

0 0 0 0 1 2p+q−r
3

0 0 0 0 0 2p− q + s− r

 より, この連立 1次方程式が解をもつ条件は 2p − q + s − r = 0 が成り立つ

ことである. 従って, b ∈ ImTA であるためには b =


p

q

r

−2p+ q + r

 = p


1

0

0

−2

 + q


0

1

0

1

 + r


0

0

1

1

という形に表
されることが必要十分である. 故に e1 − 2e4, e2 − e4, e3 + e4 は ImTA の基底である. この基底に e4 を加えた

R4 の基底 [e1 − 2e4, e2 − e4, e3 + e4, e4] が求める R4 の基底である. 2p − q + s − r = 0 の場合, 上の連立 1次

方程式は,


x+ 2z + w = p

y − z + w = q−4p+2r
3

u = 2p+q−r
3

と同値であるため, Ax = b を満たす x は x =


p− 2s− t

q−4p+2r
3 + s− t

s

t
2p+q−r

3

 (s, t は

任意の定数)と表される. とくに, b = e1 − 2e4, e2 − e4, e3 + e4,0 の場合を考えて, v1 =


1

− 4
3

0

0
2
3

, v2 =


0
1
3

0

0
1
3

,

v3 =


0
2
3

0

0

− 1
3

, v4 =


−2

1

1

0

0

, v5 =


−1

−1

0

1

0

 とおくと TA(v1) = e1 − 2e4, TA(v2) = e2 − e4, TA(v3) = e3 + e4,

TA(v4) = TA(v5) = 0 であり, v4,v5 は KerTA の基底である. 教科書の定理 6.9により [v1,v2,v3,v4,v5] は R5

の基底で, これが求めるものである.

9. 成分がすべて K に属する n 次正方行列 A に対し, Kn の 1次変換 TA を考え, V を TA の 1次元不変部分空

間とする. v ∈ V かつ v ̸= 0 すると V は 1次元だから v によって生成され, Av = TA(v) ∈ V より Av = λv

を満たす λ ∈ K がある. このとき (λEn − A)v = λv − Av = 0 であり, v ̸= 0 だから教科書の命題 4.18により

|λEn −A| = 0 が成り立ち, v は λEn −A を係数行列とする斉次連立 1次方程式の零ベクトルでない解である.

逆に |λEn −A| = 0 を満たす λ ∈ K に対して, (λEn −A)v = 0 を満たす零ベクトルでない v ∈ Kn が教科書の

命題 4.18により存在するが, このとき Av = λv が成り立つため, v は TA の 1次元不変部分空間の基底になる.

(1) A =

(
a b

0 a

)
に対し, |λE2 −A| =

∣∣∣∣∣λ− a −b
0 λ− a

∣∣∣∣∣ = (λ− a)2 だから, |λE2 −A| = 0 を満たす λ は a のみで

ある. aE2 −A =

(
0 −b
0 0

)
であり, b ̸= 0 だから aE2 −A を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間の基底は

e1 =

(
1

0

)
で与えられる. よって, 上で示したことから, ⟨e1⟩ は TA の 1次元不変部分空間であり, TA の 1次元不変

部分空間は ⟨e1⟩ 以外に存在しない.

(2) b ̸= 0 の場合は, (1)の結果から TA の 1次元不変部分空間は 1つしか存在しないため, K2 は TA の 2つの 1

次元不変部分空間の直和にはなりえない. b = 0 の場合は, TA(e2) = ae2 だから ⟨e2⟩ も TA の 1次元不変部分空間

であり K2 は TA の 2つの 1次元不変部分空間 ⟨e1⟩ と ⟨e2⟩ の直和になっている.

10. (1) 任意の (x,y), (v,w), (u, z) ∈ V ×W , a, b ∈ K に対し, V , W がベクトル空間であることを用いて, V ×W
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の加法とスカラー倍が教科書の定義 5.4の 8つの条件を満すことを確かめればよい.

((x,y) + (v,w)) + (u, z) = (x+ v,y +w) + (u, z) = ((x+ v) + u, (y +w) + z) = (x+ (v + u),y + (w + z)) =

(x,y) + (v + u,w + z) = (x,y) + ((v,w) + (u, z)) より, 教科書の定義 5.4の (i)が成り立つ.

(x,y) + (0,0) = (x+ 0,y + 0) = (x,y), (0,0) + (x,y) = (0+ x,0+ y) = (x,y) より, 0 = (0,0) とおくと, 教科

書の定義 5.4の (ii)が成り立つ.

(x,y) + (−x,−y) = (x+ (−x),y + (−y)) = (0,0) = 0, (−x,−y) + (x,y) = ((−x) + x, (−y) + y) = (0,0) = 0

より, 教科書の定義 5.4の (iii)が成り立つ.

(x,y) + (v,w) = (x+ v,y +w) = (v + x,w + y) = (v,w) + (x,y) より, 教科書の定義 5.4の (iv)が成り立つ.

(ab)(x,y) = ((ab)x, (ab)y) = (a(bx), a(by)) = a(bx, by) = a(b(x,y)) より, 教科書の定義 5.4の (v)が成り立つ.

1(x,y) = (1x, 1y) = (x,y) より, 教科書の定義 5.4の (vi)が成り立つ.

a((x,y) + (v,w)) = a(x + v,y + w) = (a(x + v), a(y + w)) = (ax + av, ay + aw) = (ax, ay) + (av, aw) =

a(x,y) + a(v,w) より, 教科書の定義 5.4の (vii)が成り立つ.

(a+ b)(x,y) = ((a+ b)x, (a+ b)y) = (ax+ bx, ay + by) = (ax, ay) + (bx, by) = a(x,y) + b(x,y) より, 教科書の

定義 5.4の (viii)が成り立つ.

(2) (v1,v2), (w1,w2) ∈ V1 × V2, a ∈ K に対し, ps((v1,v2) + (w1,w2) = ps((v1 +w1,v2 +w2)) = vs +ws =

ps((v1,v2)) + ps((w1,w2)), ps(a(v1,v2)) = ps((av1, av2)) = avs = aps((v1,v2)) だから ps は 1次写像である.

ps の定義から (v1,v2) ∈ Ker ps であるためには vs = 0 であることが必要十分である. 任意の (v1,v2) ∈ V1 × V2

は (v1,v2) = (0,v2) + (v1,0) と表され (0,v2) ∈ Ker p1, (v1,0) ∈ Ker p2 だから V1 × V2 = Ker p1 + Ker p2

である. また, (v1,v2) ∈ Ker p1 ∩ Ker p2 であるためには v1 = 0 かつ v2 = 0 であることが必要十分だから,

Ker p1 ∩Ker p2 = {0} である. 故に V1 × V2 は Ker p1 と Ker p2 の直和である.

(3) v ∈ V1 ならば ps◦i1(v) = ps(i1(v)) = ps(v,0) =

v s = 1

0 s = 2
, v ∈ V2 ならば ps◦i2(v) = ps(i2(v)) =

ps(0,v) =

v s = 2

0 s = 1
だから, ps◦is は Vs の恒等写像, p2◦i1 と p1◦i2 は零写像である. (v1,v2) ∈ V1 × V2 に

対して (i1◦p1 + i2◦p2)((v1,v2)) = (i1◦p1)((v1,v2)) + (i2◦p2)((v1,v2)) = i1(p1((v1,v2))) + i2(p2((v1,v2))) =

i1(v1) + i2(v2) = (v1,0) + (0,v2) = (v1,v2) だから i1◦p1 + i2◦p2 は V1 × V2 の恒等写像である. (v1,v2) ∈ Ker ps

であるためには vs = 0 であることが必要十分であり, is の定義から (v1,v2) ∈ Im i1 であるためには v2 = 0 で

あることが必要十分で, (v1,v2) ∈ Im i2 であるためには v1 = 0 であることが必要十分だから, Im i1 = Ker p2,

Im i2 = Ker p1 である.

(4) xi, yj ∈ K (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m) に対して
n∑
i=1

xi(vi,0) +
m∑
j=1

yj(0,wj) = (0,0) が成り立つと

する. V × W の加法とスカラー倍の定義により, この左辺は

(
n∑
i=1

xivi,
m∑
j=1

yjwj

)
に等しいため,

n∑
i=1

xivi = 0

と
m∑
j=1

yjwj = 0 が成り立つ. v1,v2, . . . ,vn および w1,w2, . . . ,wm が 1 次独立ならば x1 = x2 = · · · = x1 =

y1 = y2 = · · · = ym = 0 が得られ, (v1,0), (v2,0), . . . , (vn,0), (0,w1), (0,w2), . . . , (0,wm) は 1次独立であるこ

とがわかる. 任意の (x,y) ∈ V ×W に対し, x =
n∑
i=1

xivi, y =
m∑
j=1

yjwj を満たす xi, yj ∈ K (i = 1, 2, . . . , n,

j = 1, 2, . . . ,m) が存在する. このとき (x,y) =

(
n∑
i=1

xivi,
m∑
j=1

yjwj

)
=

n∑
i=1

xi(vi,0) +
m∑
j=1

yj(0,wj) が成り立つた

め, (v1,0), (v2,0), . . . , (vn,0), (0,w1), (0,w2), . . . , (0,wm) は V を生成することがわかる.

11. (1) x,v ∈ V1 ∩ V2, r ∈ K に対して f(x + v) = (x + v,−(x + v)) = (x + v,−x + (−v)) = (x,−x) +

(v,−v) = f(x) + f(v), f(rx) = (rx,−rx) = r(x,−x) = rf(x) だから f は 1次写像である. f(x) = 0 ならば

(x,−x) = f(x) = 0 = (0,0) より x = 0 となるため, 教科書の補題 6.3により, f は単射である.

(x,y), (v,w) ∈ V1 × V2, r ∈ K に対し, g((x,y) + (v,w)) = g((x + v,y + w)) = (x + v) + (y + w) =

(x + y) + (v + w) = g((x,y)) + g((v + w)), g(r(x,y)) = g((rx, ry)) = rx + ry = r(x + y) = rg((x,y)) だか

203



ら g は 1次写像である. 任意の w ∈ V1 + V2 に対して w = x + y を満たす x ∈ V1, y ∈ V2 が存在するため,

(x,y) ∈ V1 × V2 であり g((x,y)) = x+ y = w が成り立つ. 故に g は全射である.

(x,y) ∈ Ker g ならば x + y = g((x,y)) = 0 だから y = −x である. また, x ∈ V1 であり, y ∈ V2 より

x = −y ∈ V2 でもあるので, x ∈ V1 ∩ V2 である. 従って f(x) = (x,−x) = (x,y) となるため, (x,y) ∈ Im f であ

る. 逆に (x,y) ∈ Im f ならば v ∈ V1 ∩ V2 で f(v) = (x,y) を満たすものがあるが, f(v) = (v,−v) だから x = v,

y = −v である. 故に g((x,y)) = x+ y = v+ (−v) = 0 より, (x,y) ∈ Ker g である. 従って Im f = Ker, g が成り

立つ.

(2) (1)より g は全射だから, rank g = dim Im g = dim(V1 +V2) であり, f は V1 ∩V2 から Im f = Ker g への同型

写像を与えるため, 教科書の定理 6.6から dim(V1 ∩ V2) = dimKer g が成り立つ. さらに, (2)より dim(V1 × V2) =

dimV1 + dimV2 であることに注意して, g に次元公式を用いると, dim(V1 ∩ V2) + dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2

が得られる. この等式の左辺の dim(V1 ∩ V2) を移項して結果を得る.

(3) 仮定より V1 ∩ V2 = {0} であることと, (1)より Ker g = Im f = {0} だから, g は単射である. さらに, 仮定よ

り V = V1 + V2 であることと, (1)より g は V1 × V2 から V への全射でもある. 従って g は V1 × V2 から V への

同型写像になるため, V は V1 × V2 と同型である.

12. (1) v,w ∈ V , a ∈ K とする. v = v1 + v2, w = w1 +w2 (v1,w1 ∈ V1, v2,w2 ∈ V2) と表せているとすれば,

v+w = (v1+v2)+ (w1+w2) = (v1+w1)+ (v2+w2), av = a(v1+v2) = av1+av2 であり, v1+w1, av1 ∈ V1,

v2 +w2, av2 ∈ V2 だから pVs
(v +w) = vs +ws = pVs

(v) + pVs
(w), pVs

(av) = av1 = apVs
(v) が成り立つ.

(2) x ∈ V1 ならば i1(x) = x = v1 + v2 (v1 ∈ V1, v2 ∈ V2) と表す方法は一通りで, v1 = x, v2 = 0 のときに

x = v1 + v2 (v1 ∈ V1, v2 ∈ V2) が成り立つため, p1 の定義から (p1◦i1)(x) = p1(i1(x)) = p1(x) = v1 = x である.

よって, p1◦i1 は V1 の恒等写像であり, p1(x) = x だから p1 が全射であることがわかる. 同様にして, p2◦i2 が V2

の恒等写像であり, p2 が全射であることも示される.

(3) v ∈ Ker p1 ならば v = v1 + v2 (v1 ∈ V1, v2 ∈ V2) と表したとき, v1 = 0 だから v = v2 ∈ V2 である.

従って Ker p1 ⊂ V2 である. 逆に v ∈ V2 ならば v = 0 + v (0 ∈ V1, v ∈ V2) と表せて, v = v1 + v2 (v1 ∈ V1,

v2 ∈ V2) と表す表し方は一通りだから, p1(v) = 0 である. 故に v ∈ Ker p1 となるため, V2 ⊂ Ker p1 である. 以上

から Ker p1 = V2 であり, Ker p2 = V1 も同様に示される.

(4) v ∈ V に対し, v = v1+v2 (v1 ∈ V1, v2 ∈ V2)とすれば, s = 1, 2に対し, vs = is(vs) = is(ps(v)) = (is◦ps)(v)
だから, (iV1◦pV1 + iV2◦pV2)(v) = (iV1◦pV1)(v) + (iV2◦pV2)(v) = v1 + v2 = v が成り立つ. 故に iV1◦pV1 + iV2◦pV2

は V の恒等写像である.

13. (1) x,y ∈ Vs に対し, is(x) = is(y) とすれば, ps◦is = idVs
より, x = idVs

(x) = (ps◦is)(x) = ps(is(x)) =

ps(is(y)) = (ps◦is)(y) = idVs
(y) = y だから is は単射である. x ∈ Vs に対し, ps◦is = idVs

より, x = idVs
(x) =

(ps◦is)(x) = ps(is(x)) だから, ps は全射である.

i1◦p1+ i2◦p2 = idV より p2◦i1 = p2◦idV ◦i1 = p2◦(i1◦p1+ i2◦p2)◦i1 = p2◦i1◦p1◦i1+p2◦i2◦p2◦i1 = p2◦i1◦idV1
+

idV2
◦p2◦i1 = p2◦i1 + p2◦i1 = 2(p2◦i1) だから, 任意の x ∈ V1 に対して 2(p2◦i1)(x) = (p2◦i1)(x) が成り立つ

ため, p2(i1(x)) = (p2◦i1)(x) = 0 である. 従って, 任意の x ∈ V1 に対して i1(x) ∈ Ker p2 が成り立つため,

Im i1 ⊂ Ker p2 である. i1◦p1 + i2◦p2 = idV より, 任意の x ∈ V に対して x = idV (x) = (i1◦p1 + i2◦p2)(x) =

(i1◦p1)(x) + (i2◦p2)(x) = i1(p1(x)) + i2(p2(x)) だから, x ∈ Ker p2 ならば x = i1(p1(x)) ∈ Im i1 である. 故に

Ker p2 ⊂ Im i1 が成り立つため, Im i1 = Ker p2 である. Im i2 = Ker p1 も同様に示される.

(2) i1◦p1 + i2◦p2 = idV より, 任意の x ∈ V に対し, x = idV (x) = (i1◦p1 + i2◦p2)(x) = (i1◦p1)(x) +
(i2◦p2)(x) = i1(p1(x)) + i2(p2(x)) であり, i1(p1(x)) ∈ Im i1, i2(p2(x)) ∈ Im i2 だから V = Im i1 + Im i2 が成り

立つ. x ∈ Im i1 ∩ Im i2 ならば x = i1(v1) を満たす v1 ∈ V1 が存在する. (1)の結果から, x ∈ Im i2 = Ker p1

だから p1(x) = 0 である. さらに, 仮定から v1 = idV1(v1) = (p1◦i1)(v1) = p1(i1(v1)) = p1(x) = 0 だから

x = i1(v1) = i1(0) = 0 となるため, Im i1 ∩ Im i2 = {0} が成り立つ. 以上から, V は Im i1 と Im i2 の直和である.

(3) v,w ∈ V , a ∈ K ならば φ(v+w) = (p1(v+w), p2(v+w)) = (p1(v)+p1(w), p2(v)+p2(w)) = (p1(v), p2(v))+

(p1(w), p2(w)) = φ(v) + φ(w), φ(av) = (p1(av), p2(av)) = (ap1(v), ap2(v)) = a(p1(v), p2(v)) = aφ(v) だから

204



φ は 1次写像である. ψ : V1 × V2 → V を ψ((v1,v2)) = i1(v1) + i2(v2) によって定義すれば, 仮定から v ∈ V

に対し ψ◦φ(v) = ψ((p1(v), p2(v))) = i1(p1(v)) + i2(p2(v)) = i1◦p1(v) + i2◦p2(v) = (i1◦p1 + i2◦p2)(v) = v

となるため, ψ◦φ は V の恒等写像である. (1) で示したように, p2(i1(v1)) = 0, p1(i2(v2)) = 0 が任意の v1 ∈
V1, v2 ∈ V2 に対して成り立つことと, 仮定から (v1,v2) ∈ V1 × V2 に対し, φ◦ψ((v1,v2)) = φ(ψ(v1,v2)) =

φ(i1(v1)+ i2(v2)) = (p1(i1(v1)+ i2(v2)), p2(i1(v1)+ i2(v2))) = (p1(i1(v1))+p1(i2(v2)), p2(i1(v1))+p2(i2(v2))) =

(p1◦i1(v1), p2◦i2(v2)) = (idV1(v1), idV2(v2)) = (v1,v2) となるため, φ◦ψ は V1 × V2 の恒等写像である. 故に ψ は

φ の逆写像である. 従って φ は逆写像をもつ 1次写像であるため, 同型写像である.

14. (1) x ∈ Ker e ならば (idV − e)(x) = idV (x) − e(x) = x − 0 = x だから x = (idV − e)(x) ∈ Im (idV − e)

である. y ∈ Im (idV − e) ならば y = (idV − e)(x) を満たす x ∈ V が存在する. このとき, e◦e = e より

e(y) = e((idV − e)(x)) = e(x− e(x)) = e(x)− e(e(x)) = e(x)− (e◦e)(x)) = e(x)− e(x) = 0 だから x ∈ Ker e で

ある. 従って Ker e = Im (idV − e) が成り立つ.

y ∈ Im e ならば y = e(x) を満たす x ∈ V が存在する. このとき, e◦e = e より (idV − e)(y) = (idV − e)(y) =

y−e(y) = e(x)−e(e(x)) = e(x)− (e◦e)(x)) = e(x)−e(x) = 0 だから y ∈ Ker(idV −e) である. x ∈ Ker(idV −e)
ならば (idV − e)(x) = 0 であり, この等式の左辺は idV (x)− e(x) = x− e(x) に等しいため, x = e(x) ∈ Im e であ

る. 従って Im e = Ker (idV − e) が成り立つ. x ∈ Ker e ∩ Im e ならば x ∈ Im e より x = e(v) を満たす v ∈ V が

存在する. e◦e = e であり, x ∈ Ker e より e(x) = 0 だから, x = e(v) = (e◦e)(v) = e(e(v)) = e(x) = 0 が得られ

る. 従って Ker e∩ Im e = {0} である. 任意の x ∈ V に対し, x = (x− e(x)) + e(x) = (idV − e)(x) + e(x) であり,

(idV − e)(x) ∈ Im (idV − e) = Ker e, e(x) ∈ Im e だから V = Ker e+Im e が成り立つ. 以上から, V = Ker e⊕ Im e

である.

(2) e : V → V を e = s◦r で定めれば r◦s = idV だから e◦e = (s◦r)◦(s◦r) = s◦(r◦s)◦r = s◦idV ◦r = s◦r = e

だから, (1)の結果により V は Ker e と Im e の直和である. x ∈ Ker e ならば r(x) = (idV ◦r)(x) = (r◦s◦r)(x) =
(r◦e)(x) = r(e(x)) = r(0) = 0 となるため, x ∈ Ker r である x ∈ Ker r ならば e(x) = (s◦r)(x) = s(r(x)) =

s(0) = 0 だから x ∈ Ker e である. 故に Ker e = Ker r である. x ∈ Im s ならば x = s(w) を満たす w ∈ W が存

在する. このとき, x = s(w) = (s◦idV )(w) = (s◦r◦s)(w) = (e◦s)(w) = e(s(w)) ∈ Im e である. x ∈ Im e ならば

x = e(v) を満たす v ∈ V が存在する. このとき, x = e(v) = (s◦r)(v) = s(r(v)) ∈ Im s である. 故に Im e = Im s

である. 以上から, V = Ker r ⊕ Im s が得られる.

15. (1) A11 =
(
aij
)
, A12 =

(
bij
)
, A21 =

(
cij
)
, A22 =

(
dij
)
とおけば,

p1(f(uj)) = p1◦f◦i1(uj) =
m∑
i=1

aijwi, p1(f(vj)) = p1◦f◦i2(vj) =
m∑
i=1

bijwi,

p2(f(uj)) = p2◦f◦i1(uj) =
n∑
i=1

cijzi, p2(f(vj)) = p2◦f◦i2(vj) =
n∑
i=1

dijzi

だから, 任意の w ∈W は w = p1(w) + p2(w) と表されることに注意すれば,

f(uj) = p1(f(uj)) + p2(f(uj)) =

m∑
i=1

aijwi +

n∑
i=1

cijzi, f(vj) = p1(f(vj)) + p2(f(vj)) =

m∑
i=1

bijwi +

n∑
i=1

dijzi

が得られる. 従って, BV , BW に関する f の表現行列は (m+ n)× (k + l)行列

(
A11 A12

A21 A22

)
である.

(2) y ∈ Im f に対して f(x) = y を満たす x ∈ V を選べば, x = x1 + x2 (xs ∈ Vs) と表せて, さらに s = 1, 2 に

対し, f(xs) = p1(f(xs)) + p2(f(xs)) と表せるため, is(xs) = xs (s = 1, 2) に注意すれば, 仮定から

y = f(x) = f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = p1(f(x1)) + p2(f(x1)) + p1(f(x2)) + p2(f(x2))

= (p1◦f◦i1)(x1) + (p2◦f◦i2)(x2)

が得られる. 従って Im f ⊂ Im(p1◦f◦i1) + Im(p2◦f◦i2) である. y ∈ Im(p1◦f◦i1) ならば y = (p1◦f◦i1)(x1) を

満たす x1 ∈ V1 が存在する. (f◦i1)(x1) ∈ W は (f◦i1)(x1) = p1((f◦i1)(x1)) + p2((f◦i1)(x1)) と表されるが, 仮
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定より p2((f◦i1)(x1)) = (p2◦f◦i1)(x1) = 0 だから (f◦i1)(x1) = p1((f◦i1)(x1)) = (p1◦f◦i1)(x1) = y が成り立

つ. 故に y = (f◦i1)(x1) ∈ Im f だから Im(p1◦f◦i1) ⊂ Im f である. 同様に Im(p2◦f◦i2) ⊂ Im f も示されるため,

Im(p1◦f◦i1)+Im(p2◦f◦i2) ⊂ Im f が得られる. 以上から Im f = Im(p1◦f◦i1)+Im(p2◦f◦i2)である. Im(ps◦f◦is) ⊂
Im ps = Ws (s = 1, 2) であり, W は W1 とW2 の直和だから Im(p1◦f◦i1) ∩ Im(p2◦f◦i2) ⊂ W1 ∩W2 = {0} が成
り立つため, Im(p1◦f◦i1) ∩ Im(p2◦f◦i2) = {0} である. 従って Im f = Im(p1◦f◦i1)⊕ Im(p2◦f◦i2) が成り立つ.

(3) V1 の基底 BV1 = [u1,u2, . . . ,uk] と V2 の基底 BV2 = [v1,v2, . . . ,vl] を考えて, BVr , BVs に関する ps◦f◦ir :
Vr → Vs の表現行列を Asr とすれば, (2)の結果より, V の基底 BV = [u1,u2, . . . ,uk,v1,v2, . . . ,vl] に関する f の

表現行列は

(
A11 A12

A21 A22

)
であるため, p2◦f◦i1 : V1 → W2 または p1◦f◦i2 : V2 → W1 が零写像であるとき, A12 ま

たは A21 は零行列であるため, det(f) =

∣∣∣∣∣A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣∣ = |A11||A22| = det(p1◦f◦i1) det(p2◦f◦i2) が成り立つ.

16. (1) (x,y), (v,w) ∈ V1×V2, a ∈ K に対し, f , g の線形性から (f×g)((x,y)+(v,w)) = (f×g)((x+v,y+w)) =

(f(x+v), g(y+w)) = (f(x)+f(v), g(y)+g(w)) = (f(x), g(y))+(f(v), g(w)) = (f×g)((x,y))+(f×g)((v,w)),

(f × g)(a(x,y)) = (f × g)((ax, ay)) = (f(ax), g(ay)) = (af(x), ag(y)) = a(f(x), g(y)) = a(f × g)((x,y)) が得ら

れるため, f × g は 1次写像である.

(2) (w, z) ∈ Im(f × g) ならば (w, z) = (f × g)((x,y)) を満たす (x,y) ∈ V1 × V2 が存在する. このとき,

(w, z) = (f × g)((x,y)) = (f(x), g(y)) だから w = f(x) ∈ Im f , z = g(y) ∈ Im g となるため, (w, z) ∈
{(w1,w2) ∈ W1 ×W2|w1 ∈ Im f, w2 ∈ Im g} である. (w, z) ∈ {(w1,w2) ∈ W1 ×W2|w1 ∈ Im f, w2 ∈ Im g}
ならば w ∈ Im f , かつ z ∈ Im g だから w = f(x), z = g(y) を満たす x ∈ V1 と y ∈ V2 が存在する. このとき,

(w, z) = (f(x), g(y)) = (f × g)((x,y)) ∈ Im(f × g) である. 以上から Im(f × g) = {(w1,w2) ∈ W1 ×W2|w1 ∈
Im f, w2 ∈ Im g} が成り立つ.

(x,y) ∈ Ker(f × g) ならば (f(x), g(y)) = (f × g)((x,y)) = (0,0) だから f(x) = 0 かつ g(y) = 0 である.

従って x ∈ Ker f かつ y ∈ Ker g となるため (x,y) ∈ {(v1,v2) ∈ V1 × V2|v1 ∈ Ker f, v2 ∈ Ker g} である.

(x,y) ∈ {(v1,v2) ∈ V1 × V2|v1 ∈ Ker f, v2 ∈ Ker g} ならば x ∈ Ker f かつ y ∈ Ker g だから f(x) = 0 かつ

g(y) = 0 である. 従って (f × g)((x,y)) = (f(x), g(y)) = (0,0) だから (x,y) ∈ Ker(f × g) である. 以上から

Ker(f × g) = {(x1,x2) ∈W1 ×W2|x1 ∈ Ker f, x2 ∈ Ker g} が成り立つ.

一般に Z1, Z2 をそれぞれ W1, W2 の部分空間とすれば, (z1, z2) ∈ Z1 ×Z2 を W1 ×W2 の部分空間 {(w1,w2) ∈
W1 ×W2|w1 ∈ Z1, w2 ∈ Z2} のベクトル (z1, z2) に対応させる写像は同型写像だから, 上の結果より Im(f × g),

Ker(f×g)はそれぞれ Im f×Im g, Ker f×Ker gと同型である. 従って rank(f×g) = dim Im(f×g) = dim(Im f×Im g)

であり, 問題 9の (4)の結果より dim(Im f × Im g) = dim Im f + dim Im g = rank f + rank g だから rank(f × g) =

rank f + rank g が成り立つ.

(3) B1 = [v1,v2, . . . ,vm], B2 = [w1,w2, . . . ,wn] をそれぞれ V1, V2 の基底とする. このとき, 問題 9 の (4)

から [(v1,0), (v2,0), . . . , (vm,0), (0,w1), (0,w2), . . . , (0,wn)] は V1 × V2 の基底である. この基底を B とする.

f の B1 に関する表現行列を A =
(
aij
)
, g の B2 に関する表現行列を B =

(
bij
)
とすれば, f(vj) =

m∑
i=1

aijvi,

g(wj) =
n∑
i=1

bijwi だから

(f × g)(vj ,0) = (f(vj), g(0)) =

(
m∑
i=1

aijvi,0

)
=

m∑
i=1

aij(vi,0) +

n∑
i=1

0(0,wi)

(f × g)(0,wj) = (f(0), g(vj)) =

(
0,

n∑
i=1

bijwi

)
=

m∑
i=1

0(vi,0) +

n∑
i=1

bij(0,wi)

が成り立つ. 従って B に関する f × g の表現行列は

(
A O

O B

)
となるため, det(f × g) =

∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ = |A||B| =

det(f) det(g) が得られる.
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17. 一般に A を成分がすべて実数である n 次正方行列とし, Cn の 1次変換 TA を考える. 前問の解答でみたよう

に, V が TA の 1次元不変部分空間ならば, v を V の零でないベクトルとすれば, Av = λv を満たす λ ∈ C があ

る. この両辺の共役を考えると, A の成分はすべて実数だから Av̄ = λ̄v̄ を得る.

λ が実数でないならば, v, v̄ が 1次独立であることを示す. av + bv̄ = 0 (a, b ∈ C) が成り立つとする. この両辺

に左から A をかけると, Av = λv と Av̄ = λ̄v̄ から, aλv + bλ̄v̄ = 0 が得られるが, この両辺から av + bv̄ = 0 の

両辺に λ, λ̄ をかけたものを辺々引いて b(λ̄− λ)v̄ = 0 と a(λ− λ̄)v = 0 を得る. v ̸= 0 より v̄ ̸= 0 であり, 仮定か

ら λ̄ ̸= λ だから, a = b = 0 となって, v, v̄ が 1次独立であることがわかる.

x = v+ v̄, y = i(v− v̄)とおく. λが実数でないならば, x,y が 1次独立であることを示す. ax+by = 0 (a, b ∈ C)

が成り立つならば, これに上式を代入すれば (a+ bi)v + (a− bi)v̄ = 0 が得られる. 上でみたように, v, v̄ は 1次独

立だから, a+ bi = a− bi = 0 であるが, これより a = b = 0 が得られ, x,y は 1次独立である.

ベクトル x, y の定義から x̄ = x, ȳ = y となるため, x, y の成分はすべて実数である. TA を Rn の 1次変換とみ

なし, Rn の 2つのベクトル x と y で生成される Rn の部分空間を W とすると, W は TA の不変部分空間である.

実際, 任意の w ∈ W は w = sx+ ty (s, t ∈ R) と表されるが, v =
1

2
(x− iy), v̄ =

1

2
(x+ iy) だから λ = α + βi

(α, β ∈ R)とおくと, Ax = Av +Av̄ = λv + λ̄v̄ = αx+ βy, Ay = iAv − iAv̄ = iλv − iλ̄v̄ = −βx+ αy が得られ

るため, TA(w) = Aw = sAx + tAy = (sα − tβ)x + (tα + sβ)y ∈ W である. ここで, λ が実数でないならば, W

は Rn の 1次変換 TA の 2次元不変部分空間であることに注意する.

以上の議論をふまえ, 与えられた 4次正方行列 A に対し, まず TA を C4 の 1次変換とみなした場合の 1次元

不変部分空間を前問の解答の方法に従って求める. |λEn − A| = λ4 − 4λ3 + 12λ2 − 16λ + 16 = (λ2 − 2λ + 4)2

だから λ = 1 +
√
3i は |λEn − A| = 0 を満たす. Av =

(
1 +

√
3i
)
v を満たす v ∈ C4 は

(
1 +

√
3i
)
E4 − A を

係数行列とする斉次連立 1次方程式の解だから, これを解けば v = s


−1 +

√
3i

1 +
√
3i

2

0

 + t


1 +

√
3i

1−
√
3i

0

2

 (s, t ∈ C) と

表されることがわかる. そこで, v1 =


−1 +

√
3i

1 +
√
3i

2

0

, v2 =


1 +

√
3i

1−
√
3i

0

2

 とおき, x1 = v1 + v̄1, y1 = i(v1 − v̄1),

x2 = v2 + v̄2, y2 = i(v2 − v̄2) とおけば, x1 =


−2

2

4

0

, y1 =


−2

√
3

−2
√
3

0

0

, x2 =


2

2

0

4

, y2 =


−2

√
3

2
√
3

0

0

 である. さ

らに W1 = ⟨x1,y1⟩, W2 = ⟨x2,y2⟩ とおけば, 上の議論から, W1, W2 はともに TA の 2次元不変部分空間である.

ここで. ax1 + by1 + cx2 + dy2 = 0 (a, b, c, d ∈ R) が成り立つとすれば, 左辺の第 3成分と第 4成分に注目すれば,

a = c = 0 がわかるため, −2
√
3b− 2

√
3d = 0 かつ −2

√
3b+ 2

√
3d = 0 である. 従って, b = d = 0 も成り立つため,

x1,y1,x2,y2 は 1次独立である. 教科書の定理 5.19によって, これらは R4 の基底であるため, R4 =W1+W2 であ

る. 故に教科書の定理 5.20によって, dim(W1 ∩W2) = dim W1 + dim W2 − dim(W1 +W2) = 2 + 2− dim R4 = 0

だから W1 ∩W2 = {0} となるため, 教科書の命題 5.22から, R4 =W1 ⊕W2 である. (W1 の基底 x1,y1 と W2 の

基底 x2,y2 をとりなおしてW1 =

⟨
0

1

1

0

 ,


1

1

0

0


⟩
, W2 =

⟨
0

1

0

1

 ,


−1

1

0

0


⟩
とした方が, 見栄えがよいかも.)

18. (1) dim ImTA = rankTA = rankA = r だから, ImTA の基底 b1, b2, . . . , br をとり, 各 j = 1, 2, . . . , r に対して

Aaj = TA(aj) = bj を満たす aj ∈ Km を選ぶ. i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , r に対し, Aij を第 i列が aj で, 第 i

列以外の列はすべて零ベクトルである m× n 行列とし, Bij を第 i列が bj で, 第 i列以外の列はすべて零ベクトル

である k × n 行列とすると, 教科書の定理 2.3の (1)により, LA(Aij) = AAij = Bij が成り立つため, Bij ∈ ImLA
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である.

Y ∈ ImLA に対し, LA(X) = Y を満たす X ∈Mmn(K) をとり, X の第 i列を xi とすれば, Y = AX の第 i列は

Axi = TA(xi) ∈ ImTA だから, Axi =
r∑
j=1

cjibj (cij ∈ K)と表される. このとき, Y =
(
Ax1 Ax2 · · · Axn

)
=( r∑

j=1

cj1bj
r∑
j=1

cj2bj · · ·
r∑
j=1

cjkbj

)
=

n∑
i=1

r∑
j=1

cjiBij となるため, B11, B12, . . . , Bnr は Im f を生成する.

n∑
i=1

r∑
j=1

xjiBij = O が成り立つとする. この両辺の第 i列を比較すれば,
r∑
j=1

xjibj = 0だから b1, b2, . . . , br の 1次独

立性から, x1i = x2i = · · · = xri = 0 である. これが i = 1, 2, . . . , n に対して成り立つため, B11, B12, . . . , Bnr は 1次

独立である. 故に ImLA は nr個のベクトルからなる基底 B11, B12, . . . , Bnr をもつため, rankLA = dim ImLA = nr

である.

τm,n : Mm,n(K) → Mn,m(K) を τm,n(X) = tX で定めれば τm,n は 1次写像であり, τn,m◦τm,n, τm,n◦τn,m は
それぞれ Mm,n(K), Mn,m(K) の恒等写像だから, τm,n は同型写像である. XB = τl,m(t(XB)) = τl,m(tBtX) =

τl,m(LtB(τm,n(X))) より, RB = τl,m◦LtB◦τm,n が成り立つ. τl,m, τm,n は同型写像だから, 上の結果から rankRB =

rank(τl,m◦LtB◦τm,n) = rankLtB = ms である.

(2) LA(Eij) = AEij は第 j 列が A の第 i列に等しく, 第 j 列以外の列はすべて零ベクトルである k × n行列だか

ら LA(Eij) =
k∑
s=1

asiEsj である. Eij ∈ Mm,n(K) は Bm,n のm(j − 1) + i番目の基底であり, Esj ∈ Mk,n(K) は

Bk,n の k(j − 1) + s番目の基底だから, Bm,n, Bk,n に関する LA の表現行列の (p, q)成分を Lpq とすれば, Lpq は

Lpq =

ap−m[ p−1
m ] q−k[ q−1

k ]
[
p−1
m

]
=
[
q−1
k

]
0

[
p−1
m

]
̸=
[
q−1
k

]
によって与えられる.

RB(Eij) = EijB は第 i行が B の第 j行に等しく, 第 i行以外の行はすべて零であるm× l行列だから RB(Eij) =
l∑

s=1
bjsEis である. Eij ∈Mm,n(K)は Bm,n の n(i−1)+j番目の基底であり, Eis ∈Mm,l(K)は Bm,l の l(i−1)+s

番目の基底だから, B′
m,n, B

′
n,l に関する RB の表現行列の (p, q)成分を Rpq とすれば, Rpq は

Rpq =

bp−n[ p−1
n ] q−l[ q−1

l ]
[
p−1
n

]
=
[
q−1
l

]
0

[
p−1
n

]
̸=
[
q−1
l

]
によって与えられる.

(3) Bm,n に関する LA の表現行列は A が対角線に n個並んだmn次正方行列だから, その行列式の値は |A|n で
ある. B′

m,n に関する RB の表現行列は B が対角線にm個並んだmn次正方行列だから, その行列式の値は |B|m

である. 従って問題 5により, LA, RB の行列式の値はそれぞれ, |A|n, |B|m である.

19. (1) 実数 a, b に対して av + bf(v) = 0 が成り立つとする. この両辺を f で写すと, f の線形性と, 仮定

f◦f = −idV から −bv+ af(v) = 0 が得られる. この式の両辺に −b をかけたものと, はじめの式の両辺に a をかけ

たものを辺々加えれば (a2+ b2)v = 0 が得られるが, v ̸= 0 だから a2+ b2 = 0 である. a, b は実数だから a = b = 0

となり, v, f(v) は 1次独立である.

(2) f(w) =
k∑
i=1

(aivi + bif(vi)) + cw (ai, bi, c ∈ R) と表せるとする. この両辺を f で写すと, f の線形性と, 仮定

f◦f = −idV から −w =
k∑
i=1

(−bivi + aif(vi)) + cf(w) が得られる. この式の右辺の f(w) に, 最初の式の右辺を代

入して整理すれば, −(c2 + 1)w =
k∑
i=1

((aic− bi)vi + (ai + bic)f(vi)) が得られるが, c は実数だから −(c2 + 1) は 0

でないため, この両辺を −(c2 + 1) で割ると, w が v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vk, f(vk) の 1次結合で表されることに

なって仮定と矛盾する. 故に f(w) は v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vk, f(vk),w の 1次結合ではない.

(3) dimV = 0 ならば, 主張は明らかだから, dimV > 0 と仮定する. このとき, 2k − 1 ≦ dimV ならば

v1,v2, . . . ,vk ∈ V で, v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vk, f(vk) が 1 次独立になるものが選べることを k による数学的
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帰納法で示す. dimV > 0 より, 零ベクトルでない v1 ∈ V をとれば, (1)から v1, f(v1) は 1次独立であるため,

k = 1 のときは上の主張は成り立つ. k = l − 1 のとき, 上の主張が成り立つと仮定すれば, v1,v2, . . . ,vl−1 ∈ V で,

v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vl−1, f(vl−1) が 1次独立になるものが選べる. 2l− 1 ≦ dimV ならば, 2l− 2 個のベクトル

v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vl−1, f(vl−1) は V を生成しないため, これらの 1次結合では表されない V のベクトルが

ある. vl をそのようなベクトルとすれば, 教科書の補題 5.11の (1)より, v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vl−1, f(vl−1),vl

は 1次独立であり, (2)の結果から f(vl) は v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vl−1, f(vl−1),vl の 1次結合ではない. 再び教

科書の補題 5.11の (1)より, v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vl−1, f(vl−1),vl, f(vl) は 1次独立である. 従って k = l の場

合も上の主張が成り立つ.

n を
dimV + 1

2
以下の最大の整数とすれば, 2n− 1 ≦ dimV であるため, 上で示したことから 2n 個の 1次独立

なベクトル v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn) が選べる. もし, これらのベクトルの 1次結合で表されない V のベ

クトル w が存在すれば, 教科書の補題 5.11の (1)より, 2n+ 1 個のベクトル v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn),w

が 1次独立になるため, dimV ≧ 2n+ 1 である. このとき, n+ 1 ≦ dimV + 1

2
となるため, n が

dimV + 1

2
以下の

最大の整数であるという仮定に反する. 従って v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn) は V を生成するため, これらは

V の基底である.

w2i−1 = vi, w2i = f(vi) (i = 1, 2, . . . , n) とおくと f(w2i−1) = w2i, f(w2i) = −w2i−1 だから, 2次正方行列 I

を I =

(
0 −1

1 0

)
で定めれば [v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn)] に関する f の表現行列は


I O · · · O

O I · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · I

 と
いう形の 2n次正方行列である.

(4) V の次元が偶数であることは (3)で示された. (3)で存在を示した V の基底 v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn)

を考え, Wi = ⟨vi, f(vi)⟩ とおくと, f(f(vi)) = −vi より, Wi は f の不変部分空間である. 教科書の問 5.15

の (2) から, W1 + W2 + · · · + Wn = ⟨v1, f(v1),v2, f(v2), . . . ,vn, f(vn)⟩ = V であり, 各 Wi は 2 次元だから

dim(W1 +W2 + · · ·+Wn) = dimV = 2n = dimW1 + dimW2 + · · ·+ dimWn が成り立つ. よって, 教科書の命題

5.23により V は W1,W2, . . . ,Wn の直和である.
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線形数学 II 演習問題 第17回 計量ベクトル空間

1. x,y, z,w ∈ C3 とするとき, 以下の等式が成り立つことを示せ. ただし, D3(x,y, z) は 3次正方行列
(
x y z

)
の行列式を表す.

(1) (x× y)× z = −(y, z̄)x+ (x, z̄)y (2) (x× y, z̄) = (x, ȳ × z̄) = D3(x,y, z)

(3) (x× y, z ×w) = (x, z)(y,w)− (x,w)(y, z) (4) ∥x× y∥2 = ∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

(5) (x× y)× (z ×w) = D3(x,y,w)z −D3(x,y, z)w = D3(x, z,w)y −D3(y, z,w)x

(6) |D3(x,y, z)|2 = ∥x∥2∥y∥2∥z∥2 − ∥x∥2|(y, z)|2 − ∥y∥2|(x, z)|2 − ∥z∥2|(x,y)|2 + 2Re((x,y)(y, z)(z,x))

2. 以下で与える計量ベクトル空間 V に対し, 与えられた V の基底B = [v1,v2, . . . ,vn] をシュミットの直交化法に

よって正規直交化せよ. ただし (1)～(14)の内積は標準内積とする.

(1) V = R3, B =


 1

−1

0

 ,

 1

0

−1

 ,

1

2

3


. (2) V = R3, B =


 1

−1

0

 ,

2

1

1

 ,

1

2

3


.

(3) V = R3, B =


 1

1

−1

 ,

0

1

2

 ,

1

2

2


. (4) V = R3, B =


1

2

2

 ,

1

0

1

 ,

2

1

0


.

(5) V = R3, B =


1

1

0

 ,

0

1

1

 ,

1

0

1


. (6) V = R3, B =


 1

−1

0

 ,

1

2

1

 ,

 0

1

−2


.

(7) V = R3, B =


 1

1

−1

 ,

 1

−1

1

 ,

1

0

1


. (8) V = R3, B =


1

1

2

 ,

 3

−2

1

 ,

3

4

0


.

(9) V = C3, B =


1 + i

1

−i

 ,

2

1

i

 ,

 i

−i
−i


. (10) V = R4, B =



1

1

1

1

 ,


1

1

−3

−3

 ,


1

−1

1

−1

 ,


0

−2

2

4


.

(11) V = R4, B =



2

0

2

1

 ,


0

1

1

1

 ,


3

0

0

0

 ,


0

0

1

1


. (12) V = R4, B =




1

−1

0

0

 ,


1

1

−1

0

 ,


1

0

0

−1

 ,


1

0

0

0


.

(13) V = R4, B =




1

1

1

−1

 ,


1

2

2

1

 ,


1

0

1

−2

 ,


2

3

−2

1


. (14) V = R4, B =




1

−1

1

−1

 ,


1

1

−1

0

 ,


0

1

0

1

 ,


1

0

−1

1


.

(15) V = P3(R), (f(x), g(x)) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx (a < b, f(x), g(x) ∈ V ), B = [1, x, x2, x3].

3. K3 の基底 [x,y, z] をシュミットの直交化法によって正規直交化して得られる K3 の基底を [x′,y′, z′] とすると

き, 基底 [x,y, z] から [x′,y′, z′] への基底の変換行列の各成分を, ∥x∥, ∥y∥, ∥z∥, (x,y), (y, z), (z,x) および 3次

正方行列
(
x y z

)
の行列式 D3(x,y, z) を用いて表せ.

4. 以下で与えられる R3 の基底を R3 の標準内積に関して正規直交化し, 与えられた基底から, 正規直交化して得

られる基底への変換行列を求めよ.

(1)


1

0

0

 ,

2

3

4

 ,

1

5

5


 (2)


 1

−1

0

 ,

1

0

1

 ,

 0

1

−1


 (3)


2

1

2

 ,

−1

3

0

 ,

−2

1

−1


 (4)


2

3

6

 ,

9

8

1

 ,

5

4

7



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5. 以下の連立 1次方程式の解全体からなる R4 の部分空間の正規直交基底を 1組求めよ.

(1)



x+ y − 2z − w = 0

y − z + w = 0

2x+ 3y − 5z − w = 0

x− z − 2w = 0

(2)



x− y − z + 2w = 0

y + z − w = 0

2x− y − z + 3w = 0

x− 2y − 2z + 3w = 0

6. (1) (A,B) ∈ Mm,n(K) ×Mm,n(K) を tr (AB∗) に対応させる関数 Mm,n(K) ×Mm,n(K) → K は Mm,n(K)

の内積であることを示せ.

(2) 実数 a < b に対し, C[a, b] を閉区間 [a, b] で定義され, 実数値をとる連続関数全体からなる, R 上のベクト

ル空間とする. 有限個の x ∈ [a, b] を除いて p(x) > 0 である p ∈ C[a, b] に対し, (f, g) ∈ C[a, b] × C[a, b] を∫ b

a

f(x)g(x)p(x)dx に対応させる関数 C[a, b]× C[a, b] → R は C[a, b] の内積であることを示せ.

7. (1) V を K 上のベクトル空間, W を K 上の計量ベクトル空間とし, f : V →W を単射である 1次写像とする.

W のベクトル w と z の内積を (w, z)W で表して βf : V × V → K を βf (x,y) = (f(x), f(y))W で定めれば, βf

は V の内積になることを示せ.

(2) a1, a2, . . . , an+1 を K の相異なる要素とし, f : Pn(K) → Kn+1 を f(φ(x)) =
n+1∑
k=1

φ(ak)ek により定めれ

ば, f は単射である 1次写像であることを示せ. Kn+1 の標準内積を考えれば, (1)によって Pn(K) の内積 βf が

βf (φ(x), ψ(x)) =
n+1∑
k=1

φ(ak)ψ(ak) が定義される.

(3) P2(R) の基底 [1, x, x2] を, a1 = 0, a2 = 1, a3 = 2 の場合と a1 = −1, a1 = 0, a2 = 1 の場合に, (2)で定めた

P2(R) の内積に関してシュミットの直交化法によって正規直交化せよ.

8. (発展問題) B1 = [v1,v2, . . . ,vn], B2 = [w1,w2, . . . ,wn] を K 上の計量ベクトル空間 V の 2 組の基底と

し, B1, B2 に対してシュミットの直交化を行って得られる V の正規直交基底をそれぞれ B′
1 = [v′

1,v
′
2, . . . ,v

′
n],

B′
2 = [w′

1,w
′
2, . . . ,w

′
n] とする.

(1) B′
1 から B1 への基底の変換行列の成分を, v1,v2, . . . ,vn, v

′
1,v

′
2, . . . ,v

′
n の内積を用いて表し, 対角成分がす

べて正の実数である上半三角行列であることを示せ.

(2) B′
1 = B′

2 であるためには, B1 から B2 への基底の変換行列が, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行

列であることが必要十分であることを示せ.

9. (発展問題) P (R) における内積を (f(x), g(x))P =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx で定め, Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n とおく

とき, 以下の問いに答えよ.

(1) m ̸= n ならば (Pm(x), Pn(x))P = 0 であることを示せ. また, (Pn(x), Pn(x))P を求めよ.

(2) ρk = ∥Pk(x)∥ とおく. Pn(R) の基底 [1, x, . . . , xn] を上で定めた内積に関し, シュミットの直交化法によって

正規直交化すれば
[
1

ρ0
P0(x),

1

ρ1
P1(x), . . . ,

1

ρn
Pn(x)

]
が得られることを示せ.

(3) 0 以上の任意の整数 n に対して Pn+2(x) =
2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x) が成り立つことを示せ.

10. (発展問題) x の多項式 Ln(x) を Ln(x) =
(−1)nex

n!

dn

dxn
(e−xxn) で定める.

(1) p(x) ∈ P (R) ならば, 広義積分
∫ ∞

0

p(x)e−xdx は収束することを示せ.

(2) f(x), g(x) ∈ P (R) に対し, (f(x), g(x))L =

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−xdx とおく. (f(x), g(x)) ∈ P (R) × P (R) を

(f(x), g(x))L に対応させる関数 P (R)× P (R) → R は P (R) の内積であることを示せ.

(3) [L0(x), L1(x), . . . , Ln(x)] は Pn(R) の基底 [1, x, . . . , xn] を (2)の内積に関し, シュミットの直交化法によって

正規直交化して得られる Pn(R) の基底であることを示せ.

211



(4) 0 以上の任意の整数 n に対して Ln+2(x) =
x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Ln(x) が成り立つことを示せ.

11. (発展問題) x の多項式 Hn(x) を Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(
e−x

2)
で定める.

(1) p(x) ∈ P (R) ならば, 広義積分
∫ ∞

−∞
p(x)e−x

2

dx は絶対収束することを示せ.

(2) f(x), g(x) ∈ P (R) に対し, (f(x), g(x))H =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)

1√
π
e−x

2

dx とおく. (f(x), g(x)) ∈ P (R) × P (R)

を (f(x), g(x))H に対応させる関数 P (R)× P (R) → R は P (R) の内積であることを示せ.

(3) Hn(x) は xn の係数が 2n である x の n次多項式であることを示せ.

(4) 0 以上の任意の整数 n に対して Hn+2(x) = 2xHn+1(x)− 2(n+ 1)Hn(x) が成り立つことを示せ.

(5) m ̸= n ならば (Hm(x),Hn(x))H = 0 であることを示し,

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
を用いて (Hn(x),Hn(x))H を求

めよ.

(6) ηk = ∥Hk(x)∥ とおく. Pn(R) の基底 [1, x, . . . , xn] を (2)で定めた内積に関し, シュミットの直交化法によっ

て正規直交化すれば
[
1

η0
H0(x),

1

η1
H1(x), . . . ,

1

ηn
Hn(x)

]
が得られることを示せ.

12. (発展問題) x の多項式 Tn(x), Un(x) を帰納的に T1(x) = x, U1(x) = 1, Tn+1(x) = xTn(x) + (x2 − 1)Un(x),

Un+1(x) = Tn(x) + xUn(x) で定める.

(1) Tn(x) は xn の係数が 2n−1 である x の n次多項式であり, Un(x) は xn−1 の係数が 2n−1 である x の n− 1

次多項式であることを示せ.

(2) 任意の自然数 n に対して Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x), Un+2(x) = 2xUn+1(x)− Un(x) が成り立つことを

示せ.

(3) 任意の θ ∈ R に対して Tn(cos θ) = cosnθ, Un(cos θ) sin θ = sinnθ が成り立つことを示せ.

(4) p(x) ∈ P (R) ならば, 広義積分
∫ 1

−1

p(x)√
1− x2

dx は絶対収束することを示せ.

(5) f(x), g(x)∈P (R)に対し, (f(x), g(x))T =

∫ 1

−1

f(x)g(x)√
1− x2

dxとおく. (f(x), g(x))∈P (R)×P (R)を (f(x), g(x))T

に対応させる関数 P (R)× P (R) → R は P (R) の内積であることを示せ.

(6) f(x), g(x) ∈ P (R) に対し, (f(x), g(x))U =

∫ 1

−1

f(x)g(x)
√

1− x2 dx とおく. (f(x), g(x)) ∈ P (R)×P (R) を

(f(x), g(x))U に対応させる関数 P (R)× P (R) → R は P (R) の内積であることを示せ.

(7) T0(x) = 1とおく. m ̸= nならば (Tm(x), Tn(x))T = (Um(x), Un(x))U = 0であることを示し, (Tn(x), Tn(x))T ,

(Un(x), Un(x))U を求めよ.

(8) τk = ∥Tk(x)∥ とおく. Pn(R) の基底 [1, x, . . . , xn] を (3)で定めた内積 (f(x), g(x))T に関してシュミットの

直交化法によって正規直交化すれば,

[
1

τ0
T0(x),

1

τ1
T1(x), . . . ,

1

τn
Tn(x)

]
が得られることを示せ.

(9) υk = ∥Uk(x)∥ とおく. Pn(R) の基底 [1, x, . . . , xn] を (3)で定めた内積 (f(x), g(x))U に関してシュミットの

直交化法によって正規直交化すれば,

[
1

υ1
U1(x),

1

υ2
U2(x), . . . ,

1

υn+1
Un+1(x)

]
が得られることを示せ.

13. (発展問題) V を R 上の計量ベクトル空間とする. V の単位ベクトル x, y, z に対して不等式

cos−1(x, z) ≦ cos−1(x,y) + cos−1(y, z)

が成り立つことを示せ. また, この不等式の等号が成立するための条件を求めよ.
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第 17回の演習問題の解答

1. (1) x, y, z の第 j 成分 (j = 1, 2, 3)をそれぞれ xj , yj , zj とする. x× y =

 x2y3 − x3y2

−x1y3 + x3y1

x1y2 − x2y1

 より

(x× y)× z =

(−x1y3 + x3y1)z3 − (x1y2 − x2y1)z2

−(x2y3 − x3y2)z3 + (x1y2 − x2y1)z1

(x2y3 − x3y2)z2 − (−x1y3 + x3y1)z1

 =

−(y2z2 + y3z3)x1 + (x2z2 + x3z3)y1

−(y1z1 + y3z3)x2 + (x1z1 + x3z3)y2

−(y1z1 + y2z2)x3 + (x1z1 + x2z2)y3



=

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x1 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y1

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x2 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y2

−(y1z1 + y2z2 + y3z3)x3 + (x1z1 + x2z2 + x3z3)y3

 =

−(y, z̄)x1

−(y, z̄)x2

−(y, z̄)x3

+

(x, z̄)y1

(x, z̄)y2

(x, z̄)y3


= −(y, z̄)x+ (x, z̄)y

(2) A =
(
x y z

)
とおき, A の (i, j)成分を aij とすれば i = 1, 2, 3 に対して ai1 = xi, ai3 = zi だから, 教科書の

定理 4.14の (1)から

(x×y, z̄) = (x2y3−x3y2)z1−(x1y3−x3y1)z2+(x1y2−x2y1)z3 = a13|A13|−a23|A23|+a33|A33| = |A| = D3(x,y, z)

(x, ȳ× z̄) = x1(y2z3−y3z2)−x2(y1z3−y3z1)+x3(y1z2−y2z1) = a11|A11|−a21|A21|+a31|A31| = |A| = D3(x,y, z)

(3) (2)と (1)の結果から

(x× y, z ×w) = ((x× y)× z̄,w) = (−(y, ¯̄z)x+ (x, ¯̄z)y,w) = −(y, z)(x,w) + (x, z)(y,w)

(4) (3)で, とくに z = x, w = y の場合を考えれば,

∥x× y∥2 = (x× y,x× y) = (x,x)(y,y)− (x,y)(y,x) = ∥x|2∥y∥2 − (x,y)(x,y) = ∥x|2∥y∥2 − |(x,y)|2

(5) a, b ∈ Cn に対して (b,a) = (a, b) = (ā, b̄) が成り立つことに注意すれば, (1)と (2)の結果から

(x× y)× (z ×w) = −(y, z̄ × w̄)x+ (x, z̄ × w̄)y = −(z ×w, ȳ)x+ (z ×w, x̄)y

= −D3(z,w,y)x+D3(z,w,x)y = −D3(y, z,w)x+D3(x, z,w)y.

また (x× y)× (z ×w) = −(z ×w)× (x× y) だから, 今示した結果から

(x× y)× (z ×w) = −(z ×w)× (x× y) = − (−D3(w,x,y)z +D3(z,x,y)w) = D3(x,y,w)z −D3(x,y, z)w.

(6) A =
(
x y z

)
とおけば tAA =


tx
ty
tz

(x̄ ȳ z̄
)
=

 ∥x∥2 (x,y) (x, z)

(y,x) ∥y∥2 (y, z)

(z,x) (z,y) ∥z∥2

 =

 ∥x∥2 (x,y) (z,x)

(x,y) ∥y∥2 (y, z)

(z,x) (y, z) ∥z∥2


だから, tAA の行列式を展開すると∣∣tAA∣∣ = ∥x∥2∥y∥2∥z∥2 + (x,y)(y, z)(z,x) + (x,y)(y, z)(z,x)− ∥x∥2|(y, z)|2 − ∥y∥2|(x, z)|2 − ∥z∥2|(x,y)|2

= ∥x∥2∥y∥2∥z∥2 + 2Re((x,y)(y, z)(z,x))− ∥x∥2|(y, z)|2 − ∥y∥2|(x, z)|2 − ∥z∥2|(x,y)|2

が得られる. 一方, D3(x,y, z) = |A| = |tA|, D3(x,y, z) = |A| =
∣∣A∣∣ より |D3(x,y, z)|2 = |tA|

∣∣A∣∣ = ∣∣tAA∣∣ だから,

結果が得られる.

2. (1) w1 =

 1

−1

0

, ∥w1∥2 = 2, (v2,w1) = 1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

 1

0

−1

− 1

2

 1

−1

0

 =
1

2

 1

1

−2

.

(v3,w1) = −1, (v3,w2) = −3

2
, ∥w2∥2 =

3

2
より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

1

2

3

 +
1

2

 1

−1

0

 +
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1

2

 1

1

−2

 =

2

2

2

, ∥w3∥2 = 12 だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

 1√
2

 1

−1

0

 ,
1√
6

 1

1

−2

 ,
1√
3

1

1

1


 である.

(2) w1 =

 1

−1

0

, ∥w1∥2 = 2, (v2,w1) = 1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

2

1

1

− 1

2

 1

−1

0

 =
1

2

3

3

2

.

(v3,w1) = −1, (v3,w2) =
15

2
, ∥w2∥2 =

11

2
より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

1

2

3

 +
1

2

 1

−1

0

 −

15

22

3

3

2

 =
6

11

−1

−1

3

, ∥w3∥2 =
36

11
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

 1√
2

 1

−1

0

 ,
1√
22

3

3

2

 ,
1√
11

−1

−1

3


 である.

(3) w1 =

 1

1

−1

, ∥w1∥2 = 3, (v2,w1) = −1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

0

1

2

+
1

3

 1

1

−1

 =
1

3

1

4

5

.

(v3,w1) = 4, (v3,w2) =
19

3
, ∥w2∥2 =

14

3
より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

1

2

2

 − 1

3

 1

1

−1

 −

19

42

1

4

5

 =
1

14

 3

−2

1

, ∥w3∥2 =
1

14
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

 1√
3

 1

1

−1

 ,
1√
42

1

4

5

 ,
1√
14

 3

−2

1


 である.

(4) w1 =

1

2

2

, ∥w1∥2 = 9, (v2,w1) = 3 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

1

0

1

− 1

3

1

2

2

 =
1

3

 2

−2

1

.

(v3,w1) = 4, (v3,w2) =
2

3
, ∥w2∥2 = 1 よりw3 = v3−

(v3,w1)

∥w1∥2
w1−

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

2

1

0

− 4

9

1

2

2

− 2

9

 2

−2

1

 =

5

9

 2

1

−2

, ∥w3∥2 =
25

9
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

1
3

1

2

2

 ,
1

3

 2

−2

1

 ,
1

3

 2

1

−2


 である.
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(5) w1 =

1

1

0

, ∥w1∥2 = 2, (v2,w1) = 1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

0

1

1

− 1

2

1

1

0

 =
1

2

−1

1

2

.

(v3,w1) = 1, (v3,w2) =
1

2
, ∥w2∥2 =

3

2
よりw3 = v3−

(v3,w1)

∥w1∥2
w1−

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

1

0

1

− 1

2

1

1

0

− 1

6

−1

1

2

 =

2

3

 1

−1

1

, ∥w3∥2 =
4

3
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

 1√
2

1

1

0

 ,
1√
6

−1

1

2

 ,
1√
3

 1

−1

1


 である.

(6) w1 =

 1

−1

0

, ∥w1∥2 = 2, (v2,w1) = −1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

1

2

1

+
1

2

 1

−1

0

 =
1

2

3

3

2

.

(v3,w1) = −1, (v3,w2) = −1

2
, ∥w2∥2 =

11

2
より w3 = v3 −

(v3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

 0

1

−2

 +
1

2

 1

−1

0

 +

1

22

3

3

2

 =
7

11

 1

1

−3

, ∥w3∥2 =
49

11
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

 1√
2

 1

−1

0

 ,
1√
22

3

3

2

 ,
1√
11

 1

1

−3


 である.

(7) w1 =

 1

1

−1

, ∥w1∥2 = 3, (v2,w1) = −1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

 1

−1

1

+
1

3

 1

1

−1

 =
2

3

 2

−1

1

.

(v3,w1) = 0, (v3,w2) = 2, ∥w2∥2 =
8

3
よりw3 = v3 −

(v3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

1

0

1

− 1

2

 2

−1

1

 =
1

2

0

1

1

,

∥w3∥2 =
1

2
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは 1√

3

 1

1

−1

 ,
1√
6

 2

−1

1

 ,
1√
2

0

1

1


 である.

(8) w1 =

1

1

2

, ∥w1∥2 = 6, (v2,w1) = 3 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

 3

−2

1

− 1

2

1

1

2

 =
5

2

 1

−1

0

.

(v3,w1) = 7, (v3,w2) = −5

2
, ∥w2∥2 =

25

2
より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

3

4

0

 − 7

6

1

1

2

 +

1

2

 1

−1

0

 =
7

3

 1

1

−1

, ∥w3∥2 =
49

3
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは
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 1√
6

1

1

2

 ,
1√
2

 1

−1

0

 ,
1√
3

 1

1

−1


 である.

(9) w1 =

1 + i

1

−i

, ∥w1∥2 = 4, (v2,w1) = 2 − 2i より w2 = v2 − (v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

2

1

i

 − 1− i

2

1 + i

1

−i

 =

1

2

 2

1 + i

1 + 3i

. (v3,w1) = 2, (v3,w2) = −2, ∥w2∥2 = 4 より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =

 i

−i
−i

 −

1

2

1 + i

1

−i

+
1

4

 2

1 + i

1 + 3i

 =
1

4

 2i

−1− 3i

1 + i

, ∥w3∥2 = 1 だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規

直交化したものは

1
2

1 + i

1

−i

 ,
1

4

 2

1 + i

1 + 3i

 ,
1

4

 2i

−1− 3i

1 + i


 である.

(10) w1 =


1

1

1

1

, ∥w1∥2 = 4, (v2,w1) = −4 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


1

1

−3

−3

+


1

1

1

1

 =


2

2

−2

−2

.

(v3,w1) = (v3,w2) = 0, ∥w2∥2 = 16 より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =


1

−1

1

−1

. (v4,w1) = 4,

(v4,w2) = −16, (v4,w3) = 0, ∥w3∥2 = 4 より w4 = v4 −
(v4,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v4,w2)

∥w2∥2
w2 −

(v4,w3)

∥w3∥2
w3 =


0

−2

2

4

 −


1

1

1

1

+


2

2

−2

−2

 =


1

−1

−1

1

, ∥w4∥2 = 4 だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

12

1

1

1

1

 ,
1

2


1

1

−1

−1

 ,
1

2


1

−1

1

−1

 ,
1

2


1

−1

−1

1


 である.

(11)w1 =


2

0

2

1

, ∥w1∥2 = 9, (v2,w1) = 3よりw2 = v2−
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


0

1

1

1

− 1

3


2

0

2

1

 =
1

3


−2

3

1

2

. (v3,w1) =

6, (v3,w2) = −2, ∥w2∥2 = 2 よりw3 = v3 −
(v3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =


3

0

0

0

− 2

3


2

0

2

1

+
1

3


−2

3

1

2

 =


1

1

−1

0

.

(v4,w1) = 3, (v4,w2) = 1, (v4,w3) = −1, ∥w3∥2 = 3 よりw4 = v4−
(v4,w1)

∥w1∥2
w1−

(v4,w2)

∥w2∥2
w2−

(v4,w3)

∥w3∥2
w3 =
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
0

0

1

1

 − 1

3


2

0

2

1

 − 1

6


−2

3

1

2

 +
1

3


1

1

−1

0

 =
1

6


0

−1

−1

2

, ∥w4∥2 =
1

6
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法

により正規直交化したものは

13

2

0

2

1

 ,
1

3
√
2


−2

3

1

2

 ,
1√
3


1

1

−1

0

 ,
1√
6


0

−1

−1

2


 である.

(12) w1 =


1

−1

0

0

, ∥w1∥2 = 2, (v2,w1) = 0 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


1

1

−1

0

. (v3,w1) = (v3,w2) = 1,

∥w2∥2 = 3 より w3 = v3 −
(v3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =


1

0

0

−1

 − 1

2


1

−1

0

0

 − 1

3


1

1

−1

0

 =
1

6


1

1

2

−6

. (v4,w1) =

(v4,w2) = 1, (v4,w3) =
1

6
, ∥w3∥2 =

7

6
より w4 = v4 − (v4,w1)

∥w1∥2
w1 − (v4,w2)

∥w2∥2
w2 − (v4,w3)

∥w3∥2
w3 =


1

0

0

0

 −

1

2


1

−1

0

0

− 1

3


1

1

−1

0

− 1

42


1

1

2

−6

 =
1

7


1

1

2

1

, ∥w4∥2 =
1

7
だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法により正

規直交化したものは

 1√
2


1

−1

0

0

 ,
1√
3


1

1

−1

0

 ,
1√
42


1

1

2

−6

 ,
1√
7


1

1

2

1


 である.

(13)w1 =


1

1

1

−1

, ∥w1∥2 = 4, (v2,w1) = 4よりw2 = v2−
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


1

2

2

1

−


1

1

1

−1

 =


0

1

1

2

. (v3,w1) = 4,

(v3,w2) = −3, ∥w2∥2 = 6 より w3 = v3 −
(v3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v3,w2)

∥w2∥2
w2 =


1

0

1

−2

−


1

1

1

−1

+
1

2


0

1

1

2

 =
1

2


0

−1

1

0

.

(v4,w1) = 2, (v4,w2) = 3, (v4,w3) = −5

2
, ∥w3∥2 =

1

2
より w4 = v4−

(v4,w1)

∥w1∥2
w1−

(v4,w2)

∥w2∥2
w2−

(v4,w3)

∥w3∥2
w3 =

2

3

−2

1

− 1

2


1

1

1

−1

− 1

2


0

1

1

2

+
5

2


0

−1

1

0

 =
1

2


3

−1

−1

1

, ∥w4∥2 = 3 だから, 与えられた基底をシュミットの直交化法
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により正規直交化したものは

12


1

1

1

−1

 ,
1√
6


0

1

1

2

 ,
1√
2


0

−1

1

0

 ,
1

2
√
3


3

−1

−1

1


 である.

(14) w1 =


1

−1

1

−1

, ∥w1∥2 = 4, (v2,w1) = −1 より w2 = v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


1

1

−1

0

 +
1

4


1

−1

1

−1

 =
1

4


5

3

−3

−1

.

(v3,w1) = −2, (v3,w2) =
1

2
, ∥w2∥2 =

11

4
より w3 = v3 − (v3,w1)

∥w1∥2
w1 − (v3,w2)

∥w2∥2
w2 =


0

1

0

1

 +
1

2


1

−1

1

−1

 −

1

22


5

3

−3

−1

 =
1

11


3

4

7

6

. (v4,w1) = −1, (v4,w2) =
7

4
, (v4,w3) =

2

11
, ∥w3∥2 =

10

11
より w4 = v4 −

(v4,w1)

∥w1∥2
w1 −

(v4,w2)

∥w2∥2
w2−

(v4,w3)

∥w3∥2
w3 =


1

0

−1

1

+
1

4


1

−1

1

−1

− 7

44


5

3

−3

−1

− 1

55


3

4

7

6

 =
4

5


1

−2

−1

2

, ∥w4∥2 =
32

5
だから,与えられ

た基底をシュミットの直交化法により正規直交化したものは

12


1

−1

1

−1

 ,
1

2
√
11


5

3

−3

−1

 ,
1√
110


3

4

7

6

 ,
1√
10


1

−2

−1

2




である.

(15) w1 = 1, ∥w1∥2 =

∫ b

a

12dx = b− a, (x,w1) =

∫ b

a

x dx =
b2 − a2

2
よりw2 = x− (x,w1)

∥w1∥2
w1 = x− a+ b

2
.

(x2,w1) =

∫ b

a

x2 dx =
b3 − a3

3
, (x2, x) =

∫ b

a

x3 dx =
b4 − a4

4
, ∥w2∥2 =

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)2

dx =
(b− a)3

12
より w3 =

x2 − (x2,w1)

∥w1∥2
w1 −

(
x2,w2

)
∥w2∥2

(
x− a+ b

2

)
= x2 − a2 + ab+ b2

3
− (a+ b)

(
x− a+ b

2

)
=

(
x− a+ b

2

)2

− (b− a)2

12
.

(x3, 1) =

∫ b

a

x3dx =
b4 − a4

4
, (x3, x) =

∫ b

a

x4dx =
b5 − a5

5
, (x3, x2) =

∫ b

a

x5dx =
b6 − a6

6
,

∥w3∥2 =

∫ b

a

((
x− a+ b

2

)2

− (b− a)2

12

)2

dx =

∫ b−a
2

− b−a
2

(
y2 − (b− a)2

12

)2

dy =
(b− a)5

180
より

w4 = x3 − (x3,w1)

∥w1∥2
w1 −

(x3,w2)

∥w2∥2
w2 −

(x3,w3)

∥w3∥2
w3 = x3 − (a+ b)(a2 + b2)

4
− 9a2 + 12ab+ 9b2

10

(
x− a+ b

2

)
−

3(a+ b)

2

(
x2 − (a+ b)x+

a2 + 4ab+ b2

6

)
=

(
x− a+ b

2

)3

− 3(a− b)2

20

(
x− a+ b

2

)
.

∥w4∥2 =

∫ b

a

((
x− a+ b

2

)3

− 3(a− b)2

20

(
x− a+ b

2

))
2dx =

∫ b−a
2

− b−a
2

(
y3 − 3(a− b)2

20
y

)2

dy =
(b− a)7

2800
だから, 与

えられた基底ををシュミットの直交化法により正規直交化して得られる基底は以下のようになる.[
1√
b− a

,

√
3(2x− a− b)

(b− a)
3
2

,

√
5(3(2x− a− b)2 − (b− a)2)

2(b− a)
5
2

,

√
7(5(2x− a− b)3 − 3(b− a)2(2x− a− b))

2(b− a)
7
2

]
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3. ỹ = y − (y,x)

∥x∥2
x = − (x,y)

∥x∥2
x+ y とおけば,

∥ỹ∥2 =

(
− (x,y)

∥x∥2
x+ y,− (x,y)

∥x∥2
x+ y

)
= −|(x,y)|2

∥x∥2
+ ∥y∥2 =

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

∥x∥2

(z, ỹ) =

(
z,− (x,y)

∥x∥2
x+ y

)
= − (x,y)(z,x)

∥x∥2
+ (z,y) =

∥x∥2(y, z)− (x,y)(z,x)

∥x∥2

が成り立つ. さらに z̃ = z − (z,x)

∥x∥2
x− (z, ỹ)

∥ỹ∥2
ỹ とおけば, 上式より

z̃ = z − (z,x)

∥x∥2
x− ∥x∥2(y, z)− (x,y)(z,x)

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

(
− (x,y)

∥x∥2
x+ y

)

= z − (z,x)

∥x∥2
x+

∥x∥2(x,y)(y, z)− |(x,y)|2(z,x)
∥x∥2(∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2)

x− ∥x∥2(y, z)− (x,y)(z,x)

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2
y

=
(x,y)(y, z)− ∥y∥2(z,x)
∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

x+
(x,y)(z,x)− ∥x∥2(y, z)
∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

y + z

が得られる. (x, ỹ) = 0 に注意し, 問題 1の (6)の結果を用いると

∥z̃∥2 =

(
z − (z,x)

∥x∥2
x− (z, ỹ)

∥ỹ∥2
ỹ, z − (z,x)

∥x∥2
x− (z, ỹ)

∥ỹ∥2
ỹ

)
= ∥z∥2 − |(z,x)|2

∥x∥2
− |(z, ỹ)|2

∥ỹ∥2

= ∥z∥2 − |(z,x)|2

∥x∥2
− (∥x∥2(y, z)− (x,y)(z,x))(∥x∥2(y, z)− (x,y)(z,x))

∥x∥2(∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2)

= ∥z∥2 − |(z,x)|2

∥x∥2
− ∥x∥4|(y, z)|2 − ∥x∥2(x,y)(y, z)(z,x)− ∥x∥2(x,y)(y, z)(z,x) + |(x,y)|2|(z,x)|2

∥x∥2(∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2)

= ∥z∥2 − |(z,x)|2∥y∥2 + ∥x∥2|(y, z)|2 − 2Re((x,y)(y, z)(z,x))

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

=
∥x∥2∥y∥2∥z∥2 − ∥z∥2|(x,y)|2 − ∥y∥2|(z,x)|2 − ∥x∥2|(y, z)|2 + 2Re((x,y)(y, z)(z,x))

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

=
|D3(x,y, z)|2

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

である. 故に ∥ỹ∥ =

√
∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

∥x∥
, ∥z̃∥ =

|D3(x,y, z)|√
∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2

が成り立つため, 次の等式が得られる.

1

∥ỹ∥
ỹ = − (x,y)

∥x∥
√
∥x∥2∥y∥2− |(x,y)|2

x+
∥x∥√

∥x∥2∥y∥2− |(x,y)|2
y

1

∥z̃∥
z̃ =

(x,y)(y, z)− ∥y∥2(z,x)
|D3(x,y, z)|

√
∥x∥2∥y∥2− |(x,y)|2

x+
(x,y)(z,x)− ∥x∥2(y, z)

|D3(x,y, z)|
√

∥x∥2∥y∥2 − |(x,y)|2
y +

√
∥x∥2∥y∥2− |(x,y)|2

|D3(x,y, z)|
z

[x,y, z] をシュミットの直交化法によって正規直交化したものは
[

1

∥x∥
x,

1

∥ỹ∥
ỹ,

1

∥z̃∥
z̃

]
だから, 求める基底の変換

行列は, 次で与えられる. 
1

∥x∥
−(x,y)

∥x∥
√

∥x∥2∥y∥2−|(x,y)|2
(x,y)(y,z)−∥y∥2(z,x)

|D3(x,y,z)|
√

∥x∥2∥y∥2−|(x,y)|2

0 ∥x∥√
∥x∥2∥y∥2−|(x,y)|2

(x,y)(z,x)−∥x∥2(y,z)

|D3(x,y,z)|
√

∥x∥2∥y∥2−|(x,y)|2

0 0

√
∥x∥2∥y∥2−|(x,y)|2

|D3(x,y,z)|



4. 各問で与えられた基底を [x,y, z] とし, これを直交化して得られる正規直交基底を [x′,y′, z′] とする.
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(1) ∥x∥ = 1, ∥y∥ =
√
29, (x,y) = 2, (y, z) = 37, (z,x) = 1, D3(x,y, z) = −5だから,前問の結果から求める基底

の変換行列は

1 − 2
5

9
5

0 1
5 − 7

5

0 0 1

である. 従って x′ = x =

1

0

0

, y′ = −2

5
x+

1

5
y =

0
3
5
4
5

, z′ =
9

5
x−7

5
y+z =

 0
4
5

− 3
5

.

(2) ∥x∥ =
√
2, ∥y∥ =

√
2, (x,y) = 1, (y, z) = −1, (z,x) = −1, D3(x,y, z) = −2 だから, 前問の結果から求め

る基底の変換行列は


√
2
2 −

√
6
6

√
3
6

0
√
6
3

√
3
6

0 0
√
3
2

 である. 従って x′ =

√
2

2
x =


√
2
2

−
√
2
2

0

, y′ = −
√
6

6
x +

√
6

3
y =


√
6
6√
6
6√
6
3

,

z′ =

√
3

6
x+

√
3

6
y +

√
3

2
z =


√
3
2√
3
3

−
√
3
6

.

(3) ∥x∥ = 3, ∥y∥ =
√
10, (x,y) = 1, (y, z) = 5, (z,x) = −5, D3(x,y, z) = 3 だから, 前問の結果から求める基

底の変換行列は


1
3 −

√
89

267
55

√
89

267

0 3
√
89

89 − 50
√
89

267

0 0
√
89
3

 である. 従って x′ =
1

3
x =


2
3
1
3
2
3

, y′ = −
√
89

267
x+

3
√
89

89
y =

− 11
√
89

267
26

√
89

267

− 2
√
89

267

,

z′ =
55
√
89

267
x− 50

√
89

267
y +

√
89

3
z =

− 6
√
89

89

− 2
√
89

89
7
√
89

89

.

(4) ∥x∥ = 7, ∥y∥ =
√
146, (x,y) = 48, (y, z) = 84, (z,x) = 64, D3(x,y, z) = −94 だから, 前問の結果から求め

る基底の変換行列は


1
7 − 24

√
194

3395 − 1328
√
194

22795

0 7
√
194

970 − 261
√
194

22795

0 0 5
√
194
94

 である. 従って x′ =
1

7
x =


2
7
3
7
6
7

, y′ =
−48

35
√
194

x+
7

5
√
194

y =


69

√
194

1358
124

√
194

3395

− 239
√
194

6790

, z′ = −1328
√
194

22795
x− 261

√
194

22795
y +

5
√
194

94
z =


9
√
194

194

− 26
√
194

485
11

√
194

970

.

5. (1)


1 1 −2 −1

0 1 −1 1

2 3 −5 −1

1 0 −1 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −2 −1

0 1 −1 1

0 1 −1 1

0 −1 1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −1 −2

0 1 −1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, 与えられた

方程式は

x− z − 2w = 0

y − z + w = 0
と同値である. z = s, w = t とおくと


x

y

z

w

 =


s+ 2t

s− t

s

t

 = s


1

1

1

0

 + t


2

−1

0

1

 と

なるため, v1 =


1

1

1

0

, v2 =


2

−1

0

1

 とおけば v1,v2 が W の基底になる. そこで, w1 =
1

∥v1∥
v1 =

1√
3


1

1

1

0

,

w′
2 = v2 − (v2,w1)w1 =


2

−1

0

1

− 1

3


1

1

1

0

 =
1

3


5

−4

−1

3

, w2 =
1

∥w′
2∥

w′
2 =

1√
51


5

−4

−1

3

 とおけば w1,w2 は W の

正規直交基底になる.
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(2)


1 −1 −1 2

0 1 1 −1

2 −1 −1 3

1 −2 −2 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 −1 −1 2

0 1 1 −1

0 1 1 −1

0 −1 −1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 1

0 1 1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

 より, 与えられた方

程式は

x+ w = 0

y + z − w = 0
と同値である. z = s, w = t とおくと


x

y

z

w

 =


−t

−s+ t

s

t

 = s


0

−1

1

0

 + t


−1

1

0

1

 とな

るため, v1 =


0

−1

1

0

, v2 =


−1

1

0

1

 とおけば v1,v2 が W の基底になる. そこで, w1 =
1

∥v1∥
v1 =

1√
2


0

−1

1

0

,

w′
2 = v2 − (v2,w1)w1 =


−1

1

0

1

 +
1

2


0

−1

1

0

 =
1

2


−2

1

1

2

, w2 =
1

∥w′
2∥

w′
2 =

1√
10


−2

1

1

2

 とおけば w1,w2 は W

の正規直交基底になる.

6. (1)正方行列 X に対し, tr(tX) = tr(X), tr
(
X
)
= tr(X)が成り立つことは容易に確かめられる. A,B ∈Mm,n(K)

に対して (A,B)tr = tr (AB∗) とおく. A,B,C ∈Mm,n(K), r ∈ R に対し, tA∗ = A, B∗ = tB が成り立つことに注

意すれば, 以下の等式が成り立つ.

(A+B,C)tr = tr((A+B)C∗) = tr(AC∗ +BC∗) = tr(AC∗) + tr(BC∗) = (A,C)tr + (B,C)tr,

(rA,B)tr = tr(rAB∗) = rtr(AB∗) = r(A,B)tr,

(B,A)tr = tr(BA∗) = tr
(
t(BA∗)

)
= tr

(
(tA∗)tB

)
= tr

(
AB∗

)
= tr(AB∗) = (A,B)tr

A ∈ Mm,n(K) の (i, j) 成分を aij とすれば, (A,A)tr = tr(AA∗) =
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 だから (A,A)tr ≧ 0 であり,

(A,A)tr = 0 であることと, A が零行列であることは同値である.

(2) f, g ∈ C[a, b] に対し, (f, g)p =

∫ b

a

f(x)g(x)p(x)dx とおく. f, g, h ∈ C[a, b], r ∈ R に対し, 次の等式が成り

立つ.

(f + g, h)p =

∫ b

a

(f(x) + g(x))h(x)p(x)dx =

∫ b

a

(f(x)h(x) + g(x)h(x))p(x)dx

=

∫ b

a

f(x)h(x)p(x)dx+

∫ b

a

g(x)h(x)p(x)dx = (f, h)p + (g, h)p,

(rf, g)p =

∫ b

a

rf(x)g(x)p(x)dx = r

∫ b

a

f(x)g(x)p(x)dx = r(f, g)p,

(g, f)p =

∫ b

a

g(x)f(x)p(x)dx =

∫ b

a

f(x)g(x)p(x)dx = (f, g)p

もし, p(α) < 0 となる α ∈ [a, b] が存在すれば, p の連続性から r1 > 0 で, x ∈ (α − r1, α + r1) ∩ [a, b] ならば

|p(x) − p(α)| < p(α)

2
を満たすものがあるため, x ∈ (α − r1, α + r1) ∩ [a, b] ならば p(x) <

3p(α)

2
< 0 となるが,

(α− r1, α+ r1)∩ [a, b] は無限集合だから,「有限個の x ∈ [a, b] を除いて p(x) > 0 である.」という仮定と矛盾する.

故に, 任意の x ∈ [a, b] に対して p(x) ≧ 0 である.

f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f(β) ̸= 0 となる β ∈ [a, b] が存在し, f の連続性から r2 > 0 で,

x ∈ (β−r2, β+r2)∩ [a, b]ならば |f(x)−f(β)| < f(β)

2
を満たすものがある. 従って x ∈ (β−r2, β+r2)∩ [a, b]なら
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ば
f(β)

2
< f(x) <

3f(β)

2
となるため, f(β) > 0 ならば f(x)2 >

f(β)2

4
であり, f(β) < 0 ならば f(x)2 >

9f(β)2

4
>

f(β)2

4
である. 故に x ∈ (β − r2, β + r2) ∩ [a, b] ならば f(x)2 >

f(β)2

4
である.

一方, c = max{a, β − r2}, d = min{b, β + r2} とおけば, (β − r2, β + r2) ∩ (a, b) = (c, d) であり, (c, d) は

無限集合だから, p(γ) > 0 となる γ ∈ (c, d) が存在し, さらに p の連続性から 0 < r3 < min{γ − c, d − γ}

で, x ∈ [γ − r3, γ + r3] ならば |p(x) − p(γ)| < p(γ)

2
となるものが存在する. このとき, p(x) >

p(γ)

2
であり,

[γ − r3, γ + r3] ⊂ (c, d) = (β − r2, β + r2) ∩ (a, b) だから, x ∈ [γ − r3, γ + r3] ならば f(x)2p(x) >
f(β)2p(γ)

8
が成

り立つ. 故に

(f, f)p =

∫ b

a

f(x)2p(x)dx =

∫ γ−r3

a

f(x)2p(x)dx+

∫ γ+r3

γ−r3
f(x)2p(x)dx+

∫ b

γ+r3

f(x)2p(x)dx

≧
∫ γ+r3

γ−r3
f(x)2p(x)dx ≧

∫ γ+r3

γ−r3

f(β)2p(γ)

8
dx =

r3f(β)
2p(γ)

4
> 0

である.

7. (1) f の線形性と ( , )W が W の内積であることから, x,y, z ∈ V , r ∈ K に対し, 以下の等式が成り立つ.

βf (x+ y, z) = (f(x+ y), f(z))W = (f(x) + f(y), f(z))W = (f(x), f(z))W + (f(y), f(z))W

= βf (x, z) + βf (y, z),

βf (rx,y) = (f(rx), f(y))W = (rf(x), f(y))W = r(f(x), f(y))W = rβf (x,y),

βf (y,x) = (f(y), f(x))W = (f(x), f(y))W = βf (x,y)

x ̸= 0 ならば, f が単射であることから f(x) ̸= 0 であるため, βf (x,x) = (f(x), f(x))W > 0 が成り立つ. 以上か

ら, βf は V の内積である.

(2) φ(x), ψ(x) ∈ Pn(K), r, s ∈ K に対し, 次の等式が成り立つため, f は 1次写像である.

f(rφ(x) + sψ(x)) =

n+1∑
k=1

(rφ(ak) + sψ(ak))ek = r

n+1∑
k=1

φ(ak)ek + s

n+1∑
k=1

ψ(ak)ek = rf(φ(x)) + sf(ψ(x))

φ(x) =
n+1∑
j=1

cjx
j−1 ∈ Pn(R) が f(φ(x)) = 0 を満たせば

n+1∑
k=1

φ(ak)ek = 0 だから,
n+1∑
j=1

aj−1
k cj = φ(ak) = 0 が

k = 1, 2, . . . , n + 1 に対して成り立つ. そこで, aj−1
k を (k, j)成分とする n + 1次正方行列を A とし, cj を第 j 成

分とする Kn+1 のベクトルを c とすれば, 上式から Ac = 0 である. 一方, |A| は Vandermondeの行列式であり,

a1, a2, . . . , an+1 は相異なるため, |A| =
∏

1≦j≦k≦n
(ak − aj) ̸= 0 である. 従って A は正則行列だから, Ac = 0 より

c = 0 が得られるため, c1 = c2 = · · · = cn+1 = 0, すなわち φ(x) = 0 である. 故に, f は単射である.

(3) a1 = 0, a2 = 1, a3 = 2 の場合 ; βf (1, 1) = βf (x, 1) = 3, βf (x, x) = βf (x
2, 1) = 5, βf (x

2, x) = 9

だから φ1(x) = x − βf (x, 1)

βf (1, 1)
, φ2(x) = x2 − βf (x

2, 1)

βf (1, 1)
− βf (x

2, φ1(x))

βf (φ1(x), φ1(x))
φ1(x) とおけば, φ1(x) = x − 1,

φ2(x) = x2 − 2x +
1

3
である. さらに βf (φ1(x), φ1(x)) = 2, βf (φ2(x), φ2(x)) =

2

3
だから, 求める正規直交基

底は
[

1√
3
,
1√
2
(x− 1),

1√
6
(3x2 − 6x+ 1)

]
である.

a1 = −1, a1 = 0, a2 = 1 の場合 ; βf (1, 1) = 3, βf (x, 1) = 0, βf (x, x) = βf (x
2, 1) = 2, βf (x

2, x) = 0 だから

ψ1(x) = x− βf (x, 1)

βf (1, 1)
, ψ2(x) = x2 − βf (x

2, 1)

βf (1, 1)
− βf (x

2, ψ1(x))

βf (ψ1(x), ψ1(x))
ψ1(x) とおけば, ψ1(x) = x, ψ2(x) = x2 − 2

3
であ

る. さらに βf (ψ1(x), ψ1(x)) = 2, βf (ψ2(x), ψ2(x)) =
2

3
だから, 求める正規直交基底は

[
1√
3
,
1√
2
x,

1√
6
(3x2 − 2)

]
である.
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8. (1) ṽ1, ṽ2, . . . , ṽn ∈ V を ṽ1 = v1, ṽj = vj −
j−1∑
i=1

(vj , ṽi)

∥ṽi∥2
ṽi によって帰納的に定めれば, v′

1,v
′
2, . . . ,v

′
n は

v′
j =

1

∥ṽj∥
ṽj (j = 1, 2, . . . , n) で与えられるため, ∥ṽj∥v′

j = ṽj = vj −
j−1∑
i=1

(vj , ṽi)

∥ṽi∥2
ṽi = vj −

j−1∑
i=1

(vj ,v
′
i)v

′
i が

j = 1, 2, . . . , n に対して成り立つ. 故に vj =
j−1∑
i=1

(vj ,v
′
i)v

′
i + ∥ṽj∥v′

j であり, B′
1 が正規直交基底であることに注

意すれば, (vj ,v
′
j) =

(
j−1∑
i=1

(vj ,v
′
i)v

′
i + ∥ṽj∥v′

j ,v
′
j

)
=

j−1∑
i=1

(vj ,v
′
i)(v

′
i,v

′
j) + ∥ṽj∥(v′

j ,v
′
j) = ∥ṽj∥ が得られる. 従って

vj =
j∑
i=1

(vj ,v
′
i)v

′
i となるため, B′

1 から B1 への基底の変換行列の (i, j)成分は i ≦ j ならば (vj ,v
′
i) であり, i > j

ならば 0である. B′
1 から B1 への基底の変換行列の (j, j)成分は (vj ,v

′
j) = ∥ṽj∥ で, ṽi ̸= 0 だから, 対角成分は 0

でない実数である.

(2) B′
1 から B1 への基底の変換行列を P , B′

2 から B2 への基底の変換行列を Q とし, さらに B1 から B2 への基

底の変換行列を A, B′
1 から B′

2 への基底の変換行列を B とする. このとき, B は V の恒等写像 idV : V → V の

B′
2, B

′
1 に関する表現行列であり, P は idV の B1, B

′
1 に関する表現行列だから, P−1 は idV の B′

1, B1 に関する

表現行列であり, P−1B は idV ◦idV = idV の B′
2, B1 に関する表現行列である. 一方, Q は idV の B2, B

′
2 に関す

る表現行列だから, Q−1 は idV の B′
2, B2 に関する表現行列であり, A は idV の B2, B1 に関する表現行列だから,

AQ−1 も idV ◦idV = idV の B′
2, B1 に関する表現行列であるため P−1B = AQ−1 が成り立つ.

B′
1 = B′

2 ならば B = En だから, P−1B = AQ−1 から A = P−1Q が得られる. (1)より, P , Q は対角成分がす

べて正の実数である上半三角行列だから, 第 4回の演習問題 8の (2)から P−1 も対角成分がすべて正の実数である

上半三角行列であり, さらに第 4回の演習問題 8の (1)から A = P−1Q も対角成分がすべて正の実数である上半三

角行列である.

Aが対角成分がすべて正の実数である上半三角行列であると仮定して, v′
j = w′

j が j = 1, 2, . . . , k (k = 1, 2, . . . , n)

に対して成り立つことを k による数学的帰納法で示す.

A =
(
aij
)
とおけば, 仮定から i > j ならば aij = 0 であり, aii は正の実数である. 従って w1 = a11v1 かつ

a11 > 0 であり, v′
1 =

1

∥v1∥
v1, w

′
1 =

1

∥w1∥
w1 だからw′

1 =
a11

∥a11v1∥
v1 =

1

∥v1∥
v1 = v′

1 が成り立つため, k = 1 の

場合には帰納法の仮定は成り立つ. j = 1, 2, . . . , n に対して w̃j = ∥w̃j∥w′
j であり, v′

j = w′
j が j = 1, 2, . . . , k − 1

に対して成り立つと仮定して, wk =
k∑
i=1

aikvi および, (1)で得た等式 vi =
i∑

j=1

(vi,v
′
j)v

′
j を用いて, B′

1 が正規直交

基底であることに注意すれば, j ≧ i+ 1 ならば (vi,v
′
j) =

(
i∑
l=1

(vi,v
′
l)v

′
l,v

′
j

)
=

i∑
l=1

(vi,v
′
l)(v

′
l,v

′
j) = 0 が成り立ち,

(1)で得た等式 (vk,v
′
k) = ∥ṽk∥ を用いると, 次の等式が得られる.

∥w̃k∥w′
k = w̃k = wk −

k−1∑
j=1

(wk, w̃j)

∥w̃j∥2
w̃j = wk −

k−1∑
j=1

(wk,w
′
j)w

′
j = wk −

k−1∑
j=1

(wk,v
′
j)v

′
j

=

k∑
i=1

aikvi −
k−1∑
j=1

k∑
i=1

aik(vi,v
′
j)v

′
j =

k∑
i=1

aik

vi −
k−1∑
j=1

(vi,v
′
j)v

′
j


=

k∑
i=1

aik

 i∑
j=1

(vi,v
′
j)v

′
j −

k−1∑
j=1

(vi,v
′
j)v

′
j

 =

k−1∑
i=1

aik

−
k−1∑
j=i+1

(vi,v
′
j)v

′
j

+ (vk,v
′
k)v

′
k = ∥ṽk∥v′

k

v′
k と w′

k はともに単位ベクトルだから, ∥w̃k∥w′
k = ∥ṽk∥v′

k の両辺の長さを考えれば ∥w̃k∥ = ∥ṽk∥ が得られる.

∥ṽk∥ は 0でないので, ∥w̃k∥w′
k = ∥ṽk∥v′

k の両辺に
1

∥w̃k∥
=

1

∥ṽk∥
をかければw′

k = v′
k が得られ, 帰納法が進む.

9. (1) fm(x) =
dm

dxm
(x2 − 1)n とおくと, fm(x) は (x2 − 1)n−m で割り切れることを m による数学的帰納法で示す.

f0(x) = (x2 − 1)n だから m = 0 のときは, 主張が成り立つ. fm−1(x) が (x2 − 1)n−m+1 で割り切れると仮定して
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fm−1(x) = (x2 − 1)n−m+1g(x) (g(x) は x の多項式) とおく.

fm(x) = f ′m−1(x) = 2(n−m+ 1)x(x2 − 1)n−mg(x) + (x2 − 1)n−m+1g′(x)

= (x2 − 1)n−m(2(n−m+ 1)xg(x) + (x2 − 1)g′(x))

だから fm(x) は (x2 − 1)n−m で割り切れる.

従って m < n ならば fm(1) = fm(−1) = 0 となるため, m ≧ 1 のとき部分積分法により∫ 1

−1

xkfm(x) dx =
[
xkfm−1(x)

]1
−1

−
∫ 1

−1

kxk−1fm−1(x) dx = −k
∫ 1

−1

xk−1fm−1(x) dx

である. この等式を繰り返し用いると k ≦ n ならば∫ 1

−1

xkfn(x) dx = −k
∫ 1

−1

xk−1fn−1(x) dx = (−k)(−k + 1)

∫ 1

−1

xk−2fn−2(x) dx = · · · = (−1)kk!

∫ 1

−1

fn−k(x) dx

が成り立つ. k < n の場合, 上式は (−1)kk! [fn−k−1(x)]
1
−1 = (−1)kk!(fn−k−1(1) − fn−k−1(−1)) = 0 に等しい.

k = n の場合は x = sin t とおいて置換積分をすれば,

∫ 1

0

(1− x2)n dx =

∫ π
2

0

cos2n+1x dx =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
より

∫ 1

−1

xnfn(x) dx = (−1)nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)n dx = 2n!

∫ 1

0

(1− x2)n dx =
2n!(2n)!!

(2n+ 1)!!

が得られ, Pn(x) =
1

2nn!
fn(x) だから, 上の結果から次の等式が得られる.

(xk, Pn(x))P =

∫ 1

−1

xkPn(x) dx =


0 k = 0, 1, . . . , n− 1

(2n)!!

2n−1(2n+ 1)!!
k = n

· · · (∗)

dm

dxm
(x2 − 1)m は x2m の係数が 1である 2m次多項式をm回微分した多項式だから, m次多項式で, xm の係数

は (2m)(2m− 1) · · · (m+1) =
(2m)!

m!
である. 従って Pm(x) =

m∑
k=0

cm,k x
k とおくと, cm,m =

(2m)!

2m(m!)2
である. (∗)

より m < n ならば

(Pm(x), Pn(x))P =

(
m∑
k=0

cm,k x
k, Pn(x)

)
P

=

m∑
k=0

cm,k(x
k, Pn(x))P = 0

(Pn(x), Pn(x))P =

(
n∑
k=0

cn,k x
k, Pn(x)

)
P

=

n∑
k=0

cn,k(x
k, Pn(x))P = cn,n(x

n, Pn(x))P =
(2n)!(2n)!!

22n−1(n!)2(2n+ 1)!!

=
2(2n)!(2n)!!

(2nn!)2(2n+ 1)!!
=

2(2n)!

(2n+ 1)!
=

2(2n)!(2n)!!

((2n)!!)2(2n+ 1)!!
=

2(2n)!

(2n+ 1)!
=

2

2n+ 1
.

(2) (1)の結果から
1

ρ0
P0(x),

1

ρ1
P1(x), . . . ,

1

ρn
Pn(x) は Pn(R) の正規直交系だから 1次独立である. dimPn(R) =

n + 1 だから
1

ρ0
P0(x),

1

ρ1
P1(x), . . . ,

1

ρn
Pn(x) は Pn(R) の正規直交基底になる. そこで, B1 = [1, x, . . . , xn],

B2 =

[
1

ρ0
P0(x),

1

ρ1
P1(x), . . . ,

1

ρn
Pn(x)

]
とおく. (1)の解答で Pm(x) =

m∑
k=0

ckx
k とおけば cm は正の実数

(2m)!

2m(m!)2

であることを示したため, B1 から B2 への基底の変換行列は, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行列であ

る. B1, B2 に対してシュミットの直交化を行って得られる V の正規直交基底をそれぞれ B′
1, B

′
2 とすれば, B2 は

すでに V の正規直交基底だから B′
2 = B2 である. 従って問題 8の (2)から B′

1 = B2 である.
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(3)

(
xk,

2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x)

)
P

=
2n+ 3

n+ 2

∫ 1

−1

xk+1Pn+1(x) dx− n+ 1

n+ 2

∫ 1

−1

xkPn(x) dx だから, (∗)

により k = 0, 1, . . . , n− 1 ならば
(
xk,

2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x)

)
P

= 0 であり,

(
xn,

2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x)

)
P

=
2n+ 3

n+ 2

(2n+ 2)!!

2n(2n+ 3)!!
− n+ 1

n+ 2

(2n)!!

2n−1(2n+ 1)!!

=
1

n+ 2

(2n+ 2)!!

2n(2n+ 1)!!
− 1

n+ 2

(2n+ 2)!!

2n(2n+ 1)!!
= 0

が成り立つため, Pn+2(R) において,
2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x) ∈ ⟨1, x, x2, . . . , xn⟩⊥ が成り立つ. 一方 (1)の

結果から ⟨1, x, x2, . . . , xn⟩⊥ = ⟨Pn+1(x), Pn+2(x)⟩ だから
2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x) = aPn+1(x) + bPn+2(x)

を満たす実数 a, b が存在する. Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2− 1)n は x の n次多項式で xn の係数は

(2n)!

2n(n!)2
, xn−1 の係数

は 0 である. 従って
2n+ 3

n+ 2
xPn+1(x)−

n+ 1

n+ 2
Pn(x) の xn+2 の係数は

2n+ 3

n+ 2

(2n+ 2)!

2n+1((n+ 1)!)2
=

(2n+ 4)!

2n+2((n+ 2)!)2
,

xn+1 の係数は 0 であり, aPn+1(x) + bPn+2(x) の xn+2 の係数は
b(2n+ 4)!

2n+2((n+ 2)!)2
, xn+1 の係数は

a(2n+ 2)!

2n+1((n+ 1)!)2

となるため, a = 0, b = 1 である.

10. (1) 0以上の整数 k に対して Ik(t) =

∫ t

0

xke−xdx とおけば, I0(t) =

∫ t

0

e−xdx =
[
−e−x

]t
0
= 1− e−t であり,

k ≧ 1 ならば部分積分法により Ik(t) =
[
−xke−x

]t
0
+ k

∫ t

0

xk−1e−xdx = kIk−1(t)− tke−t が得られる. 従って∫ ∞

0

e−xdx = lim
t→∞

I0(t) = lim
t→∞

(
1− e−t

)
= 1 であり, 帰納的に

∫ ∞

0

xk−1e−xdx = (k − 1)! が成り立つと仮定すれ

ば,

∫ ∞

0

xke−xdx = lim
t→∞

Ik(t) = lim
t→∞

(
kIk−1(t)− tke−t

)
= k lim

t→∞
Ik−1(t)− lim

t→∞
tne−t = k(k − 1)! = k! である. 故

に, p(x) ∈ P (R) に対して p(x) =
n∑
k=0

ckx
k とおけば,

∫ ∞

0

p(x)e−xdx = lim
t→∞

∫ t

0

(
n∑
k=0

ckx
k

)
e−xdx = lim

t→∞

n∑
k=0

∫ t

0

ckx
ke−xdx =

n∑
k=0

ck

(
lim
t→∞

∫ t

0

xke−xdx

)
=

n∑
k=0

k!ck

だから,

∫ ∞

0

p(x)e−xdx は
n∑
k=0

k!ck に収束する.

(2) f(x), g(x), h(x) ∈ P (R), r ∈ R に対し, 次の等式が成り立つ.

(f(x) + g(x), h(x))L =

∫ ∞

0

(f(x) + g(x))h(x)e−xdx =

∫ ∞

0

(f(x)h(x) + g(x)h(x))e−xdx

=

∫ ∞

0

f(x)h(x)e−xdx+

∫ ∞

0

g(x)h(x)e−xdx = (f(x), h(x))L + (g(x), h(x))L,

(rf(x), g(x))L =

∫ ∞

0

rf(x)g(x)e−xdx = r

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−xdx = r(f(x), g(x))L,

(g(x), f(x))L =

∫ ∞

0

g(x)f(x)e−xdx =

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−xdx = (f(x), g(x))L

f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f が多項式関数であることから, f(x) = 0 を満たす x ∈ R は有

限個である. 従って f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f(α) ̸= 0 となる α ∈ [0,∞) が存在し, f の

連続性から r2 > 0 で, x ∈ (α − r2, α + r2) ∩ [0,∞) ならば |f(x) − f(α)| < f(α)

2
を満たすものがある. そこで,

max{0, α − r2} < a < b < α + r2 を満たす a, b を選べば, x ∈ [a, b] ならば
f(α)

2
< f(x) <

3f(α)

2
となるため,

f(α) > 0 ならば f(x)2 >
f(α)2

4
であり, f(α) < 0 ならば f(x)2 >

9f(α)2

4
>
f(α)2

4
である. 故に x ∈ [a, b] ならば
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f(x)2 >
f(α)2

4
であり, このとき e−x ≧ e−b だから, x ∈ [a, b] ならば f(x)2e−x >

f(α)2e−b

4
が成り立つ. 故に

(f(x), f(x))L =

∫ ∞

0

f(x)2e−xdx =

∫ a

0

f(x)2e−xdx+

∫ b

a

f(x)2e−xdx+

∫ ∞

b

f(x)2e−xdx

≧
∫ b

a

f(x)2e−xdx ≧
∫ b

a

f(α)2e−b

4
dx =

f(α)2e−b(b− a)

4
> 0

である.

(3) fk(x) =
(−1)nex

n!

dk

dxk
(e−xxn) とおくと, ライプニッツの公式より

fk(x) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k+n−i

(n− i)!
xn−i · · · (∗)

となる. よって, k < n ならば fk(x) は xn−k で割り切れる x の n 次多項式であるため fk(0) = 0 である. ま

た, (fk−1(x)e
−x)′ =

(
(−1)n

n!

dk−1

dxk−1
(xne−x)

)′

=
(−1)n

n!

dk

dxk
(xne−x) = fk(x)e

−x であり, 任意の n ≧ 0 に対して

lim
x→∞

xne−x = 0 だから, x の任意の多項式 p(x) に対して lim
x→∞

p(x)e−x = 0 であるから m ≧ 0, 1 ≦ k ≦ n のとき,

部分積分法により∫ ∞

0

xmfk(x)e
−xdx =

[
xmfk−1(x)e

−x]∞
0

−
∫ ∞

0

mxm−1fk−1(x)e
−xdx = −m

∫ ∞

0

xm−1fk−1(x)e
−xdx

である. この等式を繰り返し用いると m ≦ k ≦ n ならば∫ ∞

0

xmfk(x)e
−xdx = −m

∫ ∞

0

xm−1fk−1(x)e
−xdx = · · · = (−1)mm!

∫ ∞

0

fk−m(x)e−xdx

が成り立つ. m < k の場合, 上式は (−1)mm! [fk−m−1(x)e
−x]

∞
0 = 0 に等しい. m = n の場合は, (1)の解答で得た

結果を用いると ∫ ∞

0

xnfn(x)e
−xdx = (−1)nn!

∫ ∞

0

(−1)nxn

n!
e−xdx = n!

が得られる. Ln(x) = fn(x) だから, 上の結果から次の等式が得られる.

(xm, Ln(x))L =

∫ ∞

0

xmLn(x)e
−xdx =

0 m = 0, 1, . . . , n− 1

n! m = n
· · · (∗∗)

(∗) より Lm(x) =
m∑
i=0

(
m

i

)
(−1)2m−i

(m− i)!
xm−i =

m∑
i=0

(−1)m−i

i!

(
m

i

)
xi だから, (∗∗) によって m < n ならば

(Lm(x), Ln(x))L =

(
m∑
i=0

(−1)m−i

i!

(
m

i

)
xi, Ln(x)

)
L

=

m∑
i=0

(−1)m−i

i!

(
m

i

)
(xi, Ln(x))L = 0

(Ln(x), Ln(x))L =

(
n∑
i=0

(−1)n−i

i!

(
n

i

)
xi, Ln(x)

)
L

=

n∑
i=0

(−1)n−i

i!

(
n

i

)
(xi, Ln(x))L =

1

n!
(xn, Ln(x))L =

1

n!
n! = 1.

となるため, L0(x), L1(x), . . . , Ln(x)は Pn(R)の正規直交系である. 従って, これらは 1次独立であり, dimPn(R) =

n + 1 だから L0(x), L1(x), . . . , Ln(x) は Pn(R) の正規直交基底になる. そこで, B1 = [1, x, . . . , xn], B2 =

[L0(x), L1(x), . . . , Ln(x)] とおく. Lj(x) =
j∑
i=0

(−1)j−i

i!

(
j

i

)
xi だから, B1 から B2 への基底の変換行列は, 対角

成分がすべて正の実数である上半三角行列である. B1, B2 に対してシュミットの直交化を行って得られる V の正

規直交基底をそれぞれ B′
1, B

′
2 とすれば, B2 はすでに V の正規直交基底だから B′

2 = B2 である. 従って問題 8の

(2)から B′
1 = B2 である.
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(4) 上でみたように Ln(x) =
n∑
k=0

(−1)n−k

k!

(
n

k

)
xk だから, 次の等式が成り立つ.

Ln+2(x) =
1

(n+ 2)!
xn+2 − n+ 2

(n+ 1)!
xn+1 +

(n+ 1)(n+ 2)

2n!
xn + (xの n− 1次以下の項)

x

n+ 2
Ln+1(x) =

1

(n+ 2)!
xn+2 − n+ 1

(n+ 2)n!
xn+1 +

n(n+ 1)

2(n+ 2)(n− 1)!
xn + (xの n− 1次以下の項)

故に Ln+2(x)−
x

n+ 2
Ln+1(x) = − 2n+ 3

(n+ 2)!
xn+1 +

2(n+ 1)2

(n+ 2)n!
xn + (xの n− 1次以下の項) であり,

2n+ 3

n+ 2
Ln+1(x) =

2n+ 3

(n+ 2)!
xn+1 − (n+ 1)(2n+ 3)

(n+ 2)n!
xn + (xの n− 1次以下の項)

が成り立つため, Ln+2(x) −
x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x) = − n+ 1

(n+ 2)n!
xn + (xの n − 1次以下の項) が得られる. さらに,

n+ 1

n+ 2
Ln(x) =

n+ 1

(n+ 2)n!
xn+ (xの n− 1次以下の項) だから Ln+2(x)−

x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x) +

n+ 1

n+ 2
Ln(x) は x の

n− 1次以下の多項式である. 一方, (xk, xLm(x))L =

∫ ∞

0

xk+1Lm(x)e−xdx = (xk+1, Lm(x))L であることに注意す

れば, k ≦ n− 1 の場合, (∗∗)から次の等式が得られる.(
xk, Ln+2(x)−

x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x) +

n+ 1

n+ 2
Ln(x)

)
L

= (xk, Ln+2(x))L − 1

n+ 2
(xk, xLn+1(x))

+
2n+ 3

n+ 2
(xk, Ln+1(x)) +

n+ 1

n+ 2
(xk, Ln(x)) = 0

従って Pn−1(R) において, Ln+2(x)−
x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x) +

n+ 1

n+ 2
Ln(x) ∈ ⟨1, x, x2, . . . , xn−1⟩⊥ = {0} が成り立つ

ため, Ln+2(x)−
x− 2n− 3

n+ 2
Ln+1(x) +

n+ 1

n+ 2
Ln(x) = 0 である.

11. (1) Jn(t) =

∫ t

0

xne−x
2

dx によって関数 Jn : [0,∞) → R を定めれば, J ′
n(t) = tne−t

2 ≧ 0 だから, Jn(t) は単調

増加関数である. x ≧ 1 ならば e−x
2 ≦ e−x だから, 問題 10の (1)の解答で示したことから t ≧ 1 ならば

Jn(t) =

∫ t

0

xne−x
2

dx =

∫ 1

0

xne−x
2

dx+

∫ t

1

xne−x
2

dx ≦
∫ 1

0

xne−x
2

dx+

∫ t

1

xne−xdx

=

∫ 1

0

xn
(
e−x

2

− e−x
)
dx+

∫ t

0

xne−xdx ≦
∫ 1

0

xn
(
e−x

2

− e−x
)
dx+

∫ ∞

0

xne−xdx

≦
∫ 1

0

xn
(
e−x

2

− e−x
)
dx+ n!

が成り立つ. 故に Jn(t) は上に有界だから
∫ ∞

0

xne−x
2

dx は収束する. s < 0 に対し, y = −x と変数変換を

行えば
∫ 0

s

∣∣∣xne−x2
∣∣∣dx =

∫ −s

0

yne−y
2

dy = Jn(−s) となるため, 上で示したことから,

∫ 0

−∞

∣∣∣xne−x2
∣∣∣dx は収束する.

従って
∫ 0

−∞
xne−x

2

dx は絶対収束するため,

∫ ∞

−∞
xne−x

2

dx =

∫ 0

−∞
xne−x

2

dx+

∫ ∞

0

xne−x
2

dx も絶対収束する.

p(x) ∈ P (R) に対して p(x) =
n∑
k=0

ckx
k とおけば,

∫ ∞

−∞
p(x)e−x

2

dx =

∫ ∞

−∞

(
n∑
k=0

ckx
k

)
e−x

2

dx =

n∑
k=0

∫ ∞

−∞
ckx

ke−x
2

dx =

n∑
k=0

ck

(∫ ∞

−∞
xke−x

2

dx

)

だから,

∫ ∞

−∞
p(x)e−x

2

dx も絶対収束する.
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(2) f(x), g(x), h(x) ∈ P (R), r ∈ R に対し, 次の等式が成り立つ.

(f(x) + g(x), h(x))H =

∫ ∞

−∞
(f(x) + g(x))h(x)

1√
π
e−x

2

dx =

∫ ∞

−∞
(f(x)h(x) + g(x)h(x))

1√
π
e−x

2

dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)h(x)

1√
π
e−x

2

dx+

∫ ∞

−∞
g(x)h(x)

1√
π
e−x

2

dx = (f(x), h(x))H + (g(x), h(x))H ,

(rf(x), g(x))H =

∫ ∞

−∞
rf(x)g(x)

1√
π
e−x

2

dx = r

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)

1√
π
e−x

2

dx = r(f(x), g(x))H ,

(g(x), f(x))H =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)

1√
π
e−x

2

dx =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)

1√
π
e−x

2

dx = (f(x), g(x))H

f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f(α) ̸= 0 となる α ∈ R が存在し, f の連続性から r2 > 0 で,

x ∈ (α− r2, α+ r2) ならば |f(x)− f(α)| < f(α)

2
を満たすものがある. そこで, α− r2 < a < b < α+ r2 を満たす a,

b を選べば, x ∈ [a, b] ならば
f(α)

2
< f(x) <

3f(α)

2
となるため, f(α) > 0 ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり, f(α) < 0

ならば f(x)2 >
9f(α)2

4
>
f(α)2

4
である. 故に x ∈ [a, b] ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり, このとき c = max{|a|, |b|}

とおけば e−x
2 ≧ e−c

2

だから, x ∈ [a, b] ならば f(x)2e−x
2

>
f(α)2e−c

2

4
が成り立つ. 故に

(f(x), f(x))H =

∫ ∞

−∞
f(x)2

1√
π
e−x

2

dx =

∫ a

−∞
f(x)2

1√
π
e−x

2

dx+

∫ b

a

f(x)2
1√
π
e−x

2

dx+

∫ ∞

b

f(x)2
1√
π
e−x

2

dx

≧
∫ b

a

f(x)2
1√
π
e−x

2

dx ≧
∫ b

a

f(α)2e−c
2

4
dx =

f(α)2e−c
2

(b− a)

4
> 0

である.

(3) (−1)n
dn

dxn
(
e−x

2)
= e−x

2

Hn(x) の両辺を微分すると (−1)n
dn+1

dxn+1

(
e−x

2)
= −2xe−x

2

Hn(x) + e−x
2

H ′
n(x) と

なる. この両辺に −ex2

をかけて Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′
n(x) を得る.

n による数学的帰納法で, Hn(x) は xn の係数が 2n である x の n 次多項式であることを示す. H1(x) = 2x だか

ら n = 1 のとき, 主張は正しい. n = k のときに主張が正しいと仮定すると, 2xHk(x) は xk+1 の係数が 2k+1 であ

る x の k + 1 次多項式であり, H ′
k(x) は x の k − 1 次多項式だから, Hk+1(x) = 2xHk(x)−H ′

k(x) は xk+1 の係数

が 2k+1 である x の k + 1 次多項式である.

(4)
d

dx

(
e−x

2)
= −2xe−x

2

よりライプニッツの公式から

Hn+2(x) = (−1)n+2ex
2 dn+1

dxn+1

(
−2xe−x

2)
= (−1)n+12ex

2

(
x
dn+1

dxn+1

(
e−x

2)
+ (n+ 1)

dn

dxn
(
e−x

2))
= 2xHn+1(x)− 2(n+ 1)Hn(x)

(5) 任意の n ≧ 0 に対して lim
x→∞

xne−x
2

= lim
x→−∞

xne−x
2

= 0 だから, x の任意の多項式 p(x) に対して

lim
x→∞

p(x)e−x
2

= lim
x→−∞

p(x)e−x
2

= 0 であることに注意する. m ≧ 0, n ≧ 1 のとき部分積分法により

(xm,Hn(x))H =

∫ ∞

−∞

(−1)nxm√
π

dn

dxn
(
e−x

2)
dx =

[
(−1)nxm√

π

dn−1

dxn−1

(
e−x

2)]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞

(−1)nmxm−1

√
π

dn−1

dxn−1

(
e−x

2)
dx

= m

∫ ∞

−∞
xm−1Hn−1(x)

1√
π
e−x

2

dx = m(xm−1,Hn−1(x))H

である. この等式を繰り返し用いると m ≦ n ならば次の等式が成り立つ.

(xm,Hn(x))H = m(xm−1,Hn−1(x))H = · · · = m!(1,Hn−m(x))H = m!

∫ ∞

−∞

(−1)n−m√
π

dn−m

dxn−m
(
e−x

2)
dx
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m < n の場合, 上式は m!

[
(−1)n−m√

π

dn−m−1

dxn−m−1

(
e−x

2)]∞
−∞

= m!

[
− 1√

π
Hn−m−1(x)e

−x2

]∞
−∞

= 0 に等しく, m = n の

場合は
∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
より, 上式は n!

∫ ∞

−∞

1√
π
e−x

2

dx = 2n!

∫ ∞

0

1√
π
e−x

2

dx = n! に等しい. 故に次の等式が

成り立つ.

(xm,Hn(x))H =

0 m = 0, 1, . . . , n− 1

n! m = n

(3)より Hm(x) =
m∑
k=0

cm,kx
k (cm,m = 2m) と表せるため, 上式によりm < n ならば次の等式が成り立つ.

(Hm(x),Hn(x))H =

(
m∑
k=0

cm,kx
k,Hn(x)

)
H

=

m∑
k=0

cm,k(x
k,Hn(x))H = 0

(Hn(x),Hn(x))H =

(
n∑
k=0

cn,kx
k,Hn(x)

)
H

=

n∑
k=0

cn,k(x
k,Hn(x))H = cn,n(x

n,Hn(x))H = 2nn!

(6) 上の結果から
1

η0
H0(x),

1

η1
H1(x), . . . ,

1

ηn
Hn(x) は Pn(R) の正規直交系だから 1次独立である. dimPn(R) =

n + 1 だから
1

η0
H0(x),

1

η1
H1(x), . . . ,

1

ηn
Hn(x) は Pn(R) の正規直交基底になる. そこで, B1 = [1, x, . . . , xn],

B2 =

[
1

η0
H0(x),

1

η1
H1(x), . . . ,

1

ηn
Hn(x)

]
とおく. (3)より Hm(x) =

m∑
k=0

cm,kx
k とおけば cm,m は正の実数 2m だ

から, B1 から B2 への基底の変換行列は, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行列である. B1, B2 に対して

シュミットの直交化を行って得られる V の正規直交基底をそれぞれ B′
1, B

′
2 とすれば, B2 はすでに V の正規直交

基底だから B′
2 = B2 である. 従って問題 8の (2)から B′

1 = B2 である.

12. (1) n による数学的帰納法によって主張を示す. T1(x) = x, U1(x) = 1 だから, n = 1 の場合は主張は成り

立つ. n のときに主張が成り立つならば, Tn+1(x) = xTn(x) + (x2 − 1)Un(x) だから Tn+1(x) の xn+1 の係数は

2n−1 + 2n−1 = 2n であり, Un+1(x) = Tn(x) + xUn(x) だから Un+1(x) の xn の係数も 2n−1 + 2n−1 = 2n である.

従って n+ 1 のときも主張が成り立つ.

(2) Tn(x), Un(x) の定義から Tn+1(x) = x(Tn(x) + xUn(x))− Un(x) = xUn+1(x)− Un(x) である. 従って

Tn+2(x)− 2xTn+1(x) + Tn(x) = xUn+2(x)− Un+1(x) + Tn(x)− 2xTn+1(x)

= x(Un+2(x)− Un(x)− 2Tn+1(x))

= x(Tn+1(x) + xUn+1(x)− Un(x)− 2Tn+1(x))

= x(xUn+1(x)− Un(x)− Tn+1(x)) = 0

Un+2(x)− 2xUn+1(x) + Un(x) = Tn+1(x) + xUn+1(x)− 2xUn+1(x) + Un(x)

= xUn+1(x)− Un(x)− xUn+1(x) + Un(x) = 0.

(3) n による数学的帰納法によって主張を示す. T1(cos θ) = cos θ, U1(cos θ) sin θ = sin θ だから, n = 1 の場合は

主張は成り立つ. Tn(cos θ) = cosnθ, Un(cos θ) sin θ = sinnθ が成り立つと仮定すれば,

Tn+1(cos θ) = cos θTn(cos θ) + (cos2 θ − 1)Un(cos θ) = cos θ cosnθ + sin θ sinnθ = cos((n+ 1)θ)

Un+1(cos θ) sin θ = Tn(cos θ) sin θ + cos θUn(cos θ) sin θ = cosnθ sin θ + cos θ sinnθ = sin((n+ 1)θ)

だから, n+ 1のときも主張が成り立つ.

(4) x = sin θ と変数変換を行えば,∫ 1

0

xn√
1− x2

dx = lim
t→1−0

∫ t

0

xn√
1− x2

dx = lim
t→1−0

∫ sin−1 t

0

sinnθ dθ =

∫ π
2

0

sinnθ dθ
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となるため, 広義積分
∫ 1

0

xn√
1− x2

dx は収束する. 同様に, x = − sin θ と変数変換を行えば,

∫ 0

−1

|x|n√
1− x2

dx = lim
t→−1+0

∫ 0

t

xn√
1− x2

dx = lim
t→−1+0

∫ 0

− sin−1 t

| sinnθ| dθ =
∫ π

2

0

sinnθ dθ

となるため, 広義積分
∫ 0

−1

|x|n√
1− x2

dx も収束する. 従って, 広義積分
∫ 1

−1

xn√
1− x2

dx は絶対収束するため, 任意の

p(x) ∈ P (R) に対して, 広義積分
∫ 1

−1

p(x)√
1− x2

dx は絶対収束する.

(5) f(x), g(x), h(x) ∈ P (R), r ∈ R に対し, 次の等式が成り立つ.

(f(x) + g(x), h(x))T =

∫ 1

−1

(f(x) + g(x))h(x)√
1− x2

dx =

∫ 1

−1

f(x)h(x) + g(x)h(x)√
1− x2

dx

=

∫ 1

−1

f(x)h(x)√
1− x2

dx+

∫ 1

−1

g(x)h(x)√
1− x2

dx = (f(x), h(x))T + (g(x), h(x))T ,

(rf(x), g(x))T =

∫ 1

−1

rf(x)g(x)√
1− x2

dx = r

∫ 1

−1

f(x)g(x)√
1− x2

dx = r(f(x), g(x))T ,

(g(x), f(x))T =

∫ 1

−1

g(x)f(x)√
1− x2

dx =

∫ 1

−1

f(x)g(x)√
1− x2

dx = (f(x), g(x))T

f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f が多項式関数であることから, f(x) = 0 を満たす x ∈ R は有限

個である. 従って f(α) ̸= 0 となる α ∈ [−1, 1] が存在し, f の連続性から r > 0 で, x ∈ (α − r, α + r) ∩ [−1, 1] な

らば |f(x) − f(α)| < f(α)

2
を満たすものがある. そこで, α − r < a < b < α + r を満たす a, b ∈ (−1, 1) を選べ

ば, x ∈ [a, b] ならば
f(α)

2
< f(x) <

3f(α)

2
となるため, f(α) > 0 ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり, f(α) < 0 ならば

f(x)2 >
9f(α)2

4
>
f(α)2

4
である. 故に x ∈ [a, b] ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり,

1√
1− x2

≧ 1 であることに注意す

れば, 次の不等式が成り立つ.

(f(x), f(x))T =

∫ 1

−1

f(x)2√
1− x2

dx =

∫ a

−1

f(x)2√
1− x2

dx+

∫ b

a

f(x)2√
1− x2

dx+

∫ 1

b

f(x)2√
1− x2

dx

≧
∫ b

a

f(x)2√
1− x2

dx ≧
∫ b

a

f(α)2

4
dx =

f(α)2(b− a)

4
> 0

(6) f(x), g(x), h(x) ∈ P (R), r ∈ R に対し, 次の等式が成り立つ.

(f(x) + g(x), h(x))U =

∫ 1

−1

(f(x) + g(x))h(x)
√
1− x2 dx =

∫ 1

−1

f(x)h(x) + g(x)h(x)
√

1− x2 dx

=

∫ 1

−1

f(x)h(x)
√
1− x2 dx+

∫ 1

−1

g(x)h(x)
√
1− x2 dx = (f(x), h(x))U + (g(x), h(x))U ,

(rf(x), g(x))U =

∫ 1

−1

rf(x)g(x)
√

1− x2 dx = r

∫ 1

−1

f(x)g(x)
√
1− x2 dx = r(f(x), g(x))U ,

(g(x), f(x))U =

∫ 1

−1

g(x)f(x)
√

1− x2 dx =

∫ 1

−1

f(x)g(x)
√
1− x2 dx = (f(x), g(x))U

f が常に値が 0である定数値関数でないならば, f が多項式関数であることから, f(x) = 0 を満たす x ∈ R は有限

個である. 従って f(α) ̸= 0 となる α ∈ [−1, 1] が存在し, f の連続性から r > 0 で, x ∈ (α − r, α + r) ∩ [−1, 1]

ならば |f(x) − f(α)| < f(α)

2
を満たすものがある. そこで, α − r < a < b < α + r を満たす a, b ∈ (−1, 1) を選

べば, x ∈ [a, b] ならば
f(α)

2
< f(x) <

3f(α)

2
となるため, f(α) > 0 ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり, f(α) < 0 な
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らば f(x)2 >
9f(α)2

4
>
f(α)2

4
である. 故に x ∈ [a, b] ならば f(x)2 >

f(α)2

4
であり, c = max{|a|, |b|} とおけば

√
1− x2 ≧

√
1− c2 > 0 であることに注意すれば, 次の不等式が成り立つ.

(f(x), f(x))U =

∫ 1

−1

f(x)2
√
1− x2 dx =

∫ a

−1

f(x)2
√
1− x2 dx+

∫ b

a

f(x)2
√
1− x2 dx+

∫ 1

b

f(x)2
√
1− x2 dx

≧
∫ b

a

f(x)2
√
1− x2 dx ≧

∫ b

a

f(α)2

4

√
1− c2 dx =

f(α)2(b− a)
√
1− c2

4
> 0

(7) x = cos θ と変数変換を行い, (3)の結果を用いると次の等式が得られる.

(Tm(x), Tn(x))T =

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =

∫ π

0

cosmx cosnx dx =
1

2

∫ π

0

(cos((m+ n)x) + cos((m− n)x)) dx

従って m ̸= n ならば (Tm(x), Tn(x))T = 0 であり, (Tn(x), Tn(x))T =
π

2
である. 同様に次の等式が得られる.

(Um(x), Un(x))U =

∫ 1

−1

Um(x)Un(x)
√

1− x2 dx =

∫ π

0

sinmx sinnx dx

=
1

2

∫ π

0

(cos((m− n)x)− cos((m+ n)x)) dx =


π

2
m = n

0 m ̸= n

(8) 上の結果から
1

τ0
T0(x),

1

τ1
T1(x), . . . ,

1

τn
Tn(x) は Pn(R) の正規直交系だから 1次独立である. dimPn(R) =

n + 1 だから
1

τ0
T0(x),

1

τ1
T1(x), . . . ,

1

τn
Tn(x) は Pn(R) の正規直交基底になる. そこで, B1 = [1, x, . . . , xn], B2 =[

1

τ0
T0(x),

1

τ1
T1(x), . . . ,

1

τn
Tn(x)

]
とおく. (1)より Tm(x) =

m∑
k=0

ckx
k とおけば cm は正の実数 2m−1 だから, B1 か

ら B2 への基底の変換行列は, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行列である. B1, B2 に対してシュミット

の直交化を行って得られる V の正規直交基底をそれぞれ B′
1, B

′
2 とすれば, B2 はすでに V の正規直交基底だから

B′
2 = B2 である. 従って問題 8の (2)から B′

1 = B2 である.

(9) (7)より
1

υ1
U1(x),

1

υ2
U2(x), . . . ,

1

υn+1
Un+1(x) は Pn(R) の正規直交系だから 1次独立である. dimPn(R) =

n + 1 だから
1

υ1
U1(x),

1

υ2
U2(x), . . . ,

1

υn+1
Un+1(x) は Pn(R) の正規直交基底になる. そこで, B1 = [1, x, . . . , xn],

B2 =

[
1

υ1
U1(x),

1

υ2
U2(x), . . . ,

1

υn+1
Un+1(x)

]
とおく. (1)より Um(x) =

1∑
k=1

ckx
k−1 とおけば cm は正の実数 2m−1

だから, B1 から B2 への基底の変換行列は, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行列である. B1, B2 に対し

てシュミットの直交化を行って得られる V の正規直交基底をそれぞれ B′
1, B

′
2 とすれば, B2 はすでに V の正規直

交基底だから B′
2 = B2 である. 従って問題 8の (2)から B′

1 = B2 である.

13. まず α, β, γ ∈ [−1, 1] に対し, cos−1 α ≦ cos−1 β + cos−1 γ が成り立つためには α ≧ βγ −
√
1− β2

√
1− γ2 ま

たは β + γ < 0 が成り立つことが必要十分である. 実際, cos−1 β + cos−1 γ > π は π − cos−1 β < cos−1 γ と同値

で, これはさらに −β > γ, すなわち β + γ < 0 と同値である. cos−1 β + cos−1 γ ≦ π の場合, β + γ ≧ 0 であり,

cos−1 α ≦ cos−1 β + cos−1 γ は

α ≧ cos(cos−1 β + cos−1 γ) = βγ − sin(cos−1 β) sin(cos−1 γ) = βγ −
√
1− β2

√
1− γ2

と同値である. また, cos−1 α = cos−1 β + cos−1 γ が成り立つことは cos−1 β + cos−1 γ ≦ π すなわち β + γ ≧ 0 か

つ α = βγ −
√

1− β2
√
1− γ2 が成り立つことが必要十分である.

y = z ならば (y, z) = 1 だから cos−1(y, z) = 0 となり, cos−1(x, z) = cos−1(x,y) + cos−1(y, z) が成り立つ.

y = −z ならば (y, z) = −1 だから cos−1(y, z) = π であり, |x| ≦ 1 ならば cos−1(−x) = π − cos−1 x が成り

立つため, cos−1(x,y) + cos−1(y, z) = 2π − cos−1(x, z) ≧ cos−1(x, z) が成り立つ. このとき等号が成立するのは

cos−1(x, z) = π すなわち (x, z) = −1 の場合で, x = −z = y が成り立つ場合である. 以後, y ̸= ±z と仮定する.
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y, z がともに単位ベクトルであることと, シュワルツの不等式の等号が成立する条件から, |(y, z)| = 1 となるの

は y = ±z の場合に限る. 従って y ̸= ±z ならば y, z は 1次独立で, φ = cos−1(y, z) とおけば 0 < φ < π である.

u =
1

sinφ
z − cosφ

sinφ
y とおくと, u,y は正規直交系で, z = cosφy + sinφu が成り立つ.

x,y, z が 1次独立ならば x ̸= (x,u)u+(x,y)y であり, v′ = x− (x,u)u− (x,y)y, v =
1

∥v′∥
v′ とおくと, y,u,v

は正規直交系である. このとき x = (x,y)y + (x,u)u+ ∥v′∥v であり, ∥x∥ = 1 だから

(x,y) = sin θ cosψ, (x,u) = sin θ sinψ, ∥v′∥ = cos θ

を満たす 0 ≦ θ <
π

2
, 0 ≦ ψ < 2π が存在する. 従って x = sin θ cosψy + sin θ sinψu+ cos θv だから

(x, z) = (sin θ cosψy + sin θ sinψu+ cos θv, cosφy + sinφu) = sin θ(cosφ cosψ + sinφ sinψ) · · · (i)

(x,y) = (sin θ cosψy + sin θ sinψu+ cos θv,y) = sin θ cosψ · · · (ii)

が成り立つ. x,y, z が 1次従属ならば x = (x,u)u+(x,y)y であり, ∥x∥ = 1だから, (x,y) = cosψ, (x,u) = sinψ

を満たす 0 ≦ ψ < 2π が存在する. このとき x = cosψy + sinψu だから (x, z) = cosφ cosψ + sinφ sinψ,

(x,y) = cosψ が成り立ち, これらはそれぞれ上の (i), (ii)において θ =
π

2
として得られる等式に他ならない. さら

に (y, z) = cosφ だから

(x, z)− (x,y)(y, z) +
√
1− (x,y)2

√
1− (y, z)2

= sin θ(cosφ cosψ + sinφ sinψ)− sin θ cosψ cosφ+

√
1− sin2 θ cos2 ψ

√
1− cos2 φ

= sinφ

(√
1− sin2 θ cos2 ψ + sin θ sinψ

)
=

sinφ cos2 θ√
1− sin2 θ cos2 ψ − sin θ sinψ

が得られる. 0 ≦ ψ ≦ π の場合は sinφ
(√

1− sin2 θ cos2 ψ + sin θ sinψ
)

≧ 0 であり, π < ψ < 2π の場合は

sinφ cos2 θ√
1− sin2 θ cos2 ψ − sin θ sinψ

≧ 0 である. 従って上の等式から

(x, z) ≧ (x,y)(y, z)−
√

1− (x,y)2
√

1− (y, z)2

が得られる. 故に α = (x, z), β = (x,y), γ = (y, z) とおけば cos−1 α ≦ cos−1 β + cos−1 γ が成り立つ. こ

の等号が成立するのは初めに示した結果から, (x + z,y) ≧ 0 かつ
√

1− sin2 θ cos2 ψ = − sin θ sinψ の場合であ

る. 後者の条件は θ =
π

2
かつ π ≦ ψ < 2π と同値で, このとき x = cosψy + sinψu が成り立つ. この等式と

z = cosφy+sinφu を (x+z,y) ≧ 0 に代入すれば cosψ+cosφ ≧ 0 が得られる. この不等式は cosφ ≧ cos(ψ−π)
と同値で, φ,ψ − π ∈ [0, π] だから, φ ≦ ψ − π と同値であることがわかる. さらに u =

1

sinφ
z − cosφ

sinφ
y より

x =
sinψ

sinφ
z +

sin(φ− ψ)

sinφ
y が成り立つため, φ = ψ − π ならば x = −z であり, φ < ψ − π ならば y = px + qz

(p, q > 0) の形になる, 逆に y = px + qz (p, q > 0) の形ならば x,y, z は 1 次従属で, x = cosψy + sinψu =
sinψ

sinφ
z +

sin(φ− ψ)

sinφ
y の形に表され, z の係数が負になることから π < ψ < 2π である. 従って上の議論から

(x, z) = (x,y)(y, z)+
√
1− (x,y)2

√
1− (y, z)2が成り立つ. また y = px+qz =

p sinψ + q sinφ

sinφ
z+

p sin(φ− ψ)

sinφ
y

で, y, z は 1次独立だから p sin(φ − ψ) = sinφ > 0 が得られるため, p > 0 より −2π < φ − ψ < −π すなわち
φ < ψ − π が成り立つ. 故に (x+ z,y) = cosψ + cosφ > 0 となり, cos−1(x, z) = cos−1(x,y) + cos−1(y, z) が成

り立つ. 以上の議論をまとめると, cos−1(x, z) ≦ cos−1(x,y) + cos−1(y, z) が成り立つための条件は y = px + qz

(p, q ≧ 0) または z = −x である.
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線形数学 II 演習問題 第18回 直交補空間

1. 以下で与えられるベクトル空間 V の部分空間 W とその直交補空間 W⊥ の正規直交基底をそれぞれ求めよ. なお,

数ベクトル空間は標準内積をもつ計量ベクトル空間とする. ただし, (1)と (2)の a, b, cは実数の定数で (a, b) ̸= (0, 0)

とする.

(1) V = R3, W =

⟨ab
c

⟩ (2) V = R3, W =


xy
z


∣∣∣∣∣∣∣ ax+ by + cz = 0


(3) V = K4, W =




x

y

z

w


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y − z − 2w = 0

−x+ 2y + z − w = 0

 (4) V = K4, W =




x

y

z

w


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 2y + 2z − 3w = 0

−4x+ 2y − 3z + 2w = 0


(5) V = K4, W =




x

y

z

w


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + 2z + 3w = 0

3y + 3z − 2w = 0

 (6) V = K4, W =




x

y

z

w


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2y + 3z + 2w = 0

x+ 3y + 4z + 2w = 0


(7) V = K4, W =

⟨
1

1

1

1

 ,


1

−1

1

−1


⟩

(8) V = K4, W =

⟨
1

0

−1

0

 ,


1

2

0

1


⟩

2. Kn のベクトル a1, a2, b1, b2 が以下で与えられるとき, Kn の部分空間 V , W を V = ⟨a1,a2⟩, W = ⟨b1, b2⟩
で定める. V ⊥ ∩W⊥ の正規直交基底を求め, その基底を含むような V ⊥, W⊥ および V ⊥＋W⊥ の正規直交基底を

一組ずつ求めよ.

(1) a1 =


1

2

3

2

, a2 =


−1

0

−2

2

, b1 =


2

1

2

3

, b2 =


−1

2

1

2

 (2) a1 =


1

1

1

0

, a2 =


2

0

−1

−2

, b1 =


1

1

−1

0

, b2 =


2

3

0

1



(3) a1 =


1

1

1

2

, a2 =


2

0

2

3

, b1 =


1

3

−1

−2

, b2 =


2

1

−1

−4

 (4) a1 =


1

1

−2

−1

4

, a2 =


2

2

5

7

−1

, b1 =


1

3

5

6

1

, b2 =


1

5

3

4

7


3. a, b, c, p, q, r, α, β を実数の定数とする. 以下 (1)から (3)で与えられる R3 の部分空間 W に対し, R3 の 1次

変換 f はW の任意のベクトル x を αx に写し, W の直交補空間 W⊥ の任意のベクトル y を βy に写すとする.

このとき, R3 の正規直交基底 [v1,v2,v3] で, 1 ≦ i ≦ dim W に対して vi ∈W であるものを 1組求め, R3 の標準

基底 [e1, e2, e3] に関する f の表現行列を求めよ.

(1) W =

⟨ab
c

⟩ (2) W =


xy
z


∣∣∣∣∣∣∣ ax+ by + cz = 0

 (3) W =

⟨ab
c

,
pq
r

⟩. ただし
ab
c

,
pq
r

は 1次独立.

4. a ∈ R3 に対して, R3 の 1次変換 fa : R3 → R3 を fa(x) = a× x で定める.

(1) a =

ab
c

 のとき, R3 の標準基底 [e1, e2, e3] に関する fa の表現行列を求めよ.

(2) a ̸= 0 のとき, Ker fa = ⟨a⟩, Im fa = ⟨a⟩⊥ であることを示せ.
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(3) a, b ̸= 0 かつ a と b が垂直ならば Im(fb◦fa) = ⟨a⟩ であることを示せ.

(4) rank(fb◦fa) = 1 であるためには, a, b ̸= 0 かつ a と b が垂直であることが必要十分であることを示せ.

5. (1)実数を成分とする n次正方行列 Aで表される Rn の 1次変換 TA が, 任意の x ∈ Rn に対して (TA(x),x) = 0

を満たすためには, tA = −A が成り立つことが必要十分であることを示せ.

(2) R3 の 1次変換 f が, 任意の x ∈ R3 に対して (f(x),x) = 0 を満たすためには, 任意の x ∈ R3 に対して

f(x) = a× x が成り立つような a ∈ R3 が存在することが必要十分であることを示せ.

6. W を Kn の部分空間とし, w1,w2, . . . ,wk を W の正規直交基底とする.

(1) Kn から W への正射影 prW を表す行列を求めよ. また, W⊥ への正射影 prW⊥ を表す行列を求めよ.

(2) W に関する対称移動を表す行列を求めよ.

7. (発展問題) V = {A ∈ M2(C) | A∗ = −A} とおき, V を行列の加法と実数倍により R 上のベクトル空間とみな

して, V における内積を (A,B) =
1

2
tr(AB∗) によって定義する (第 17回の問題 6の (1)参照). また, V の部分空間

W を W = {A ∈ V | trA = 0} で定める.

(1) B =

[(
i 0

0 −i

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0 i

i 0

)
,

(
i 0

0 i

)]
, B′ =

[(
i 0

0 −i

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0 i

i 0

)]
は, それぞれ V ,

W の正規直交基底であることを示せ.

(2) 2次正方行列 A に対し, X ∈ V ならば AXA∗ ∈ V であることを示せ. また A が 2次のユニタリー行列であ

り, X ∈W ならば AXA∗ ∈W であることを示せ.

(3) 2次正方行列 A に対して V の 1次変換 fA を fA(X) = AXA∗ で定めるとき, V の基底 B に関する fA の表

現行列を求めよ. また, A を 2次のユニタリー行列として, W の 1次変換 gA を gA(X) = AXA∗ で定めるとき, W

の基底 B′ に関する gA の表現行列を求めよ.

(4) fA の行列式の値を求めよ. また, A が 2次のユニタリー行列のとき, gA の行列式の値を求めよ.

(5) A がユニタリー行列ならば任意の X,Y ∈ V に対して (fA(X), fA(Y )) = (X,Y ) が成り立つことを示せ.

8. (発展問題) (1) K の要素を成分にもつ n正則行列 A に対し, A = UT を満たすユニタリー行列 U と対角成分が

すべて正の実数である上半三角行列 T が存在することを示せ.

(2) 上半三角行列であるユニタリー行列は, 対角成分の絶対値がすべて 1である対角行列であることを示せ.

(3) U と U ′ がともにユニタリー行列で, T と T ′ がともに対角成分がすべて正の実数である上半三角行列であり,

UT = U ′T ′ が成り立てば U = U ′ かつ T = T ′ であることを示せ.

9. (発展問題) V を K 上の計量ベクトル空間とし, V の有限個のベクトルの列 S = (v1,v2, . . . ,vm), T =

(w1,w2, . . . ,wn) に対して (vi,wj) を (i, j)成分とするm× n行列を G(S, T ) で表す.

(1) u1,u2, . . . ,uk, z1, z2, . . . , zl を uj =
m∑
i=1

pijvi, zj =
n∑
i=1

qijwi (pij , qij ∈ K) で与えられる V のベクトルと

する. S′ = (u1,u2, . . . ,uk), T
′ = (z1, z2, . . . , zl) とおき, pij を (i, j)成分とするm× k行列を P とし, qij を (i, j)

成分とする n× l行列を Q とするとき, G(S′, T ′) を P , Q と G(S, T ) を用いて表し, rankP = m かつ rankQ = n

ならば rankG(S, T ) = rankG(S′, T ′) であることを示せ.

(2) G(T, S) = G(S, T )∗ を示し, u1,u2, . . . ,uk が V の正規直交基底のとき U = (u1,u2, . . . ,uk) とおけば,

G(S, T ) = G(S,U)G(U, T ) が成り立つことを示せ.

(3) 不等式 min{dim⟨v1,v2, . . . ,vm⟩, dim⟨w1,w2, . . . ,wn⟩} ≧ rankG(S, T ) が成り立つことを示せ.

(4) 等式 dim⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ = rankG(S, S) を示せ. とくに, v1,v2, . . . ,vm が 1次独立であるためには, G(S, S)

が正則行列であることが必要十分である.

(5) 不等式 dim(⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ ∩ ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩) ≦ rankG(S, T ) が成り立つことを示せ.

10. (発展問題) 実数 a < b に対し, Pn(R) の内積を (f(x), g(x))a,b =

∫ b

a

f(x)g(x) dx で定めるとき, 1, x, . . . , xn−1

で生成される Pn(R) の部分空間の直交補空間の基底で長さが 1のものを求めよ.
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第 18回の演習問題の解答

1. (1)
1√

a2 + b2 + c2

ab
c

 は W の正規直交基底である.
1√

a2 + b2

−b
a

0

 は単位ベクトル 1√
a2 + b2 + c2

ab
c

 に
垂直な単位ベクトルだから, 外積

1√
a2 + b2 + c2

ab
c

× 1√
a2 + b2

−b
a

0

 =
1√

a2 + b2
√
a2 + b2 + c2

 −ac
−bc

a2 + b2

 は
1√

a2 + b2 + c2

ab
c

 と 1√
a2 + b2

−b
a

0

 の両方に垂直な単位ベクトルである.

従って
1√

a2 + b2

−b
a

0

 ,
1√

a2 + b2
√
a2 + b2 + c2

 −ac
−bc

a2 + b2

 は W⊥ の正規直交基底である.

(2) W は

ab
c

 に垂直なベクトル全体からなるため,

⟨ab
c

⟩ の直交補空間である. 従って, (1) の結果より

1√
a2 + b2

−b
a

0

 ,
1√

a2 + b2
√
a2 + b2 + c2

 −ac
−bc

a2 + b2

 は W の正規直交基底である. W の直交補空間は

⟨ab
c

⟩

だから
1√

a2 + b2 + c2

ab
c

 はその正規直交基底である.

(3) 与えられた部分空間 W は第 4回の演習問題 1の (1)の W と同じものだから, W は


1

0

1

0

 ,


1

1

0

1

 を基底にも

つ. 前者のベクトルを v1, 後者のベクトルを v2 とおけば, v2 −
(v2,v1)

∥v1∥2
v1 =


1

1

0

1

− 1

2


1

0

1

0

 =
1

2


1

2

−1

2

 より, W

の正規直交基底
1√
2


1

0

1

0

 ,
1√
10


1

2

−1

2

 が得られる. x =


x

y

z

w

 ∈ W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0 であ

ることが必要十分だから, W⊥ は連立 1次方程式

x+ z = 0

x+ y + w = 0
の解空間である. この方程式の解は, s, t を任

意のスカラーとして


x

y

z

w

 =


s

t

−s
−s− t

 = s


1

0

−1

−1

+ t


0

1

0

−1

 で与えられるため,


1

0

−1

−1

 ,


0

1

0

−1

 は W⊥ の基底で

235



ある. 前者のベクトルを w1, 後者のベクトルを w2 とおけば, w2 −
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =


0

1

0

−1

− 1

3


1

0

−1

−1

 =
1

3


−1

3

1

−2



より, W⊥ の正規直交基底
1√
3


1

0

−1

−1

 ,
1√
15


−1

3

1

−2

 が得られる.

(4) 与えられた部分空間 W は第 4回の演習問題 1の (1)の W と同じものだから, W は


2

1

−2

0

 ,


−1

0

2

1

 を基底に

もつ. 前者のベクトルを v1, 後者のベクトルを v2 とおけば, v2 −
(v2,v1)

∥v1∥2
v1 =


−1

0

2

1

+
2

3


2

1

−2

0

 =
1

3


1

2

−2

3

 よ

り, W の正規直交基底
1

3


2

1

−2

0

 ,
1

3
√
2


1

2

−2

3

 が得られる. x =


x

y

z

w

 ∈W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0

であることが必要十分だから, W⊥ は連立 1次方程式

2x+ y − 2z = 0

−x+ 2z + w = 0
の解空間である. この方程式の解は, s, t

を任意のスカラーとして


x

y

z

w

 =


s

−2s+ 2t

t

s− 2t

 = s


1

−2

0

1

+ t


0

2

1

−2

で与えられるため,


1

−2

0

1

 ,


0

2

1

−2

は W⊥ の

基底である. 前者のベクトルを w1,後者のベクトルを w2 とおけば, w2−
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =


0

2

1

−2

+


1

−2

0

1

 =


1

0

1

−1



より, W⊥ の正規直交基底
1√
6


1

−2

0

1

 ,
1√
3


1

0

1

−1

 が得られる.

(5)与えられた部分空間 W は第 4回の演習問題 1の (2)の W と同じものだから, W は


−1

−1

1

0

 ,


−11

2

0

3

を基底に

もつ. 前者のベクトルを v1, 後者のベクトルを v2 とおけば, v2 −
(v2,v1)

∥v1∥2
v1 =


−11

2

0

3

− 3


−1

−1

1

0

 =


−8

5

−3

3

 より,

236



W の正規直交基底
1√
3


−1

−1

1

0

 ,
1√
107


−8

5

−3

3

 が得られる. x =


x

y

z

w

 ∈W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0

であることが必要十分だから, W⊥ は連立 1 次方程式

−x− y + z = 0

−11x+ 2y + 3w = 0
の解空間である. この方程式の

解は, s, t を任意のスカラーとして


x

y

z

w

 =


3s

3t

3s+ 3t

11s− 2t

 = s


3

0

3

11

 + t


0

3

3

−2

 = 3s


1

1

2

3

 + (t − s)


0

3

3

−2

 で

与えられるため,


1

1

2

3

 ,


0

3

3

−2

 は W⊥ の基底である. 前者のベクトルを w1, 後者のベクトルを w2 とおけば,

w2 −
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =


0

3

3

−2

− 1

5


1

1

2

3

 =
1

5


−1

14

13

−13

 より, W⊥ の正規直交基底
1√
15


1

1

2

3

 ,
1√
562


−1

14

13

−13

 が得ら
れる.

(6) 与えられた部分空間 W は第 4回の演習問題 1の (2)の W と同じものだから, W は


−1

−1

1

0

 ,


−2

0

0

1

 を基底に

もつ. 前者のベクトルを v1, 後者のベクトルを v2 とおけば, v2−
(v2,v1)

∥v1∥2
v1 =


−2

0

0

1

− 2

3


−1

−1

1

0

 =
1

3


−4

2

−2

3

より,

W の正規直交基底
1√
3


−1

−1

1

0

 ,
1√
33


−4

2

−2

3

 が得られる. x =


x

y

z

w

 ∈ W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0

であることが必要十分だから, W⊥ は連立 1次方程式

−x− y + z = 0

−2x+ w = 0
の解空間である. この方程式の解は, s, t

を任意のスカラーとして


x

y

z

w

 =


s

t

s+ t

2s

 = s


1

0

1

2

+ t


0

1

1

0

 で与えられるため,


0

1

1

0

 ,


1

0

1

2

 は W⊥ の基底であ

る. 前者のベクトルを w1, 後者のベクトルを w2 とおけば, w2 −
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =


1

0

1

2

− 1

2


0

1

1

0

 =
1

2


2

−1

1

4

 より,
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W⊥ の正規直交基底
1√
2


0

1

1

0

 ,
1√
22


2

−1

1

4

 が得られる.

(7) v1 =


1

1

1

1

, v2 =


1

−1

1

−1

 とおけば, (v1,v2) = 0, ∥v1∥ = ∥v2∥ = 2 だから
1

2


1

1

1

1

 ,
1

2


1

−1

1

−1

 は W の正規直

交基底である. x =


x

y

z

w

 ∈ W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0 であることが必要十分だから, W⊥ は連立

1次方程式

x+ y + z + w = 0

x− y + z − w = 0
の解空間である. s =

x+ y

2
, t =

x− y

2
とおけば, x = s + t, y = s − t であり,z + w = −2s

z − w = −2t
だから z = −s+ t, w = −s− t である. 従って上の連立 1次方程式の解は, s, t を任意のスカラー

として


x

y

z

w

 =


s+ t

s− t

−s− t

−s+ t

 = s


1

1

−1

−1

 + t


1

−1

−1

1

 で与えられるため,


1

1

−1

−1

 ,


1

−1

−1

1

 は W⊥ の基底である. 前者

のベクトルを w1, 後者のベクトルを w2 とおけば, (w1,w2) = 0, ∥w1∥ = ∥w2∥ = 2 だから
1

2


1

1

−1

−1

 ,
1

2


1

−1

−1

1

 は
W⊥ の正規直交基底である.

(8) v1 =


1

0

−1

0

, v2 =


1

2

0

1

 とおけば, v2 −
(v2,v1)

∥v1∥2
v1 =


1

2

0

1

− 1

2


1

0

−1

0

 =
1

2


1

4

1

2

 より, W の正規直交基底

1√
2


1

0

−1

0

 ,
1√
22


1

4

1

2

 が得られる. x =


x

y

z

w

 ∈ W⊥ であるためには (x,v1) = (x,v2) = 0 であることが必要十

分だから, W⊥ は連立 1次方程式

x− z = 0

x+ 2y + w = 0
の解空間である. この方程式の解は, s, t を任意のスカラー

として


x

y

z

w

 =


s

t

s

−s− 2y

 = s


1

0

1

−1

+ t


0

1

0

−2

 で与えられるため,


1

0

1

−1

 ,


0

1

0

−2

 は W⊥ の基底である. 前者

のベクトルを w1, 後者のベクトルを w2 とおけば, w2 −
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =


0

1

0

−2

− 2

3


1

0

1

−1

 =
1

3


−2

3

−2

−4

 より, W⊥
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の正規直交基底
1√
3


1

0

1

−1

 ,
1√
33


−2

3

−2

−4

 が得られる.

2. A =
(
a1 a2

)
, B =

(
b1 b2

)
とおくと, x ∈ Kn に対し, 次の等式が成り立つ

A∗x =

(
tā1x
tā2x

)
=

(
txā1

txā2

)
=

(
(x,a1)

(x,a2)

)
, B∗x =

(
tb̄1x
tb̄2x

)
=

(
txb̄1
txb̄2

)
=

(
(x, b1)

(x, b2)

)

従って x ∈ V ⊥ は A∗x = 0 と同値, x ∈ W⊥ は B∗x = 0 と同値であり, x ∈ V ⊥ ∩W⊥ は

(
A∗

B∗

)
x = 0 と同値で

ある.

(1) A∗ =

(
1 2 3 2

−1 0 −2 2

)
, B∗ =

(
2 1 2 3

−1 2 1 2

)
だから

(
A∗

B∗

)
=


1 2 3 2

−1 0 −2 2

2 1 2 3

−1 2 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 2 3 2

0 2 1 4

0 −3 −4 −1

0 4 4 4

 第 4 行を−−−−−→
1
4 倍する


1 2 3 2

0 2 1 4

0 −3 −4 −1

0 1 1 1

 第 2 行と第 4 行−−−−−−−−−→
の入れ替え


1 2 3 2

0 1 1 1

0 −3 −4 −1

0 2 1 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 1 0

0 1 1 1

0 0 −1 2

0 0 −1 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 2

0 1 0 3

0 0 −1 2

0 0 0 0

 より,

(
A∗

B∗

)
x = 0 は


x+ 2w = 0

y + 3w = 0

−z + 2w = 0

と同値である. この

方程式の解は x = t


−2

−3

2

1

 (t ∈ K は任意) だから,


−2

−3

2

1

 は V ⊥ ∩W⊥ の基底である. よって u =
1

3
√
2


−2

−3

2

1


とおけば, u は V ⊥ ∩W⊥ の正規直交基底である. A∗ =

(
1 2 3 2

−1 0 −2 2

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 2 3 2

0 2 1 4

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(
1 −4 0 −10

0 2 1 4

)
より, A∗x = 0 は

x− 4y − 10w = 0

2y + z + 4w = 0
と同値である. この方程式の解は

x =


4s+ 10t

s

−2s− 4t

t

 = s


4

1

−2

0

+ t


10

0

−4

1

 (s, t ∈ K は任意)で与えられるため,


4

1

−2

0

 ,


10

0

−4

1

 は V ⊥ の基底になり,

dim V ⊥ = 2 である. また x =


4s+ 10t

s

−2s− 4t

t

 と u が直交するためには, (x,u) =
−1√
2
(5s+9t) より, t = −5s

9
である

ことが必要十分である. このとき, x = −s
9


14

−9

−2

5

 だから,
1

3
√
2


−2

−3

2

1

 ,
1

3
√
34


14

−9

−2

5

 は V ⊥ の正規直交基底であ
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る. B∗ =

(
2 1 2 3

−1 2 1 2

)
第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→
の入れ替え

(
−1 2 1 2

2 1 2 3

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
−1 2 1 2

0 5 4 7

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
−1 0 − 3

5 − 4
5

0 5 4 7

)
より, B∗x = 0は

−x− 3
5z −

4
5w = 0

5y + 4z + 7w = 0
と同値である. この方程式の解は x =


−3s− 4t

−4s− 7t

5s

5t

 =

s


−3

−4

5

0

+ t


−4

−7

0

5

 (s, t ∈ K は任意)で与えられるため,


−3

−4

5

0

 ,


−4

−7

0

5

 は W⊥ の基底になり, dim W⊥ = 2 であ

る. また x =


−3s− 4t

−4s− 7t

5s

5t

と uが直交するためには, (x,u) =
1

3
√
2
(28s+34t)より, t = −14s

17
であることが必要十

分である. このとき, x =
5s

17


1

6

17

−14

だから,
1

3
√
2


−2

−3

2

1

 ,
1

3
√
58


1

6

17

−14

はW⊥ の正規直交基底である. 以上から,

dim (V ⊥ +W⊥) = dim V ⊥ + dim W⊥ − dim (V ⊥ ∩W⊥) = 3 であり,
1

3
√
2


−2

−3

2

1

 ,
1

3
√
34


14

−9

−2

5

 ,
1

3
√
58


1

6

17

−14


は V ⊥ +W⊥ を生成するため, これらのベクトルは V ⊥ +W⊥ の基底になる. 2つ目のベクトルを v′, 3つ目のベク

トルを w′ とおけば, ∥v′∥ = 1, (w′,u) = 0, (w′,v′) = − 8√
493

よりw′ − (w′,u)

∥u∥2
u− (w′,v′)

∥v′∥2
v′ =

1

17
√
58


43

10

91

−66



となるため,
1

3
√
2


−2

−3

2

1

 ,
1

3
√
34


14

−9

−2

5

 ,
1√

14586


43

10

91

−66

 は V ⊥ +W⊥ の正規直交基底である.

(2) A∗ =

(
1 1 1 0

2 0 −1 −2

)
, B∗ =

(
1 1 −1 0

2 3 0 1

)
だから

(
A∗

B∗

)
=


1 1 1 0

2 0 −1 −2

1 1 −1 0

2 3 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 1 0

0 −2 −3 −2

0 0 −2 0

0 1 −2 1

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 3 −1

0 0 −7 0

0 0 −2 0

0 1 −2 1

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 0 −7 0

0 0 0 0

0 1 0 1

 より,

(
A∗

B∗

)
x = 0 は


x− w = 0

−7z = 0

y + w = 0

と同値である. この方程式の解は x = t


1

−1

0

1

 (t ∈ K は任意) だから,


1

−1

0

1

 は V ⊥ ∩W⊥ の基
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底である. よって u =
1√
3


1

−1

0

1

 とおけば, u は V ⊥ ∩W⊥ の正規直交基底である. A∗ =

(
1 1 1 0

2 0 −1 −2

)

(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 1 0

0 −2 −3 −2

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 − 1

2 −1

0 −2 −3 −2

)
より, A∗x = 0 は

x− 1
2z − w = 0

2y + 3z + 2w = 0

と同値である. この方程式の解は x =


s+ t

−3s− t

2s

t

 = s


1

−3

2

0

 + t


1

−1

0

1

 (s, t ∈ K は任意)で与えられるため,


1

−3

2

0

 ,


1

−1

0

1

は V ⊥ の基底になり, dim V ⊥ = 2である. また x =


s+ t

−3s− t

2s

t

と uが直交するためには, (x,u) =

1√
3
(4s+3t)より, t = −4s

3
であることが必要十分である. このとき, x = −s

3


1

5

−6

4

だから,
1√
3


1

−1

0

1

 ,
1√
78


1

5

−6

4


は V ⊥ の正規直交基底である. B∗ =

(
1 1 −1 0

2 3 0 1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 −1 0

0 1 2 1

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 −3 −1

0 1 2 1

)
より, B∗x = 0 は

x− 3z − w = 0

y + 2z + w = 0
と同値である. この方程式の解は x =


3s+ t

−2s− t

s

t

 =

s


3

−2

1

0

 + t


1

−1

0

1

 (s, t ∈ K は任意)で与えられるため,


3

−2

1

0

 ,


1

−1

0

1

 は W⊥ の基底になり, dim W⊥ = 2 で

ある. また x =


3s+ t

−2s− t

s

t

 と u が直交するためには, (x,u) =
1√
3
(5s + 3t) より, t = −5s

3
であることが必要

十分である. このとき, x =
s

3


4

−1

3

−5

 だから,
1√
3


1

−1

0

1

 ,
1√
51


4

−1

3

−5

 は W⊥ の正規直交基底である. 以上から,

dim (V ⊥ +W⊥) = dim V ⊥ + dim W⊥ − dim (V ⊥ ∩W⊥) = 3 であり,
1√
3


1

−1

0

1

 ,
1√
78


1

5

−6

4

 ,
1√
51


4

−1

3

−5

 は
V ⊥ +W⊥ を生成するため, これらのベクトルは V ⊥ +W⊥ の基底になる. 2つ目のベクトルを v′, 3つ目のベクト
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ルを w′ とおけば, ∥v′∥ = 1, (w′,u) = 0, (w′,v′) = − 13√
442

より w′ − (w′,u)

∥u∥2
u − (w′,v′)

∥v′∥2
v′ =

3

2
√
51


3

1

0

−2

 と

なるため,
1√
3


1

−1

0

1

 ,
1√
78


1

5

−6

4

 ,
1√
14


3

1

0

−2

 は V ⊥ +W⊥ の正規直交基底である.

(3) A∗ =

(
1 1 1 2

2 0 2 3

)
, B∗ =

(
1 3 −1 −2

2 1 −1 −4

)
だから

(
A∗

B∗

)
=


1 1 1 2

2 0 2 3

1 3 −1 −2

2 1 −1 −4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 1 2

0 −2 0 −1

0 2 −2 −4

0 −1 −3 −8

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 −2 −6

0 0 6 15

0 0 −8 −20

0 −1 −3 −8

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 0 6 15

0 0 0 0

0 −1 0 − 1
2

 より,

(
A∗

B∗

)
x = 0

は


x− w = 0

6z + 15w = 0

−y − 1
2w = 0

と同値である. この方程式の解は x = t


2

−1

−5

2

 (t ∈ K は任意)だから,


2

−1

−5

2

 は V ⊥ ∩W⊥

の基底である. よって u =
1√
34


2

−1

−5

2

 とおけば, u は V ⊥ ∩W⊥ の正規直交基底である. A∗ =

(
1 1 1 2

2 0 2 3

)

(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 1 2

0 −2 0 −1

)
(2,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し

(
1 −3 1 0

0 −2 0 −1

)
より, A∗x = 0 は

x− 3y + z = 0

−2y − w = 0
と

同値である. この方程式の解は x =


3s− t

s

t

−2s

 = s


3

1

0

−2

 + t


−1

0

1

0

 (s, t ∈ K は任意) で与えられるため,


3

1

0

−2

 ,


−1

0

1

0

 は V ⊥ の基底になり, dim V ⊥ = 2 である. また x =


3s− t

s

t

−2s

 と u が直交するためには, (x,u) =

1√
34

(s−7t)より, s = 7tであることが必要十分である. このとき, x = t


20

7

1

−14

だから,
1√
34


2

−1

−5

2

 ,
1√
646


20

7

1

−14


は V ⊥ の正規直交基底である. B∗ =

(
1 3 −1 −2

2 1 −1 −4

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 3 −1 −2

0 −5 1 0

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(
1 −2 0 −2

0 −5 1 0

)
より, B∗x = 0 は

x− 2y − 2w = 0

−5y + z = 0
と同値である. この方程式の解は x =


2s+ 2t

s

5s

t

 =
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s


2

1

5

0

 + t


2

0

0

1

 (s, t ∈ K は任意)で与えられるため,


2

1

5

0

 ,


2

0

0

1

 は W⊥ の基底になり, dim W⊥ = 2 である.

また x =


2s+ 2t

s

5s

t

 と u が直交するためには, (x,u) =
1√
34

(−22s + 6t) より, t =
11s

3
であることが必要十分

である. このとき, x =
s

3


28

3

15

11

 だから,
1√
34


2

−1

−5

2

 ,
1√
1139


28

3

15

11

 は W⊥ の正規直交基底である. 以上から,

dim (V ⊥ +W⊥) = dim V ⊥ +dim W⊥ − dim (V ⊥ ∩W⊥) = 3 であり,
1√
34


2

−1

−5

2

 ,
1√
646


20

7

1

−14

 ,
1√
1139


28

3

15

11


は V ⊥ +W⊥ を生成するため, これらのベクトルは V ⊥ +W⊥ の基底になる. 2つ目のベクトルを v′, 3つ目のベク

トルを w′ とおけば, ∥v′∥ = 1, (w′,u) = 0, (w′,v′) =
26√
2546

よりw′ − (w′,u)

∥u∥2
u− (w′,v′)

∥v′∥2
v′ =

17

19
√
1139


16

−2

16

23



となるため,
1√
34


2

−1

−5

2

 ,
1√
646


20

7

1

−14

 ,
1√
1045


16

−2

16

23

 は V ⊥ +W⊥ の正規直交基底である.

(4) A∗ =

(
1 1 −2 −1 4

2 2 5 7 −1

)
, B∗ =

(
1 3 5 6 1

1 5 3 4 7

)
だから

(
A∗

B∗

)
=


1 1 −2 −1 4

2 2 5 7 −1

1 3 5 6 1

1 5 3 4 7


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 1 −2 −1 4

0 0 9 9 −9

0 2 7 7 −3

0 4 5 5 3

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 − 11

2 − 9
2

11
2

0 0 9 9 −9

0 2 7 7 −3

0 0 −9 −9 9

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 1 0

0 0 9 9 −9

0 2 0 0 4

0 0 0 0 0

より,

(
A∗

B∗

)
x = 0は


x+ v = 0

9z + 9v − 9w = 0

2y + 4w = 0

と同値である. この方程式の解は x =


s

−2t

s+ t

−s
t

 =

s


1

0

1

−1

0

+ t


0

−2

1

0

1

 (s, t ∈ K は任意)だから,


1

0

1

−1

0

 ,


0

−2

1

0

1

 は V ⊥ ∩W⊥ の基底である. u =
1√
3


1

0

1

−1

0

 とおき,
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u′ =


0

−2

1

0

1

 とおけば, ∥u∥ = 1, (u′,u) =
1√
3
より, u′ − (u′,u)

∥u∥
u =

1

3


−1

−6

2

1

3

 だから, v =
1√
51


−1

−6

2

1

3

 とおけば,

u,v は V ⊥ ∩W⊥ の正規直交基底である. A∗ =

(
1 1 −2 −1 4

2 2 5 7 −1

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 1 −2 −1 4

0 0 9 9 −9

)
(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(
1 1 0 1 2

0 0 9 9 −9

)
より, A∗x = 0 は

x+ y + v + 2w = 0

9z + 9v − 9w = 0
と同値である. この方程式の解は

x =


−s− t− 2u

s

−t+ u

t

u

 = s


−1

1

0

0

0

+t


−1

0

−1

1

0

+u


−2

0

1

0

1

 (s, t, u ∈ K は任意)で与えられるため,


−1

1

0

0

0

 ,


−1

0

−1

1

0

 ,


−2

0

1

0

1



は V ⊥ の基底になり, dim V ⊥ = 3 である. また x =


−s− t− 2u

s

−t+ u

t

u

 と u, v が直交するためには, (x,u) =

−s− 3t− u√
3

, (x,v) =
−5s+ 7u√

51
より, u =

5s

7
, t = −4s

7
であることが必要十分である. このとき, x =

s

7


−13

7

9

−4

5



だから,
1√
3


1

0

1

−1

0

 ,
1√
51


−1

−6

2

1

3

 ,
1

2
√
85


−13

7

9

−4

5

 は V ⊥ の正規直交基底である. B∗ =

(
1 3 5 6 1

1 5 3 4 7

)

(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
1 3 5 6 1

0 2 −2 −2 6

)
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

(
1 0 8 9 −8

0 2 −2 −2 6

)
より, B∗x = 0 は

x+ 8z + 9v − 8w = 0

2y − 2z − 2v + 6z = 0
と同値である. この方程式の解は x =


−8s− 9t+ 8u

s+ t− 3u

s

t

u

 = s


−8

1

1

0

0

+ t


−9

1

0

1

0

+u


8

−3

0

0

1



(s, t, u ∈ K は任意)で与えられるため,


−8

1

1

0

0

 ,


−9

1

0

1

0

 ,


8

−3

0

0

1

はW⊥の基底になり, dim W⊥ = 3である. また x =
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
−8s− 9t+ 8u

s+ t− 3u

s

t

u

 と u が直交するためには, (x,u) =
−7s− 10t+ 8u√

3
, (x,v) =

4s+ 4t+ 13u√
51

より, s = −27u

2
,

t =
41u

4
であることが必要十分である. このとき, x =

u

4


95

−25

−54

41

4

だから,
1√
3


1

0

1

−1

0

 ,
1√
51


−1

−6

2

1

3

 ,
1√

14263


95

−25

−54

41

4


は W⊥ の正規直交基底である. 以上から, dim (V ⊥ + W⊥) = dim V ⊥ + dim W⊥ − dim (V ⊥ ∩ W⊥) = 4 で

あり,
1√
3


1

0

1

−1

0

 ,
1√
51


−1

−6

2

1

3

 ,
1

2
√
85


−13

7

9

−4

5

 ,
1√

14263


95

−25

−54

41

4

 は V ⊥ +W⊥ を生成するため, これらのベクト

ルは V ⊥ + W⊥ の基底になる. 3 つ目のベクトルを v′, 4 つ目のベクトルを w′ とおけば, ∥v′∥ = 1, (w′,u) =

(w′,v) = 0, (w′,v′) = − 60√
4195

より w′ − (w′,u)

∥u∥2
u − (w′,v)

∥v∥2
v − (w′,v′)

∥v′∥2
v′ =

17√
14263


1

1

0

1

2

 となるため,

1√
3


1

0

1

−1

0

 ,
1√
51


−1

−6

2

1

3

 ,
1

2
√
85


−13

7

9

−4

5

 ,
1√
7


1

1

0

1

2

 は V ⊥ +W⊥ の正規直交基底である.

3. (1) (a, b) ̸= (0, 0) の場合, 問題 1の (1)より, v1 =


a√

a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

, v2 =


−b√
a2+b2

a√
a2+b2

0

, v3 =


−ac√

a2+b2
√
a2+b2+c2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2


とおけば, v1 はW の正規直交基底で, v2,v3 は W⊥ の正規直交基底である. 従って [v1,v2,v3] が求める R3 の正

規直交基底である. v1 ∈W , v2,v3 ∈W⊥ だから, 仮定から f(v1) = αv1, f(v2) = βv2, f(v3) = βv3 である. 従っ

て [v1,v2,v3] に関する f の表現行列は

α 0 0

0 β 0

0 0 β

 である. R3 の標準基底 [e1, e2, e3] から [v1,v2,v3] への基

底の変換行列を P とおけば P =
(
v1 v2 v3

)
=


a√

a2+b2+c2
−b√
a2+b2

−ac√
a2+b2

√
a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

a√
a2+b2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

0 a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2

 であり, R3 の標準基底

[e1, e2, e3] に関する f の表現行列を A とすれば P−1AP は [v1,v2,v3] に関する f の表現行列だから, A は以下で

与えられる.

A = P

α 0 0

0 β 0

0 0 β

P−1 =


αa2+β(b2+c2)
a2+b2+c2

ab(α−β)
a2+b2+c2

ac(α−β)
a2+b2+c2

ab(α−β)
a2+b2+c2

αb2+β(a2+c2)
a2+b2+c2

bc(α−β)
a2+b2+c2

ac(α−β)
a2+b2+c2

bc(α−β)
a2+b2+c2

αc2+β(a2+b2)
a2+b2+c2


a = b = 0 の場合は, e1 は W の正規直交基底で, e2, e3 は W⊥ の正規直交基底だから, [e1, e2, e3] が求める R3 の
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正規直交基底である. このとき, f の表現行列は

α 0 0

0 β 0

0 0 β

 である.

(2) (a, b) ̸= (0, 0) の場合, 問題 1の (2)より, v1 =


−b√
a2+b2

a√
a2+b2

0

, v2 =


−ac√

a2+b2
√
a2+b2+c2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2

, v3 =


a√

a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2


とおけば, v1,v2 は W の正規直交基底で, v3 は W⊥ の正規直交基底である. 従って [v1,v2,v3] が求める R3 の正

規直交基底である. v1,v2 ∈W , v3 ∈W⊥ だから, 仮定から f(v1) = αv1, f(v2) = αv2, f(v3) = βv3 である. 従っ

て [v1,v2,v3] に関する f の表現行列は

α 0 0

0 α 0

0 0 β

 である. R3 の標準基底 [e1, e2, e3] から [v1,v2,v3] への基

底の変換行列を P とおけば P =
(
v1 v2 v3

)
=


−b√
a2+b2

−ac√
a2+b2

√
a2+b2+c2

a√
a2+b2+c2

a√
a2+b2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

0 a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

 であり, R3 の標準基底

[e1, e2, e3] に関する f の表現行列を A とすれば P−1AP は [v1,v2,v3] に関する f の表現行列だから, A は以下で

与えられる.

A = P

α 0 0

0 α 0

0 0 β

P−1 =


βa2+α(b2+c2)
a2+b2+c2 − ab(α−β)

a2+b2+c2 − ac(α−β)
a2+b2+c2

− ab(α−β)
a2+b2+c2

βb2+α(a2+c2)
a2+b2+c2 − bc(α−β)

a2+b2+c2

− ac(α−β)
a2+b2+c2 − bc(α−β)

a2+b2+c2
βc2+α(a2+b2)
a2+b2+c2


a = b = 0 の場合は, e1, e2 は W の正規直交基底で, e3 は W⊥ の正規直交基底だから, [e1, e2, e3] が求める R3 の

正規直交基底である. このとき, f の表現行列は

α 0 0

0 α 0

0 0 β

 である.

(3) w1 =

ab
c

, w2 =

pq
r

 とおけば, w2 −
(w2,w1)

∥w1∥2
w1 =

pq
r

 − ap+ bq + cr

a2 + b2 + c2

ab
c

 =


c(cp−ar)−b(aq−bp)

a2+b2+c2
a(aq−bp)−c(br−cq)

a2+b2+c2
b(br−cq)−a(cp−ar)

a2+b2+c2


である. w1,w2 は 1 次独立だから w2 − (w2,w1)

∥w1∥2
w1 と w1 × w2 は零ベクトルではなく, v1 =

1

∥w1∥
w1,

v2 =
1∥∥∥w2 − (w2,w1)
∥w1∥2 w1

∥∥∥
(
w2 −

(w2,w1)

∥w1∥2
w1

)
, v3 =

1

∥w1 ×w2∥
w1 × w2 とおけば, v1,v2 は W の正規直交

基底で, v3 は W⊥ の正規直交基底であり, [v1,v2,v3] が求める R3 の正規直交基底である. ∥w1∥ =
√
a2 + b2 + c2,∥∥∥∥w2 −

(w2,w1)

∥w1∥2
w1

∥∥∥∥=
√
(br − cq)2+ (cp− ar)2+ (aq − bp)2√

a2 + b2 + c2
, ∥w1 ×w2∥ =

√
(br − cq)2+ (cp− ar)2+ (aq − bp)2

だから, v1, v2, v3 の成分は以下で与えられる.

v1 =


a√

a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

 , v2 =


c(cp−ar)−b(aq−bp)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
a(aq−bp)−c(br−cq)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
b(br−cq)−a(cp−ar)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)

 , v3 =


br−cq√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
cp−ar√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
aq−bp√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2


v1,v2 ∈W , v3 ∈W⊥ だから, 仮定から f(v1) = αv1, f(v2) = αv2, f(v3) = βv3 となるため, [v1,v2,v3] に関する

f の表現行列を B とおけばB =

α 0 0

0 α 0

0 0 β

である. 標準基底 [e1, e2, e3]から [v1,v2,v3]への基底の変換行列を P
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とおけば P =
(
v1 v2 v3

)
=


a√

a2+b2+c2
c(cp−ar)−b(aq−bp)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
br−cq√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
b√

a2+b2+c2
a(aq−bp)−c(br−cq)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
cp−ar√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
c√

a2+b2+c2
a(aq−bp)−c(br−cq)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
aq−bp√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2


であり, R3 の標準基底 [e1, e2, e3] に関する f の表現行列を A とすれば P−1AP は [v1,v2,v3] に関する f の表現

行列だから, A は以下で与えられる.

A = PBP−1 =


α((cp−ar)2+(aq−bp)2)+β(br−cq)2

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2 − (α−β)(br−cq)(cp−ar)
(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2 − (α−β)(br−cq)(aq−bp)

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2

− (α−β)(br−cq)(cp−ar)
(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2

α((br−cq)2+(aq−bp)2)+β(cp−ar)2
(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2 − (α−β)(cp−ar)(aq−bp)

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2

− (α−β)(br−cq)(aq−bp)
(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2 − (α−β)(cp−ar)(aq−bp)

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
α((br−cq)2+(cp−ar)2)+β(aq−bp)2

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2



4. (1) x =

xy
z

 ∈ R3 に対し, fa(x) = a × x =

−cy + bz

cx− az

−bx+ ay

 =

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0


xy
z

 だから [e1, e2, e3] に関

する fa の表現行列は

 0 −c b

c 0 −a
−b a 0

 である.

(2) a ̸= 0 より, 外積の性質から a × x = 0 となるためには x が a の実数倍であることが必要十分だから

Ker fa = ⟨a⟩である. また a×xはつねに aと垂直なベクトルだから Im fa は ⟨a⟩⊥ に含まれる. dimKer fa = 1だ

から, 次元公式により dim Im fa = rank fa = 2となり Im fa の次元は ⟨a⟩⊥ の次元に等しくなるため, Im fa = ⟨a⟩⊥

である.

(3) 第 10回の問題 2の (1)より x ∈ R3 に対し,

(fb◦fa)(x) = fb(fa(x)) = fb(a× x) = b× (a× x) = −(a× x)× b = (x, b)a− (a, b)x

が得られる. 従って, a と b が垂直ならば (fb◦fa)(x) = (x, b)a ∈ ⟨a⟩ だから Im(fb◦fa) ⊂ ⟨a⟩ である. また, b ̸= 0

だから, b̄ =
1

(b, b)
b とおけば, (b̄, b) = 1 だから t ∈ R に対し, (fb◦fa)(tb̄) = (tb̄, b)a = t(b̄, b)a = ta となって,

Im(fb◦fa) ⊃ ⟨a⟩ であることがわかる. 故に Im(fb◦fa) = ⟨a⟩ である.

(4) a = 0ならば fa はすべてのベクトルを零ベクトルに写す写像になるため, fb◦fa の階数が 1ならば a, b ̸= 0で

ある. 従って (2)により rank fa = dim⟨a⟩⊥ = 2, rank fb = dim⟨b⟩⊥ = 2だから, rank(fb◦fa) = rank fa+rank fb−
dimR3 が成り立つ. 故に第 15回の問題 8の結果と (1)により ⟨b⟩ = Ker fb ⊂ Im fa = ⟨a⟩⊥ だから b ∈ ⟨a⟩⊥ とな
るため, a と b は垂直である. 逆に a と b が垂直ならば fb◦fa の階数が 1になることは (3)から明らかである.

5. (1) 任意の x ∈ Rn に対して (TA(x),x) = 0 が成り立つと仮定する. A =
(
aij
)
とおけば, (TA(ej), ek) =

(Aej , ek) = akj だから, j = 1, 2, . . . , n に対して ajj = (TA(ej), ej) = 0 である. また, (TA(ej + ek), ej + ek) = 0

が j, k = 1, 2, . . . , n に対して成り立ち, この左辺は (A(ej + ek), ej + ek) = (Aej + Aek, ej + ek) = (Aej , ej) +

(Aej , ek) + (Aek, ej) + (Aek, ek) = ajj + ajk + akj + akk = ajk + akj に等しいため j, k = 1, 2, . . . , n に対して

ajk = −akj が成り立つ. 故に tA = −A である. 逆に tA = −A が成り立つと仮定すると, 任意の x ∈ Rn に対して

(TA(x),x) = (Ax,x) = (x, tAx) = (x,−Ax) = −(x, Ax) = −(x, TA(x)) = −(TA(x),x) だから, (TA(x),x) = 0

が成り立つ.

(2) f を表す 3次正方行列を A =
(
aij
)
とおき, a =

a32a13

a21

 とおけば, (1) の結果より j, k = 1, 2, 3 に対して

ajj = 0, ajk = −akj だから, 任意の x =

xy
z

 ∈ R3 に対して f(x) = Ax =

 0 −a21 a13

a21 0 −a32
−a13 a32 0


xy
z

 =
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 a13z − a21y

−a32z + a21x

a32y − a13x

 = a× x が成り立つ. 逆に, 任意の x ∈ R3 に対して f(x) = a× x が成り立つような a ∈ R3 が

存在すれば, a× x はつねに x と垂直なベクトルだから (f(x),x) = 0 が任意の x ∈ R3 に対して成り立つ.

6. (1) x ∈ Knに対し, prW (x)はW に含まれるベクトルだから prW (x) =
k∑
i=1

yiwiを満たす yi ∈ K (i = 1, 2, . . . , k)

がある. 各 j = 1, 2, . . . , k に対して prW (x)− x =
k∑
i=1

yiwi − x とwj は垂直だから
(

k∑
i=1

yiwi − x,wj

)
= 0 であ

る. w1,w2, . . . ,wk は W の正規直交基底だから, この左辺は
k∑
i=1

(wi,wj)yi = yj に等しいため, yj = (x,wj) であ

る. 故に prW (x) =
k∑
i=1

(x,wi)wi だから, prW を表す行列の第 j列は
k∑
i=1

(ej ,wi)wi である. 従って, prW を表す行

列は, wj の第 i成分を wij とすれば,
k∑
l=1

wilw̄jl を (i, j) 成分とする n 次正方行列となるため, P =
(
w1 w2 · · · wk

)
とおけば PP ∗ で与えられる.

x ∈ Kn に対し, x − prW⊥(x) は W⊥ に垂直だから
(
W⊥)⊥ = W に含まれる. さらに x − (x − prW⊥(x)) =

prW⊥(x)はW⊥ に含まれるため,W と垂直である. 従って x−prW⊥(x)は xのW への正射影だからx−prW⊥(x) =

prW (x) が成り立つ. 故に prW⊥(x) = x− prW (x) = (idV − prW )(x) がすべての x ∈ Kn に対して成り立つため,

prW⊥ = idV − prW である. 従って, prW⊥ を表す行列は En − PP ∗ である.

(2) W に関する対称移動を ρW : Kn → Kn とすれば, 各 x ∈ Kn に対して ρW (x) と x の中点
1

2
(ρW (x) + x)

は prW (x) に一致するため, (1)の結果から ρW (x) = 2prW (x)−x = 2PP ∗x−Enx = (2PP ∗−En)x である. 従っ

て, ρW を表す行列は 2PP ∗ − En である.

7. (1) A1 =

(
i 0

0 −i

)
, A2 =

(
0 1

−1 0

)
, A3 =

(
0 i

i 0

)
, A4 =

(
i 0

0 i

)
とおくと, これらの行列の列のベクトル

はすべて単位行列で, 第 1列と第 2列の内積はすべて 0であるため, これらはすべて ユニタリー行列である. 従っ

て A∗
j = A−1

j だから AjA
∗
j = E2 となるため, (Aj , Aj) =

1

2
tr(AjA

∗
j ) =

1

2
tr(E2) = 1 (j = 1, 2, 3, 4) である.

また, A1A
∗
2 =

(
i 0

0 −i

)(
0 −1

1 0

)
=

(
0 −i
−i 0

)
= −A3, A2A

∗
3 =

(
0 1

−1 0

)(
0 −i
−i 0

)
=

(
−i 0

0 i

)
= −A1,

A3A
∗
1 =

(
0 i

i 0

)(
−i 0

0 i

)
=

(
0 −1

1 0

)
= −A2 だから (Aj , Ak) =

1

2
tr(AjA

∗
k) =

1

2
tr(−Al) = 0 ((j, k, l) =

(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)) であり, A4 = iE2 だから (Aj , A4) =
1

2
tr(AjA

∗
4) =

1

2
tr(−iAj) = 0 (j = 1, 2, 3) である.

また X =

(
x y

z w

)
が X∗ = −X を満たすことと,

x

i
,
w

i
∈ R であり, z = −ȳ が成り立つことと同値であるため,

V =

{(
x y

−ȳ w

)∣∣∣∣∣ xi , wi ∈ R, y ∈ C

}
である. ここで,

(
x y

−ȳ w

)
=
x− w

2i
A1 +Re(y)A2 + Im(y)A3 +

x+ w

2i
A4

だから, A1, A2, A3, A4 は V を生成する. 故に B は V の正規直交基底である.

X =

(
x y

z w

)
が X∗ = −X かつ trX = 0 を満たすことと,

x

i
∈ R であり, z = −ȳ かつ w = −x が成り立つこ

とと同値であるため, W =

{(
x y

−ȳ −x

)∣∣∣∣∣ xi ∈ R, y ∈ C

}
であり,

(
x y

−ȳ −x

)
=
x

i
A1 +Re(y)A2 + Im(y)A3 だ

から, A1, A2, A3 は W を生成する. 故に B′ は W の正規直交基底である.

(2) 2次正方行列 Aに対し, X ∈ V ならば X∗ = −X だから (AXA∗)∗ = (A∗)∗X∗A∗ = A(−X)A∗ = −AXA∗ と

なるため, AXA∗ ∈ V である. 一般にm× n行列 X と n×m行列 Y に対して tr(XY ) = tr(Y X) が成り立つため,

A が 2次のユニタリー行列ならば A∗ = A−1 だから, X ∈W ならば tr(AXA∗) = tr((AX)A−1) = tr(A−1(AX)) =

tr((A−1A)X) = tr(E2X) = trX = 0 である. 故に AXA∗ ∈W である.
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(3) Re(iz) =
iz − iz̄

2
= −z − z̄

2i
= −Im(z), Im(iz) =

iz + iz̄

2i
=
z + z̄

2
= Re(z) だから, A =

(
a b

c d

)
のとき,

fA(A1) = AA1A
∗ =

(
a b

c d

)(
i 0

0 −i

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
ia −ib
ic −id

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
i(|a|2 − |b|2) i(ac̄− bd̄)

i(āc− b̄d) i(|c|2 − |d|2)

)

=
|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2

2
A1 +

āc− ac̄+ bd̄− b̄d

2i
A2 +

āc+ ac̄− bd̄− b̄d

2
A3 +

|a|2 − |b|2 + |c|2 − |d|2

2
A4

fA(A2) = AA2A
∗ =

(
a b

c d

)(
0 1

−1 0

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
−b a

−d c

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
ab̄− āb ad̄− bc̄

−ād+ b̄c cd̄− c̄d

)

=
ab̄− āb− cd̄+ c̄d

2i
A1 +

ad̄+ ād− bc̄− b̄c

2
A2 +

ad̄− ād− bc̄+ b̄c

2i
A3 +

ab̄− āb+ cd̄− c̄d

2i
A4

fA(A3) = AA3A
∗ =

(
a b

c d

)(
0 i

i 0

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
bi ai

di ci

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
i(ab̄+ āb) i(ad̄+ bc̄)

i(ād+ b̄c) i(cd̄+ c̄d)

)

=
ab̄+ āb− cd̄− c̄d

2
A1 +

−ad̄+ ād− bc̄+ b̄c

2i
A2 +

ad̄+ ād+ bc̄+ b̄c

2
A3 +

ab̄+ āb+ cd̄+ c̄d

2
A4

fA(A4) = AA4A
∗ =

(
a b

c d

)(
i 0

0 i

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
ia ib

ic id

)(
ā c̄

b̄ d̄

)
=

(
i(|a|2 + |b|2) i(ac̄+ bd̄)

i(āc+ b̄d) i(|c|2 + |d|2)

)

=
|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2

2
A1 +

āc− ac̄− bd̄+ b̄d

2i
A2 +

āc+ ac̄+ bd̄+ b̄d

2
A3 +

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2

2
A4

である. 従って B に関する fA の表現行列は


|a|2−|b|2−|c|2+|d|2

2
ab̄−āb−cd̄+c̄d

2i
ab̄+āb−cd̄−c̄d

2
|a|2+|b|2−|c|2−|d|2

2
āc−ac̄+bd̄−b̄d

2i
ad̄+ād−bc̄−b̄c

2
−ad̄+ād−bc̄+b̄c

2i
āc−ac̄−bd̄+b̄d

2i
āc+ac̄−bd̄−b̄d

2
ad̄−ād−bc̄+b̄c

2i
ad̄+ād+bc̄+b̄c

2
āc+ac̄+bd̄+b̄d

2
|a|2−|b|2+|c|2−|d|2

2
ab̄−āb+cd̄−c̄d

2i
ab̄+āb+cd̄+c̄d

2
|a|2+|b|2+|c|2+|d|2

2


である. A がユニタリー行列ならば |a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1, ab̄+ cd̄ = 0 が成り立ち, A∗ = A−1 もユニタリー

行列だから |a|2 + |b|2 = |c|2 + |d|2 = 1, āc+ b̄d = 0 が成り立つ. 故に, 上式から

AA1A
∗ = (|a|2 − |c|2)A1 +

āc− ac̄

i
A2 + (āc+ ac̄)A3

AA2A
∗ =

ab̄− āb

i
A1 +

ad̄+ ād− bc̄− b̄c

2
A2 +

ad̄− ād− bc̄+ b̄c

2i
A3

AA3A
∗ = (ab̄+ āb)A1 +

−ad̄+ ād− bc̄+ b̄c

2i
A2 +

ad̄+ ād+ bc̄+ b̄c

2
A3

が得られるため, B′ に関する gA の表現行列は,

|a|2 − |c|2 ab̄−āb
i ab̄+ āb

āc−ac̄
i

ad̄+ād−bc̄−b̄c
2

−ad̄+ād−bc̄+b̄c
2i

āc+ ac̄ ad̄−ād−bc̄+b̄c
2i

ad̄+ād+bc̄+b̄c
2

 である.

(4) LA : M2(C) → M2(C), RA∗ : M2(C) → M2(C) を LA(X) = AX, RA∗(X) = XA∗ で定義すれば, 第 17回

の問題 18の (3)の結果から det(LA) = |A|2, det(RA∗) = |A∗|2 =
∣∣tA∣∣2 =

∣∣A∣∣2 = |A|
2
が成り立つ. 従って第 16回の

問題 7の (2)の結果から, det(RA∗◦LA) = det(RA∗) det(LA) = |A|
2
|A|2 =

(
|A||A|

)2
= |det A|4 が得られる. B は

C 上のベクトル空間 M2(C) の基底であり, (RA∗◦LA)(Aj) = fA(Aj) (j = 1, 2, 3, 4) だから, B に関する RA∗◦LA
の表現行列は B に関する fA の表現行列と一致する. 故に det(fA) = det(RA∗◦LA) = |det A|4 である.

A が 2次のユニタリー行列のとき, fA(A4) = A4 であり, B′ に関する gA の表現行列を P とすれば, (3)の結果

から B に関する fA の表現行列は

(
P 0
t0 1

)
となるため, ユニタリー行列の行列式の値は絶対値が 1 である複素数

であることに注意すれば, det(gA) = |P | =

∣∣∣∣∣P 0
t0 1

∣∣∣∣∣ = |det A|4 = 1 である.
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(5) A がユニタリー行列ならば A∗ = A−1 だから, X,Y ∈ V に対して次の等式が成り立つ.

(fA(X), fA(Y )) = (AXA∗, AY A∗) =
1

2
tr(AXA∗(AY A∗)∗) =

1

2
tr(AXA∗(A∗)∗Y ∗A∗) =

1

2
tr((AXA∗A)(Y ∗A∗))

=
1

2
tr((Y ∗A∗)(AXA∗A)) =

1

2
tr(Y ∗A−1AXA−1A) =

1

2
tr(Y ∗X) =

1

2
tr(XY ∗) = (X,Y )

8. (1) Aは正則行列だから, Aの列ベクトルからなるKn の基底B = [Ae1, Ae2, . . . , Aen]が考えられる. シュッミッ

トの直交化法により, B を直交化して得られる Kn の正規直交基底を B′ = [u1,u2, . . . ,un] とし, uj を第 j 列とす

る n次正方行列を U とすれば, U はユニタリー行列である. B′ から B への基底の変換行列を T =
(
pij
)
とすれば,

第 17回の問題 8 の (1)により, T は対角成分がすべて正の実数である上半三角行列である. さらに Aej =
n∑
i=1

pijui

であり, この等式の右辺は UT の第 j 列だから A = UT が成り立つ.

(2) U =
(
uij
)
を n次ユニタリー行列かつ上半三角行列である行列とする. j による帰納法で |ujj | = 1 かつ U の

第 j 列が ujjej に等しいことを示す. i > 1 ならば ui1 = 0 だから Ue1 = u11e1 であり, Ue1 は単位ベクトルだか

ら |u11| = ∥u11e1∥ = ∥Ue1∥ = 1 が得られる. 故に j = 1 の場合は主張が成り立つ. j ≦ k − 1 ならば |ujj | = 1

かつ U の第 j 列が ujjej に等しいと仮定すれば, j ≦ k − 1 のとき, U の第 k 列と第 j 列の内積 (Uek, Uej) は

(Uek, ujjej) = ujkūjj に等しく, 一方 U がユニタリー行列であることから Uej と Uek は直交するため, ujkūjj = 0

である. ここで, |ujj | = 1 ̸= 0 だから, 上式から ujk = 0 (j ≦ k − 1) が得られる. U は上半三角行列だから j > k

ならば ujk = 0 であるため, U の第 k列は ukkek に等しい. さらに U がユニタリー行列であることから U の第 k

列は単位ベクトルだから |ukk| = ∥ukkek∥ = ∥Uek∥ = 1 である. 従って j = k の場合も主張が成り立つ.

(3) 仮定から, (U ′)−1 もユニタリー行列であり, (U ′)−1U もユニタリー行列である. 一方, 仮定から T−1 は対角成

分がすべて正の実数である上半三角行列であり, T−1T ′ も対角成分がすべて正の実数である上半三角行列である. U ′,

T は正則行列だから UT = U ′T ′ より (U ′)−1U = T−1T ′ が得られ, この左辺はユニタリー行列であり, 右辺は対角

成分がすべて正の実数である上半三角行列だから, (2)の結果から (U ′)−1U = T−1T ′ は対角成分がすべて 1である

対角行列, すなわち単位行列である. 従って (U ′)−1U = En かつ T−1T ′ = En だから U = U ′ かつ T = T ′ である.

9. (1) G(S′, T ′) の (i, j)成分は (ui, zj) =

(
m∑
s=1

psivs,
n∑
t=1

qtjwt

)
=

m∑
s=1

n∑
t=1

psi(vs,wt)q̄tj であり,
n∑
t=1

(vs,wt)q̄tj

は G(S, T )Q の (s, j) 成分だから, 上式より (ui, zj) は tPG(S, T )Q の (i, j) 成分に等しいことがわかる. 従って

G(S′, T ′) = tPG(S, T )Q が成り立つ.

rankP = m かつ rankQ = n ならば rank tP = rankP = m かつ rankQ = rankQ = n であり, tP は k ×m行

列, Q は n× l行列だから, 1次写像 TtP : Km → Kk は単射であり, TQ : Kl → Kn は全射である. 従って

rankG(S′, T ′) = rank tPG(S, T )Q = rankTtPG(S,T )Q = rank
(
TtP ◦TG(S,T ) ◦TQ

)
= rankTG(S,T ) = rankG(S, T ).

(2) S = (v1,v2, . . . ,vm), T = (w1,w2, . . . ,wn) のとき, G(T, S) の (i, j) 成分は (wi,vj) = (vj ,wi) だから,

G(S, T )∗ の (i, j)成分と一致する. 従って G(T, S) = G(S, T )∗ が成り立つ.

u1,u2, . . . ,uk は V の正規直交基底だから G(U,U) は k次単位行列であり, vj =
k∑
i=1

(vj ,ui)ui =
k∑
i=1

(ui,vj)ui,

wj =
k∑
i=1

(wj ,ui)ui =
k∑
i=1

(ui,wj)ui だから P = G(U, S), Q = G(U, T ) とおけば, (1) と上で示したことから,

G(S, T ) = tPG(U,U)Q = G(U, S)∗G(U, T ) = G(S,U)G(U, T ) が得られる.

(3) r = rankG(S, T ) とおき, G(S, T )en1
, G(S, T )en2

, . . . , G(S, T )enr
が 1 次独立であるとする. このとき,

vn1
,vn2

, . . . ,vnr
が 1次従属であると仮定すれば, a1vn1

+ a2vn2
+ · · · + arvnr

= 0 を満たす a1, a2, . . . , ar ∈ K

で, ある s に対して as ̸= 0 であるものが存在する. wj との内積を考えれば j = 1, 2, . . . , n に対して a1(vn1
,wj) +

a2(vn2
,wj)+ · · ·+ar(vnr

,wj) = 0が得られるが, これより a1G(S, T )en1
+a2G(S, T )en2

+ · · ·+arG(S, T )enr
= 0

が得られ, G(S, T )en1
, G(S, T )en2

, . . . , G(S, T )enr
が 1次独立であることと矛盾する. 故に vn1

,vn2
, . . . ,vnr

は 1

次独立であるため, dim⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ ≧ r である. 従って, dim⟨w1,w2, . . . ,wn⟩ ≧ rankG(T, S) であり, (2)より

G(T, S) = G(S, T )∗ = tG(S, T ) だから rankG(T, S) = rank tG(S, T ) = rank tG(S, T ) = rankG(S, T ) となるため,

dim⟨w1,w2, . . . ,wn⟩ ≧ rankG(S, T ) が得られる.
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(4) d = dim⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ とおき, vn1
,vn2

, . . . ,vnd
は 1次独立であるとする. a1, a2, . . . , ad ∈ K が

a1G(S, S)en1 + a2G(S, S)en2 + · · ·+ adG(S, S)end
= 0

を満たすとすれば, すべての i = 1, 2, . . . ,m に対して a1(vi,vn1
) + a2(vi,vn2

) + · · · + ad(vi,vnd
) = 0 が成り

立つ. a = ā1vn1
+ ā2vn2

+ · · · + ādvnd
とおけば, この等式の右辺は (vi,a) に等しいため, (vi,a) = 0 であ

る. 従って (a,a) = (ā1vn1
+ ā2vn2

+ · · · + ādvnd
,a) = ā1(vn1

,a) + ā2(vn2
,a) + · · · + ād(vnd

,a) = 0 だから

ā1vn1
+ ā2vn2

+ · · ·+ ādvnd
= a = 0 が得られる. 故に vn1

,vn2
, . . . ,vnd

の 1次独立性から a1 = a2 = · · · = ad = 0

となるため, G(S, S)en1
, G(S, S)en2

, . . . , G(S, S)end
は 1次独立である. よって rankG(S, S) ≧ d であり, 一方 (3)

より rankG(S, S) ≦ d だから rankG(S, S) = d である.

(5) u1,u2, . . . ,uk ∈ V を ⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ ∩ ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩ を生成するように選び, U = (u1,u2, . . . ,uk) とお

く. uj ∈ ⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ だから uj =
m∑
i=1

pijvi (pij ∈ K) と表され, uj ∈ ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩ だから uj =
n∑
i=1

qijwi

(qij ∈ K) と表される. pij を (i, j)成分とするm× k行列を P とし, qij を (i, j)成分とする n× l行列を Q とすれ

ば, (1)の結果から G(U,U) = tPG(S, T )Q が成り立つため, rankG(U,U) = rank tPG(S, T )Q ≦ rankG(S, T ) であ

る. 一方, (4)の結果から dim(⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ ∩ ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩) = dim⟨u1,u2, . . . ,uk⟩ = rankG(U,U) だから,

dim(⟨v1,v2, . . . ,vm⟩ ∩ ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩) ≦ rankG(S, T ) が成り立つ.

10. 変数変換 y =
2x− a− b

b− a
を行うと, x が a から b まで動けば, y は −1 から 1 まで動き, x =

b− a

2
y+

a+ b

2
だ

から (f(x), g(x))a,b =

∫ b

a

f(x)g(x) dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f

(
b− a

2
y +

a+ b

2

)
g

(
b− a

2
y +

a+ b

2

)
dy が成り立つ. 写像 φ :

Pn(R) → Pn(R)を φ(f(x)) =

√
b− a√
2

f

(
b− a

2
x+

a+ b

2

)
で定めれば, φは 1次写像で,任意の f(x), g(x) ∈ Pn(R)

に対して (f(x), g(x))a,b = (φ(f(x)), φ(g(x)))−1,1 が成り立つため, φは内積 ( , )a,b をもつ計量ベクトル空間 Pn(R)

から内積 ( , )−1,1 をもつ計量ベクトル空間 Pn(R)への内積を保つ 1次写像だから, 単射であり, 故に φは次元が等

しいベクトル空間の間の単射である 1次写像であるため同型写像である. 1, x, . . . , xn−1 で生成される Pn(R) の部分

空間は Pn−1(R)であり, φは Pn−1(R)を Pn−1(R)全体に写すため, j = 0, 1, 2, . . . , n−1に対して (f(x), xj)a,b = 0

であることは, 任意の g(x) ∈ Pn−1(R) に対して (φ(f(x)), g(x))−1,1 = 0 であること同値である. 第 17回の問題

9の結果から Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
(x2 − 1)k とおけば,

[
1√
2
P0(x),

√
3√
2
P1(x), . . . ,

√
2n+ 1√

2
Pn(x)

]
は Pn(R) の内積

( , )−1,1 に関する正規直交基底であり,
1√
2
P0(x),

√
3√
2
P1(x), . . . ,

√
2n− 1√

2
Pn−1(x) は Pn−1(R) を生成する. 従っ

て, Pn(R)の内積 ( , )−1,1 に関する Pn−1(R)の直交補空間は

√
2n+ 1√

2
Pn(x)で生成される 1次元部分空間だから,

任意の g(x) ∈ Pn−1(R) に対して (φ(f(x)), g(x))−1,1 = 0 が成り立つためには φ(f(x)) =
c
√
2n+ 1√
2

Pn(x) を満たす

実数 c が存在することが必要十分である. ここで, φ の逆写像 φ−1 は φ−1(g(x)) =

√
2√

b− a
g

(
2x− a− b

b− a

)
で与えら

れるため, f(x)が j = 0, 1, 2, . . . , n−1に対して (f(x), xj)a,b = 0であることは, f(x) =
c
√
2n+ 1√
b− a

Pn

(
2x− a− b

b− a

)
を満たす実数 c が存在することが必要十分である. 一般に関数 f が関数 g の n 次導関数 f(x) = g(n)(x) なら

ば f(px + q) =
dn

dxn

(
1

pn
g(px+ q)

)
だから, Pn

(
2x− a− b

b− a

)
=

1

n!(b− a)n
dn

dxn
(x − a)n(x − b)n である. φ が

内積を保つことと,

√
2n+ 1√

2
Pn(x) の長さが 1 であることから, φ(f(x)) =

c
√
2n+ 1√
2

Pn(x) を満たす f(x) の, 内

積 ( , )a,b に関する長さは |c| であるため, 1, x, . . . , xn−1 のすべてと直交して長さが 1である Pn(R) の要素は

±
√
2n+ 1√
b− a

Pn

(
2x− a− b

b− a

)
= ±

√
2n+ 1

n!(b− a)n+
1
2

dn

dxn
(x− a)n(x− b)n である.
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線形数学 II 演習問題 第19回 行列の対角化

1. 次の行列の固有値と固有空間の基底を求め, 対角化可能ならば対角化せよ.

(1)

(
2 3

1 4

)
(2)

(
1 2

4 3

)
(3)

(
1 2

0 1

)
(4)

 3 8 12

2 3 6

−2 −4 −7

 (5)

4 −1 −2

2 1 −2

1 −1 1

 (6)

4 1 1

2 4 1

0 1 4


(7)

 1 3 2

−5 17 10

7 −21 −12

 (8)

 4 −4 2

2 −2 1

−4 4 −2

 (9)

−6 −2 −6

4 3 3

8 2 8

 (10)

 1 2 1

−1 4 1

2 −4 0


(11)

 6 −3 −7

−1 2 1

5 −3 −6

 (12)

 1 3 −2

−3 13 −7

−5 19 −10

 (13)

 5 −2 4

2 0 2

−2 1 −1

 (14)

−1 2 2

3 −1 −4

−2 2 3


(15)

−5 6 4

−7 8 4

−2 2 3

 (16)

 1 0 −2

2 −1 −2

−2 2 0

 (17)

 1 2 −3

−1 0 1

−1 2 −1

 (18)

 3 −6 −4

1 −2 −2

−1 3 3


(19)

0 0 1

1 0 0

3 2 0

 (20)

 0 1 0

0 0 1

−2 3 0

 (21)

 0 −5 −7

−1 −1 −4

1 3 6

 (22)

−1 −1 −4

−5 0 −7

3 1 6


(23)

−1 −2 −1

7 7 3

−5 −4 −1

 (24)

−5 5 −1

−2 1 0

−1 1 −1

 (25)

 1 1 0

−1 3 0

−1 4 −1

 (26)

2 0 0

0 4 1

0 −1 2


(27)

3 1 −1

2 3 −2

1 1 1

 (28)

 6 −1 5

−3 2 −3

−7 1 −6

 (29)

2 −1 1

1 −2 1

1 −5 4

 (30)

4 −5 1

3 −4 1

3 −5 2


(31)

 3 3 −1

−6 −8 3

2 3 0

 (32)

 4 6 2

−1 4 2

2 1 1

 (33)

 3 2 −1

−6 −5 3

−8 −8 5

 (34)

 8 6 6

3 5 3

−12 −12 −10


(35)

 2 −1 a

−1 2 a

−1 1 a+ 2

 (36)

1 a 0

0 1 0

a a 2

 (37)

2 −1 1

a 1− a a

1 −1 2

 (38)

2 −1 a− 1

1 0 a− 1

1 −1 a


(39)

 a −2 1

−a+ 5 7 −1

a− 5 −2 6

 (40)

2 a −2a

0 8 −18

0 3 −7

 (41)

a 0 0

0 b c

0 0 b

 (42)

2 a 0

0 3a− 1 0

0 3a− 3 −1



(43)

2b− a 0 2a− 2b

b− a c a− b

b− a 0 2a− b

 (44)


3 2 −3 1

2 7 −7 1

2 10 −10 1

0 −4 4 1

 (45)


4 6 −9 −3

1 3 −3 −1

2 4 −5 −2

1 2 −3 0

 (46)


0 0 0 1

−2 0 −2 0

3 1 3 −1

−2 0 0 3


(47)

−3a+ 4 −4a+ 2 −2a+ 1

8a− 4 9a− 2 4a− 2

−4a+ 2 −4a+ 2 −a+ 3

 (48)

ab− 2 a2 3a

b2 ab− 2 3b

−b −a −5

 (49)

−3a+ 9 −2 −a+ 2

−3a+ 1 0 −a
9a− 18 6 3a− 3



(50)

−6a+ 5 6 −2a+ 3

−3a+ 6 5 −a+ 3

18a− 18 −18 6a− 10

 (51)


−4 0 0 3

3 −1 0 −3

0 0 −1 0

−6 0 0 5

 (52)


−3 −2 −2 1

2 3 2 0

3 1 2 −1

−4 −2 −2 2


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(53)


3 2 4 1

−5 −2 −8 1

2 0 4 −2

5 2 8 −1

 (54)


−1 −1 −1 −2

1 1 1 0

a 1 a 2

1 1 0 3

 (55)


1 0 0 0 4

−2 −3 0 −2 0

−4 −8 1 −4 0

2 4 0 3 −4

0 0 0 0 −1


2. 次の行列の n乗を求めよ.

(1)

(
1− p q

p 1− q

)
(2)

(
λ+ ac ad

bc λ+ bd

)

3. f を K 上のベクトル空間 V の 1次変換, A を V の基底 [v1,v2, . . . ,vn] に関する f の表現行列とする. λ ∈ K

が f の固有値であるためには, λ が A の固有値であることが必要十分であり, x =
n∑
j=1

xjvj が λ に対する f の固

有ベクトルであるためには, xj を第 j 成分とする n 次元数ベクトル x̃ が λ に対する A の固有ベクトルであること

が必要十分であることを示せ.

4. A を n次正方行列, P を n次正則行列とし, P の第 j 列を vj とする. P−1AP が, λj を (j, j)成分とする対角行

列であるためには, λj が A の固有値で, vj が λj に対する固有ベクトルであることが必要十分であることを示せ.

5. R3 の 1次変換 f は R3 の基底 u =

1

1

0

, v =

0

1

1

, w =

1

0

1

 をそれぞれ
 0

1

−1

,

−1

1

0

,

 1

−2

1

 に写す.

(1) [u,v,w] に関する f の表現行列を求めよ.

(2) f の固有値を求め, f の固有空間の基底を u, v, w の 1次結合で表せ.

6. a を
2

3
と異なる実数の定数とする. R3 の 1次変換 f は v1 =

 1

−1

0

, v2 =

 0

1

−1

, v3 =

 −1

a

2a− 1

 をそれぞれ
 2

−2

0

,

 1

1

−2

,

1− 2a

2a

a− 1

 に写す.

(1) R3 の基底 [v1,v2,v3] に関する f の表現行列を求めよ.

(2) f の固有値をすべて求めよ.

(3) f の各固有値に対する固有空間の基底を求めよ. f の固有ベクトルからなる R3 の基底が存在するか?

7. V を x を変数とする 2次以下の実数係数多項式全体からなる集合とし, 多項式の加法と実数倍によってR上の

ベクトル空間とみなすことにする. 1次写像 f : V → V を f(P (x)) = 2P (x) + P ′(x) で定める.

(1) V の基底 [1, x, x2] に関する f の表現行列を求めよ.

(2) 上で求めた行列が対角化可能であれば対角化し, そうでなければその理由を述べよ.

8. A を n次複素正方行列する.

(1) A の固有多項式と A の転置行列 tA の固有多項式は一致することを示せ.

(2) A の固有多項式 FA(x) における xk の係数を ck(A) とおく. Aの (i, j)成分 aij の共役複素数 āij を (i, j)成

分とする n次正方行列 A の固有多項式は, ck(A) の共役複素数を xk の係数とする n次多項式であることを示せ.

(3) λ が A の固有値ならば, λ の共役複素数は A の随伴行列の固有値であることを示せ.

9. λ を n次正方行列 A の固有値とする. λ に対する A の固有空間の次元がmならば, A の固有多項式は (t− λ)m

を因数にもつことを示せ.

10. A =
(
aij
)
を K の要素を成分とする n次正方行列とし, j = 1, 2, . . . , n に対して

n∑
i=1

aij = 1 が成り立つとする.
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(1) A は 1を固有値にもつことを示せ.

(2) v =
n∑
j=1

ej とおき, k ∈ K に対し, Kn の部分集合 Hk を Hk = {x ∈ Kn | (x,v) = k} で定めるとき,

TA : Kn → Kn は Hk のベクトルを Hk のベクトルに写すことを示せ.

11. (発展問題) m を n− 1以下の自然数とし, P , Q はそれぞれ K の要素を成分とする n×m 行列, m× n 行列で,

rankP = rankQ = m であるとする. λ ∈ K に対し, A = λEn + PQ とおく. このとき A が対角化可能であるため

にはm次正方行列 QP が正則であり, かつ対角化可能であることが必要十分であることを示せ.

12. (発展問題) λ ∈ K と零ベクトルではない a, b ∈ Kn (n は 2以上の整数) に対し, A = λEn + atb とおく.

(1) A の固有多項式は (t− λ)n−1(t− λ− tba) であり, 固有値 λ に対する A の固有空間は tbx = 0 を満たすベク

トル x 全体からなることを示せ.

(2) A の最小多項式を求めよ.

(3) tba ̸= 0 の場合, 固有値 λ+ tba に対する A の固有空間は a で生成される 1次元部分空間であることを示せ.

さらに b の第 j 成分を bj とするとき, A を対角化せよ.

13. (発展問題) a0, a1, . . . , an−1 ∈ K に対し, n 次正方行列 A を次で定める.

A =



0 1

0 1 0
0

. . .

0 . . . 1

0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1


(1) en, Aen, A

2en, . . . , A
n−1en は 1 次独立であることを示せ.

(2) A の最小多項式は A の固有多項式に一致することを示せ.
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第 19回の演習問題の解答

1. (1)

∣∣∣∣∣t− 2 −3

−1 t− 4

∣∣∣∣∣ = t2 − 6t+ 5 = (t− 1)(t− 5) より, 与えられた行列の固有値は 1 と 5 である.

(
−1 −3

−1 −3

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
−1 −3

0 0

)
だから 1 に対する固有空間の基底は

(
−3

1

)
で与えられる.

(
3 −3

−1 1

)
(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
0 0

−1 1

)
だから 5 に対する固有空間の基底は

(
1

1

)
で与えられる. 故に, 与えられた行列は(

−3 1

1 1

)
によって

(
1 0

0 5

)
に対角化される.

(2)

∣∣∣∣∣t− 1 −2

−4 t− 3

∣∣∣∣∣ = t2 − 4t− 5 = (t+ 1)(t− 5) より, 与えられた行列の固有値は −1 と 5 である.

(
−2 −2

−4 −4

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
−2 −2

0 0

)
だから −1 に対する固有空間の基底は

(
1

−1

)
で与えられる.

(
4 −2

−4 2

)
(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

(
4 −2

0 0

)
だから 5 に対する固有空間の基底は

(
1

2

)
で与えられる. 故に, 与えられた行列は(

1 1

−1 2

)
によって

(
−1 0

0 5

)
に対角化される.

(3)

∣∣∣∣∣t− 1 −2

0 t− 1

∣∣∣∣∣ = t2 − 4t− 5 = (t− 1)2 より, 与えられた行列の固有値は 1 のみである. このとき, 1 に対する

固有空間の基底は

(
1

0

)
で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(4)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −8 −12

−2 t− 3 −6

2 4 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −8 −12

−2 t− 3 −6

0 t+ 1 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 4 −12

−2 t+ 3 −6

0 0 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t+1)

∣∣∣∣∣t− 3 4

−2 t+ 3

∣∣∣∣∣= (t+1)2(t− 1)

より,与えられた行列の固有値は ±1である.

−2 −8 −12

−2 −2 −6

2 4 8

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −6 −6

−2 −2 −6

0 2 2

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 0 0 0

−2 0 −4

0 2 2

 だから 1 に対する固有空間の基底は

−2

−1

1

 で与えられる.

−4 −8 −12

−2 −4 −6

2 4 6

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し0 0 0

0 0 0

2 4 6

 だから −1 に対する固有空間の基底は

−2

1

0

 ,

−3

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

−2 −2 −3

−1 1 0

1 0 1

 によって
1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 に対角化される.

(5)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 1 2

−2 t− 1 2

−1 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −(t− 2) 0

−2 t− 1 2

−1 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

−2 t− 3 2

−1 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 3 2

0 t− 1

∣∣∣∣∣ =
(t− 1)(t− 2)(t− 3) より, 与えられた行列の固有値は 1, 2, 3 である.

−3 1 2

−2 0 2

−1 1 0

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −2 2

0 −2 2

−1 1 0


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(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

0 −2 2

−1 0 1

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる.

−2 1 2

−2 1 2

−1 1 1

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −1 0

0 −1 0

−1 1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

0 −1 0

−1 0 1

 だから 2 に対する固有空間の基

底は

1

0

1

 で与えられる.

−1 1 2

−2 2 2

−1 1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 1 2

0 0 −2

0 0 0

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 1 0

0 0 −2

0 0 0

 だから
3 に対する固有空間の基底は

1

1

0

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

1 1 1

1 0 1

1 1 0

 によって
1 0 0

0 2 0

0 0 3

 に対
角化される.

(6)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −1 −1

−2 t− 4 −1

0 −1 t− 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −1 0

−2 t− 4 −(t− 3)

0 −1 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −1 0

−2 t− 5 0

0 −1 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 3)

∣∣∣∣∣t− 4 −1

−2 t− 5

∣∣∣∣∣ =
(t− 3)(t2 − 9t+ 18) = (t− 3)2(t− 6) より, 与えられた行列の固有値は 3 と 6 である.−1 −1 −1

−2 −1 −1

0 −1 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 −1 −1

0 1 1

0 −1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 0

0 1 1

0 0 0

 だから 3 に対する固有空間の

基底は

 0

1

−1

 で与えられる.

 2 −1 −1

−2 2 −1

0 −1 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

2 −1 −1

0 1 −2

0 −1 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

2 0 −3

0 1 −2

0 0 0


だから 6 に対する固有空間の基底は

3

4

2

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(7)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −3 −2

5 t− 17 −10

−7 21 t+ 12

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −3 −2

5 t− 17 −10

7(t− 2) 0 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 13 −3 −2

75 t− 17 −10

0 0 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t+ 13 −3

75 t− 17

∣∣∣∣∣ =
(t− 2)(t2− 4t+4) = (t−2)3 より, 与えられた行列の固有値は 2 のみである.

 1 −3 −2

5 −15 −10

−7 21 14

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し1 −3 −2

0 0 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

3

1

0

 ,

2

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不

可能である.

(8)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 4 −2

−2 t+ 2 −1

4 −4 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t 4 −2

t t+ 2 −1

0 −4 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t 4 −2

0 t− 2 1

0 −4 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ = t

∣∣∣∣∣t− 2 1

−4 t+ 2

∣∣∣∣∣ = t3 より, 与えられた行列

の固有値は 0 のみである.

−4 4 −2

−2 2 −1

4 −4 2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 0

−2 2 −1

0 0 0

 だから 0 に対する固有空間の基底は

 1

0

−2

 ,

0

1

2

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.
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(9)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 6 2 6

−4 t− 3 −3

−8 −2 t− 8

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 2(t− 2) 0

−4 t− 3 −3

−8 −2 t− 8

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

−4 t+ 5 −3

−8 14 t− 8

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t+ 5 −3

14 t− 8

∣∣∣∣∣ =
(t− 2)(t2 − 3t+ 2) = (t− 1)(t− 2)2 より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.

 7 2 6

−4 −2 −3

−8 −2 −7


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 3 0 3

−4 −2 −3

−4 0 −4

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 3 0 3

−1 −2 0

0 0 0

だから 1に対する固有空間の基底は

−2

1

2

で
与えられる.

 8 2 6

−4 −1 −3

−8 −2 −6

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 0

−4 −1 −3

0 0 0

だから 2に対する固有空間の基底は

 1

−4

0

 ,

 0

−3

1


で与えられる. 故に, 与えられた行列は

−2 1 0

1 −4 −3

2 0 1

 によって
1 0 0

0 2 0

0 0 2

 に対角化される.

(10)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 −1

1 t− 4 −1

−2 4 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −(t− 2) 0

1 t− 4 −1

−2 4 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

1 t− 3 −1

−2 2 t

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−2)

∣∣∣∣∣t− 3 −1

2 t

∣∣∣∣∣ = (t−2)(t2−3t+2) =

(t− 1)(t− 2)2 より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.

 0 −2 −1

1 −3 −1

−2 4 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −2 −1

1 −3 −1

0 −2 −1


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 −2 −1

1 −1 0

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 1

1

−2

 で与えられる.

 1 −2 −1

1 −2 −1

−2 4 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −2 −1

0 0 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

1

0

1

 ,

2

1

0

 で与えられる.

故に, 与えられた行列は

 1 1 2

1 0 1

−2 1 0

 によって
1 0 0

0 2 0

0 0 2

 に対角化される.

(11)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 6 3 7

1 t− 2 −1

−5 3 t+ 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 −(t− 1)

1 t− 2 −1

−5 3 t+ 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0

1 t− 2 0

−5 3 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t− 2 0

3 t+ 1

∣∣∣∣∣ =
(t+ 1)(t− 1)(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は ±1 と 2 である.

−5 3 7

1 −1 −1

−5 3 7

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し0 −2 2

1 −1 −1

0 −2 2

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −2 2

1 0 −2

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

2

1

1

 で与えられる.

−7 3 7

1 −3 −1

−5 3 5

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −18 0

1 −3 −1

0 −12 0

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −18 0

1 0 −1

0 0 0

 だから −1 に対する固有空
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間の基底は

1

0

1

 で与えられる.

−4 3 7

1 0 −1

−5 3 8

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 3 3

1 0 −1

0 3 3

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 3 3

1 0 −1

0 0 0

 だから
2 に対する固有空間の基底は

 1

−1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

2 1 1

1 0 −1

1 1 1

 によって
1 0 0

0 −1 0

0 0 2


に対角化される.

(12)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −3 2

3 t− 13 7

5 −19 t+ 10

∣∣∣∣∣∣∣ = (t − 1)(t − 13)(t + 10) − 114 − 105 + 9(t + 10) + 133(t − 1) − 10(t − 13) =

t3 − 4t2 + 5t− 2 = (t− 1)(t2 − 3t+ 2) = (t− 1)2(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.0 −3 2

3 −12 7

5 −19 11

 第 2 行を −2 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

 0 −3 2

3 −12 7

−1 5 −3

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −3 2

0 3 −2

−1 5 −3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

0 3 −2

−1 0 1
3


だから 1 に対する固有空間の基底は

1

2

3

 で与えられる.

1 −3 2

3 −11 7

5 −19 12

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2

0 −2 1

0 −4 2


(2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 1 0

0 −2 1

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

−1

1

2

 で与えられる. 故に, 与えられた行列

は対角化不可能である.

(13)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 5 2 −4

−2 t −2

2 −1 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 5 2 −4

−2 t −2

0 t− 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 5 6 −4

−2 t+ 2 −2

0 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t− 5 6

−2 t+ 2

∣∣∣∣∣ =
(t− 1)(t2 − 3t+ 2) = (t− 1)2(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.

−4 2 −4

−2 1 −2

2 −1 2


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 0

−2 1 −2

0 0 0

だから 1に対する固有空間の基底は

1

2

0

 ,

0

2

1

で与えられる.

−3 2 −4

−2 2 −2

2 −1 3


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −1 −1

−2 2 −2

0 1 1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

−2 0 −4

0 1 1

 だから 2 に対する固有空間の基底は

 2

1

−1


で与えられる. 故に, 与えられた行列は

1 0 2

2 2 1

0 1 −1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 2

 に対角化される.

(14)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 −2 −2

−3 t+ 1 4

2 −2 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 −2 −2

−3 t+ 1 4

−(t− 1) 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 −2

1 t+ 1 4

0 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣t− 1 −2

1 t+ 1

∣∣∣∣∣ = (t−1)(t2+1)

より,与えられた行列の固有値は 1, ±iである.

 2 −2 −2

−3 2 4

2 −2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

2 −2 −2

0 −1 1

0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し2 0 −4

0 −1 1

0 0 0

だから 1に対する固有空間の基底は

2

1

1

で与えられる.

i+ 1 −2 −2

−3 i+ 1 4

2 −2 i− 3

 第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える
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 i+ 1 −2 −2

−3 i+ 1 4

−(i− 1) 0 i− 1

 第 3 行を−−−−−−→
1

i−1 倍する

i+ 1 −2 −2

−3 i+ 1 4

−1 0 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

i− 1 −2 0

1 i+ 1 0

−1 0 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し0 0 0

1 i+ 1 0

0 i+ 1 1

 だから i に対する固有空間の基底は

1 + i

−1

1 + i

 で与えられる.

−i+ 1 −2 −2

−3 −i+ 1 4

2 −2 −i− 3


第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

−i+ 1 −2 −2

−3 −i+ 1 4

i+ 1 0 −(i+ 1)

 第 3 行を−−−−−−→
1

i+1 倍する

−i+ 1 −2 −2

−3 −i+ 1 4

1 0 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し−i− 1 −2 0

1 −i+ 1 0

1 0 −1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 0 0

1 −i+ 1 0

0 i− 1 −1

 だから −i に対する固有空間の基底は

1− i

−1

1− i

 で与
えられる. 故に, 与えられた行列は

2 1 + i 1− i

1 −1 −1

1 1 + i 1− i

 によって
1 0 0

0 i 0

0 0 −i

 に対角化される.

(15)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 5 −6 −4

7 t− 8 −4

2 −2 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −(t− 2) 0

7 t− 8 −4

2 −2 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

7 t− 1 −4

2 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 1 −4

0 t− 3

∣∣∣∣∣ =
(t−1)(t−2)(t−3)より,与えられた行列の固有値は 1, 2, 3である.

6 −6 −4

7 −7 −4

2 −2 −2

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 0 2

0 0 3

2 −2 −2


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 0 2

0 0 0

2 −2 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

1

0

 で与えられる.

7 −6 −4

7 −6 −4

2 −2 −1


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−1 2 0

−1 2 0

2 −2 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 2 0

0 0 0

1 0 −1

 だから 2 に対する固有空間の基底は

2

1

2

 で
与えられる.

8 −6 −4

7 −5 −4

2 −2 0

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 2 −4

0 −2 −4

2 −2 0

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 2 −4

0 0 0

2 −2 0

 だから 3 に対する固

有空間の基底は

2

2

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

1 2 2

1 1 2

0 2 1

 によって
1 0 0

0 2 0

0 0 3

 に対角化される.

(16)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 2

−2 t+ 1 2

2 −2 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 2

−(t+ 1) t+ 1 0

2 −2 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 2

0 t+ 1 0

0 −2 t

∣∣∣∣∣∣∣ = (t+1)

∣∣∣∣∣t− 1 2

0 t

∣∣∣∣∣ = t(t+1)(t− 1) より, 与えら

れた行列の固有値は 0, ±1である.

−2 0 2

−2 0 2

2 −2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−2 0 2

0 0 0

0 −2 1

だから−1に対する固有空間

の基底は

2

1

2

で与えられる.

−1 0 2

−2 1 2

2 −2 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 0 2

0 1 −2

0 −2 4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 2

0 1 −2

0 0 0


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だから 0 に対する固有空間の基底は

2

2

1

 で与えられる.

 0 0 2

−2 2 2

2 −2 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 2

−2 2 2

0 0 3


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 0 2

−2 2 0

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

1

0

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

2 2 1

1 2 1

2 1 0

 によって
−1 0 0

0 0 0

0 0 1

 に対角化される.

(17)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 3

1 t −1

1 −2 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 3

1 t −1

0 −(t+ 2) t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 3

1 t− 1 −1

0 0 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣=(t+2)

∣∣∣∣∣t− 1 1

1 t− 1

∣∣∣∣∣=(t+2)(t2− 2t)=

t(t+2)(t−2)より, 与えられた行列の固有値は −2, 0, 2である.

−3 −2 3

1 −2 −1

1 −2 −1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −8 0

1 −2 −1

0 0 0


(1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −8 0

1 0 −1

0 0 0

 だから −2 に対する固有空間の基底は

1

0

1

 で与えられる.

−1 −2 3

1 0 −1

1 −2 1


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −2 2

1 0 −1

0 −2 2

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −2 2

1 0 −1

0 0 0

 だから 0 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与
えられる.

1 −2 3

1 2 −1

1 −2 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −2 3

0 4 −4

0 0 0

D
(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1

0 4 −4

0 0 0

 だから 2 に対する

固有空間の基底は

−1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

1 1 −1

0 1 1

1 1 1

 によって
−2 0 0

0 0 0

0 0 2

 に対角化
される.

(18)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 6 4

−1 t+ 2 2

1 −3 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 6 4

−1 t+ 2 2

0 t− 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 2 4

−1 t 2

0 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣t− 3 2

−1 t

∣∣∣∣∣ = (t−1)(t2−3t+2) =

(t− 1)2(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.−2 6 4

−1 3 2

1 −3 −2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 0

−1 3 2

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

3

1

0

 ,

2

0

1

 で与えられる.

−1 6 4

−1 4 2

1 −3 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 6 4

0 −2 −2

0 3 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 −2

0 −2 −2

0 0 0

 だから 2 に対する固有空

間の基底は

 2

1

−1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

3 2 2

1 0 1

0 1 −1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 2

 に対角化される.

(19)

∣∣∣∣∣∣∣
t 0 −1

−1 t 0

−3 −2 t

∣∣∣∣∣∣∣ = t3 − 3t − 2 = (t + 1)2(t − 2) より, 与えられた行列の固有値は −1 と 2 である.
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−1 0 −1

−1 −1 0

−3 −2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 0 −1

0 −1 1

0 −2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 −1

0 −1 1

0 0 0

だから −1に対する固有空間

の基底は

−1

1

1

 で与えられる.

 2 0 −1

−1 2 0

−3 −2 2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 4 −1

−1 2 0

0 −8 2

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 4 −1

−1 2 0

0 0 0


だから 2 に対する固有空間の基底は

2

1

4

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(20)

∣∣∣∣∣∣∣
t −1 0

0 t −1

2 −3 t

∣∣∣∣∣∣∣ = t3−3t+2 = (t−1)2(t+2)より,与えられた行列の固有値は 1と −2である.

1 −1 0

0 1 −1

2 −3 1


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 0

0 1 −1

0 −1 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1

0 1 −1

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与
えられる.

−2 −1 0

0 −2 −1

2 −3 −2

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−2 −1 0

0 −2 −1

2 1 0

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 0 0

4 0 −1

2 1 0

 だから −2 に対する

固有空間の基底は

 1

−2

4

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(21)

∣∣∣∣∣∣∣
t 5 7

1 t+ 1 4

−1 −3 t− 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t 5 7

1 t+ 1 4

0 t− 2 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t −2 7

1 t− 3 4

0 0 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−2)

∣∣∣∣∣t −2

1 t− 3

∣∣∣∣∣ = (t−2)2(t−1)より,与えら

れた行列の固有値は 1と 2である.

 2 5 7

1 3 4

−1 −3 −4

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −1 −1

1 3 4

0 0 0

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −1 −1

1 0 1

0 0 0


だから 2 に対する固有空間の基底は

 1

1

−1

 で与えられる.

 1 5 7

1 2 4

−1 −3 −5

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 5 7

0 −3 −3

0 2 2


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 2

0 −3 −3

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 2

1

−1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列

は対角化不可能である.

(22)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 1 4

5 t 7

−3 −1 t− 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 1 4

5 t 7

t− 2 0 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 1 4

−2 t 7

0 0 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−2)

∣∣∣∣∣t− 3 1

−2 t

∣∣∣∣∣ = (t−2)2(t−1)より,与えら

れた行列の固有値は 1と 2である.

 3 1 4

5 2 7

−3 −1 −4

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 3 1 4

−1 0 −1

0 0 0

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 1 1

−1 0 −1

0 0 0


だから 2 に対する固有空間の基底は

 1

1

−1

 で与えられる.

 2 1 4

5 1 7

−3 −1 −5

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 2 1 4

3 0 3

−1 0 −1


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(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1 2

3 0 3

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 1

2

−1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

対角化不可能である.

(23)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 2 1

−7 t− 7 −3

5 4 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 1

−7 t− 1 −3

5 −2t+ 2 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 1

−7 t− 1 −3

−9 0 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣t+ 1 1

−9 t− 5

∣∣∣∣∣ = (t−1)(t−2)2

より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.

 3 2 1

−7 −5 −3

5 4 3

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 3 2 1

2 1 0

−4 −2 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し−1 0 1

2 1 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

 1

−2

1

 で与えられる.

 2 2 1

−7 −6 −3

5 4 2

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 2 2 1

−1 0 0

1 0 0

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 2 1

0 0 0

1 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 0

1

−2

 で与えられる. 故に, 与え

られた行列は対角化不可能である.

(24)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 5 −5 1

2 t− 1 0

1 −1 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 5 −5 1

0 t+ 1 −2t− 2

1 −1 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 5 −5 −9

0 t+ 1 0

1 −1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t+1)

∣∣∣∣∣t+ 5 −9

1 t− 1

∣∣∣∣∣ = (t+1)(t+2)2

より, 与えられた行列の固有値は −1 と −2 である.

3 −5 1

2 −3 0

1 −1 −1

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

3 −5 1

2 −3 0

4 −6 0

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し0 − 1

2 1

2 −3 0

0 0 0

 だから −2 に対する固有空間の基底は

3

2

1

 で与えられる.

4 −5 1

2 −2 0

1 −1 0

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し0 −1 1

0 0 0

1 −1 0

 だから −1 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能で

ある.

(25)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 0

1 t− 3 0

1 −4 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t + 1)

∣∣∣∣∣t− 1 −1

1 t− 3

∣∣∣∣∣ = (t + 1)(t − 2)2 より, 与えられた行列の固有値は −1 と

2 である.

1 −1 0

1 −1 0

1 −4 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 0

0 0 0

0 −3 3

 だから 2 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる.

−2 −1 0

1 −4 0

1 −4 0

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −9 0

1 −4 0

0 0 0

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −9 0

1 0 0

0 0 0

 だから −1 に対する固有空間の基

底は

0

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(26)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

0 t− 4 −1

0 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t − 2)

∣∣∣∣∣t− 4 −1

1 t− 2

∣∣∣∣∣ = (t − 2)(t − 3)2 より, 与えられた行列の固有値は 2 と 3
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である.

1 0 0

0 −1 −1

0 1 1

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 0

0 0 0

0 1 1

 だから 3 に対する固有空間の基底は

 0

1

−1

 で与えられる.

0 0 0

0 −2 −1

0 1 0

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

1

0

0

 で与えられる. 故に, 与

えられた行列は対角化不可能である.

(27)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −1 1

−2 t− 3 2

−1 −1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 −(t− 2)

−2 t− 3 2

−1 −1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 0

−2 t− 3 0

−1 −1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 3 0

−1 t− 2

∣∣∣∣∣ =
(t−2)2(t−3)より,与えられた行列の固有値は 2と 3である.

−1 −1 1

−2 −1 2

−1 −1 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 −1 1

0 1 0

0 0 0

だから
2 に対する固有空間の基底は

1

0

1

 で与えられる.

 0 −1 1

−2 0 2

−1 −1 2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −1 1

−2 0 2

0 −1 1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 0 −1 1

−2 0 2

0 0 0

 だから 3 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能で

ある.

(28)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 6 1 −5

3 t− 2 3

7 −1 t+ 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 t+ 1

3 t− 2 3

7 −1 t+ 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 0

3 t− 2 0

7 −1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t+ 1)

∣∣∣∣∣t− 2 0

−1 t− 1

∣∣∣∣∣ =
(t+1)(t−1)(t−2)より,与えられた行列の固有値は±1, 2である.

−7 1 −5

3 −3 3

7 −1 5

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −6 2

3 −3 3

0 6 −2


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 −6 2

3 6 0

0 0 0

 だから −1 に対する固有空間の基底は

−2

1

3

 で与えられる.

−5 1 −5

3 −1 3

7 −1 7


(1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−5 1 −5

−2 0 −2

2 0 2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 1 0

−2 0 −2

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

−1

0

1

 で
与えられる.

−4 1 −5

3 0 3

7 −1 8

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1 −1

3 0 3

0 −1 1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 1 −1

−2 0 −2

0 0 0

 だから 2 に対す

る固有空間の基底は

−1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

−2 −1 −1

1 0 1

3 1 1

 によって
−1 0 0

0 1 0

0 0 2

 に対
角化される.

(29)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 −1

−1 t+ 2 −1

−1 5 t− 4

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 0

−1 t+ 2 t+ 1

−1 5 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 0

0 t− 3 0

−1 5 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣=(t+1)

∣∣∣∣∣t− 2 1

0 t− 3

∣∣∣∣∣=(t+1)(t−2)(t−3)

より,与えられた行列の固有値は −1, 2, 3である.

−3 1 −1

−1 1 −1

−1 5 −5

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −2 2

−1 1 −1

0 4 −4

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し
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 0 −2 2

−1 0 0

0 0 0

 だから −1 に対する固有空間の基底は

0

1

1

 で与えられる.

 0 1 −1

−1 4 −1

−1 5 −2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 0 1 −1

−1 4 −1

0 1 −1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 1 −1

−1 0 3

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

3

1

1

 で与えられる.

 1 1 −1

−1 5 −1

−1 5 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 −1

0 6 −2

0 6 −2

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 −2 0

0 6 −2

0 0 0

 だから 3 に対する固有空間の基

底は

2

1

3

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

0 3 2

1 1 1

1 1 3

 によって
−1 0 0

0 2 0

0 0 3

 に対角化される.

(30)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 5 −1

−3 t+ 4 −1

−3 5 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −(t− 1) 0

−3 t+ 4 −1

−3 5 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0

−3 t+ 1 −1

−3 2 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t+ 1 −1

2 t− 2

∣∣∣∣∣ =
(t−1)(t2−t) = t(t−1)2より,与えられた行列の固有値は 0と 1である.

−3 5 −1

−3 5 −1

−3 5 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−3 5 −1

0 0 0

0 0 0


だから1に対する固有空間の基底は

 1

0

−3

 ,

0

1

5

で与えられる.

−4 5 −1

−3 4 −1

−3 5 −2

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−4 5 −1

1 −1 0

3 −3 0


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 1 −1

1 −1 0

0 0 0

 だから 0 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列

は

 1 0 1

0 1 1

−3 5 1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 0

 に対角化される.

(31)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −3 1

6 t+ 8 −3

−2 −3 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 −(t− 1)

6 t+ 8 −3

−2 −3 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0

6 t+ 8 3

−2 −3 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t+ 8 3

−3 t− 2

∣∣∣∣∣ =
(t− 1)(t2 + 6t− 7) = (t− 1)2(t+ 7) より, 与えられた行列の固有値は −7 と 1 である.−2 −3 1

6 9 −3

−2 −3 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−2 −3 1

0 0 0

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

0

2

 ,

0

1

3

 で与えられる.

−10 −3 1

6 1 −3

−2 −3 −7

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−10 −3 1

−24 −8 0

−72 −24 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 −1 0 1

−24 −8 0

0 0 0

 だから −7 に対する固有

空間の基底は

 1

−3

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

1 0 1

0 1 −1

2 3 1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 −7

 に対角化さ
れる.

(32)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −6 −2

1 t− 4 −2

−2 −1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−4)2(t−1)+2−24+6(t−1)−2(t−4)−4(t−4) = t3−9t2+24t−20 = (t−2)(t2−7t+10)

264



= (t−2)2(t−5)より,与えられた行列の固有値は 2と 5である.

−2 −6 −2

1 −2 −2

−2 −1 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −10 −6

1 −2 −2

0 −5 −3


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 0 0

1 4
3 0

0 −5 −3

 だから 2 に対する固有空間の基底は

 4

−3

5

 で与えられる.

 1 −6 −2

1 1 −2

−2 −1 4


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −6 −2

0 7 0

0 −13 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −2

0 7 0

0 0 0

 だから 5 に対する固有空間の基底は

2

0

1

 で与
えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(33)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 1

6 t+ 5 −3

8 8 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 1

−(t− 1) t+ 5 −3

0 8 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 1

0 t+ 3 −2

0 8 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t+ 3 −2

8 t− 5

∣∣∣∣∣ =
(t− 1)(t2 − 2t+ 1) = (t− 1)3 より, 与えられた行列の固有値は 1 のみである.

−2 −2 1

6 6 −3

8 8 −4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−2 −2 1

0 0 0

0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

1

0

2

 ,

0

1

2

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不

可能である.

(34)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 8 −6 −6

−3 t− 5 −3

12 12 t+ 10

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 8 0 −6

−3 t− 2 −3

12 −(t− 2) t+ 10

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 8 0 −6

−3 t− 2 −3

9 0 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 8 −6

9 t+ 7

∣∣∣∣∣ =
(t−2)(t2−t−2) = (t+1)(t−2)2より,与えられた行列の固有値は−1と 2である.

−6 −6 −6

−3 −3 −3

12 12 12

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−6 −6 −6

0 0 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

 1

−1

0

 ,

 1

0

−1

 で与えられる.

−9 −6 −6

−3 −6 −3

12 12 9


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 12 3

−3 −6 −3

0 −12 −3

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 12 3

−3 6 0

0 0 0

だから −1に対する固有空間の基底は

 2

1

−4


で与えられる. 故に, 与えられた行列は

 1 1 2

−1 0 1

0 −1 −4

 によって
2 0 0

0 2 0

0 0 −1

 に対角化される.

(35)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 −a
1 t− 2 −a
1 −1 t− a− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 t− 1 −a
1 t− 1 −a
1 0 t− a− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 0 0

1 t− 1 −a
1 0 t− a− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−3)

∣∣∣∣∣t− 1 −a
0 t− a− 2

∣∣∣∣∣ =
(t−1)(t−3)(t−a−2) より, 与えられた行列の固有値は 1, 3, a+2 である.

−1 1 −a
1 −1 −a
1 −1 −a− 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−1 1 −a

0 0 −2a

0 0 −2a− 1

 第 2 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

−1 1 −a
0 0 −2a

0 0 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−1 1 0

0 0 0

0 0 −1

だから 1に対する固有空間
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の基底は

1

1

0

 で与えられる.

1 1 −a
1 1 −a
1 −1 1− a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 1 −a
0 0 0

0 −2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 1− 2a 0

0 0 0

0 −2 1


だから 3 に対する固有空間の基底は

2a− 1

1

2

 で与えられる.

a 1 −a
1 a −a
1 −1 0

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 a+ 1 −a
0 a+ 1 −a
1 −1 0


第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える

0 a+ 1 −a
0 0 0

1 −1 0

 だから a + 2 に対する固有空間の基底は

 a

a

a+ 1

 で与えられる. a ̸= ±1 な

らば, 与えられた行列の固有値 1, 3, a+ 2 は相異なるため,

1 2a− 1 a

1 1 a

0 2 a+ 1

 によって
1 0 0

0 3 0

0 0 a+ 2

 に対角
化される. a = ±1 ならば, 与えられた行列の固有値は 1 と 3 のみで, どちらの固有値に対する固有空間も 1次元だ

から, 与えられた行列は対角化不可能である.

(36)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −a 0

0 t− 1 0

−a −a t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 1 −a
0 t− 1

∣∣∣∣∣ = (t− 1)2(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 であ

る. a = 0 ならば, 与えられた行列は対角行列である. a ̸= 0 の場合,

 0 −a 0

0 0 0

−a −a −1

 第 1 行を−−−−−−→
− 1

a 倍する

 0 1 0

0 0 0

−a −a −1


(1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 1 0

0 0 0

−a 0 −1

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 1

0

−a

 で与えられる.

 1 −a 0

0 1 0

−a −a 0


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −a 0

0 1 0

0 −a2 − a 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は e3 で与え

られる. 故に, a ̸= 0 ならば与えられた行列は対角化不可能である.

(37)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 −1

−a t− 1 + a −a
−1 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 −1

−a t− 1 −a
−1 t− 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 0 −1

−a t− 1 −a
a− 1 0 t− 2 + a

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣t− 2 −1

a− 1 t− 2 + a

∣∣∣∣∣ =
(t− 1)2(t+ a− 3) より, 与えられた行列の固有値は 1 と −a+ 3 である.

−1 1 −1

−a a −a
−1 1 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−1 1 −1

0 0 0

0 0 0

だから 1に対する固有空間の基底は

 1

0

−1

,
0

1

1

で与えられる.

1− a 1 −1

−a 2 −a
−1 1 1− a

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し1− a 1 −1

a− 2 0 2− a

a− 2 0 2− a

 第 2 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

1− a 1 −1

a− 2 0 2− a

0 0 0

 だから, a ̸= 2 ならば−a+3 に対する固有空間の基底は

1

a

1

 で与えられる. 従って a ̸= 2 ならば与えられた行列は

 1 0 1

0 1 a

−1 1 1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 −a+ 3

 に対角化さ
れる. a = 2 ならば, 与えられた行列の固有値は 1 のみで, 1 に対する固有空間の次元は 2 だから, 与えられた行列

は対角化不可能である.
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(38)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 1 −a+ 1

−1 t −a+ 1

−1 1 t− a

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 −a+ 1

t− 1 t −a+ 1

0 1 t− a

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 −a+ 1

0 t− 1 0

0 1 t− a

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣t− 1 0

1 t− a

∣∣∣∣∣ = (t−1)2(t−a)

より, 与えられた行列の固有値は 1 と a である.

−1 1 1− a

−1 1 1− a

−1 1 1− a

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 1 1− a

0 0 0

0 0 0

 だから 1 に

対する固有空間の基底は

1

1

0

 ,

1− a

0

1

 で与えられる. a ̸= 1 の場合,

a− 2 1 1− a

−1 a 1− a

−1 1 0

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出しa− 1 1− a 0

−1 a 1− a

−1 1 0

 第 1 行を−−−−−−−→
1

a−1 倍する

 1 −1 0

−1 a 1− a

−1 1 0

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 0

0 a− 1 1− a

0 0 0

 第 2 行を−−−−−−−→
1

a−1 倍する1 −1 0

0 1 −1

0 0 0

 だから a に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられる. 故に, a ̸= 1 ならば, 与えられた行列は

1 1− a 1

1 0 1

0 1 1

 によって
1 0 0

0 1 0

0 0 a

 に対角化され, a = 1 ならば, 与えられた行列は対角化不可能である.

(39)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a 2 −1

a− 5 t− 7 1

−a+ 5 2 t− 6

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− a 2 −1

a− 5 t− 7 1

0 t− 5 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− a 3 −1

a− 5 t− 8 1

0 0 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 5)

∣∣∣∣∣t− a 3

a− 5 t− 8

∣∣∣∣∣ =
(t − 5)(t2 − (a + 8)t + 5(a + 3)) = (t − 5)2(t − a − 3) より, 与えられた行列の固有値は 5 と a + 3 である.5− a 2 −1

a− 5 −2 1

5− a 2 −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

5− a 2 −1

0 0 0

0 0 0

 だから 5 に対する固有空間の基底は

 1

0

5− a

 ,

0

1

2

 で与
えられる. a ̸= 2 の場合,

 3 2 −1

a− 5 a− 4 1

−a+ 5 2 a− 3

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 3 2 −1

a− 2 a− 2 0

2a− 4 2a− 4 0

 第 2 行を−−−−−−−→
1

a−2 倍する 3 2 −1

1 1 0

2a− 4 2a− 4 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 −1

1 1 0

0 0 0

 だから a+ 3 に対する固有空間の基底は

 1

−1

1

 で与えら
れる. 故に, a ̸= 2 ならば, 与えられた行列は

 1 0 1

0 1 −1

5− a 2 1

 によって
5 0 0

0 5 0

0 0 a+ 3

 に対角化され, a = 2 な

らば, 与えられた行列は対角化不可能である.

(40)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −a 2a

0 t− 8 18

0 −3 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 8 18

−3 t+ 7

∣∣∣∣∣ = (t− 2)2(t+ 1) より, 与えられた行列の固有値は 2 と −1 で

ある.

0 −a 2a

0 −6 18

0 −3 9

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 0 −a
0 0 0

0 −3 9

 だから 2 に対する固有空間の基底は, a ̸= 0 ならば

1

0

0


で与えられ, a = 0 ならば

1

0

0

,
0

1

0

 で与えられる.

−3 −a 2a

0 −9 18

0 −3 6

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−3 0 0

0 0 0

0 −3 6

 だから
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−1 に対する固有空間の基底は

0

2

1

 で与えられる. 故に, a = 0 ならば与えられた行列は

1 0 0

0 1 2

0 0 1

 によって
2 0 0

0 2 0

0 0 −1

 に対角化され, a ̸= 0 ならば固有値は 2, −1 に対する固有空間の次元はともに 1次元であるため, 与

えられた行列は対角化不可能である.

(41)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a 0 0

0 t− b −c
0 0 t− b

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− a)(t− b)2 より, 与えられた行列の固有値は a と b である. c = 0 ならば, 与えら

れた行列はすでに対角行列だから, c ̸= 0 の場合を考える. a = b ならば, 与えられた行列の a に対する固有空間は0 0 0

0 0 c

0 0 0

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間だから, その基底は

1

0

0

 ,

0

1

0

 で与えられる. a ̸= b

ならば

0 0 0

0 a− b −c
0 0 a− b

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 0 0

0 a− b 0

0 0 a− b

 だから a に対する固有空間の基底は

1

0

0

 で与
えられ, b に対する固有空間は

b− a 0 0

0 0 −c
0 0 0

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間だから, その基底

は

0

1

0

 で与えられる. 故に, c ̸= 0 の場合は, 与えられた行列は対角化不可能である.

(42)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −a 0

0 t− 3a+ 1 0

0 −3a+ 3 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)(t− 3a+ 1)(t+ 1) より, 与えられた行列の固有値は 2, −1, 3a− 1 であ

る.

0 −a 0

0 −3a+ 3 0

0 −3a+ 3 3

 第 1 行を −3 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える

0 −a 0

0 3 0

0 −3a+ 3 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 0 0

0 3 0

0 0 3

 だから 2 に対する固有

空間の基底は

1

0

0

 で与えられる.

−3 −a 0

0 −3a 0

0 −3a+ 3 0

 第 3 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 2 行に加える

−3 −a 0

0 −3 0

0 −3a+ 3 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し−3 0 0

0 −3 0

0 0 0

 だから −1 に対する固有空間の基底は

0

0

1

 で与えられる. a = 0 ならば 3a−1 = −1 であり, a = 1

ならば 3a − 1 = 2 だから, いずれにしても, 与えられた行列の固有値は −1 と 2 のみで, それぞれの固有値に対す

る固有空間の次元はともに 1次元だから, 与えられた行列は対角化不可能である. a ̸= 0, 1 の場合, 3a− 1 に対する

固有空間は

3a− 3 −a 0

0 0 0

0 3− 3a 3a

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間だから, その基底は

 a2

a(a− 1)

(a− 1)2


で与えられる. 故に, a ̸= 0, 1 ならば, 与えられた行列は

1 0 a2

0 0 a(a− 1)

0 1 (a− 1)2

 によって
2 0 0

0 −1 0

0 0 3a− 1

 に対角化
され, a = 0 または a = 1 ならば, 与えられた行列は対角化不可能である.
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(43)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ a− 2b 0 −2a+ 2b

a− b t− c −a+ b

a− b 0 t− 2a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− c)

∣∣∣∣∣t+ a− 2b −2a+ 2b

a− b t− 2a+ b

∣∣∣∣∣ = (t− c)(t2 − (a+ b)t+ ab) より, 与えられ

た行列の固有値は a, b, c である.

2a− 2b 0 −2a+ 2b

a− b a− c −a+ b

a− b 0 −a+ b

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 0 0

0 a− c 0

a− b 0 −a+ b

 だから
1

0

1

 は a に対する固有ベクトルである.

a− b 0 −2a+ 2b

a− b b− c −a+ b

a− b 0 −2a+ 2b

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

a− b 0 −2a+ 2b

0 b− c a− b

0 0 0


だから

2

1

1

 は b に対する固有ベクトルである. また,

0

1

0

 は c に対する固有ベクトルである.

1

0

1

 ,

2

1

1

 ,

0

1

0


は 1次独立であり, 与えられた行列の固有ベクトルからなる K3 の基底だから, 与えられた行列は

1 2 0

0 1 1

1 1 0

 に
よって

a 0 0

0 b 0

0 0 c

 に対角化される.

(44)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 3 −1

−2 t− 7 7 −1

−2 −10 t+ 10 −1

0 4 −4 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 3 −1

0 t+ 3 −(t+ 3) 0

−2 −10 t+ 10 −1

0 4 −4 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 1 −1

0 t+ 3 0 0

−2 −10 t −1

0 4 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(t+3)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 1 −1

−2 t −1

0 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣=(t+3)(t− 1)

∣∣∣∣∣t− 3 1

−2 t

∣∣∣∣∣=(t+3)(t− 1)(t3 − 3t+2)=(t+3)(t− 1)2(t− 2) より, 与えられた

行列の固有値は −3, 1, 2 である.


−2 −2 3 −1

−2 −6 7 −1

−2 −10 11 −1

0 4 −4 0

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


−2 −2 3 −1

0 −4 4 0

0 −8 8 0

0 4 −4 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−2 0 1 −1

0 −4 4 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は


1

2

2

0

 ,


−1

0

0

2

 で与えられる.


−6 −2 3 −1

−2 −10 7 −1

−2 −10 7 −1

0 4 −4 −4


(4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


−6 −3 4 0

−2 −11 8 0

−2 −11 8 0

0 4 −4 −4

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


−6 −3 4 0

10 −5 0 0

10 −5 0 0

−6 1 0 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−12 0 4 0

10 −5 0 0

0 0 0 0

−4 0 0 −4



だから −3 に対する固有空間の基底は


1

2

3

−1

 で与えられる.


−1 −2 3 −1

−2 −5 7 −1

−2 −10 12 −1

0 4 −4 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し
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
−1 −2 3 −1

0 −1 1 1

0 −6 6 1

0 4 −4 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−1 0 1 −3

0 −1 1 1

0 0 0 −5

0 0 0 5

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


−1 0 1 0

0 −1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 5

 だから 2 に対

する固有空間の基底は


1

1

1

0

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


1 −1 1 1

2 0 2 1

2 0 3 1

0 2 −1 0

 によって

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 2


に対角化される.

(45)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −6 9 3

−1 t− 3 3 1

−2 −4 t+ 5 2

−1 −2 3 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −6 9 3

0 t− 3 3 1

0 −4 t+ 5 2

t− 1 −2 3 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −6 9 3

0 t− 3 3 1

0 −4 t+ 5 2

0 4 −6 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 3 1

−4 t+ 5 2

4 −6 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣=

(t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 3 1

−4 t+ 5 2

0 t− 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 2 1

−4 t+ 3 2

0 0 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)2

∣∣∣∣∣t− 3 2

−4 t+ 3

∣∣∣∣∣ = (t−1)2(t2−1) = (t−1)3(t+1)よ

り,与えられた行列の固有値は 1と −1である.


−3 −6 9 3

−1 −2 3 1

−2 −4 6 2

−1 −2 3 1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 0 0 0

−1 −2 3 1

0 0 0 0

0 0 0 0

だから 1に対

する固有空間の基底は


−2

1

0

0

,

3

0

1

0

,

1

0

0

1

で与えられる.


−5 −6 9 3

−1 −4 3 1

−2 −4 4 2

−1 −2 3 −1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 14 −6 −2

−1 −4 3 1

0 4 −2 0

0 2 0 −2


(4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 12 −6 0

−1 −3 3 0

0 4 −2 0

0 2 0 −2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 0 0

−1 3 0 0

0 4 −2 0

0 2 0 −2

 だから −1 に対する固有空間の基底は


3

1

2

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


−2 3 1 3

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 1

 によって

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 に対角化される.

(46)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t 0 0 −1

2 t 2 0

−3 −1 t− 3 1

2 0 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −1

2 t 2 0

t− 3 −1 t− 3 1

t2 − 3t+ 2 0 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
2 t 2

t− 3 −1 t− 3

t2 − 3t+ 2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣=(t2−3t+2)

∣∣∣∣∣t −1

2 t− 3

∣∣∣∣∣=

(t− 1)(t− 2)(t2 − 3t+2)=(t− 1)2(t− 2)2 より, 与えられた行列の固有値は 1 と 2 である.


1 0 0 −1

2 1 2 0

−3 −1 −2 1

2 0 0 −2


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 1 2 2

0 −1 −2 −2

0 0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


1 0 0 −1

0 1 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は
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
0

−2

1

0

 ,


1

−2

0

1

 で与えられる.


2 0 0 −1

2 2 2 0

−3 −1 −1 1

2 0 0 −1

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


2 0 0 −1

2 2 2 0

−1 −1 −1 0

0 0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


2 0 0 −1

0 0 0 0

−1 −1 −1 0

0 0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は


1

0

−1

2

 ,


0

1

−1

0

 で与えられる. 故に, 与えられた行列

は


0 1 1 0

−2 −2 0 1

1 0 −1 −1

0 1 2 0

 によって

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 に対角化される.

(47)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3a− 4 4a− 2 2a− 1

−8a+ 4 t− 9a+ 2 −4a+ 2

4a− 2 4a− 2 t+ a− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3a− 4 0 2a− 1

−8a+ 4 t− a− 2 −4a+ 2

4a− 2 −2(t− a− 2) t+ a− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3a− 4 0 2a− 1

−8a+ 4 t− a− 2 −4a+ 2

−12a+ 6 0 t− 7a+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−a−2)

∣∣∣∣∣t+ 3a− 4 2a− 1

−12a+ 6 t− 7a+ 1

∣∣∣∣∣ = (t−a−2)2(t−3a−1)より,与えられた行

列の固有値は a+2と 3a+1である.

 4a− 2 4a− 2 2a− 1

−8a+ 4 −8a+ 4 −4a+ 2

4a− 2 4a− 2 2a− 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

4a− 2 4a− 2 2a− 1

0 0 0

0 0 0


だから a+ 2 に対する固有空間の基底は

 1

0

−2

 ,

 0

1

−2

 で与えられる.

 6a− 3 4a− 2 2a− 1

−8a+ 4 −6a+ 3 −4a+ 2

4a− 2 4a− 2 4a− 2


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 6a− 3 4a− 2 2a− 1

4a− 2 2a− 1 0

−8a+ 4 −4a+ 2 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−2a+ 1 0 2a− 1

4a− 2 2a− 1 0

0 0 0

 だから 3a+1 に対する

固有空間の基底は

 1

−2

1

で与えられる. 故に,与えられた行列は

 1 0 1

0 1 −2

−2 −2 1

によって
a+ 2 0 0

0 a+ 2 0

0 0 3a+ 1


に対角化される.

(48)

∣∣∣∣∣∣∣
t− ab+ 2 −a2 −3a

−b2 t− ab+ 2 −3b

b a t+ 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 2 0 a(t+ 2)

−b2 t− ab+ 2 −3b

b a t+ 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 2 0 0

−b2 t− ab+ 2 ab2 − 3b

b a t− ab+ 5

∣∣∣∣∣∣∣ =
(t + 2)

∣∣∣∣∣t− ab+ 2 ab2 − 3b

a t− ab+ 5

∣∣∣∣∣ = (t + 2)2(t − 2ab + 5) より, 与えられた行列の固有値は −2 と 2ab − 5 である.−ab −a2 −3a

−b2 −ab −3b

b a 3

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 0 0

0 0 0

b a 3

 だから −2 に対する固有空間の基底は

 3

0

−b

 ,

 0

3

−a

 で与え
られる.

ab− 3 −a2 −3a

−b2 ab− 3 −3b

b a 2ab

 第 3 行を −a 倍して−−−−−−−−−−−−→
第 1 行に加える

−3 −2a2 −2a2b− 3a

−b2 ab− 3 −3b

b a 2ab

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−3 −2a2 −2a2b− 3a

0 2
3a

2b+ ab− 3 b
(
2
3a

2b2 + ab− 3
)

0 − 2
3a

2b+ a b
(
− 2

3a
2b+ a

)
 だから 2ab− 5 に対する固有空間の基底は

 a

b

−1

 で与えられる. 故に,
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与えられた行列は

 3 0 a

0 3 b

−b −a −1

 によって
−2 0 0

0 −2 0

0 0 2ab− 5

 に対角化される.

(49)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3a− 9 2 a− 2

3a− 1 t a

−9a+ 18 −6 t− 3a+ 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3a− 9 2 a− 2

3a− 1 t a

3(t− 3) 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 2 a− 2

−1 t a

0 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 3)

∣∣∣∣∣t− 3 2

−1 t

∣∣∣∣∣ =
(t−3)(t2−3t+2) = (t−1)(t−2)(t−3)より,与えられた行列の固有値は 1, 2, 3である.

 3a− 8 2 a− 2

3a− 1 1 a

−9a+ 18 −6 −3a+ 4


第 1 行を 2 倍したものと−−−−−−−−−−−−−−→
第 2 行を第 3 行に加える

3a− 8 2 a− 2

3a− 1 1 a

1 −1 0

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

3a− 6 0 a− 2

3a 0 a

1 −1 0

 第 2 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 1 行に加える−6 0 −2

3a 0 a

1 −1 0

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−6 0 −2

0 0 0

1 −1 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は

 1

1

−3

 で与えられる.

 3a− 7 2 a− 2

3a− 1 2 a

−9a+ 18 −6 −3a+ 5

 第 1 行を 2 倍したものと−−−−−−−−−−−−−−→
第 2 行を第 3 行に加える

3a− 7 2 a− 2

3a− 1 2 a

3 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 −6 0 −2

3a− 1 2 a

3 0 1


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 0 0

−1 2 0

3 0 1

だから2に対する固有空間の基底は

 2

1

−6

で与えられる.

 3a− 6 2 a− 2

3a− 1 3 a

−9a+ 18 −6 −3a+ 6


第 1 行を 2 倍したものと−−−−−−−−−−−−−−→
第 2 行を第 3 行に加える

3a− 6 2 a− 2

3a− 1 3 a

5 1 2

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

3a− 16 0 a− 6

3a− 16 0 a− 6

5 1 2

 第 2 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 1 行に加える 0 0 0

3a− 16 0 a− 6

5 1 2

 だから 3 に対する固有空間の基底は

−a+ 6

−a+ 2

3a− 16

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は

 1 2 −a+ 6

1 1 −a+ 2

−3 −6 3a− 16

 によって
1 0 0

0 2 0

0 0 3

 に対角化される.

(50)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 6a− 5 −6 2a− 3

3a− 6 t− 5 a− 3

−18a+ 18 18 t− 6a+ 10

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 6a− 5 −6 2a− 3

3a− 6 t− 5 a− 3

3(t+ 1) 0 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 4 −6 2a− 3

3 t− 5 a− 3

0 0 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣=(t+ 1)

∣∣∣∣∣t+ 4 −6

3 t− 5

∣∣∣∣∣=
(t+1)(t2− t−2) = (t+1)2(t−2) より, 与えられた行列の固有値は −1 と 2 である.

 6a− 6 −6 2a− 3

3a− 6 −6 a− 3

−18a+ 18 18 −6a+ 9


(1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

6a− 6 −6 2a− 3

−3a 0 −a
0 0 0

 · · · (∗)だから, a = 0ならば −1に対する固有空間の基底は

 1

0

−2

,
 0

1

−2


で与えられる. a ̸= 0ならば (∗) 第 2 行を−−−−−−→

− 1
a 倍する

6a− 6 −6 2a− 3

3 0 1

0 0 0

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

3 −6 0

3 0 1

0 0 0

だから −1に対す
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る固有空間の基底は

 2

1

−6

 で与えられる.

 6a− 3 −6 2a− 3

3a− 6 −3 a− 3

−18a+ 18 18 −6a+ 12

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 9 0 3

3a− 6 −3 a− 3

−18 0 −6


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

9 0 3

3 −3 0

0 0 0

 だから 2 に対する固有空間の基底は

 1

1

−3

 で与えられる. 故に, 与えられた行列

は a = 0 ならば

 1 0 1

0 1 1

−2 −2 −3

 によって
−1 0 0

0 −1 0

0 0 2

 に対角化され, a ̸= 0 ならば対角化不可能である.

(51)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ 4 0 0 −3

−3 t+ 1 0 3

0 0 t+ 1 0

6 0 0 t− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (t+1)2

∣∣∣∣∣t+ 4 −3

6 t− 5

∣∣∣∣∣ = (t+1)2(t2− t+2) = (t+1)3(t−2) より, 与えられた

行列の固有値は −1と 2である.


3 0 0 −3

−3 0 0 3

0 0 0 0

6 0 0 −6

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


3 0 0 −3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

だから−1に対する固有空間

の基底は


1

0

0

1

 ,


0

1

0

0

 ,


0

0

1

0

 で与えられる.


6 0 0 −3

−3 3 0 3

0 0 3 0

6 0 0 −3

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


6 0 0 −3

3 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 0

 だから 2 に対す

る固有空間の基底は


1

−1

0

2

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 0

1 0 0 2

 によって

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 2


に対角化される.

(52)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3 2 2 −1

−2 t− 3 −2 0

−3 −1 t− 2 1

4 2 2 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0 −(t− 1)

−2 t− 3 −2 0

−3 −1 t− 2 1

4 2 2 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0 0

−2 t− 3 −2 −2

−3 −1 t− 2 −2

4 2 2 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 −2

−1 t− 2 −2

2 2 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 −2

−(t− 1) t− 2 −2

0 2 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −2 −2

0 t− 4 −4

0 2 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)2

∣∣∣∣∣t− 4 −4

2 t+ 2

∣∣∣∣∣ =

t(t− 1)2(t− 2) より, 与えられた行列の固有値は 0, 1, 2 である.


3 2 2 −1

−2 −3 −2 0

−3 −1 −2 1

4 2 2 −2

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


3 2 2 −1

−2 −3 −2 0

0 1 0 0

−2 −2 −2 0

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


3 0 2 −1

−2 0 −2 0

0 1 0 0

−2 0 −2 0

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


1 0 0 −1

−2 0 −2 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 だから 0 に対する固

有空間の基底は


1

0

−1

1

 で与えられる.


4 2 2 −1

−2 −2 −2 0

−3 −1 −1 1

4 2 2 −1

 (1,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


4 2 2 −1

−2 −2 −2 0

1 1 1 0

0 0 0 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し
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
2 0 0 −1

0 0 0 0

1 1 1 0

0 0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は


1

0

−1

2

 ,


0

1

−1

0

 で与えられる.


5 2 2 −1

−2 −1 −2 0

−3 −1 0 1

4 2 2 0


(3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


2 1 2 0

−2 −1 −2 0

−3 −1 0 1

4 2 2 0

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


2 1 2 0

0 0 0 0

−3 −1 0 1

2 1 0 0

 (4,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 2 0

0 0 0 0

−1 0 0 1

2 1 0 0

 だから 2 に

対する固有空間の基底は


1

−2

0

1

で与えられる. 故に,与えられた行列は


1 1 0 1

0 0 1 −2

−1 −1 −1 0

1 2 0 1

によって

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2


に対角化される.

(53)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 −4 −1

5 t+ 2 8 −1

−2 0 t− 4 2

−5 −2 −8 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −2 −4 −1

5 t+ 2 8 −1

−2 0 t− 4 2

0 t 0 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −1 −4 −1

5 t+ 3 8 −1

−2 −2 t− 4 2

0 0 0 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= t

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −1 −4

5 t+ 3 8

−2 −2 t− 4

∣∣∣∣∣∣∣=

t

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −1 −4

−(t− 2) t+ 3 8

0 −2 t− 4

∣∣∣∣∣∣∣= t
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −1 −4

0 t+ 2 4

0 −2 t− 4

∣∣∣∣∣∣∣= t(t− 2)

∣∣∣∣∣t+ 2 4

−2 t− 4

∣∣∣∣∣= t2(t− 2)2 より, 与えられた行列の固有値

は 0と 2である.


−3 −2 −4 −1

5 2 8 −1

−2 0 −4 2

−5 −2 −8 1

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 −2 2 −4

0 2 −2 4

−2 0 −4 2

0 −2 2 −4

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 0 0

0 2 −2 4

−2 0 −4 2

0 0 0 0



だから 0 に対する固有空間の基底は


−2

1

1

0

 ,


1

−2

0

1

 で与えられる.


−1 −2 −4 −1

5 4 8 −1

−2 0 −2 2

−5 −2 −8 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


−1 −2 −4 −1

0 −6 −12 −6

0 4 6 4

0 8 12 8

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−1 0 0 1

0 −6 −12 −6

0 0 −2 0

0 0 −4 0

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


−1 0 0 1

0 −6 0 −6

0 0 −2 0

0 0 0 0

 だから 2 に

対する固有空間の基底は


1

−1

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は対角化不可能である.

(54)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 1 1 2

−1 t− 1 −1 0

−a −1 t− a −2

−1 −1 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 1 1 2

−1 t− 1 −1 0

t− a+ 1 0 t− a+ 1 0

−1 −1 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t 1 1 2

0 t− 1 −1 0

0 0 t− a+ 1 0

−1 −1 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(t−a+1)

∣∣∣∣∣∣∣
t 1 2

0 t− 1 0

−1 −1 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−a+1)(t−1)

∣∣∣∣∣ t 2

−1 t− 3

∣∣∣∣∣ = (t−a+1)(t−1)(t2−3t+2) = (t−a+1)(t−1)2(t−2)よ
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り,与えられた行列の固有値は 1, 2, a−1である.


2 1 1 2

−1 0 −1 0

−a −1 1− a −2

−1 −1 0 −2

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 1 −1 2

−1 0 −1 0

0 −1 1 −2

0 −1 1 −2


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 1 −1 2

−1 0 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから 1 に対する固有空間の基底は


−1

1

1

0

 ,


0

−2

0

1

 で与えられる.


3 1 1 2

−1 1 −1 0

−a −1 2− a −2

−1 −1 0 −1

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 4 −2 2

−1 1 −1 0

0 −a− 1 2 −2

0 −2 1 −1

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 0 0 0

−1 1 −1 0

0 −a+ 3 0 0

0 −2 1 −1



だから 2 に対する固有空間の基底は, a = 3 ならば


1

1

0

−2

 ,


−1

0

1

1

 で与えられ, a ̸= 3 ならば


−1

0

1

1

 で与えられる.

a ̸= 2, 3の場合,


a 1 1 2

−1 a− 2 −1 0

−a −1 −1 −2

−1 −1 0 a− 4

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 a2 − 2a+ 1 −a+ 1 2

−1 a− 2 −1 0

0 −a2 + 2a− 1 a− 1 −2

0 −a+ 1 1 a− 4

 第 1 行を第 3 行−−−−−−−−−→
に加える


0 a2 − 2a+ 1 −a+ 1 2

−1 a− 2 −1 0

0 0 0 0

0 −a+ 1 1 a− 4

 第 4 行を a− 1 倍−−−−−−−−−−−→
して第 1 行に加える


0 0 0 (a− 2)(a− 3)

−1 a− 2 −1 0

0 0 0 0

0 −a+ 1 1 a− 4

 (4,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 0 0 (a− 2)(a− 3)

−1 a− 2 −1 0

0 0 0 0

0 −a+ 1 1 0

 (4,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 0 (a− 2)(a− 3)

−1 −1 0 0

0 0 0 0

0 −a+ 1 1 0

 だから a−1 に対する

固有空間の基底は


−1

1

a− 1

0

 で与えられる. 以上から, a = 3 の場合, 与えられた行列は


−1 0 1 −1

1 −2 1 0

1 0 0 1

0 1 −2 1

 に

よって


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 に対角化され, a = 2 の場合, 与えられた行列は対角化不可能, a ̸= 2, 3 の場合, 与えられた

行列は


−1 0 −1 −1

1 −2 0 1

1 0 1 a− 1

0 1 1 0

 によって

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 a− 1

 に対角化される.

(55)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− 1 0 0 0 −4

2 t+ 3 0 2 0

4 8 t− 1 4 0

−2 −4 0 t− 3 4

0 0 0 0 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (t+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 0 0

2 t+ 3 0 2

4 8 t− 1 −4

−2 −4 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (t+ 1)(t− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
t+ 3 0 2

8 t− 1 −4

−4 0 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
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(t+ 1)(t− 1)2

∣∣∣∣∣t+ 3 2

−4 t− 3

∣∣∣∣∣ = (t+ 1)2(t− 1)3 より, 与えられた行列の固有値は 1, −1 である.
0 0 0 0 −4

2 4 0 2 0

4 8 0 4 0

−2 −4 0 −2 4

0 0 0 0 2


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 0 0 0 −4

2 4 0 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 2


(3,4) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し


0 0 0 0 −4

2 4 0 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 2



(5,5) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 5 列の掃き出し


0 0 0 0 0

2 4 0 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 2

 だから 1 に対する固有空間の基底は


2

−1

0

0

0

 ,


0

0

1

0

0

 ,


−1

0

0

1

0

 で与えられる.


−2 0 0 0 −4

2 2 0 2 0

4 8 −2 4 0

−2 −4 0 −4 4

0 0 0 0 0


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


−2 0 0 0 −4

0 2 0 2 −4

0 8 −2 4 −8

0 −4 0 −4 8

0 0 0 0 0


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−2 0 0 0 −4

0 2 0 2 −4

0 0 −2 −4 8

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



だから −1に対する固有空間の基底は


0

−1

−2

1

0

 ,


−2

2

4

0

1

で与えられる. 故に,与えられた行列は


2 0 −1 0 −2

−1 0 0 −1 2

0 1 0 −2 4

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1



によって


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −1

 に対角化される.

2. (1) 与えられた行列を A とする. p = q = 0 の場合は, A = E2 だから (p, q) ̸= (0, 0) と仮定する. A の固有多項式

は t2−(2−p−q)t+1−p−q = (t−1)(t−1+p+q)だから, Aの固有値は 1と 1−p−q である. E2−A =

(
p −q
−p q

)
,

(1 − p − q)E2 − A =

(
−q −q
−p −p

)
だから, 1, 1 − p − q に対する A の固有ベクトルとして, それぞれ

(
q

p

)
,

(
−1

1

)

を選ぶ. p+ q ̸= 0 の場合, P =

(
q −1

p 1

)
とおけば, P−1 =

(
1
p+q

1
p+q

−p
p+q

q
p+q

)
, P−1AP =

(
1 0

0 1− p− q

)
だから, An

は次で与えられる.

An = P

(
1 0

0 1− p− q

)n
P−1 =

(
q+p(1−p−q)n

2
q−q(1−p−q)n

2
p−p(1−p−q)n

2
p+q(1−p−q)n

2

)

p + q = 0 の場合, P =

(
1 1

−1 1

)
とおけば, P−1 =

(
1
2 − 1

2
1
2

1
2

)
, P−1AP =

(
1 −2p

0 1

)
だから, An は次で与えら

れる.

An = P

(
1 −2p

0 1

)n
P−1 =

(
1 1

−1 1

)(
1 −2np

0 1

)(
1
2 − 1

2
1
2

1
2

)
=

(
1− np −np
np 1 + np

)
(2) 与えられた行列を A とする. A の固有多項式は t2− (2λ+ac+ bd)t+λ(λ+ac+ bd) = (t−λ)(t−λ−ac− bd)

だから, A の固有値は λ と λ+ ac+ bd である. λE2 − A =

(
−ac −ad
−bc −bd

)
, (λ+ ac+ bd)E2 − A =

(
bd −ad
−bc ac

)
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だから, ac + bd ̸= 0 の場合は, λ, λ + ac + bd に対する A の固有ベクトルとして, それぞれ

(
−d
c

)
,

(
a

b

)
を選ぶ.

P =

(
a −d
b c

)
とおけば, P−1AP =

(
λ+ ac+ bd 0

0 λ

)
, P−1 =

(
c

ac+bd
d

ac+bd

− b
ac+bd

a
ac+bd

)
だから, An は次で与えられる.

An = P

(
λ+ ac+ bd 0

0 λ

)n
P−1 =

(
ac(λ+ac+bd)n+bdλn

ac+bd
ad((λ+ac+bd)n−λn)

ac+bd
bc((λ+ac+bd)n−λn)

ac+bd
bd(λ+ac+bd)n+acλn

ac+bd

)

a = b = 0 の場合は A = λE2 だから An = λnE2 である. ac + bd = 0 かつ (a, b) ̸= (0, 0) の場合,

(
a

b

)
は λ に

対する固有ベクトルで, P =

(
a −b̄
b ā

)
とおけば P は正則行列である. このとき, P−1 =

(
ā

|a|2+|b|2
b̄

|a|2+|b|2

− b
|a|2+|b|2

a
|a|2+|b|2

)
,

P−1AP =

(
λ ād− b̄c

0 λ

)
であり, n による数学的帰納法で

(
λ ād− b̄c

0 λ

)n
=

(
λn n(ād− b̄c)λn−1

0 λn

)
が示される

ため，An は以下で与えられる.

An = P

(
λ ād− b̄c

0 λ

)n
P−1 =

(
λn + acnλn−1 adnλn−1

bcnλn−1 λn + bdnλn−1

)

3. A =
(
aij
)
とすれば, f(vj) =

n∑
i=1

aijvi だから

f(v) = f

 n∑
j=1

xjvj

 =

n∑
j=1

xjf(vj) =

n∑
j=1

xj

(
n∑
i=1

aijvi

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

aijxjvi =

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj

vi

である. 一方 λx =
n∑
i=1

λxivi より f(x) = λx が成り立つことと,
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijxj

)
vi =

n∑
i=1

λxivi が成り立つこ

とは同値である. さらに, v1,v2, . . . ,vn の 1 次独立性から, f(x) = λx が成り立つためには
n∑
j=1

aijxj = λxi が

i = 1, 2, . . . , n に対して成り立つことが必要十分である. この等式の左辺は Ax̃ の第 i 成分に他ならないため,

f(x) = λx が成り立つためには Ax̃ = λx̃ が成り立つことが必要十分である. また, v1,v2, . . . ,vn は 1次独立だか

ら x ̸= 0 であることと x̃ ̸= 0 であることは同値である. 従って λ が f の固有値であり, かつ x が λ に対する f の

固有ベクトルであるためには, λ が A の固有ベクトルであり, かつ x̃ が λ に対する A の固有ベクトルであること

が必要十分である.

4. P−1AP が, λj を (j, j)成分とする対角行列ならば, P−1AP =
(
λ1e1 λ2e2 · · · λjej · · · λnen

)
だから, Pej = vj

に注意すれば AP = P
(
λ1e1 λ2e2 · · · λjej · · · λnen

)
=
(
P (λ1e1) P (λ2e2) · · · P (λjej) · · · P (λnen)

)
=(

λ1v1 λ2v2 · · · λjvj · · · λnvn
)
が得られるため, j = 1, 2, . . . , n に対して AP の第 j列は λjvj である. 一方, P の

第 j 列は vj だから, AP の第 j 列は Avj である. 従って Avj = λjvj が成り立ち, P が正則行列であることから,

P の各列ベクトルは零ベクトルではないため, λj は A の固有値で, vj が λj に対する固有ベクトルである.

逆に λj が A の固有値で, vj が λj に対する固有ベクトルであるとする. このとき Avj = λjvj だから AP =

A
(
v1 v2 · · · vj · · · vn

)
=
(
Av1 Av2 · · · Avj · · · Avn

)
=
(
λ1v1 λ2v2 · · · λjvj · · · λnvn

)
である. vj = Pej に

注意すれば, 上式から AP =
(
λ1Pe1 λ2Pe2 · · · λjPej · · · λnPen

)
= P

(
λ1e1 λ2e2 · · · λjej · · · λnen

)
が得られ,

P が正則行列であることから, P−1AP =
(
λ1e1 λ2e2 · · · λjej · · · λnen

)
が成り立ち, P−1AP は λj を (j, j)成分

とする対角行列である.

5. (1) f(u) = a11u+a21v+a31w, f(v) = a12u+a22v+a33w, f(w) = a13u+a23v+a33w とおき,各等式の両辺の
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成分を比較すれば,

 0

1

−1

 =

a11 + a31

a11 + a21

a21 + a31

 =

1 0 1

1 1 0

0 1 1


a11a21

a31

,

−1

1

0

 =

a12 + a32

a12 + a22

a22 + a32

 =

1 0 1

1 1 0

0 1 1


a12a22

a32

,

 1

−2

1

 =

a13 + a33

a13 + a23

a23 + a33

 =

1 0 1

1 1 0

0 1 1


a13a23

a33

が得られるため,

1 0 1

1 1 0

0 1 1


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 0 −1 1

1 1 −2

−1 0 1


が成り立つ. ここで,

 1 0 1 1 0 0

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 0 1 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 1 1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 1 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 2 1 −1 1

 第 3 行を−−−−−→
1
2 倍する

 1 0 1 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 1 1
2 − 1

2
1
2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 1 0 0 1
2

1
2 − 1

2

0 1 0 − 1
2

1
2

1
2

0 0 1 1
2 − 1

2
1
2



より,

1 0 1

1 1 0

0 1 1


−1

=


1
2

1
2 − 1

2

− 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2
1
2

 だから, [u,v,w] に関する f の表現行列は

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

1 0 1

1 1 0

0 1 1


−1 0 −1 1

1 1 −2

−1 0 1

 =


1
2

1
2 − 1

2

− 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2
1
2


 0 −1 1

1 1 −2

−1 0 1

 =

 1 0 −1

0 1 −1

−1 −1 2

 である.

(2) (1)で求めた f の表現行列を A とすれば, 問題 3の結果から, f の固有値は A の固有値である.∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 1

0 t− 1 1

1 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −(t− 1) 0

0 t− 1 1

1 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

0 t− 1 1

1 1 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 t− 1 1

1 2 t− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
(t− 1)

∣∣∣∣∣t− 1 1

2 t− 2

∣∣∣∣∣ = t(t− 1)(t− 3) だから, f の固有値は 0, 1, 3 である.

−1 0 1

0 −1 1

1 1 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し−1 0 1

0 −1 1

0 1 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 1

0 −1 1

0 0 0

 だから A の 0 に対する固有空間の基底は

1

1

1

 で与えられ
る.

0 0 1

0 0 1

1 1 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 0 1

0 0 0

1 1 0

 だから A の 1 に対する固有空間の基底は

 1

−1

0

 で与えられる.

2 0 1

0 2 1

1 1 1

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −2 −1

0 2 1

1 1 1

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 0 0

0 2 1

1 −1 0

だから Aの 3に対する固有空間の基

底は

 1

1

−2

で与えられる. 故に問題 3の結果から, f の固有値 0, 1, 3に対する固有空間の基底はそれぞれu+v+w,

u− v, u+ v − 2w で与えられる.

6. (1) 求める表現行列を A =
(
aij
)
とおくと, j = 1, 2, 3 に対し, f(vj) =

3∑
i=1

aijvi =

 a1j − a3j

−a1j + a2j + aa3j

−a2j + (2a− 1)a3j

 =

 1 0 −1

−1 1 a

0 −1 2a− 1


a1ja2j
a3j

 である. 従って P =

 1 0 −1

−1 1 a

0 −1 2a− 1

 とおけば PA =
(
f(v1) f(v2) f(v3)

)
が成
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り立つ. ここで,

 1 0 −1 1 0 0

−1 1 a 0 1 0

0 −1 2a− 1 0 0 1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 1 0 −1 1 0 0

0 1 a− 1 1 1 0

0 −1 2a− 1 0 0 1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 1 0 −1 1 0 0

0 1 a− 1 1 1 0

0 0 3a− 2 1 1 1

 第 3 行を−−−−−−−→
1

3a−2 倍する

 1 0 −1 1 0 0

0 1 a− 1 1 1 0

0 0 1 1
3a−2

1
3a−2

1
3a−2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 1 0 0 3a−1

3a−2
1

3a−2
1

3a−2

0 1 0 2a−1
3a−2

2a−1
3a−2 − a−1

3a−2

0 0 1 1
3a−2

1
3a−2

1
3a−2

 より, P−1 =


3a−1
3a−2

1
3a−2

1
3a−2

2a−1
3a−2

2a−1
3a−2 − a−1

3a−2
1

3a−2
1

3a−2
1

3a−2

 だから A = P−1
(
f(v1) f(v2) f(v3)

)
=


3a−1
3a−2

1
3a−2

1
3a−2

2a−1
3a−2

2a−1
3a−2 − a−1

3a−2
1

3a−2
1

3a−2
1

3a−2


 2 1 1− 2a

−2 1 2a

0 −2 a− 1

 =

2 1 − 6a2−8a+2
3a−2

0 2 −a2−4a+2
3a−2

0 0 a
3a−2

 である.

(2) |tE3 −A| =

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −1 6a2−8a+2

3a−2

0 t− 2 a2−4a+2
3a−2

0 0 t− a
3a−2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)2
(
t− a

3a− 2

)
だから A の固有値は固有値は 2 と

a

3a− 2
で

ある. 故に, 問題 3の結果から f の固有値は 2 と
a

3a− 2
である.

(3) 2E3 − A =

0 −1 6a2−8a+2
3a−2

0 0 a2−4a+2
3a−2

0 0 5a−4
3a−2

 であり,
a2 − 4a+ 2

3a− 2
と

5a− 4

3a− 2
の少なくとも一方は 0 でないため, A

の固有値 2 に対する固有空間の基底は

1

0

0

 で与えられる. a ̸= 4

5
の場合, A の固有値

a

3a− 2
は 2 と異な

り,
a

3a− 2
E3 −A =


−5a+4
3a−2 −1 6a2−8a+2

3a−2

0 −5a+4
3a−2

a2−4a+2
3a−2

0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−5a+4
3a−2 0 27a3−50a2+28a−4

(3a−2)(5a−4)

0 −5a+4
3a−2

a2−4a+2
3a−2

0 0 0

 だから
A の固有値

a

3a− 2
に対する固有空間の基底は

27a3 − 50a2 + 28a− 4

(5a− 4)(a2 − 4a+ 2)

(5a− 4)2

 で与えられる. 問題 3の結果から f の固

有値 2 に対する固有空間の基底は v1 =

 1

−1

0

 で与えられ, a ̸= 4

5
の場合, f の固有値

a

3a− 2
に対する固有空間の

基底は (27a3 − 50a2 + 28a− 4)v1 + (5a− 4)(a2 − 4a+ 2)v + 2 + (5a− 4)2v3 =

27a3 − 75a2 + 68a− 20

3a3 − 14a2 + 14a− 4

45a3 − 81a2 + 46a− 8

 で与
えられる. 以上から, f の固有ベクトルからなる R3 の基底は存在しない.

7. (1) f(1) = 2, f(x) = 2x+ 1, f(x2) = 2x2 + 2x だから, 求める行列は

2 1 0

0 2 2

0 0 2

.

(2) 上で求めた行列を A とすると A の固有多項式は (t− 2)3 となるため A の固有値は 2 だけである.

xy
z

 を 2

に対する A の固有ベクトルとすれば 2E3−A =

0 1 0

0 0 2

0 0 0

 だから y = z = 0 となるため, A の固有ベクトルは e1
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のスカラー倍である. 従って, A の固有ベクトルからなる R3 の基底は存在しないため, A は対角化不可能である.

8. (1) 正方行列 X に対して |tX| = |X| だから FA(x) = |xEn − A| = |t(xEn − A)| = |xtEn − tA| = |xEn − tA| =
FtA(x).

(2) FA(x) = |xEn −A| =
n∑
k=0

ck(A)x
k とおけば, 行列式の定義から, 各 ck(A) は aij の整数係数の多項式である.

すなわち, xij (i, j = 1, 2, . . . , n) を変数とし, 各単項式の係数が整数である n2 変数多項式 fk(x11, . . . , xij , . . . , xnn)

で, 任意の n次正方行列 A =
(
aij
)
に対して ck(A) = fk(a11, . . . , aij , . . . , ann) となるものがある. 共役複素数に

関して z + w = z + w, zw = z w が成り立ち, fk(x11, . . . , xij , . . . , xnn) の各単項式の係数が整数であることから,

ck
(
A
)
= fk(a11, . . . , aij , . . . , ann) = fk(a11, . . . , aij , . . . , ann) = ck(A) が得られる.

(3) FA(x) =
n∑
k=0

ck(A)x
k とおけば, (1)と (2)の結果から A∗ の固有多項式 FA∗(x) は FA∗(x) =

n∑
k=0

ck(A)x
k で

ある. λ が A の固有値ならば FA(λ) =
n∑
k=0

ck(A)λ
k = 0 だから FA∗(λ̄) =

n∑
k=0

ck(A)λ̄
k =

n∑
k=0

ck(A)λk = 0̄ = 0 と

なるため, λ̄ は A∗ の固有値である.

9. v1,v2, . . . ,vm を λ に対する A の固有空間の基底として, v1,v2, . . . ,vn が Kn 基底になるようにベクトル

vm+1,vm+2, . . . ,vn を選ぶ. vj を第 j列とする n次正方行列を P とし, Avj =
n∑
i=1

cijvi とおいて, cij を (i, j)成分

とする n次正方行列を A′ とすれば, P−1AP = A′ が成り立つ. j = 1, 2, . . . ,m ならば Avj = λvj だから cjj = 1,

cij = 0 (i ̸= j) となるため, A′ は

(
λEm B

O C

)
という形になる. P−1AP = A′ より A の固有多項式は A′ の固有

多項式と一致し, A′ の固有多項式は

|tEn −A′| =

∣∣∣∣∣(t− λ)Em −B
O tEn−m − C

∣∣∣∣∣ = |(t− λ)Em||tEn−m − C| = (t− λ)m|tEn−m − C|

となって (t− λ)m を因数にもつことがわかる.

10. (1) 第 2, 3, . . . , n行を第 1行に加えれば,
n∑
i=1

aij = 1 より A の固有多項式 |xEn −A| は

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 x− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...

−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 x− 1 · · · x− 1

−a21 x− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...

−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

−a21 x− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...

−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
に等しい. 従って A の固有多項式は x− 1 を因数にもつため, A は 1を固有値にもつ.

(2) 仮定から
n∑
i=1

āij = 1 だから A∗v = v が成り立つ. 従って (Ax,v) = (x, A∗v) = (x,v) だから, x ∈ Hk なら

ば Ax ∈ Hk である.

11. まず rankP = m だから rankPQ ≦ m < n であるため, A− λEn = PQ は正則行列ではないため, λ は A の

固有値である. 再び rankP = m より TP : Km → Kn は単射であるため, λ に対する A の固有空間は KerTQ で

ある. 従って次元公式から λ に対する A の固有空間の次元は n−m であるため, A が対角化可能ならば λ 以外の

固有値に対する m 個の 1次独立な A の固有ベクトル v1,v2, . . . ,vm が存在する. vj は A の固有値 µj に対する固

有ベクトルであるとすれば, Avj = µjvj より PQvj = (µj − λ)vj が成り立つため, vj は P の列ベクトルの 1次結

合である.

そこで, P の第 i列を pi として vj =
m∑
i=1

cijpi と表し, cij を第 i成分とする Km のベクトルを cj とすれば

vj = Pcj が成り立つ. ここで, v1,v2, . . . ,vm が 1次独立で vj = Pcj より, c1, c2, . . . , cm も 1次独立であることに

注意する. vj = Pcj を PQvj = (µj −λ)vj に代入すれば PQPcj = P ((µj −λ)cj) が得られるが, TP が単射である

ことから, QPcj = (µj − λ)cj が成り立つ. これは µj − λ がm次正方行列 QP の固有値で, cj が固有値 µj − λ に
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関する QP の固有ベクトルであることを意味し, c1, c2, . . . , cm は Km の基底であるから, QP が cj を第 j 列とす

る m 次正方行列によって µj − λ を (j, j)成分とする対角行列に対角化されることがわかる. さらに, µ1, µ2, . . . , µm

はすべて λ と異なるため, µj − λ を (j, j)成分とする対角行列は正則行列である. 従って QP も正則行列である.

逆に, QP は正則行列で, m 次正則行列 C によって対角化されると仮定する. 対角行列 C−1QPC を D とお

き, νj を D の (j, j)成分とする. このとき, D は正則だから, ν1, ν2, . . . , νm はどれも 0 ではないことに注意する.

rankP = m で C は正則だから rankPC = m となるため, PC の第 j 列を vj とすれば, v1,v2, . . . ,vm 1次独

立である. C−1QPC = D の両辺に左から PC をかけると PQPC = PCD であり, この両辺の第 j 列をみると,

PQvj = νjvj が成り立つことがわかる. 従って Avj = (λ + νj)vj となるため, λ + νj は A の固有値で, vj は

λ+ νj に対する A の固有ベクトルである. 一方 TP は単射だから KerTPQ = Ker (TP ◦TQ) = KerTQ である. 従っ

て x ∈ Kn が Ax = λx を満たすことと x ∈ KerTQ であることは同値だから, λ は A の固有値で λ に対する A の

固有空間は KerTQ である. rankQ = m だから, dim KerTQ = n−m であるため, vm+1,vm+2, . . . ,vn を KerTQ

の基底とすれば, ν1, ν2, . . . , νm はどれも 0 ではないため, λ+ ν1, λ+ ν2, . . . , λ+ νm はどれも λ とは異なることから

A の固有ベクトルからなる v1,v2, . . . ,vm,vm+1,vm+2, . . . ,vn は 1次独立であり, Kn の基底となる. 故に A は対

角化可能である.

12. (1) tbx = 0 を満たすベクトル x 全体からなる Kn の部分空間を Z とする. a ̸= 0 より, n× 1 行列 a で表され

る 1次写像 Ta : K → Kn は単射であり, x ∈ Kn に対し, (λEn −A)x = atbx = Ta(
tbx) だから (λEn −A)x = 0

であることと tbx = 0 であることは同値であるため, KerTtb = Z = {x ∈ Kn| (λEn − A)x = 0} が成り立つ.

b ̸= 0 だから Ttb : Kn → K は全射であるため, 次元公式から dim Z = dimKerTtb = n − 1 である. 故に λ は

A の固有値であり, λ に対する A の固有空間は Z に一致して, その次元は n− 1 である. 従って, 問題 9により A

の固有多項式は (t − λ)n−1 を因数にもつため, A の固有多項式は (t − λ)n−1(t − µ) (µ ∈ K)の形に因数分解され

る. ここで, trA = nλ+ tba であり, A の固有多項式の tn−1 の係数 −((n− 1)λ+ µ) は −trA に等しいことから,

(n− 1)λ+ µ = nλ+ tba が成り立ち, µ = λ+ tba が得られる.

(2) a, b はともに零ベクトルではないため atb は零行列ではなく, atb が表す Kn の 1次変換は階数が 1の 1次

写像 Ttb : Kn → K と Ta : K → Kn の合成写像だから, atb の階数は 1である. 従って atb は単位行列のスカ

ラー倍ではないため, A = λEn + atb も単位行列のスカラー倍ではない. 故に A の最小多項式は 2次以上の多項式

になる. 一方, tba がスカラーであることに注意すれば

(A− λEn)(A− (λ+ tba)En) = atb(atb− tbaEn) = a(tba)tb− (tba)atbEn = (tba)atb− (tba)atb = O

だから, (t− λ)(t− λ− tba) が A の最小多項式である.

(3) (λEn+atb)a = (λ+ tba)aだから, aは λ+ tbaに対する固有ベクトルである. W を λ+ tbaに対する Aの固有

空間とすれば, tba ̸= 0の場合, λ+ tba ̸= λだから Z∩W = {0}である. 従って dim Z+dim W = dim(Z+W ) ≦ n

が成り立ち, dim Z = n− 1 だから 1 ≦ dim W ≦ 1 となり, W の次元は 1で, a によって生成されることがわかる.

bk ̸= 0 となる k を選んで, 各 j = 1, 2, . . . , n に対し, vj = bjek − bkej によって vj ∈ Kn を定めると, tbvj = 0

だから vj ∈ V であり, さらに v1, . . . ,vk−1,vk+1, . . . ,vn は 1 次独立でもあるため, V の基底である. そこで,

P =
(
v1 . . . vk−1 vk+1 · · · vn a

)
とおけば, P は正則で, P の第 1列から第 n− 1列までは λEn+atb の固有値 λ

に対する固有ベクトルで, P の第 n列は λEn+atbの固有値 λ+ tbaに対する固有ベクトルだから, P−1(λEn+atb)P

は対角行列

(
λEn−1 0

t0 λ+ tba

)
である.

13. (1) i = 0, 1, . . . , n − 1 に対し, Aien = en−i +
n∑

j=n−i+1

bjej という形になることを示せば, Ai−1en を第 i 列と

する n 次正方行列は対角成分がすべて 1 の下半三角行列になるため en, Aen, A
2en, . . . , A

n−1en は 1次独立であ

る. まず, i = 0 のときは上の主張は明らかである. Ae1 = −a0en, Aei = ei−1 − ai−1en (i = 2, 3, . . . , n) だから,
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Ai−1en = en−i+1 +
n∑

j=n−i+2

bjej と仮定すれば, i < n ならば

Aien = A

en−i+1 +

n∑
j=n−i+2

bjej

 = Aen−i+1 +

n∑
j=n−i+2

bjAej = en−i − an−ien +

n∑
j=n−i+2

bj(ej−1 − aj−1en)

= en−i +

n−1∑
j=n−i+1

bj+1ej −

 n∑
j=n−i+2

bjaj−1 − an−i

 en

となるため, 数学的帰納法により主張が示される.

(2) f(x) =
n−1∑
i=0

cix
i として f(A) = O と仮定すれば,

n−1∑
i=0

ciA
ien = f(A)en = 0 となるため, (1)で示したことに

より c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0 である. 従って n− 1 次以下の零でない任意の多項式 f(x) に対して f(A) ̸= O だか

ら, A の最小多項式の次数は n 以上であり, A の固有多項式が最小多項式になる.
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線形数学 II 演習問題 第20回 正規行列の対角化

1. 以下の行列はそれぞれ次のいずれの場合にあてはまるか答え, その理由も述べよ.

(a) ユニタリー行列で対角化可能 (b) ユニタリー行列では対角化できないが, 対角化可能 (c) 対角化不可能

(1)

1 3 4

3 8 5

4 5 9

 (2)

1 0 0

2 1 0

0 0 3

 (3)

 8 2 8

3 3 4

−6 −2 −6

 (4)

4 0 −5

0 2 0

5 0 4


(5)

3 0 −1

0 2 0

1 0 3

 (6)

 3 4 3

−2 −6 −6

2 8 8

 (7)

 1 0 0

−1 1 0

0 0 2

 (8)

2 3 4

3 −1 5

4 5 7


2. 次の対称行列を対角化する直交行列を求めよ. ただし (1), (2)では ab ̸= 0 とし, (9)では (a, b) ̸= (0, 0) かつ

ε ̸= 0, (10)では (b, c) ̸= (0, 0), (13)では c ̸= 0 とする.

(1)

(
a2 + c ab

ab b2 + c

)
(2)

a
2 + c 0 ab

0 d 0

ab 0 b2 + c

 (3)

1 1 1

1 0 0

1 0 0

 (4)

1 0 2

0 1 2

2 2 −1


(5)

 1 −1 −3

−1 −1 −1

−3 −1 1

 (6)

1 3 2

3 1 2

2 2 −3

 (7)

 8 3 −2

3 0 6

−2 6 −7

 (8)

 4
√
2 4√

2 3 2
√
2

4 2
√
2 15


(9)

λ+ εa2 εab εac

εab λ+ εb2 εbc

εac εbc λ+ εc2

 (10)

 a 2bc b2 − 8c2

2bc a 2bc

b2 − 8c2 2bc a

 (11)

 3 −2a 2a− 2

−2a a+ 1 −2

2a− 2 −2 −a+ 2



(12)


10 −1 0 −1

−1 7 3 4

0 3 6 −3

−1 4 −3 7

 (13)


a br cr crs

br a+ b(1− r2) c cs

cr c p+ (1− s2)q qs

crs cs qs p

 (14)


a c d b

c a b d

d b a c

b d c a


(15) aij =

b i = j

a i ̸= j
を (i, j)成分とする n 次対称行列

(16) aij =

1 i+ j = n+ 1

0 i+ j ̸= n+ 1
を (i, j)成分とする n 次対称行列

3. 複素数 a, b, c に対し, 2次正方行列 A を A =

(
a− bc b2

−c2 a+ bc

)
で定める.

(1) 2次ユニタリー行列 P で, P−1AP が上半三角行列になるようなものを求めよ.

(2) An を求めよ.

4. (1) A が n次正規行列ならば, λ ∈ C に対し, λEn +A も正規行列であることを示せ.

(2)

(
a b

c 0

)
が正規行列ならば, |b| = |c| であり, |b| = |c| ̸= 0 のとき, b, c の偏角をそれぞれ β, γ とすれば,

a = ±|a|
(
cos

β + γ

2
+ i sin

β + γ

2

)
が成り立つことを示せ.

(3) λ, ξ, ζ ∈ C, κ, ρ ∈ R とする. ρ > 0, |ξ| = |ζ| = 1 のとき,

(
λ+ 2κξζ ρξ2

ρζ2 λ

)
をユニタリー行列で対角化せよ.
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5.

ab
c

,
pq
r

 を 1次独立な R3 ベクトル, α, β を実数の定数とし, V =

⟨ab
c

⟩, W =

⟨ab
c

,
pq
r

⟩ とおく.

(1) R3 の 1次変換 f は, x ∈ V ならば f(x) = αx, x ∈ V ⊥ ならば f(x) = βx を満たすとする. このとき, R3

の標準基底に関する f の表現行列を対角化する直交行列を求めよ.

(2) R3 の 1次変換 g は, x ∈ W ならば g(x) = αx, x ∈ W⊥ ならば g(x) = βx を満たすとする. このとき, R3

の標準基底に関する g の表現行列を対角化する直交行列を求めよ.

6. λ を複素数, a を Cn の零ベクトルでないベクトル, ε を 1 または −1 とし, A = λEn + εaa∗ とおく.

(1) λ, a, ε を用いて, A の固有値とそれらに対する固有空間を表せ.

(2) a の第 j成分を aj とする. a1 ≠ 0 のとき n = 2, 3, 4 の場合に, A を対角化するユニタリー行列を一つ求めよ.

7. 次の正規行列を対角化するユニタリー行列を求めよ. ただし ω =
−1 +

√
3i

2
とする.

(1)

 3 i −1

−i 5 i

−1 −i 3

 (2)

2− i 0 i

0 1 + i 0

i 0 2− i

 (3)

0 −1 −2

1 0 −2

2 2 0

 (4)

 2 1 2

1 2 −2

−2 2 1



8. b =

b1b2
b3

 ∈ R3 (b ̸= 0), B =

 0 −b3 b2

b3 0 −b1
−b2 b1 0

, c =
√
b21 + b22 + b23 とする.

(1) B の固有値は 0, ci, −ci であることを示せ.

(2) u を ci に対する長さ 1 の固有ベクトルとし, x =
1√
2
(u+ ū), y =

1√
2i
(u− ū), z =

1

c
b とおけば, x, y の各

成分は実数で, x,y, z はR3 の正規直交基底であることを示せ.

(3) Bx, By, Bz を, x, y, z の１次結合で表せ.

(4) P を x, y, z をそれぞれ第 1列, 第 2列, 第 3列にもつ行列とするとき, P−1BP を求めよ.

9. (発展問題) 直交行列に関する以下の命題を示せ.

(1) 直交行列 P の実数の固有値は 1 または −1 であることを示し, P の固有方程式が −1 を s 重根にもてば

|P | = (−1)s である.

(2) 対称行列ではない直交行列は虚数の固有値をもつ.

(3) 行列式の値が 1である奇数次の直交行列は 1を固有値にもつ.

10. (発展問題) A を行列式の値が 1である 3次実直交行列とし, 対称行列ではないとする.

(1) 0 < θ < π を満たす θ と行列式の値が 1 である直交行列 P で, P−1AP =

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 となるもの
が存在することを示し, θ は cos θ =

1

2
(trA− 1) を満たすことを示せ. (従って, θ は 0 < θ < π の範囲で直交行列 P

の選び方によらずに一通りに定まる.)

(2)
1

2
(A− tA) =

 0 −b3 b2

b3 0 −b1
−b2 b1 0

, b =

b1b2
b3

 とおけば b は長さが sin θ で, Ab = b を満たし, b を方向ベク

トルとして原点を通る直線を ℓ とすれば, A が表す R3 の 1次変換は, ℓ を軸に b の方向を向いて時計回りに θ だ

け回転する 1次変換を表すことを示せ.

11. (発展問題) 原点を通り, v =

1

2

2

 を方向ベクトルとする直線を軸として, v の方向を向いて
π

3
だけ時計回りに
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回転する R3 の 1次変換を表す行列を求めよ.

12. (発展問題) A を 3次実直交行列かつ対称行列であり, A ̸= ±E3 である行列とする.

(1) A の行列式の値が 1の場合, A が表す R3 の 1次変換は, A の固有値 1に対する固有ベクトルを方向ベクトル

とし, 原点を通る直線を軸とした角度 πの回転移動であることを示せ.

(2) A の行列式の値が −1の場合, A が表す R3 の 1次変換は, A は −1を固有値にもち, A が表す R3 の 1次変

換は, −1 に対する固有ベクトルを法線ベクトルとし, 原点を通る平面に関する対称移動であることを示せ.

13. (発展問題) 以下の行列は回転を表すことを示し, その回転軸と回転角を求めよ.

(1)
1

4

 −1 −3
√
6

3 1
√
6

−
√
6

√
6 2

 (2)
1

9

4 −8 1

4 1 −8

7 4 4

 (3)
1

15

 5 10 10

−14 5 2

−2 −10 11

 (4)
1

17

−9 8 12

8 −9 12

12 12 1


(5)

1

5

 4 1 2
√
2

1 4 −2
√
2

−2
√
2 2

√
2 3

 (6)
1

7

2 6 3

6 −3 2

3 2 −6

 (7)
1

3

2 −2 −1

1 2 −2

2 1 2

 (8)
1

2

 1 1
√
2

−1 −1
√
2√

2 −
√
2 0


(9)

1

4


√
2 −2

√
3

√
2√

6 2
√
6

−2
√
2 0 2

√
2


14. (発展問題) A を 2n次正方行列とし, A の成分はすべて実数であるとする. 虚数 λ と n個の C2n のベクトル

v1,v2, . . . ,vn で, v1 ̸= 0 であり, 次の等式を満たすものが存在すると仮定する.

Avj =

λv1 j = 1

λvj + vj−1 j = 2, 3, . . . , n

(1) v1,v2, . . . ,vn は 1次独立であることを示せ.

(2) v1,v2, . . . ,vn, v̄1, v̄2, . . . , v̄n はC2n の基底であることを示せ.

(3) f : C2n → C2n を A で表される C2n の 1次変換とする. w1,w2, . . . ,w2n ∈ C2n を w2k−1 =
1

2
(vk + v̄k),

w2k =
1

2i
(vk − v̄k) (k = 1, 2, . . . , n) によって定めるとき, C2n の基底 [w1,w2, . . . ,w2n] に関する f の表現行列を

求めよ.
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第 20回の演習問題の解答

1. (1) と (8) は対称行列だから (a). (4) と (5) は正規行列になっているためこれらも (a). (3) は固有値 1, 2 をもち,

これらに対する固有ベクトルはそれぞれ, k

 2

1

−2

, l

 1

−3

0

+m

 0

−4

1

 の形になり, 固有ベクトルからなる K3 の

基底

 2

1

−2

,

 1

−3

0

,

 0

−4

1

 がとれるため, この行列は対角化可能である. しかし, 相異なる固有値に対する固有ベ

クトル (たとえば

 2

1

−2

 と
 1

−3

0

)は直交しないため, ユニタリー行列では対角化不可能である. (6) は固有値 1, 2

をもち, これらに対する固有ベクトルはそれぞれ, k

 1

2

−2

, l

−4

1

0

+m

−3

0

1

 の形になり, 固有ベクトルからな

る K3 の基底

 1

2

−2

,

−4

1

0

,

−3

0

1

 がとれるため, この行列は対角化可能である. しかし, 相異なる固有値に対す

る固有ベクトル (たとえば

 1

2

−2

 と
−4

1

0

)は直交しないため, ユニタリー行列では対角化不可能である. 従って,

(3) と (6) は (b) の場合にあてはまる. (2) は固有値 1, 2 をもち, これらに対する固有ベクトルはそれぞれ, k

0

1

0

,

l

0

0

1

 の形になるが, K3 を生成しないため, 対角化不可能. (7) は固有値 1, 3 をもち, これらに対する固有ベクト

ルはそれぞれ, k

0

1

0

, l

0

0

1

 の形になるが, K3 を生成しないため, 対角化不可能. 従って, (2) と (7) は (c) の場

合にあてはまる.

2. (1)

∣∣∣∣∣t− a2 − c −ab
−ab t− b2 − c

∣∣∣∣∣ = (t−a2−c)(t−b2−c)−a2b2 = t2−(a2+b2+2c)t+c(a2+b2+c) = (t−c)(t−a2−b2−c)

だから, 与えられた行列の固有値は c と a2+ b2+ c である.

(
b

−a

)
は

(
−a2 −ab
−ab −b2

)
を係数行列とする斉次連立 1次

方程式の解空間の基底であり,

(
a

b

)
は

(
b2 −ab
−ab a2

)
を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間の基底だから,(

b

−a

)
,

(
a

b

)
は, それぞれ c, a2+ b2+ c に対する固有ベクトルである. 故に, 与えられた行列は

1√
a2 + b2

(
b a

−a b

)

によって

(
c 0

0 a2 + b2 + c

)
に対角化される.

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a2 − c 0 −ab

0 t− d 0

−ab 0 t− b2 − c

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− d)

∣∣∣∣∣t− a2 − c −ab
−ab t− b2 − c

∣∣∣∣∣ = (t− d)(t− c)(t− a2 − b2 − c) だから, 与
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えられた行列の固有値は c, d, a2 + b2 + c である. d ̸= c, a2 + b2 + c の場合,

 b

0

−a

 は
−a2 0 −ab

0 c− d 0

−ab 0 −b2

 を係
数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間の基底,

0

1

0

 は
d− a2 − c 0 −ab

0 0 0

−ab 0 d− b2 − c

 を係数行列とする斉次連
立 1次方程式の解空間の基底であり,

a0
b

 は
 b2 0 −ab

0 a2 + b2 + c− d 0

−ab 0 a2

 を係数行列とする斉次連立 1次方程

式の解空間の基底である. d = c の場合,

 b

0

−a

 ,

0

1

0

 は
−a2 0 −ab

0 0 0

−ab 0 −b2

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式

の解空間の基底であり,

a0
b

 は
 b2 0 −ab

0 a2 + b2 + c− d 0

−ab 0 a2

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間の

基底である. d = a2 + b2 + c の場合,

 b

0

−a

 は
−a2 0 −ab

0 −a2 − b2 0

−ab 0 −b2

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の

解空間の基底であり,

0

1

0

 ,

a0
b

 は
 b2 0 −ab

0 0 0

−ab 0 a2

 を係数行列とする斉次連立 1次方程式の解空間の基底であ

る. 以上から,

 b

0

−a

,

0

1

0

,

a0
b

 は, それぞれ c, d, a2 + b2 + c に対する固有ベクトルであり, 互いに直交するた

め, 与えられた行列は


b√

a2+b2
0 a√

a2+b2

0 1 0
−a√
a2+b2

0 b√
a2+b2

 によって
c 0 0

0 d 0

0 0 a2 + b2 + c

 に対角化される.

(3)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 −1

−1 t 0

−1 0 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 0

−1 t −t
−1 0 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 0

−2 t 0

−1 0 t

∣∣∣∣∣∣∣ = t

∣∣∣∣∣t− 1 −1

−2 t

∣∣∣∣∣ = t(t2 − t− 2) = t(t− 2)(t+1) より, 与

えられた行列の固有値は −1, 0, 2 である.

−2 −1 −1

−1 −1 0

−1 0 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−1 −1 0

−1 −1 0

−1 0 −1

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し 0 0 0

−1 −1 0

−1 0 −1

 だから −1 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
3

−1

1

1

 で与えられる.

−1 −1 −1

−1 0 0

−1 0 0


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −1 −1

−1 0 0

0 0 0

 だから 0 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
2

 0

−1

1

 で与えられる.

 1 −1 −1

−1 2 0

−1 0 2

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −1 1

0 2 −2

−1 0 2

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 −1 1

0 0 0

−1 0 2

 だから 2 に対する固有空間
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の正規直交基底は
1√
6

2

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


− 1√

3
0 2√

6
1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

 によって
−1 0 0

0 0 0

0 0 2


に対角化される.

(4)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 −2

0 t− 1 −2

−2 −2 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 −2

−t+ 1 t− 1 −2

0 −2 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 0 −2

0 t− 1 −4

0 −2 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−1)

∣∣∣∣∣t− 1 −4

−2 t+ 1

∣∣∣∣∣ = (t−1)(t2−9) =

(t−1)(t−3)(t+3)より,与えられた行列の固有値は−3, 1, 3である.

−4 0 −2

0 −4 −2

−2 −2 −2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−4 0 −2

0 −4 −2

0 −2 −1


(2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−4 0 −2

0 −4 −2

0 0 0

 だから −3 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
6

 1

1

−2

 で与えられる.

 0 0 −2

0 0 −2

−2 −2 2

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 0 −2

0 0 0

−2 −2 0

 だから 1 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
2

 1

−1

0

 で
与えられる.

 2 0 −2

0 2 −2

−2 −2 4

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

2 0 −2

0 2 −2

0 −2 2

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

2 0 −2

0 2 −2

0 0 0

 だから 3 に対す

る固有空間の正規直交基底は
1√
3

1

1

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

− 2√
6

0 1√
3

 によって
−3 0 0

0 1 0

0 0 3

 に対角化される.

(5)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 3

1 t+ 1 1

3 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 1 3

0 t+ 1 1

−t+ 4 1 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 1 3

0 t+ 1 1

0 2 t+ 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t−4)

∣∣∣∣∣t+ 1 1

2 t+ 2

∣∣∣∣∣ = (t−4)(t2+3t) =

t(t− 4)(t+3) より, 与えられた行列の固有値は −3, 0, 4 である.

−4 1 3

1 −2 1

3 1 −4

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −7 7

1 −2 1

0 7 −7


(1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 −7 7

1 −1 0

0 0 0

だから−3に対する固有空間の正規直交基底は
1√
3

1

1

1

で与えられる.

−1 1 3

1 1 1

3 1 −1


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 2 4

1 1 1

0 −2 −4

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 2 4

1 0 −1

0 0 0

だから 0に対する固有空間の正規直交基底は
1√
6

 1

−2

1


で与えられる.

3 1 3

1 5 1

3 1 3

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

0 −14 0

1 5 1

0 −14 0

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

0 −14 0

1 0 1

0 0 0

 だから 4 に対する

固有空間の正規直交基底は
1√
2

−1

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

− 2√
6

0
1√
3

1√
6

1√
2

 によって
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−3 0 0

0 0 0

0 0 4

 に対角化される.

(6)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 −3 −2

−3 t− 1 −2

−2 −2 t+ 3

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 2 −3 −2

−t− 2 t− 1 −2

0 −2 t+ 3

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 2 −3 −2

0 t− 4 −4

0 −2 t+ 3

∣∣∣∣∣∣∣=(t+2)

∣∣∣∣∣t− 4 −4

−2 t+ 3

∣∣∣∣∣=(t+2)(t2− t− 20) =

(t+ 2)(t+ 4)(t− 5) より, 与えられた行列の固有値は −4, −2, 5 である.

−5 −3 −2

−3 −5 −2

−2 −2 −1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し−1 1 0

1 −1 0

−2 −2 −1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 1 0

0 0 0

−4 0 −1

 だから −4 に対する固有空間の正規直交基底は
1

3
√
2

 1

1

−4

で
与えられる.

−3 −3 −2

−3 −3 −2

−2 −2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−7 −7 0

−7 −7 0

−2 −2 1

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−7 −7 0

0 0 0

0 0 −1

 だから −2 に

対する固有空間の正規直交基底は
1√
2

 1

−1

0

で与えられる.

 4 −3 −2

−3 4 −2

−2 −2 8

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −7 14

0 7 −14

−2 −2 8


(1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 −7 14

0 0 0

−2 0 4

 だから 5 に対する固有空間の正規直交基底は
1

3

2

2

1

 で与えられる. 故に, 与え

られた行列は


1

3
√
2

1√
2

2
3

1
3
√
2

− 1√
2

2
3

− 4
3
√
2

0 1
3

 によって
−4 0 0

0 −2 0

0 0 5

 に対角化される.

(7)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 8 −3 2

−3 t −6

2 −6 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t− 8 3t− 27 2

−3 t− 9 −6

2 0 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 20

−3 t− 9 −6

2 0 t+ 7

∣∣∣∣∣∣∣=(t− 9)

∣∣∣∣∣t+ 1 20

2 t+ 7

∣∣∣∣∣=(t− 9)(t2 +8t− 33) =

(t− 9)(t− 3)(t+ 11) より, 与えられた行列の固有値は −11, 3, 9 である.

−19 −3 2

−3 −11 −6

2 −6 −4

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し−19 −3 2

−60 −20 0

−36 −12 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−10 0 2

−60 −20 0

0 0 0

 だから −11 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
35

 1

−3

5


で与えられる.

−5 −3 2

−3 3 −6

2 −6 10

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −8 12

−3 3 −6

0 −4 6

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 0 0

−3 −1 0

0 −4 6

 だから 3 に対す

る固有空間の正規直交基底は
1√
14

−1

3

2

 で与えられる.

 1 −3 2

−3 9 −6

2 −6 16

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −3 2

0 0 0

0 0 12


(3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

1 −3 0

0 0 0

0 0 12

 だから 9 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
10

3

1

0

 で与えられる. 故に, 与
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えられた行列は


1√
35

− 1√
14

3√
10

− 3√
35

3√
14

1√
10

5√
35

2√
14

0

 によって
−11 0 0

0 3 0

0 0 9

 に対角化される.

(8)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 4 −

√
2 −4

−
√
2 t− 3 −2

√
2

−4 −2
√
2 t− 15

∣∣∣∣∣∣∣ = (t − 4)(t − 3)(t − 15) − 16 − 16 − 2(t − 15) − 8(t − 4) − 16(t − 3) = t3 − 22t2 +

91t − 102 = (t − 2)(t2 − 20t + 51) = (t − 2)(t − 3)(t − 17) より, 与えられた行列の固有値は 2, 3, 17 であ

る.

 −2 −
√
2 −4

−
√
2 −1 −2

√
2

−4 −2
√
2 −13

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

−
√
2 −1 −2

√
2

0 0 −5

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 0 0 0

−
√
2 −1 0

0 0 −5

だから
2 に対する固有空間の正規直交基底は

1√
3

−1√
2

0

 で与えられる.

 −1 −
√
2 −4

−
√
2 0 −2

√
2

−4 −2
√
2 −12

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し −1 −

√
2 −4

−
√
2 0 −2

√
2

−2 0 −4

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −
√
2 −2

0 0 0

−2 0 −4

だから 3に対する固有空間の正規直交基底は
1√
7

 2√
2

−1


で与えられる.

 13 −
√
2 −4

−
√
2 14 −2

√
2

−4 −2
√
2 2

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

 5 −5
√
2 0

−5
√
2 10 0

−4 −2
√
2 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

5 −5
√
2 0

0 0 0

0 −6
√
2 2

 だか

ら 17に対する固有空間の正規直交基底は
1√
21


√
2

1

3
√
2

で与えられる. 故に,与えられた行列は


− 1√

3
2√
7

√
2√
21√

2√
3

√
2√
7

1√
21

0 − 1√
7

3
√
2√

21


によって

2 0 0

0 3 0

0 0 17

 に対角化される.

(9) 与えられた行列を A とおき, a =

ab
c

 とおけば, A = λE3 + εa ta である. Aa = λE3a + εa taa =

(λ + ε∥a∥2)a だから, λ + ε|a∥2 は A の固有値であり, a はこの固有値に対する固有ベクトルである. x ∈ ⟨a⟩⊥

ならば tax = (a,x) = 0 だから, Ax = λx となるため, λ は A の固有値であり, ⟨a⟩⊥ は λ に対する固有空間で

ある. そこで, b =
1√

a2 + b2

−b
a

0

 とおけば b,
1

∥a∥
a × b は ⟨a⟩⊥ の正規直交基底である. 故に A は直交行列

(
1

∥a∥a b 1
∥a∥a× b

)
=


a√

a2+b2+c2
−b√
a2+b2

−ac√
(a2+b2)(a2+b2+c2)

b√
a2+b2+c2

a√
a2+b2

−bc√
(a2+b2)(a2+b2+c2)

c√
a2+b2+c2

0 a2+b2√
(a2+b2)(a2+b2+c2)

 によって
λ− ε(a2 + b2 + c2) 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 に
対角化される.

(10)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a −2bc −b2 + 8c2

−2bc t− a −2bc

−b2 + 8c2 −2bc t− a

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− a+ b2 − 8c2 −2bc −b2 + 8c2

0 t− a −2bc

−t+ a− b2 + 8c2 −2bc t− a

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
t− a+ b2 − 8c2 −2bc −b2 + 8c2

0 t− a −2bc

0 −4bc t− a− b2 + 8c2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− a+ b2 − 8c2)

∣∣∣∣∣t− a −2bc

−4bc t− a− b2 + 8c2

∣∣∣∣∣ =
(t− a+ b2 − 8c2)(t2 − (2a+ b2 − 8c2)t+(a+ b2)(a− 8c2)) = (t− a+ b2 − 8c2)(t− a− b2)(t− a+8c2) より, 与えら
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れた行列の固有値は a− b2 +8c2, a+ b2, a− 8c2 である.

−b2 + 8c2 −2bc −b2 + 8c2

−2bc −b2 + 8c2 −2bc

−b2 + 8c2 −2bc −b2 + 8c2

 第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える−b2 + 8c2 −2bc −b2 + 8c2

−2bc −b2 + 8c2 −2bc

0 0 0

 より,

 1

0

−1

 は固有値 a− b2 + 8c2 に対する固有ベクトルである.

 b2 −2bc −b2 + 8c2

−2bc b2 −2bc

−b2 + 8c2 −2bc b2

 第 3 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 1 行に加える

2b2 − 8c2 0 −2b2 + 8c2

−2bc b2 −2bc

−b2 + 8c2 −2bc b2

 第 1 行を 1
2 倍して−−−−−−−−−−−→

第 3 行に加える2b2 − 8c2 0 −2b2 + 8c2

−2bc b2 −2bc

4c2 −2bc 4c2

 より,

 b

4c

b

 は固有値 a+ b2 に対する固有ベクトルである.

 −8c2 −2bc −b2 + 8c2

−2bc −8c2 −2bc

−b2 + 8c2 −2bc −8c2

 第 3 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 1 行に加える

 b2 − 16c2 0 −b2 + 16c2

−2bc −8c2 −2bc

−b2 + 8c2 −2bc −8c2

より,

2c

−b
2c

は固有値 a−8c2

に対する固有ベクトルである. さらに,
1√
2

 1

0

−1

 ,
1√

2b2 + 16c2

 b

4c

b

 ,
1√

b2 + 8c2

2c

−b
2c

 は R3 の正規直交基底

になるため, 与えられた行列は


1√
2

b√
2b2+16c2

2c√
b2+8c2

0 4c√
2b2+16c2

− b√
b2+8c2

− 1√
2

b√
2b2+16c2

2c√
b2+8c2

 によって
a− b2 + 8c2 0 0

0 a+ b2 0

0 0 a− 8c2

 に対
角化される.

(11)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 2a −2a+ 2

2a t− a− 1 2

−2a+ 2 2 t+ a− 2

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 3)(t− a− 1)(t+ a− 2)− 16a(a− 1)− 4(t− 3)− 4(a− 1)2(t− a−

1)− 4a2(t+ a− 2) = t3 − 6t2 − 3(3a2 − 3a+ 1)t− 9a2 + 9a+ 10 = (t+ 1)(t2 − 7t− (3a− 5)(3a+ 2)) =

(t+ 1)(t+ 3a− 5)(t− 3a− 2) より, 与えられた行列の固有値は −1, −3a+ 5, 3a+ 2 である. −4 2a −2a+ 2

2a −a− 2 2

−2a+ 2 2 a− 3

 第 1 行を−−−−−−→
− 1

2 倍する

 2 −a a− 1

2a −a− 2 2

−2a+ 2 2 a− 3

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し2 −a a− 1

0 (a+ 1)(a− 2) −(a+ 1)(a− 2)

0 −(a+ 1)(a− 2) (a+ 1)(a− 2)

 だから, −1 に対する固有空間の基底は, a ̸= −1, 2 ならば

1

2

2

 で与えら
れ, a = −1 または 2 ならば

a2
0

 ,

−a+ 1

0

2

 で与えられる.

−3a+ 2 2a −2a+ 2

2a −4a+ 4 2

−2a+ 2 2 −2a+ 3

 第 1 行を −1 倍して−−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える−3a+ 2 2a −2a+ 2

2a −4a+ 4 2

a −2a+ 2 1

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

(2a− 1)(a− 2) −2(2a− 1)(a− 2) 0

0 0 0

a −2a+ 2 1

 だから, −3a+ 5 に

対する固有空間の基底は, a ̸= 1

2
, 2 ならば

 2

1

−2

 で与えられ, a =
1

2
または 2 ならば

 1

0

−a

 ,

 0

1

2a− 2

 で与えら
れる.

 3a− 1 2a −2a+ 2

2a 2a+ 1 2

−2a+ 2 2 4a

 第 1 行を 2 倍して−−−−−−−−−−→
第 3 行に加える

3a− 1 2a −2a+ 2

2a 2a+ 1 2

4a 4a+ 2 4

 (2,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し
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(2a− 1)(a+ 1) (2a− 1)(a+ 1) 0

2a 2a+ 1 2

0 0 0

 だから, 3a+2 に対する固有空間の基底は, a ̸= −1,
1

2
ならば

 2

−2

1

 で与
えられ, a = −1 または

1

2
ならば

 1

0

−a

 ,

 0

2

−2a− 1

 で与えられる.

a ̸= −1,
1

2
, 2 の場合,

1

3

1

2

2

 ,
1

3

 2

1

−2

 ,
1

3

 2

−2

1

 はそれぞれ, 固有値 −1, −3a+ 5, 3a+ 2 に対する固有空間の

正規直交基底だから, 与えられた行列は


1
3

2
3

2
3

2
3

1
3 − 2

3
2
3 − 2

3
1
3

 によって
−1 0 0

0 −3a+ 5 0

0 0 3a+ 2

 に対角化される.

a = −1 の場合,

−1

2

0

 ,

2

0

2

 は固有値 −1 に対する固有空間の基底であり,

 2

1

−2

 は固有値 8 に対する固有空

間の基底である. w1 =

−1

2

0

, v2 =

2

0

2

 とおけば, v2−
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

2

0

2

+
2

5

−1

2

0

 =
2

5

4

2

5

 だから −1 に

対する固有空間の正規直交基底
1√
5

−1

2

0

 ,
1

3
√
5

4

2

5

 が得られる. 故に, 与えられた行列は


− 1√

5
4

3
√
5

2
3

2√
5

2
3
√
5

1
3

0 5
3
√
5

− 2
3


によって

−1 0 0

0 −1 0

0 0 8

 に対角化される.

a =
1

2
の場合,

1

2

2

は固有値 −1に対する固有空間の基底であり,

 1

0

− 1
2

 ,

 0

1

−1

は固有値 7

2
に対する固有空間の

基底である. w1 =

 1

0

− 1
2

, v2 =

 0

1

−1

とおけば, v2−
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

 0

1

−1

− 2

5

 1

0

− 1
2

 =
1

5

−2

5

−4

だから 7

2
に

対する固有空間の正規直交基底
1√
5

 2

0

−1

 ,
1

3
√
5

−2

5

−4

 が得られる. 故に, 与えられた行列は


1
3

2√
5

− 2
3
√
5

2
3 0 5

3
√
5

2
3 − 1√

5
− 4

3
√
5


によって

−1 0 0

0 7
2 0

0 0 7
2

 に対角化される.

a = 2 の場合,

 1

0

−2

 ,

0

1

2

 は固有値 −1 に対する固有空間の基底であり,

 2

−2

1

 は固有値 8 に対する固有空間

の基底である. w1 =

 1

0

−2

, v2 =

0

1

2

 とおけば, v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =

0

1

2

+
4

5

 1

0

−2

 =
1

5

4

5

2

 だから −1 に
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対する固有空間の正規直交基底
1√
5

 1

0

−2

 ,
1

3
√
5

4

5

2

 が得られる. 故に, 与えられた行列は


1√
5

4
3
√
5

2
3

0 5
3
√
5

− 2
3

− 2√
5

2
3
√
5

1
3


によって

−1 0 0

0 8 0

0 0 8

 に対角化される.

(12)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 10 1 0 1

1 t− 7 −3 −4

0 −3 t− 6 3

1 −4 3 t− 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 10 2 0 1

1 t− 11 −3 −4

0 0 t− 6 3

1 t− 11 3 t− 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 12 2 0 1

−t+ 12 t− 11 −3 −4

0 0 t− 6 3

−t+ 12 t− 11 3 t− 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 12 2 0 1

0 t− 9 −3 −3

0 0 t− 6 3

0 t− 9 3 t− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(t−12)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 9 −3 −3

0 t− 6 3

t− 9 3 t− 6

∣∣∣∣∣∣∣=(t−12)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 9 −3 −3

0 t− 6 3

0 6 t− 3

∣∣∣∣∣∣∣=(t−9)(t−12)

∣∣∣∣∣t− 6 3

6 t− 3

∣∣∣∣∣=

t(t− 9)2(t− 12) より, 与えられた行列の固有値は 0, 9, 12 である.


−10 1 0 1

1 −7 −3 −4

0 −3 −6 3

1 −4 3 −7

 (4,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 −39 30 −69

0 −3 −6 3

0 −3 −6 3

1 −4 3 −7

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 108 −108

0 −3 −6 3

0 0 0 0

1 0 11 −11

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 108 −108

0 −3 0 −3

0 0 0 0

1 0 0 0

 だから, 0 に対

する固有空間の正規直交基底は
1√
3


0

−1

1

1

で与えられる.


−1 1 0 1

1 2 −3 −4

0 −3 3 3

1 −4 3 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


−1 1 0 1

0 3 −3 −3

0 −3 3 3

0 −3 3 3


(4,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


−1 1 0 1

0 3 −3 −3

0 −3 3 3

0 −3 3 3

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


−1 0 1 2

0 3 −3 −3

0 0 0 0

0 0 0 0

 だから, 9 に対する固有空間の基底

は


1

1

1

0

 ,


2

1

0

1

 で与えられる. w1 =


1

1

1

0

, v2 =


2

1

0

1

 とおけば, v2 −
(v2,w1)

∥w1∥2
w1 =


2

1

0

1

−


1

1

1

0

 =


1

0

−1

1

 より,

9 に対する固有空間の正規直交基底
1√
3


1

1

1

0

 ,
1√
3


1

0

−1

1

 が得られる.


2 1 0 1

1 5 −3 −4

0 −3 6 3

1 −4 3 5

 (4,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し


0 9 −6 −9

0 9 −6 −9

0 −3 6 3

1 −4 3 5

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し


0 0 12 0

0 0 12 0

0 −3 6 3

1 0 −5 1

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し


0 0 12 0

0 0 0 0

0 −3 0 3

1 0 0 1

 だから, 12 に対す
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る固有空間の正規直交基底は
1√
3


−1

1

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


0 1√

3
1√
3

− 1√
3

− 1√
3

1√
3

0 1√
3

1√
3

1√
3

− 1√
3

0
1√
3

0 1√
3

1√
3

 に

よって


0 0 0 0

0 9 0 0

0 0 9 0

0 0 0 12

 に対角化される.

(13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a −br −cr −crs
−br t− a+ b(r2 − 1) −c −cs
−cr −c t− p+ q(s2 − 1) −qs
−crs −cs −qs t− p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a+ br2 −br −cr 0

−r(t− a+ br2) t− a+ b(r2 − 1) −c 0

0 −c t− p+ q(s2 − 1) −s(t− p+ qs2)

0 −cs −qs t− p+ qs2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a+ br2 −br −cr 0

0 t− a− b −c(r2 + 1) 0

0 −c(s2 + 1) t− p− q 0

0 −cs −qs t− p+ qs2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (t− a+ br2)(t− p+ qs2)

∣∣∣∣∣ t− a− b −c(r2 + 1)

−c(s2 + 1) t− p− q

∣∣∣∣∣ =
(t−a+br2)(t−p+cs2)(t2−(a+b+p+q)t+(a+b)(p+q)−c2(r2+1)(s2+1))より, D = (a+b−p−q)2+4c2(r2+1)(s2+1)

とおけば, 与えられた行列の固有値は a− br2, p− qs2,
a+ b+ p+ q ±

√
D

2
である.

−br2 −br −cr −crs
−br −b −c −cs
−cr −c a− br2 − p+ q(s2 − 1) −qs
−crs −cs −qs a− br2 − p




1

−r
0

0

 =


0

0

0

0

 だから


1

−r
0

0

 は a− br2 に対する固有ベク

トルである.


p− qs2 − a −br −cr −crs

−br p− qs2 − a+ b(r2 − 1) −c −cs
−cr −c −q −qs
−crs −cs −qs −qs2




0

0

−s
1

 =


0

0

0

0

 だから


0

0

−s
1

 は p− cs2 に対

する固有ベクトルである.


1

−r
0

0

 と


0

0

−s
1

 で生成される部分空間の直交補空間のベクトルは

ru

u

v

sv

 と表され, λ =

a+ b+ p+ q ±
√
D

2
に対し,


λ− a −br −cr −crs
−br λ− a+ b(r2 − 1) −c −cs
−cr −c λ− p+ q(s2 − 1) −qs
−crs −cs −qs λ− p

 第 2 行を −r 倍して第 1 行に加え,−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
第 3 行を −s 倍して第 4 行に加える


λ− a+ br2 −r(λ− a+ br2) 0 0

−br λ− a+ b(r2 − 1) −c −cs
−cr −c λ− p+ q(s2 − 1) −qs
0 0 −s(λ− p+ qs2) λ− p+ qs2

 だから,


ru

u

v

sv

 が λ に対する固有空間に属す
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るためには,

(
−br λ− a+ b(r2 − 1) −c −cs
−cr −c λ− p+ q(s2 − 1) −qs

)
ru

u

v

sv

 =

(
0

0

)
が成り立つことが必要十分である.

これは,

(
λ− a− b −c(s2 + 1)

−c(r2 + 1) λ− p− q

)(
u

v

)
=

(
0

0

)
と同値だから,

(
u

v

)
=

(
c(s2 + 1)

−a+b−p−q+
√
D

2

)
,

(
a+b−p−q+

√
D

2

c(r2 + 1)

)
として

cr(s2 + 1)

c(s2 + 1)

−a+b−p−q+
√
D

2

− s(a+b−p−q+
√
D)

2

,


r(a+b−p−q+

√
D)

2
a+b−p−q+

√
D

2

c(r2 + 1)

cs(r2 + 1)

 は, それぞれ
a+ b+ p+ q −

√
D

2
,
a+ b+ p+ q +

√
D

2
に対する固有

ベクトルである. 故に, 与えられた行列は



1√
r2+1

cr
√

2(s2+1)

4√
D
√
a+b−p−q+

√
D

r
√
a+b−p−q+

√
D

4√
D
√

2(r2+1)
0

− r√
r2+1

c
√

2(s2+1)

4√
D
√
a+b−p−q+

√
D

√
a+b−p−q+

√
D

4√
D
√

2(r2+1)
0

0 −
√
a+b−p−q+

√
D

4√
D
√

2(s2+1)

c
√

2(r2+1)

4√
D
√
a+b−p−q+

√
D

− s√
s2+1

0 − s
√
a+b−p−q+

√
D

4√
D
√

2(s2+1)

cs
√

2(r2+1)

4√
D
√
a+b−p−q+

√
D

1√
s2+1


によっ

て


a− br2 0 0 0

0 a+b+p+q−
√
D

2 0 0

0 0 a+b+p+q+
√
D

2 0

0 0 0 p− qs2

 に対角化される.

(14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a −c −d −b
−c t− a −b −d
−d −b t− a −c
−b −d −c t− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a− b− c− d −c −d −b
t− a− b− c− d t− a −b −d
t− a− b− c− d −b t− a −c
t− a− b− c− d −d −c t− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a− b− c− d −c −d −b

0 t− a+ c −b+ d b− d

0 −b+ c t− a+ d b− c

0 c− d −c+ d t− a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (t− a− b− c− d)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a+ c −b+ d b− d

−b+ c t− a+ d b− c

c− d −c+ d t− a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ =

(t−a−b−c−d)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a− b+ c+ d −b+ d b− d

t− a− b+ c+ d t− a+ d b− c

0 −c+ d t− a+ b

∣∣∣∣∣∣∣=(t−a−b−c−d)

∣∣∣∣∣∣∣
t− a− b+ c+ d −b+ d b− d

0 t− a+ b −c+ d

0 −c+ d t− a+ b

∣∣∣∣∣∣∣=
(t−a−b−c−d)(t−a−b+c+d)

∣∣∣∣∣t− a+ b −c+ d

−c+ d t− a+ b

∣∣∣∣∣ = (t−a−b−c−d)(t−a−b+c+d)(t−a+b−c+d)(t−a+b+c−d)

より, 与えられた行列の固有値は a+ b+ c+ d, a+ b− c− d, a− b+ c− d, a− b− c+ d である.
b+ c+ d −c −d −b

−c b+ c+ d −b −d
−d −b b+ c+ d −c
−b −d −c b+ c+ d

 第 1,2,3 行を−−−−−−−−−→
第 4 行に加える


b+ c+ d −c −d −b

−c b+ c+ d −b −d
−d −b b+ c+ d −c
0 0 0 0

だから,


1

1

1

1

は

a+ b+ c+ d に対する固有ベクトルである.


b− c− d −c −d −b

−c b− c− d −b −d
−d −b b− c− d −c
−b −d −c b− c− d

 第 2,3 行を −1 倍したもの−−−−−−−−−−−−−−−→
と第 1 行を第 4 行に加える
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
b− c− d −c −d −b

−c b− c− d −b −d
−d −b b− c− d −c
0 0 0 0

 だから,


1

−1

−1

1

 は a+ b− c− d に対する固有ベクトルである.


−b+ c− d −c −d −b

−c −b+ c− d −b −d
−d −b −b+ c− d −c
−b −d −c −b+ c− d

 第 1,2 行を −1 倍したもの−−−−−−−−−−−−−−−→
と第 3 行を第 4 行に加える


−b+ c− d −c −d −b

−c −b+ c− d −b −d
−d −b −b+ c− d −c
0 0 0 0



だから,


1

1

−1

−1

 は a− b+ c−d に対する固有ベクトルである.


−b− c+ d −c −d −b

−c −b− c+ d −b −d
−d −b −b− c+ d −c
−b −d −c −b− c+ d


第 1,3 行を −1 倍したもの−−−−−−−−−−−−−−−→
と第 2 行を第 4 行に加える


−b− c+ d −c −d −b

−c −b− c+ d −b −d
−d −b −b− c+ d −c
0 0 0 0

 だから,


1

−1

1

−1

 は a− b− c+ d に対する固有

ベクトルである.
1

2


1

1

1

1

, 12


1

−1

−1

1

, 12


1

1

−1

−1

, 12


1

−1

1

−1

 は K4 の正規直交系だから 1次独立であるため, これらは

K4 の正規直交基底である. 故に, 与えられた行列は


1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2
1
2 − 1

2
1
2 − 1

2 − 1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2 − 1
2

 によって

a+ b+ c+ d 0 0 0

0 a+ b− c− d 0 0

0 0 a− b+ c− d 0

0 0 0 a− b− c+ d

 に対角化される.

(15) 与えられた行列を A とおく. tEn −A の第 2, 3, . . . , n列をすべて第 1列に加えた行列の行列式を考える.

|tEn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− (n− 1)a− b −a −a · · · −a
t− (n− 1)a− b t− b −a · · · −a

...
. . .

t− (n− 1)a− b −a −a · · · t− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− (n− 1)a− b −a −a · · · −a

0 t+ a− b 0 · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · t+ a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(t− (n− 1)a− b)(t+ a− b)n−1 だから A の固有値は b− a, (n− 1)a+ b である. ((b− a)En −A)x = 0 の解空間

の基底は ej − ej+1 (j = 1, 2, . . . , n− 1) で与えられ, (((n− 1)a+ b)En −A)x = 0 の解空間の基底は
n∑
i=1

ei で与え

られる. Rn のベクトル vj (j = 1, 2, . . . , n− 1) を帰納的に v1 = e1 − e2, vj = ej − ej+1 −
j−1∑
i=1

(ej − ej+1,vi)

∥vi∥2
vi

で定めれば,
1

∥v1∥
v1,

1

∥v2∥
v2, . . . ,

1

∥vn−1∥
vn−1 は固有値 b − a に対する A の固有空間の正規直交基底である. こ

こで, vj =
1

j

j∑
k=1

ek − ej+1 であることを j による帰納法で示す. j = 1 のとき, v1 = e1 − e2 だから, 主張は

成り立つ. i ≦ j − 1 のとき, vi =
1

i

i∑
k=1

ek − ei+1 が成り立つと仮定すれば, ∥vi∥2 =
i+ 1

i
, (ej − ej+1,vi) =
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(
ej − ej+1,

1

i

i∑
k=1

ek − ei+1

)
=

0 i < j − 1

−1 i = j − 1
だから

vj = ej − ej+1 −
j−1∑
i=1

(ej − ej+1,vi)

∥vi∥2
vi = ej − ej+1 +

j − 1

j

(
1

j − 1

j−1∑
k=1

ek − ej

)
=

1

j

j∑
k=1

ek − ej+1

が成り立つ. pj (j = 1, 2, . . . , n)を j ≦ n−1ならば pj =
1

∥vj∥
vj =

1√
j(j + 1)

(
j∑

k=1

ek − jej+1

)
, pn =

1√
n

n∑
i=1

ei

で定め, pj を第 j 列とする行列を P とすれば, P は A を対角化する直交行列である.

(16) 与えられた行列を An とおき, pn(t) = |tEn −An| とおけば, p1(t) = t− 1, p2(t) = (t− 1)(t+ 1) であり,

pn(t) = t

∣∣∣∣∣tEn−1 −

(
An−2 0
t0 0

)∣∣∣∣∣+ (−1)n

∣∣∣∣∣
(

t0 0

tEn−1 0

)
−An−1

∣∣∣∣∣
= t2|tEn−2 −An−2| − |tEn−2 −An−2| = (t2 − 1)pn−2(t)

だから p2m−1(t) = (t − 1)m(t + 1)m−1, p2m(t) = (t − 1)m(t + 1)m となるため, An の固有値は 1, −1 である.

(E2m−1−A2m−1)x = 0の解空間の基底は ej+e2m−j (j = 1, 2, . . . ,m−1)と emで与えられ, (−E2m−1−A2m−1)x =

0の解空間の基底は ej−e2m−j (j = 1, 2, . . . ,m−1)で与えられる. (E2m−A2m)x = 0の解空間の基底は ej+e2m−j+1

(j = 1, 2, . . . ,m) で与えられ, (−E2m−A2m)x = 0 の解空間の基底は ej−e2m−j+1 (j = 1, 2, . . . ,m) で与えられる.

R2m−1 のベクトル pj (j = 1, 2, . . . , 2m− 1) を pj =


1√
2
(ej + e2m−j) 1 ≦ j ≦ m− 1

em j = m

1√
2
(ej−m − e3m−j) m+ 1 ≦ j ≦ 2m− 1

で定めて pj を

第 j列とする行列を P とすれば, P は A2m−1 を対角化する直交行列である. R2m のベクトル pj (j = 1, 2, . . . , 2m)

を pj =

 1√
2
(ej + e2m−j+1) 1 ≦ j ≦ m

1√
2
(ej−m − e3m−j+1) m+ 1 ≦ j ≦ 2m

で定めて pj を第 j 列とする行列を P とすれば, P は A2m を

対角化する直交行列である.

3. (1) b = c = 0 の場合は, A = aE2 だから P = E2 とすればよい. 以後 b, c の少なくとも一方は 0でないとする.

A = aE2+

(
b

c

)(
−c b

)
だから v1 =

(
b

c

)
とおけば, Av1 =

(
aE2 +

(
b

c

)(
−c b

))
v1 = av1 となるため, aは

A の固有値で, v1 は a に対する A の固有ベクトルである. v2 =

(
−c̄
b̄

)
とおき, P =

(
1

∥v1∥v1
1

∥v2∥v2

)
とおけば,

1

∥v1∥
v1,

1

∥v2∥
v2 は C2 の正規直交基底だから P はユニタリー行列で,

1

∥v1∥
v1 = Pe1, ∥v1∥ = ∥v2∥ =

√
|b|2 + |c|2

だから A

(
1

∥v2∥
v2

)
=

a

∥v2∥
v2 +

√
|b|2 + |c|2v1 = (|b|2 + |c|2)Pe1 + aPe2 = P

(
(|b|2 + |c|2)e1 + ae2

)
が成り立つ.

従って AP =
(
A
(

1
∥v1∥v1

)
A
(

1
∥v2∥v2

))
=
(
aPe1 P

(
(|b|2 + |c|2)e1 + ae2

))
= P

(
ae1 (|b|2 + |c|2)e1 + ae2

)
よ

り P−1AP =

(
a |b|2 + |c|2

0 a

)
は上半三角行列となり, P =

1√
|b|2 + |c|2

(
b −c̄
c b̄

)
が求めるユニタリー行列である.

(2) P−1AnP =
(
P−1AP

)n
=

(
a |b|2 + |c|2

0 a

)n
=

(
an nan−1(|b|2 + |c|2)
0 an

)
が成り立つことが, n による数学

的帰納法で示される. 従って An = P

(
an nan−1(|b|2 + |c|2)
0 an

)
P−1 =

(
an − nan−1bc nan−1b2

−nan−1c2 an + nan−1bc

)
である.

4. (1) (λEn +A)∗(λEn +A) = |λ|2En + λ̄A+ λA∗ +A∗A, (λEn +A)(λEn +A)∗ = |λ|2En + λ̄A+ λA∗ +AA∗ で

あり, 仮定から A∗A = AA∗ だから, (λEn +A)∗(λEn +A) = (λEn +A)(λEn +A)∗ が成り立つため, λEn +A も

正規行列である.
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(2)

(
a b

c 0

)∗(
a b

c 0

)
=

(
ā c̄

b̄ 0

)(
a b

c 0

)
=

(
|a|2 + |c|2 āb

ab̄ |b|2

)
,

(
a b

c 0

)(
a b

c 0

)∗

=

(
a b

c 0

)(
ā c̄

b̄ 0

)
=(

|a|2 + |b|2 ac̄

āc |c|2

)
だから

(
a b

c 0

)
が正規行列であるためには |b| = |c| かつ āb = ac̄ が成り立つことが必要十

分である. a = 0 の場合は主張は明らかである. a ̸= 0 の場合, a の偏角を α として a = |a|(cosα + i sinα),

b = |b|(cosβ + i sinβ), c = |c|(cos γ + i sin γ) を āb = ac̄ に代入すれば, |a| ̸= 0 かつ |b| = |c| ̸= 0 だから

cos(β − α) + i sin(β − α) = cos(α− γ) + i sin(α− γ) が得られる. 従って α− γ = β − α+ 2nπ を満たす整数 n が

存在する. このとき, α =
β + γ

2
+ nπ だから次の等式が成り立つ.

a = |a|
(
cos

(
β + γ

2
+ nπ

)
+ i sin

(
β + γ

2
+ nπ

))
=


|a|
(
cos

β + γ

2
+ i sin

β + γ

2

)
nは偶数

−|a|
(
cos

β + γ

2
+ i sin

β + γ

2

)
nは奇数

(3) 与えられた行列の固有方程式は (t− λ)2 − 2κξζ(t− λ)− ρ2ξ2ζ2 = 0 であり, ρ > 0 だから, 2つの相異なる固

有値 λ+ ξζ
(
κ±

√
κ2 + ρ2

)
がある. このとき,

(
ρξ

ζ
(
κ−

√
κ2 + ρ2

)) は固有値 λ+ ξζ
(
κ+

√
κ2 + ρ2

)
に対する固

有ベクトルであり,

(
ρξ

ζ
(
κ+

√
κ2 + ρ2

)) は λ− ξζ
(
κ−

√
κ2 + ρ2

)
に対する固有ベクトルである. これらの固有ベ

クトルは直交し, 長さはそれぞれ

√
2
√
κ2 + ρ2

(√
κ2 + ρ2 − κ

)
,

√
2
√
κ2 + ρ2

(√
κ2 + ρ2 + κ

)
だから, 与えられ

た行列はユニタリー行列
1

√
2 4
√
κ2 + ρ2

 ξ
√√

κ2 + ρ2 + κ ξ
√√

κ2 + ρ2 − κ

−ζ
√√

κ2 + ρ2 − κ ζ
√√

κ2 + ρ2 + κ

 によってλ+ ξζ
(
κ+

√
κ2 + ρ2

)
0

0 λ+ ξζ
(
κ−

√
κ2 + ρ2

) に対角化される.

5. (1) 仮定から α, β は f の固有値で, V , V ⊥ がそれぞれ α, β の固有空間である. 第 18回の問題 3の (1)より,

(a, b) ̸= (0, 0) の場合,

v1 =


a√

a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

 , v2 =


−b√
a2+b2

a√
a2+b2

0

 , v3 =


−ac√

a2+b2
√
a2+b2+c2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2


とおけば, [v1,v2,v3] は v1 ∈ V , v2,v3 ∈ V ⊥ を満たす f の固有ベクトルからなる R3 の正規直交基底である. 従っ

て [v1,v2,v3] に関する f の表現行列を D とし, R3 の標準基底 [e1, e2, e3] から [v1,v2,v3] への基底の変換行列を

P とすれば D は対角行列

α 0 0

0 β 0

0 0 β

 であり,

P =
(
v1 v2 v3

)
=


a√

a2+b2+c2
−b√
a2+b2

−ac√
a2+b2

√
a2+b2+c2

b√
a2+b2+c2

a√
a2+b2

−bc√
a2+b2

√
a2+b2+c2

c√
a2+b2+c2

0 a2+b2√
a2+b2

√
a2+b2+c2


で, P は R3 の標準基底 [e1, e2, e3] に関する f の表現行列を対角化する行列である. また, P は正規直交基底を列

ベクトルにもつため, 直交行列である. 故に (a, b) ̸= (0, 0) の場合は上記の P が求める行列である. a = b = 0 の

場合は, e1 は V の正規直交基底で, e2, e3 は V ⊥ の正規直交基底だから, [e1, e2, e3] は f の固有ベクトルからなる

R3 の基底である. 従って a = b = 0 の場合は 3次単位行列 En が求める行列である.
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(2) 仮定から α, β は g の固有値で, W , W⊥ がそれぞれ α, β の固有空間である. 第 18回の問題 3の (3)より,

v1 =
1

∥w1∥
w1, v2 =

1∥∥∥w2 − (w2,w1)
∥w1∥2 w1

∥∥∥
(
w2 −

(w2,w1)

∥w1∥2
w1

)
, v3 =

1

∥w1 ×w2∥
w1 × w2 とおけば, [v1,v2,v3]

は v1,v2 ∈W , v3 ∈W⊥ を満たす f の固有ベクトルからなる R3 の正規直交基底である. 従って [v1,v2,v3] に関

する g の表現行列を D とし, R3 の標準基底 [e1, e2, e3] から [v1,v2,v3] への基底の変換行列を P とすれば D は

対角行列

α 0 0

0 α 0

0 0 β

 であり,

P =
(
v1 v2 v3

)
=


a√

a2+b2+c2
c(cp−ar)−b(aq−bp)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
br−cq√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
b√

a2+b2+c2
a(aq−bp)−c(br−cq)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
cp−ar√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2
c√

a2+b2+c2
a(aq−bp)−c(br−cq)√

(a2+b2+c2)((br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2)
aq−bp√

(br−cq)2+(cp−ar)2+(aq−bp)2


で, P は R3 の標準基底 [e1, e2, e3] に関する g の表現行列を対角化する行列である. また, P は正規直交基底を列

ベクトルにもつため, 直交行列である. 故に上記の P が求める行列である.

6. (1) A = λEn + εaa∗ とおくと, Aa = (λEn + εaa∗)a = λa + ε∥a∥2a = (λ + ε∥a∥2)a だから, λ + ε∥a∥2

は A の固有値で, a はこの固有値に対する固有ベクトルである. x ∈ ⟨a⟩⊥ ならば a∗x = (x,a) = 0 だから

Ax = (λEn + εaa∗)x = λx+ εaa∗x = λx が得られる. 従って, λ は A の固有値で, ⟨a⟩⊥ はこの固有値に対する
固有空間に含まれる. λ+ ε∥a∥2, λ に対する A の固有空間をそれぞれ V , W とすれば, ⟨a⟩ ⊂ V , ⟨a⟩⊥ ⊂W である.

v ∈ V , w ∈W とすれば, Cn = ⟨a⟩⊕⟨a⟩⊥ より v = pa+b, w = qa+c を満たす p, q ∈ C と b, c ∈ ⟨a⟩⊥ が存在す
る. このとき p(λ+ ε∥a∥2)a+(λ+ ε∥a∥2)b = (λ+ ε∥a∥2)v = Av = A(pa+ b) = pAa+Ab = p(λ+ ε∥a∥2)a+λb

と qλa+ λc = λw = Aw = A(qa+ c) = qAa+Ac = q(λ+ ε∥a∥2)a+ λc が成り立つ. 前者から ε∥a∥2b = 0, 後者

から qε∥a∥2a = 0 が得られ, ε = ±1 かつ ∥a∥ ̸= 0 だから b = 0, q = 0 であることがわかる. 故に v = pa ∈ ⟨a⟩,
w = c ∈ ⟨a⟩⊥ となるため, V ⊂∈ ⟨a⟩, W ⊂∈ ⟨a⟩⊥ が成り立つ. 以上から V = ⟨a⟩, W = ⟨a⟩⊥ である.

(2) j = 1, 2, . . . , n− 1 に対して vj = −āj+1e1 + ā1ej+1 とおけば a1 ̸= 0 だから, v1,v2, . . . ,vn−1 は 1次独立で

あり, (a,vj) = 0 だから v1,v2, . . . ,vn−1 ∈ ⟨a⟩⊥ である. 従って, v1,v2, . . . ,vn−1 は ⟨a⟩⊥ の基底であり, これら

を直交化して得られる ⟨a⟩⊥ の正規直交基底をw1,w2, . . . ,wn−1 として P =
(

1
∥a∥a w1 w2 · · · wn−1

)
とおけば

P は A を対角化するユニタリー行列である. このとき P−1AP =

(
λ+ ε∥a∥2 t0

0 λEn−1

)
である.

n = 2 の場合 :v1 =

(
−ā2
ā1

)
だからw1 =

 −ā2√
|a1|2+|a2|2

ā1√
|a1|2+|a2|2

 である. 従って P =

 a1√
|a1|2+|a2|2

−ā2√
|a1|2+|a2|2

a2√
|a1|2+|a2|2

ā1√
|a1|2+|a2|2

 は
A を対角化するユニタリー行列であり, P−1AP =

(
λ+ ε∥a∥2 0

0 λ

)
である.

n = 3 の場合 :v1 =

−ā2
ā1

0

, v2 =

−ā3
0

ā1

 だからw1 =


−ā2√

|a1|2+|a2|2
ā1√

|a1|2+|a2|2

0

 であり, z2 = v2 −
(v2,v1)

(v1,v1)
v1 とおけ

ば z2 =


−|a1|2ā3

|a1|2+|a2|2
−ā1a2ā3

|a1|2+|a2|2

ā1

, ∥z2∥ =
|a1|
√

|a1|2 + |a2|2 + |a3|2√
|a1|2 + |a2|2

である. 従って

P =


a1
∥a∥

−ā2√
|a1|2+|a2|2

−|a1|ā3√
|a1|2+|a2|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

a2
∥a∥

ā1√
|a1|2+|a2|2

−ā1a2ā3
|a1|

√
|a1|2+|a2|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

a3
∥a∥ 0

ā1
√

|a1|2+|a2|2

|a1|
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2


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は A を対角化するユニタリー行列であり, P−1AP =

λ+ ε∥a∥2 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 である.

n = 4 の場合 :v1 =


−ā2
ā1

0

0

, v2 =


−ā3
0

ā1

0

 だからw1 =


−ā2√

|a1|2+|a2|2
ā1√

|a1|2+|a2|2

0

0

 であり, z2 = v2 −
(v2,v1)

(v1,v1)
v1 とおけ

ば z2 =


−|a1|2ā3

|a1|2+|a2|2
−ā1a2ā3

|a1|2+|a2|2

ā1

0

, ∥z2∥ =
|a1|
√
|a1|2 + |a2|2 + |a3|2√
|a1|2 + |a2|2

である. v3 =


−ā4
0

0

ā1

 だから z3 = v3 −
(v3,v1)

(v1,v1)
v1 −

(v3, z2)

(z2, z2)
z2 とおけば z3 =


−|a1|2ā4

|a1|2+|a2|2+|a3|2
−ā1a2ā4

|a1|2+|a2|2+|a3|2
−ā1a3ā4

|a1|2+|a2|2+|a3|2

ā1

, ∥z3∥ =
|a1|
√

|a1|2 + |a2|2 + |a3|2 + |a4|2√
|a1|2 + |a2|2 + |a3|2

である. 従って

P =



a1
∥a∥

−ā2√
|a1|2+|a2|2

−|a1|ā3√
|a1|2+|a2|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

−|a1|ā4√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2+|a4|2

a2
∥a∥

ā1√
|a1|2+|a2|2

−ā1a2ā3
|a1|

√
|a1|2+|a2|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

−ā1a2ā4
|a1|

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2

√
|a1|2+|a2|2+|a3|2+|a4|2

a3
∥a∥ 0

ā1
√

|a1|2+|a2|2

|a1|
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2
−ā1a3ā4

|a1|
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2+|a4|2

a4
∥a∥ 0 0

ā1
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2

|a1|
√

|a1|2+|a2|2+|a3|2+|a4|2



は A を対角化するユニタリー行列であり, P−1AP =


λ+ ε∥a∥2 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ

 である.

7. (1)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −i 1

i t− 5 −i
1 i t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −i 1

0 t− 5 −i
t− 2 i t− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −i 1

0 t− 5 −i
0 2i t− 4

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 2)

∣∣∣∣∣t− 5 −i
2i t− 4

∣∣∣∣∣ =
(t− 2)

∣∣∣∣∣t− 5 −i
2i t− 4

∣∣∣∣∣ = (t− 2)(t2 − 9t+18) = (t− 2)(t− 3)(t− 6) より, 与えられた行列の固有値は 2, 3, 6 である.−1 −i 1

i −3 −i
1 i −1

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 −i 1

0 −2 0

0 0 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−1 0 1

0 −2 0

0 0 0

 だから, 2 に対する固有空間の正

規直交基底は
1√
2

1

0

1

 で与えられる.

0 −i 1

i −2 −i
1 i 0

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

0 −i 1

i −1 0

1 i 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

1 0 1

i −1 0

0 0 0


だから, 3 に対する固有空間の正規直交基底は

1√
2

 1

i

−1

 で与えられる.

3 −i 1

i 1 −i
1 i 3

 (1,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し 3 −i 1

4i 2 0

−8 4i 0

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 1 0 1

4i 2 0

0 0 0

 だから, 6 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
6

−1

2i

1

 で与えら
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れる. 故に, 与えられた行列は


1√
2

1√
3

− 1√
6

0 i√
3

2i√
6

1√
2

− 1√
3

1√
6

 によって
2 0 0

0 3 0

0 0 6

 に対角化される.

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 + i 0 −i

0 t− 1− i 0

−i 0 t− 2 + i

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1− i)

∣∣∣∣∣t− 2 + i −i
−i t− 2 + i

∣∣∣∣∣ = (t− 1− i)((t− 2 + i)2 + 1) =

(t−1−i)(t−2+2i)(t−2)より,与えられた行列の固有値は 2, 1+i, 2−2iである.

 i 0 −i
0 1− i 0

−i 0 i

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出しi 0 −i

0 1− i 0

0 0 0

 だから, 2 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
2

1

0

1

 で与えられる.

−1 + 2i 0 −i
0 0 0

−i 0 −1 + 2i


(1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−1 + 2i 0 −4 + 2i

0 0 0

−i 0 −1 + 2i

 だから, 1 + i に対する固有空間の正規直交基底は

0

1

0

 で与えられ
る.

−i 0 −i
0 1− 3i 0

−i 0 −i

 (3,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−i 0 −i
0 1− 3i 0

0 0 0

 だから, 2 − 2i に対する固有空間の正規直交基底は

1√
2

−1

0

1

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


1√
2

0 − 1√
2

0 1 0
1√
2

0 1√
2

 によって
2 0 0

0 1 + i 0

0 0 2− 2i

 に対角化さ
れる.

(3)

∣∣∣∣∣∣∣
t 1 2

−1 t 2

−2 −2 t

∣∣∣∣∣∣∣ = t3 + 4 − 4 + 4t + t + 4t = t(t2 + 9) より, 与えられた行列の固有値は 3i, −3i, 0 である.

 3i 1 2

−1 3i 2

−2 −2 3i

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −8 2 + 6i

−1 3i 2

0 −2− 6i −4 + 3i

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 −8 2 + 6i

−1 0 −1+3i
4

0 0 0

 だから, 3i に

対する固有空間の正規直交基底は
1

6

−1 + 3i

1 + 3i

4

 で与えられる.

−3i 1 2

−1 −3i 2

−2 −2 −3i

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 0 −8 2− 6i

−1 −3i 2

0 −2 + 6i −4− 3i

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 −8 2− 6i

−1 0 −1−3i
4

0 0 0

 だから, −3i に対する固有空間の正規直交基底は

1

6

−1− 3i

1− 3i

4

 で与えられる.

 0 1 2

−1 0 2

−2 −2 0

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 1 2

−1 0 2

0 −2 −4

 (1,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 1 2

−1 0 2

0 0 0


だから, 0に対する固有空間の正規直交基底は

1

3

 2

−2

1

で与えられる. 故に,与えられた行列は


−1+3i

6
−1−3i

6
2
3

1+3i
6

1−3i
6 − 2

3
2
3

2
3

1
3


によって

3i 0 0

0 −3i 0

0 0 0

 に対角化される.
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(4)

∣∣∣∣∣∣∣
t− 2 −1 −2

−1 t− 2 2

2 −2 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −1 −2

t− 3 t− 2 2

0 −2 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 −1 −2

0 t− 1 4

0 −2 t− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 3)

∣∣∣∣∣t− 1 4

−2 t− 1

∣∣∣∣∣ =
(t−3)((t−1)2+8)より,与えられた行列の固有値は 1+2

√
2i, 1−2

√
2i, 3である.

−1 + 2
√
2i −1 −2

−1 −1 + 2
√
2i 2

2 −2 2
√
2i


(2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

 0 −8− 4
√
2i −4 + 4

√
2i

−1 −1 + 2
√
2i 2

0 −4 + 4
√
2i 4 + 2

√
2i

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

−1 0 − i√
2

0 −4 + 4
√
2i 4 + 2

√
2i

 だから, 1+2
√
2i

に対する固有空間の正規直交基底は
1

2

−i
i√
2

で与えられる.

−1− 2
√
2i −1 −2

−1 −1− 2
√
2i 2

2 −2 −2
√
2i

 (2,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し 0 −8 + 4

√
2i −4− 4

√
2i

−1 −1− 2
√
2i 2

0 −4− 4
√
2i 4− 2

√
2i

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

−1 0 i√
2

0 −4− 4
√
2i 4− 2

√
2i

 だから, 1− 2
√
2i に対する固有

空間の正規直交基底は
1

2

 i

−i√
2

で与えられる.

 1 −1 −2

−1 1 2

2 −2 2

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

1 −1 −2

0 0 0

0 0 6

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し1 −1 0

0 0 0

0 0 6

 だから, 3 に対する固有空間の正規直交基底は
1√
2

1

1

0

 で与えられる. 故に, 与えられた行列は


− i

2
i
2

1√
2

i
2 − i

2
1√
2

1√
2

1√
2

0

 によって
1 + 2

√
2i 0 0

0 1− 2
√
2i 0

0 0 3

 に対角化される.

8. (1) B の固有多項式は |tE3 −B| = t3 + c2t = t(t+ ci)(t− ci) だから固有値は 0, ci, −ci.
(2) 複素行列 A =

(
ajk
)
∈ Mm,n(C) に対し A =

(
ājk
)
とすれば, A,B ∈ Mm,n(C), C ∈ Mn,l(C), λ ∈ C に

対して A+B = A + B, AC = AC, λA = λ̄A が成り立ち, A ∈ Mm,n(R) であるためには A = A であるこ

とが必要十分である. Bu = ciu の両辺の共役を考えると Bū = −ciū だから ū は −ci に対する長さ 1 の固有

ベクトルである. また, x̄ =
1√
2
(ū +¯̄u) = x, ȳ = − 1√

2i
(ū −¯̄u) = y より x,y ∈ R3 である. Bb = 0 だか

ら b は B の固有値 0 に対する固有ベクトルである. z, u, ū は長さが 1 であり, 正規行列 B の相異なる固有

値 0, ci, −ci に対する固有ベクトルであるため互いに直交する. このことから (z,x) = (z,y) = 0 は明らかで,

(x,y) = − 1

2i
(u + ū,u − ū) = − 1

2i
((u,u) − (ū, ū)) = 0, (x,x) =

1

2
(u + ū,u + ū) =

1

2
((u,u) + (ū, ū)) = 1,

(y,y) =
1

2
(u− ū,u− ū) =

1

2
((u,u) + (ū, ū)) = 1. 故に x,y, z は R3 の正規直交基底である.

(3) Bx = B

(
1√
2
(u+ ū)

)
=

1√
2
(Bu+Bū) =

1√
2
(ciu− ciū) = ci√

2
(u− ū) = −cy, By = B

(
1√
2i
(u− ū)

)
=

1√
2i
(Bu−Bū) =

1√
2i
(ciu+ ciū) =

c√
2
(u− ū) = cx, Bz = 0.

(4) (3) の結果から BP = B
(
x y z

)
=
(
Bx By Bz

)
=
(
−cy cx 0

)
=
(
−c Pe2 c Pe1 0

)
= P

(
−c e2 c e1 0

)
だ

から, P−1BP =
(
−c e2 c e1 0

)
=

 0 c 0

−c 0 0

0 0 0

.

9. (1) 直交行列 P はユニタリー行列だから固有値の絶対値は 1である. 従って実数の固有値は 1 または −1 である.
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P の固有多項式の係数は実数だから

|tEn − P | = (t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λr)(t− µ1)(t− µ2) · · · (t− µl)(t− µ̄1)(t− µ̄2) · · · (t− µ̄l)

(ただし r + 2l = n, λ1, λ2, . . . , λl ∈ R, µ1, µ2, . . . , µl ∈ C −R) のように因数分解される. このとき, t = 0 を代入

すれば

|P | = λ1λ2 · · ·λlµ1µ2 . . . µlµ̄1µ̄2 · · · µ̄l = λ1λ2 · · ·λl|µ1|2|µ2|2 · · · |µl|2

が得られる. P の固有方程式は −1 を s 重根にもつから, λ1 = λ2 = · · · = λs = −1 とすれば, λs+1 = λs+2 = · · · =
λr = 1, |µ1| = |µ2| = · · · = |µl| = 1 だから |P | = (−1)s である.

(2) 直交行列は正規行列だから, すべての固有値が実数であれば対称行列になるため, 対称行列ではない直交行列

は虚数の固有値をもつ.

(3) P を行列式の値が 1 である奇数次の直交行列とすると, P の固有多項式は奇数次の実係数多項式だから, 重複

度もこめて奇数個の実数解をもつ. すなわち実数である P の固有値は重複度もこめて奇数個であり |P | = 1 だから

(1)の結果より −1 の重複度は偶数である. P の実数の固有値は 1か −1に限るため P は 1を固有値にもつ.

10. (1)問題 8の結果から, Aは 1を固有値にもち, Aの 1以外の固有値は絶対値が 1の一組の共役な虚数だから,それ

らを cos θ+ i sin θ, cos θ− i sin θ (0 < θ < π) であるとしてよい. A の固有値 cos θ− i sin θ に対する長さ 1の固有ベ

クトルを uとすれば Au = (cos θ− i sin θ)uだから, Aū = Āū = Au = (cos θ − i sin θ)u = (cos θ+ i sin θ)ūとなる

ため, ūは cos θ+ i sin θ に対する長さ 1の固有ベクトルである. uと ūは正規行列 Aの相異なる固有値に対する固有

ベクトルだから, 互いに直交することに注意する. x =
1√
2
(u+ ū), y =

1√
2i
(u− ū) とおけば, x̄ =

1√
2
(ū+ ¯̄u) = x,

ȳ = − 1√
2i
(ū − ¯̄u) = y だから x,y ∈ R3 であり, (x,y) = − 1

2i
(u + ū,u − ū) = − 1

2i
((u,u) − (ū, ū)) = 0,

(x,x) =
1

2
(u+ ū,u+ ū) =

1

2
((u,u)+ (ū, ū)) = 1, (y,y) =

1

2
(u− ū,u− ū) =

1

2
((u,u)+ (ū, ū)) = 1 となるため,

x,y は正規直交系である. さらに, v = x× y とおくと, v は x と y の両方に垂直な単位ベクトルであり, [x,y,v]

は R3 の右手系の正規直交基底である. C3 の中で A の固有値 1 に対する固有空間を Z とすると, ⟨u⟩, ⟨ū⟩ はそれ
ぞれ 1 と異なる固有値 cos θ + i sin θ, cos θ − i sin θ に対する固有空間だから, ⟨u⟩, ⟨ū⟩, Z は互いに直交する C3 の

1次元部分空間であり, C3 の 3つの 2次元部分空間 ⟨x,y⟩, ⟨u, ū⟩, Z⊥ は一致する. V = Z ∩R3 とおけば, V は

R3 における A の固有値 1に対する固有空間であり, C3 において ⟨x,y⟩ = Z⊥ であることから, x と y によって

生成される R3 の 2次元部分空間は V の直交補空間である. 従って V は x と y の両方に垂直なベクトル全体から

なる R3 の 1次元部分空間であり, 一方 v は x と y の両方に垂直なベクトルだから, v は V の基底であり, A の固

有値 1 に対する固有ベクトルである.

Au = (cos θ − i sin θ)u, Aū = (cos θ + i sin θ)ū から, Ax = cos θx+ sin θy, Ay = − sin θx+ cos θy が得られる.

従って, P を x, y, v をそれぞれ第 1列, 第 2列, 第 3列にもつ行列とすれば, [x,y,v] は R3 の右手系の正規直交基

底だから, P は行列式の値が 1である直交行列である.

AP = A
(
x y v

)
=
(
Ax Ay Av

)
=
(
cos θx+ sin θy − sin θx+ cos θy v

)
=
(
cos θPe1 + sin θPe2 − sin θPe1 + cos θPe2 Pe3

)
= P

(
cos θe1 + sin θe2 − sin θe1 + cos θe2 e3

)
= P

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



だから P−1AP =

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 が成り立つ. このとき, trA = tr(P−1AP ) = 2 cos θ + 1 から cos θ =

1

2
(trA− 1) が得られるため, θ は 0 < θ < π の範囲で直交行列 P の選び方によらずに一通りに定まることがわかる.

(2) f : R3 → R3 を, 各 p ∈ R3 を ℓ を軸として, v の方向を向いて θ だけ時計回りに回転したベクトルに対応さ

せる写像とする. ℓ に垂直な平面で, 原点を通るものをそれぞれ H0 とすれば, H0 は x と y で生成される部分空間
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である. このとき, f0 は H0 の点を H0 の点に写すため, f の定義域を H0 に制限して得られる写像を f0 : H0 → H0

とすると, f0 は原点を中心とし, ℓ を軸として, v の方向を向いて θ だけ時計回りに回転させる H0 上の回転移動で

ある. [x,y,v] は R3 の右手系である正規直交基底だから, x を, ℓ を軸として, v の方向を向いて
π

2
だけ時計回り

に回転すれば y である. 従って, H0 の基底 [x,y] に関する f0 の表現行列は

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
となるため, q ∈ H0

ならば q = (q,x)x+ (q,y)y より, 次の等式が成り立つ.

f0(q) = ((q,x) cos θ − (q,y) sin θ)x+ ((q,x) sin θ + (q,y) cos θ)y · · · (∗)

[x,y,v] は R3 の正規直交基底だから p ∈ R3 は p = (p,x)x+ (p,y)y + (p,v)v と表されるため, p を位置ベク

トルとする点を P とし, P から ℓ に下した垂線の足を C とすれば, C の位置ベクトルは (p,v)v である. ℓ に垂直な

平面で, C を通るものを H とすれば, H 上を C を中心として P を v の方向を向いて θ だけ時計回りに回転した点

の位置ベクトルが f(p) だから, f(p)− (p,v)v は ℓ に垂直で H0 に含まれ, H0 内で p− (p,v)v = (p,x)x+(p,y)y

を, 原点を中心として v の方向を向いて θ だけ時計回りに回転したベクトルである. 故に, (v,x) = (v,y) = 0 であ

ることに注意すれば, (∗) より

f(p)− (p,v)v = f0(p− (p,v)v)

= ((p− (p,v)v,x) cos θ−(p− (p,v)v,y) sin θ)x+ ((p− (p,v)v,x) sin θ+(p− (p,v)v,y) cos θ)y

= ((p,x) cos θ − (p,y) sin θ)x+ ((p,x) sin θ + (p,y) cos θ)y

だから, f(p) = ((p,x) cos θ− (p,y) sin θ)x+((p,x) sin θ+(p,y) cos θ)y+(p,v)v が成り立つ. 一方 (1)の結果から

Ap = (p,x)Ax+ (p,y)Ay + (p,v)Av = (p,x)(cos θx+ sin θy) + (p,y)(− sin θx+ cos θy) + (p,v)v =

= ((p,x) cos θ − (p,y) sin θ)x+ ((p,x) sin θ + (p,y) cos θ)y + (p,v)v

が成り立つため, f(p) = Ap となり, A が表す R3 の 1次変換は ℓ を軸に v の方向を向いて時計回りに θ だけ回転

する回転移動であることがわかる. 故に, b = sin θv であることが示されれば, b の長さは sin θ で, sin θ > 0 より,

A が表す R3 の 1次変換は ℓ を軸に b の方向を向いて時計回りに θ だけ回転する回転移動であることが示される.

A2u = (cos θ − i sin θ)2u = (cos 2θ − i sin 2θ)u, A2ū = (cos θ + i sin θ)2ū = (cos 2θ + i sin 2θ)ū, A2v = v より,

A2 の固有値は cos 2θ+ i sin 2θ, cos 2θ− i sin 2θ, 1 であり, 0 < 2θ < 2π だから 1 に対する A2 の固有空間は v で生

成される 1次元部分空間である. 一方,
1

2
(A− tA)b = 0 で, tA = A−1 だから A2b = b となるため, b は A2 の固有

値 1 に対する固有ベクトルである. 従って b = rv となる r ∈ R が存在する.

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, u =

u1u2
u3

 とおけば, b =
1

2

a32 − a23

a13 − a31

a21 − a12

, u × ū =

 u2ū3 − ū2u3

−u1ū3 + ū1u3

u1ū2 − ū1u2

 であり, Au =

(cos θ − i sin θ)u, Aū = (cos θ + i sin θ)ū から, {j, k, l} = {1, 2, 3} を満たす整数 j, k, l に対し

ajkuk = (cos θ − i sin θ)uj − ajlul − ajjuj , ajkūk = (cos θ + i sin θ)ūj − ajlūl − ajj ūj
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であるため,

(u× ū, 2b) = (a32 − a23)(u2ū3 − ū2u3) + (a13 − a31)(−u1ū3 + ū1u3) + (a21 − a12)(u1ū2 − ū1u2)

= (a32u2)ū3 − (a32ū2)u3 − u2(a23ū3) + ū2(a23u3)− u1(a13ū3) + ū1(a13u3)

+ (a31u1)ū3 − (a31ū1)u3 + (a21u1)ū2 − (a21ū1)u2 − u1(a12ū2) + ū1(a12u2)

= ((cos θ − i sin θ)u3 − a31u1 − a33u3)ū3 − ((cos θ + i sin θ)ū3 − a31ū1 − a33ū3)u3

− u2((cos θ + i sin θ)ū2 − a21ū1 − a22ū2) + ū2((cos θ − i sin θ)u2 − a21u1 − a22u2)

− u1((cos θ + i sin θ)ū1 − a11ū1 − a12ū2) + ū1((cos θ − i sin θ)u1 − a11u1 − a12u2)

+ ((cos θ − i sin θ)u3 − a32u2 − a33u3)ū3 − ((cos θ + i sin θ)ū3 − a32ū2 − a33ū3)u3

+ ((cos θ − i sin θ)u2 − a22u2 − a23u3)ū2 − ((cos θ + i sin θ)ū2 − a22ū2 − a23ū3)u2

− u1((cos θ + i sin θ)ū1 − a11ū1 − a13ū3) + ū1((cos θ − i sin θ)u1 − a11u1 − a13u3)

= −(a32 − a23)(u2ū3 − ū2u3)− (a13 − a31)(−u1ū3 + ū1u3)− (a21 − a12)(u1ū2 − ū1u2)

− 4i sin θ(|u1|2 + |u2|2 + |u3|2)

= −(u× ū, 2b)− 4i sin θ

が得られる. 従って, 2(u× ū, 2b) = −4i sin θ だから, (u× ū, b) = −i sin θ が成り立つ. 一方,

v = x× y =
1√
2
(u+ ū)× 1√

2i
(u− ū) = i(u× ū)

であり, v は単位ベクトルだから r = r(v,v) = (v, rv) = (v, b) = (i(u× ū, )b) = i(u× ū, b) = sin θ である.

11. v に直交する単位ベクトルの一つとして v1 =
1√
2

 0

−1

1

 を選び, v2 =
1

∥v∥
v× v1 =

1

3
√
2

 4

−1

−1

, v3 =
1

∥v∥
v

とおくと, [v1,v2,v3] は右手系の R3 の正規直交基底である. 求める行列を A とすれば, TA は v3 を方向ベク

トルとする直線を軸として v1, v2 を含む平面を, v3 の方向を向いて
π

3
だけ時計回りに回転する 1 次変換だか

ら, Av1 = cos
π

3
v1 + sin

π

3
v2 =

1

2
v1 +

√
3

2
v2, Av2 = − sin

π

3
v2 + cos

π

3
v2 = −

√
3

2
v1 +

1

2
v2, Av3 = v3 であ

る. v1,v2,v3 をこの順に列ベクトルにもつ行列を P とすれば, P は直交行列であり, AP =
(
Av1Av2Av3

)
=(

1
2v1 +

√
3
2 v2 −

√
3
2 v1 +

1
2v2 v3

)
=
(

1
2Pe1 +

√
3
2 Pe2 −

√
3
2 Pe1 +

1
2Pe2 Pe3

)
= P


1
2 −

√
3
2 0

√
3
2

1
2 0

0 0 1

 より, A =

P


1
2 −

√
3
2 0

√
3
2

1
2 0

0 0 1

P−1 = P


1
2 −

√
3
2 0

√
3
2

1
2 0

0 0 1

tP =
1

18

 10 2− 6
√
3 2 + 6

√
3

2 + 6
√
3 13 4− 3

√
3

2− 6
√
3 4 + 3

√
3 13

.

12. A は対称行列だから, A の固有値はすべて実数である. 従って, 問題 8の結果より, A の固有値は 1または−1で

ある. もし, A の固有方程式が ε (ε = ±1) を 3重根にもてば, A は対角化可能だから P−1AP = εE3 を満たす正則

行列 P が存在するが, このとき A = P (εE3)P
−1 = εPP−1 = εE3 となって, A ̸= ±E3 であるという仮定に反する.

従って A の固有多項式は (t− 1)(t+1)2 か (t− 1)2(t+1) のいずれかで, A の行列式の値は A の固有方程式のすべ

て解の重複度も込めた積に等しいため, 前者の場合は |A| = 1 であり, 後者の場合は |A| = −1 である.

(1) 上の議論から, A の固有方程式は −1を重根にもち, A の固有値 −1に対する固有空間の次元は 2次元である.

x,y を −1に対する固有空間の正規直交基底とし, 固有値 1に対する A の固有ベクトルで単位ベクトルであるもの

を v とすれば, [x,y,v] は R3 の正規直交基底である. Ax = −x, Ay = −y, Av = v だから, [x,y,v] に関する A

の表現行列は

−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 となり, A が表すR3 の 1次変換は, v を方向ベクトルとして, 原点を通る直線を軸
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とした角度 πの回転移動であることがわかる.

(2) 初めの議論から, A の固有方程式は 1を重根にもち, A の固有値 1に対する固有空間の次元は 2次元である.

x,y を 1に対する固有空間の正規直交基底とし, 固有値 −1に対する A の固有ベクトルで単位ベクトルであるもの

を v とすれば, [x,y,v] は R3 の正規直交基底であり, とくに v は原点を通って x と y に平行な平面の法線ベクト

ルである. Ax = x, Ay = y, Av = −v だから, [x,y,v] に関する A の表現行列は

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 となり, A が表す

R3 の 1次変換は, v を法線ベクトルとして, 原点を通る平面に関する対称移動であることがわかる.

13. 各問で与えられた行列を A とする.

(1) tAA =
1

16

−1 3 −
√
6

−3 1
√
6√

6
√
6 2


 −1 −3

√
6

3 1
√
6

−
√
6

√
6 2

 = E3 だから, A は直交行列であり,

|A| = 1

43

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −3

√
6

3 1
√
6

−
√
6

√
6 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

64

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −3

√
6

0 −8 4
√
6

0 4
√
6 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

64

∣∣∣∣∣ −8 4
√
6

4
√
6 −4

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から A は回転を

表す.
1

2
(A− tA) =

1

4

 0 −3
√
6

3 0 0

−
√
6 0 0

 であり, 回転角を θ とすれば cos θ =
1

2
(trA− 1) =

1

4
だから, 問題 9の

結果により, A は原点を通り,

 0√
6

3

 を方向ベクトルとする直線を軸として,

 0√
6

36

 の方向に向かって時計回りに
cos−1 1

4
だけ回転させる回転を表す.

(2) tAA =
1

81

 4 4 7

−8 1 4

1 −8 4


4 −8 1

4 1 −8

7 4 4

 = E3 だから, A は直交行列であり, |A| =
1

93

∣∣∣∣∣∣∣
4 −8 1

4 1 −8

7 4 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

1

93

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

36 −63 −8

−9 36 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

9

∣∣∣∣∣ 4 −7

−1 4

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から A は回転を表す.
1

2
(A− tA) =

1

9

0 −6 −3

6 0 −6

3 6 0


であり, 回転角を θ とすれば cos θ =

1

2
(trA− 1) = 0 だから, 問題 9の結果により, A は原点を通り,

 2

−1

2

 を方向
ベクトルとする直線を軸として,

 2

−1

2

 の方向に向かって時計回りに π

2
だけ回転させる回転を表す.

(3) tAA =
1

225

 5 −14 −2

10 5 −10

10 2 11


 5 10 10

−14 5 2

−2 −10 11

 = E3 だから, A は直交行列であり,

|A| = 1

153

∣∣∣∣∣∣∣
5 10 10

−14 5 2

−2 −10 11

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

3375

∣∣∣∣∣∣∣
5 0 0

−14 33 30

−2 −6 15

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

675

∣∣∣∣∣33 30

−6 15

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から A は回転を表

す.
1

2
(A− tA) =

1

15

 0 12 6

−12 0 6

−6 −6 0

 であり, 回転角を θ とすれば cos θ =
1

2
(trA−1) =

1

5
だから, 問題 9の結果に
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より, A は原点を通り,

−1

1

−2

 を方向ベクトルとする直線を軸として,

−1

1

−2

 の方向に向かって時計回りに cos−1 1

5

だけ回転させる回転を表す.

(4) tAA =
1

289

−9 8 12

8 −9 12

12 12 1


−9 8 12

8 −9 12

12 12 1

 = E3,
tA = A だから, A は直交行列かつ対称行列であり,

|A| = 1

173

∣∣∣∣∣∣∣
−9 8 12

8 −9 12

12 12 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

4913

∣∣∣∣∣∣∣
−153 −136 0

−136 −153 0

12 12 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

4913

∣∣∣∣∣−153 −136

−136 −153

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 11の結果から A は回転

角 π の回転を表す.

−26 8 12

8 −26 12

12 12 −16

 (3,3) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し

−17 17 0

17 −17 0

12 12 −16

 (2,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

 0 0 0

17 −17 0

24 0 −16

 だ
から,

2

2

3

 は 1 に対する固有ベクトルであり, A は原点を通り, このベクトルを方向ベクトルとする直線を軸にし

た回転角 π の回転を表す.

(5) tAA =
1

25

 4 1 −2
√
2

1 4 2
√
2

2
√
2 −2

√
2 3


 4 1 2

√
2

1 4 −2
√
2

−2
√
2 2

√
2 3

 = E3 だから, A は直交行列であり,

|A| = 1

125

∣∣∣∣∣∣∣
4 1 2

√
2

1 4 −2
√
2

−2
√
2 2

√
2 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

125

∣∣∣∣∣∣∣
0 −15 10

√
2

1 4 −2
√
2

0 10
√
2 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

125

∣∣∣∣∣ −15 10
√
2

10
√
2 −5

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から

A は回転を表す.
1

2
(A− tA) =

1

5

 0 0 2
√
2

0 0 −2
√
2

−2
√
2 2

√
2 0

 であり, 回転角を θ とすれば cos θ =
1

2
(trA− 1) =

3

5
だ

から, 問題 9の結果により, A は原点を通り,

1

1

0

 を方向ベクトルとする直線を軸として,

1

1

0

 の方向に向かって
時計回りに cos−1 3

5
だけ回転させる回転を表す.

(6) tAA =
1

49

2 6 3

6 −3 2

3 2 −6


2 6 3

6 −3 2

3 2 −6

 = E3,
tA = A だから, A は直交行列かつ対称行列であり,

|A| = 1

73

∣∣∣∣∣∣∣
2 6 3

6 −3 2

3 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

343

∣∣∣∣∣∣∣
2 6 3

0 −21 −7

0 −7 − 21
2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

343

∣∣∣∣∣−21 −7

−14 −21

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 11 の結果から A は回転角

π の回転を表す.

−5 6 3

6 −10 2

3 2 −13

 (3,2) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し

−14 0 42

21 0 −63

3 2 −13

 (1,1) 成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し

−14 0 42

0 0 0

0 2 −4

 だから,

3

2

1

 は 1 に対する固有ベクトルであり, A は原点を通り, このベクトルを方向ベクトルとする直線を軸にした回転

角 π の回転を表す.
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(7) tAA =
1

9

 2 1 2

−2 2 1

−1 −2 2


2 −2 −1

1 2 −2

2 1 2

 = E3 だから, A は直交行列であり, |A| =
1

27

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 −1

1 2 −2

2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

27

∣∣∣∣∣∣∣
0 −6 3

1 2 −2

0 −3 6

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

27

∣∣∣∣∣−6 3

−3 6

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から A は回転を表す.

1

2
(A − tA) =

1

6

0 −3 −3

3 0 −3

3 3 0

 だから, 問題 9の結果により, 回転軸は

 1

−1

1

 を方向ベクトルとする直線であり,

回転角を θ とすれば cos θ =
1

2
(trA− 1) =

1

2
だから, A は原点を通り,

 1

−1

1

 を方向ベクトルとする直線を軸とし
て,

 1

−1

1

 の方向に向かって時計回りに π

3
だけ回転させる回転を表す.

(8) tAA =
1

4

 1 −1
√
2

1 −1 −
√
2√

2
√
2 0


 1 1

√
2

−1 −1
√
2√

2 −
√
2 0

= E3だから, Aは直交行列であり, |A| = 1

8

∣∣∣∣∣∣∣
1 1

√
2

−1 −1
√
2√

2 −
√
2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

8

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 2

√
2

−1 −1
√
2√

2 −
√
2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
√
2

4

∣∣∣∣∣−1 −1√
2 −

√
2

∣∣∣∣∣ = 1だから,問題9の結果からAは回転を表す.
1

2
(A−tA) =

1

2

 0 1 0

−1 0
√
2

0 −
√
2 0


であり, 回転角を θ とすれば cos θ =

1

2
(trA− 1) = −1

2
だから, 問題 9の結果により, A は原点を通り,

−
√
2

0

−1

 を
方向ベクトルとする直線を軸として,

−
√
2

0

−1

 の方向に向かって時計回りに 2π

3
だけ回転させる回転を表す.

(9) tAA =
1

16


√
2

√
6 −2

√
2

−2
√
3 2 0√

2
√
6 2

√
2




√
2 −2

√
3

√
2√

6 2
√
6

−2
√
2 0 2

√
2

 = E3 だから, A は直交行列であり,

|A| = 1

64

∣∣∣∣∣∣∣
√
2 −2

√
3

√
2√

6 2
√
6

−2
√
2 0 2

√
2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

64

∣∣∣∣∣∣∣
4
√
2 0 4

√
2√

6 2
√
6

−2
√
2 0 2

√
2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

32

∣∣∣∣∣ 4
√
2 4

√
2

−2
√
2 2

√
2

∣∣∣∣∣ = 1 だから, 問題 9の結果から A は

回転を表す.
1

2
(A− tA) =

1

8

 0 −2
√
3−

√
6 3

√
2

2
√
3 +

√
6 0

√
6

−3
√
2 −

√
6 0

 であり, 回転角を θ とすれば cos θ =
1

2
(trA− 1) =

3
√
2− 2

8
だから,問題 9の結果により, Aは原点を通り,

 −1√
3√

2 + 1

を方向ベクトルとする直線を軸として,

 −1√
3√

2 + 1


の方向に向かって時計回りに cos−1 3

√
2− 2

8
だけ回転させる回転を表す.

14. (1) 仮定から vj−1 = (A− λE2n)vj が j = 2, 3, . . . , n について成り立ち, (A− λE2n)v1 = 0 である. 従って

(A− λE2n)
kvj =

vj−k k = 0, 1, . . . , j − 1

0 k ≧ j
· · · (i)
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が成り立つ. a1, a2, . . . , an ∈ C に対して
n∑
j=1

ajvj = 0 が成り立つとき, この両辺に (A− λE2n)
n−1 をかけると, 上

式から anv1 = 0 が得られ, v1 ̸= 0 だから an = 0 である. 帰納的に an = an−1 = · · · = an−k+1 = 0 が示されたと

仮定すると
n−k∑
j=1

ajvj = 0 だから, この両辺に (A − λE2n)
n−k−1 をかければ an−kv1 = 0 が得られ, v1 ̸= 0 だから

an−k = 0 である. 故に, 帰納法によって a1 = a2 = · · · = an = 0 であることがわかるため, v1,v2, . . . ,vn は 1次独

立である.

(2) (i)より v1,v2, . . . ,vn ∈ KerT(A−λE2n)n であり, v1,v2, . . . ,vn は 1次独立だから dimKerT(A−λE2n)n ≧ n

である. 従って, 次元公式から rank (A− λE2n)
n ≦ n である.

τ : C2n → C2n を τ(x) = x̄ で定めれば, C2n をR上の 4n次元ベクトル空間とみなしたとき, τ は同型写像であ

るC2n の 1次変換である. 従って (1)の結果から v̄1, v̄2, . . . , v̄n は 1次独立である. A の成分はすべて実数だから,

仮定から

Av̄j =

λ̄v̄1 j = 1

λ̄v̄j + v̄j−1 j = 2, 3, . . . , n

が成り立つ. 従って

(A− λ̄E2n)
kv̄j =

v̄j−k k = 0, 1, . . . , j − 1

0 k ≧ j

となるため, v̄1, v̄2, . . . , v̄n ∈ KerT(A−λ̄E2n)n である. 故に dimKerT(A−λ̄E2n)n ≧ n となるため, 次元公式から

rank (A− λ̄E2n)
n ≦ n である.

λ ̸= λ̄ より, (x − λ)n と (x − λ̄)n は互いに素な多項式だから (x − λ)nF (x) + (x − λ̄)nG(x) = 1 を満たす x の

多項式 F (x) と G(x) が存在する. 従って (A − λE2n)
nF (A) + (A − λ̄E2n)

nG(A) = E2n が成り立つため, 任意の

x ∈ C2n に対して

x = (A− λE2n)
nF (A)x+ (A− λ̄E2n)

nG(A)x · · · (ii)

である. ここで, (A − λE2n)
nF (A) ∈ ImT(A−λE2n)n , (A − λ̄E2n)

nF (A) ∈ ImT(A−λ̄E2n)n だから, 上式から

C2n = ImT(A−λE2n)n + ImT(A−λ̄E2n)n であることがわかる. また, (A − λE2n)
nF (A) = F (A)(A − λE2n)

n,

(A− λ̄E2n)
nG(A) = G(A)(A− λ̄E2n)

n だから (ii)より j = 1, 2, . . . , n に対して次が成り立つ.

vj = (A− λE2n)
nF (A)vj + (A− λ̄E2n)

nG(A)vj = F (A)(A− λE2n)
nvj + (A− λ̄E2n)

nG(A)vj

= (A− λ̄E2n)
nG(A)vj ∈ ImT(A−λ̄E2n)n

v̄j = (A− λE2n)
nF (A)v̄j + (A− λ̄E2n)

nG(A)v̄j = (A− λE2n)
nF (A)v̄j +G(A)(A− λ̄E2n)

nv̄j

= (A− λE2n)
nF (A)v̄j ∈ ImT(A−λE2n)n

v̄1, v̄2, . . . , v̄n は 1次独立だから, rank (A− λE2n)
n = dim ImT(A−λE2n)n ≧ n であり, v1,v2, . . . ,vn は 1次独立だ

から, rank (A − λ̄E2n)
n = dim ImT(A−λ̄E2n)n ≧ n が得られるため, dim ImT(A−λE2n)n = dim ImT(A−λ̄E2n)n = n

であり, v̄1, v̄2, . . . , v̄n は ImT(A−λE2n)n の基底, v1,v2, . . . ,vn は ImT(A−λ̄E2n)n の基底である.

C2n = ImT(A−λE2n)n +ImT(A−λ̄E2n)n は 2n個のベクトル v1,v2, . . . ,vn, v̄1, v̄2, . . . , v̄n で生成されるため, これ

らは C2n の基底である
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(3) vk = w2k−1 + iw2k, v̄k = w2k−1 − iw2k だから λ = a+ bi (a, b ∈ R) とおけば

Awj =

 1
2 (Avk +Av̄k) j = 2k − 1 (k = 1, 2, . . . , n)

1
2i (Avk −Av̄k) j = 2k (k = 1, 2, . . . , n)

=



1
2 (λv1 + λ̄v̄1) j = 1

1
2i (λv1 − λ̄v̄1) j = 2

1
2 (λvk + λ̄v̄k + vk−1 + v̄k−1) j = 2k − 1 (k = 2, 3, . . . , n)

1
2i (λvk − λ̄v̄k + vk−1 − v̄k−1) j = 2k (k = 2, 3, . . . , n)

=



aw1 − bw2 j = 1

bw1 + aw2 j = 2

aw2k−1 − bw2k +w2k−3 j = 2k − 1 (k = 2, 3, . . . , n)

bw2k−1 + aw2k +w2k−2 j = 2k (k = 2, 3, . . . , n)

が得られる. 従って λ = a+ bi ∈ C (a, b ∈ R) に対して M(λ) =

(
a −b
b a

)
とおけば, 上式から [w1,w2, . . . ,w2n]

に関する f の表現行列は次のような 2n次正方行列になる.

M(λ) E2 0
M(λ) E2

. . .
. . .

0
. . . E2

M(λ)


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