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菊竹

平成 21 年 8 月 18 日

第 I部

第１問(3)について

1 解答
まず次のような数列を考える

𝑏𝑛 =
𝑛∑

𝑘=1

𝑟𝑘 sin 𝑘

これを用いて次の３つの式の組を考える。

𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1 + 𝑟2 sin 2 + 𝑟3 sin 3 + . . .+ 𝑟𝑛 sin𝑛 . . . (𝑖)

𝑟2𝑏𝑛 = 𝑟3 sin 1 + . . .+ 𝑟𝑛 sin𝑛

+ 𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + 𝑟𝑛+2 sin𝑛 . . . (𝑖𝑖)

2𝑟 cos 1𝑏𝑛 = 𝑟2 cos 1 sin 1 + 2𝑟3 cos 1 sin 2 + . . .+ 2𝑟𝑛 cos 1 sin(𝑛− 1)

+ 2𝑟𝑛+1 cos 1 sin𝑛 . . . (𝑖𝑖𝑖)

ここで (i)+(ii)-(iii)を考える。すなわち

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1)𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1 +
𝑛∑

𝑘=2

𝑟𝑘(sin 𝑘 + sin(𝑘 − 2)− cos 1 sin(𝑘 − 1))

+ 𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + 𝑟𝑛 sin𝑛− 2𝑟𝑛+1 cos 1 sin𝑛

ここで任意の整数 kに対して

sin 𝑘 + sin(𝑘 − 2) = sin((𝑘 − 1) + 1) + sin((𝑘 − 1)− 1)

= 2 sin(𝑘 − 1) cos 1
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であるので、結局

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1)𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1 + 𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + 𝑟𝑛 sin𝑛− 2𝑟𝑛+1 cos 1 sin𝑛

となる。ここで、nに関して極限をとれば、

lim
𝑛→∞(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1)𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1

となり、すなわち

lim
𝑛→∞ 𝑏𝑛 =

𝑟 sin 1

1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1

となる。これでやっと本題に入ることができる。ここで次のような数列を考える、

𝑎𝑛 = 𝑟 sin 1 + 2𝑟2 sin 2 + 3𝑟3 sin 3 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛 sin𝑛

𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛 = +3𝑟 sin 1 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛−2 sin(𝑛− 2)

+ (𝑛+ 1)𝑟𝑛−1 sin(𝑛− 1) + (𝑛+ 2)𝑟𝑛 sin𝑛

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = +2𝑟 sin 1 + 3𝑟2 sin 2 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛−1 sin(𝑛− 1)

+ (𝑛+ 1)𝑟𝑛 sin𝑛

先ほどと同じように小細工を加える。

𝑎𝑛 = 𝑟 sin 1 + 2𝑟2 sin 2 + 3𝑟3 sin 3 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛 sin𝑛

𝑟2(𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛) = +3𝑟2 sin 1 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛 sin(𝑛− 2)

+ (𝑛+ 1)𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + (𝑛+ 2)𝑟𝑛+2 sin𝑛

2𝑟 cos 1(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = +2𝑟22 cos 1 sin 1 + 3𝑟32 cos 1 sin 2 + . . .+ 𝑛𝑟𝑛2 cos 1 sin(𝑛− 1)

+ (𝑛+ 1)𝑟𝑛+12 cos 1 sin𝑛

先ほどと同じように加えれば、

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1)𝑎𝑛 + (2𝑟2 − 2𝑟 cos 1)𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1 +
𝑛∑

𝑘=2

𝑘𝑟𝑘(sin 𝑘 + sin(𝑘 − 2)− 2 sin(𝑘 − 1) cos 1)

+ (𝑛+ 1)𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + (𝑛+ 2)𝑟𝑛+2 sin𝑛

− 2(𝑛+ 1)𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 2) cos 1

= 𝑟 sin 1 + (𝑛+ 1)𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 1) + (𝑛+ 2)𝑟𝑛+2 sin𝑛

− 2(𝑛+ 1)𝑟𝑛+1 sin(𝑛− 2) cos 1

先ほどと同じようにして第二項の和部分を消した。
これも nを無限大に飛ばせば、

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1) lim
𝑛→∞ 𝑎𝑛 + (2𝑟2 − 2𝑟 cos 1) lim

𝑛→∞ 𝑏𝑛 = 𝑟 sin 1
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先ほど求めた極限を代入すれば

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1) lim
𝑛→∞ 𝑎𝑛 + (2𝑟2 − 2𝑟 cos 1)

𝑟 sin 1

1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1
= 𝑟 sin 1

これを整理すれば、

lim
𝑛→∞ 𝑎𝑛 =

𝑟(1− 𝑟2) sin 1

(1 + 𝑟2 − 2𝑟 cos 1)2
; ∣𝑟∣ < 1

を得る。

2 考察
まぁ、結論からいえば、時間内に解くのは至難の技。
収束の証明は簡単なのでそれだけ言って逃げるが勝ちか？
もしかしたらものすごく簡単な解法があるかもしれないので探してみてください。
というか絶対あると思います。極限を求める≠ 一般解を求める。
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第 II部

(4)について

3 考察
よーわからん。ただ、オイラーの公式やド・モアブルの定理を使って展開して
いくと (3)と似た形が出てくる。
すなわち、

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + i sin 𝜃)

とおけば、ド・モアブルの定理を用いて

1 + 𝑧 + 𝑧2 + . . .+ 𝑧𝑛 = 1 + 𝑟(cos 𝜃 + i sin 𝜃) + 𝑟2(cos 2𝜃 + i sin 2𝜃) + . . .+ 𝑟𝑛(cos𝑛𝜃 + i sin𝑛𝜃)

= 1 + 𝑟 cos 𝜃 + . . .+ 𝑟𝑛 cos𝑛𝜃 + i(𝑟 sin 𝜃 + . . .+ 𝑟𝑛 sin𝑛𝜃)

ね？でも実部と虚部の極限値がもとまらない。というのも、(3)ではあらかじめ収
束するための rの範囲を求めてその中でやってたから直接極限を求めれたわけだ
けれども今回は収束するための rの範囲がわからないので、どうしようもない。後
たぶんこの方法で極限が具体的にもとまってもそのときの極限は rとθの関数に
なってるのだけれども、これを複素数 zに戻すのが大変な気がする。
そんなわけでだれか暇な人がいたらやってください。
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