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2008 年度冬学期 数学 Ia 解答 

山本昌宏 

2009 年 2 月 13 日 (金) 10:55~12:25 

 

1.  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑦 ∙  𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 ∙ 2𝑥

 𝑥2 + 𝑦2 2
=

𝑦 𝑦2 − 𝑥2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
. 

同様に 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝑥 𝑥2 − 𝑦2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
 

∴ ∇𝑓 =  
𝑦 𝑦2 − 𝑥2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
,
𝑥 𝑥2 − 𝑦2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
 . 

また, 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 =

𝜕

𝜕𝑥
 
𝑦 𝑦2 − 𝑥2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
 =

−2𝑥𝑦 ∙  𝑥2 + 𝑦2 2 − 𝑦 𝑦2 − 𝑥2 ∙ 2 𝑥2 + 𝑦2 2𝑥

 𝑥2 + 𝑦2 4

=
2𝑥𝑦 𝑥2 − 3𝑦2 

 𝑥2 + 𝑦2 3
. 

同様に 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

2𝑥𝑦 𝑦2 − 3𝑥2 

 𝑥2 + 𝑦2 3
. 

最後に 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 =

𝜕

𝜕𝑥
 
𝑥 𝑥2 − 𝑦2 

 𝑥2 + 𝑦2 2
 =

 3𝑥2 − 𝑦2 ∙  𝑥2 + 𝑦2 2 − 𝑥 𝑥2 − 𝑦2 ∙ 2 𝑥2 + 𝑦2 2𝑥

 𝑥2 + 𝑦2 4

=
−𝑥4 + 6𝑥2𝑦2 − 𝑦4

 𝑥2 + 𝑦2 3
. 

 

★
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
が成り立ちます.余力のある人は,実際に計算して確かめてみるとよいでしょう. 

 

2. 𝐷 =   𝑥, 𝑦  −2 ≤ 𝑦 ≤ 1 , 𝑦 + 2 ≤ 𝑥 ≤ 4 − 𝑦2 である

から 

 𝑥2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=    𝑥2𝑦𝑑𝑥
4−𝑦2

𝑦+2

 𝑑𝑦
1

−2

=   
𝑥3𝑦

3
 
𝑦+2

4−𝑦2

𝑑𝑦
1

−2

=
1

3
 𝑦 4 − 𝑦2 3𝑑𝑦

1

−2

−
1

3
 𝑦 𝑦 + 2 3𝑑𝑦

1

−2

. 

ここで 

 

𝑦 

𝑥 O 

2 

−2 

4 

 3,1  

𝐷 



2 

 

 𝑦 4 − 𝑦2 3𝑑𝑦
1

−2

= −
1

2
  4 − 𝑦2 ′ 4 − 𝑦2 3𝑑𝑦

1

−2

= −
1

2
 
 4 − 𝑦2 4

4
 
−2

1

= −
81

8
, 

 𝑦 𝑦 + 2 3𝑑𝑦
1

−2

=    𝑦 + 2 4 − 2 𝑦 + 2 3 𝑑𝑦
1

−2

=  
 𝑦 + 2 5

5
−

 𝑦 + 2 4

2
 
−2

1

=
81

10
. 

よって 

 𝑥2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=
1

3
 −

81

8
−

81

10
 = −

243

40
. 

 

3. 十分大きな𝑅に対し 

 
1

𝑥 1 + 𝑥2 
𝑑𝑥

𝑅

1

=   
1

𝑥
−

𝑥

1 + 𝑥2
 𝑑𝑥

𝑅

1

=  log 𝑥 −
1

2
log 1 + 𝑥2  

1

𝑅

= log 𝑅 −
1

2
log 1 + 𝑅2 +

1

2
log 2 = log

1

 1 +
1
𝑅2

+
1

2
log 2 

∴  
1

𝑥 1 + 𝑥2 
𝑑𝑥

∞

1

= lim
𝑅→∞

 
1

𝑥 1 + 𝑥2 
𝑑𝑥

𝑅

1

= lim
𝑅→∞

 

 log
1

 1 +
1
𝑅2

+
1

2
log 2

 

 =
1

2
log 2. 

 

4. (i) 𝑎𝑛 = 𝑛 + 2とすると,収束半径𝑅は 

𝑅 = lim
𝑛→∞

 
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
 = lim

𝑛→∞
 
𝑛 + 1

𝑛 + 2
 = lim

𝑛→∞

1 +
1
𝑛

1 +
2
𝑛

= 1. 

 

(ii) 𝑎𝑛 =
𝑟𝑛

𝑛2とすると,収束半径𝑅は 

𝑅 =  lim
𝑛→∞

 
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
 =  lim

𝑛→∞
 

𝑟𝑛

𝑛2

𝑟𝑛+1

 𝑛 + 1 2

 =  lim
𝑛→∞

1

𝑟
 1 +

1

𝑛
 

2

=
1

 𝑟
. 

 

★(ii)では項がとびとびになっているので注意が必要です.極限lim𝑛→∞  
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
 が存在しない場合は,次の

Cauchy-Hadamard の公式を用います: 

𝑅 =  limsup
𝑛→∞

 𝑎𝑛  
1
𝑛 

−1

. 
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5. 𝑓 𝑥 =  1 − 𝑥とおくと 

𝑓′  𝑥 = −
1

2
 1 − 𝑥 −

1
2 

∴ 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑓′ 0 𝑥 + 𝑂 𝑥2 = 1 −
𝑥

2
+ 𝑂 𝑥2 . 

よって, 

 1 − 𝑥2 = 𝑓 𝑥2 = 1 −
𝑥2

2
+ 𝑂 𝑥4 ≈ 1 −

𝑥2

2
. 

 

6. (i) 𝑎𝑛 =
1

𝑛 𝑛−1 
とすると,収束半径𝑅は 

𝑅 = lim
𝑛→∞

 
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
 = lim

𝑛→∞
 

1
𝑛 𝑛 − 1 

1
 𝑛 + 1 𝑛

 = lim
𝑛→∞

1 +
1
𝑛

1 −
1
𝑛

= 1. 

 

(ii)  𝑥 < 1のとき 

𝑓′  𝑥 =   
𝑥𝑛

𝑛 𝑛 − 1 
 

′∞

𝑛=2

=  
𝑥𝑛−1

𝑛 − 1

∞

𝑛=2

 

∴ 𝑓′′  𝑥 =   
𝑥𝑛−1

𝑛 − 1
 

′∞

𝑛=2

=  𝑥𝑛−2

∞

𝑛=2

=
1

1 − 𝑥
. 

 

(iii)  

𝑓′  𝑥 =  
1

1 − 𝑥
𝑑𝑥 = − log 1 − 𝑥 + 𝐶  ∵  𝑥 < 1 . 

𝑓′  0 = 0より𝐶 = 0だから,𝑓′ 𝑥 = − log 1 − 𝑥 .従って 

𝑓′  𝑥 = − log 1 − 𝑥 𝑑𝑥 =   1 − 𝑥 ′ log 1 − 𝑥 𝑑𝑥

=  1 − 𝑥 log 1 − 𝑥 −   1 − 𝑥 ∙
−1

1 − 𝑥
𝑑𝑥 =  1 − 𝑥 log 1 − 𝑥 + 𝑥 + 𝐶. 

𝑓 0 = 0より𝐶 = 0だから,𝑓 𝑥 =  1 − 𝑥 log 1 − 𝑥 + 𝑥. 

 

7. 𝑓𝑛 𝑥 =
𝑟2𝑛 sin 4𝑛 𝑥

𝑛 !
とし,任意に𝑅 > 0をとっておく.ここで 

 sin4𝑛 𝑥 ≤ 1  𝑥 ∈  −𝑅, 𝑅  
∀  , 𝑛 

∀  , 

であるから 
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 𝑓𝑛 𝑥  ≤
𝑟2𝑛

𝑛!
 

が成り立つ.さらに,𝑀𝑛 =
𝑟2𝑛

𝑛!
とおくと 

 
𝑟2𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

=  
 𝑟2 𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

= 𝑒𝑟2
− 1 < ∞  𝑟 > 0 

∀  . 

従って,Weierstrass の M テストより,級数 𝑓𝑛 𝑥 ∞
𝑛=1 は 𝑥 ≤ 𝑅に対して一様かつ絶対収束す

る. 

 

8. (問題の訂正:𝑥 → 3) 

求める曲線の長さを𝑠とすると 

𝑠 =   𝑟2 +  
𝑑𝑟

𝑑𝜃
 

2

𝑑𝜃
3𝜋

0

=    𝑎 sin3
𝜃

3
 

2

+  𝑎 sin2
𝜃

3
cos

𝜃

3
 

2

𝑑𝜃
3𝜋

0

= 𝑎  sin2
𝜃

3
 sin2

𝜃

3
+ cos2

𝜃

3
𝑑𝜃

3𝜋

0

= 𝑎  sin2
𝜃

3
𝑑𝜃

3𝜋

0

= 𝑎 
1 − cos

2
3 𝜃

2
𝑑𝜃

3𝜋

0

=
𝑎

2
 𝜃 −

3

2
sin

2

3
𝜃 

0

3𝜋

=
3

2
𝜋𝑎. 

 

★問題を訂正しました.𝑥のままだと,𝑟を𝜃について陽の形に表すことができず,事実上計算不能です.𝑥をパ

ラメータとして考えても,𝑥 ≠ 3のときには楕円積分が登場し,これも計算できません. 

 

 

 

 

 

 

 

～あとがき～ 

「IA」っぽくない試験でしたね.タイトルが「Ia」になっているところから少しやる気を失

います(笑) 

問題を見ても分かる通り,基本事項を理解してさえいれば全問正解も難しくありません.成

績は相対評価ですから,試験が簡単なぶん小さなミスが命取りになると思います.油断しな

ければきっと大丈夫です. 

2009 年 11 月 7 日  髙橋 一史 


