数学Ⅱ(社会科学)
教官　小林俊行
シケプリ作成　だいやくん
このシケプリは必要最低限の知識をまとめたものである。
従ってこれを読んだだけでは得点は期待できない。
そこで１２組の諸君には事前に期末予想問題を配布し、それに各自このシケプリを適宜参照しながらでも取り組み、僕に質問してくれればと思う。
なお、いつか説明会も開く予定。
時間がなければ赤字だけ覚えよう
１２組の皆様が単位を落とすことがないことを切に願う　　　　　　　
１：行列の基礎
　[image: image2.png]


 の形であらわされたものを行列といいます。
　またＡ＝[image: image4.png]a b o
d e £/



とするときＡの転置行列を[image: image6.png]


と表し[image: image8.png]


＝[image: image10.png]§

b e

zd)
c f/



 となる
①：行列の計算
　　加法、減法について　　[image: image12.png]a b o
d e £/



+[image: image14.png]4



=[image: image16.png](z+g b+h c+i)
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　　乗法について　　　　　[image: image18.png]o



=[image: image20.png](zg+hi+d( a.h+hi+cl)
dg+ei+fk dh+ej+fl




　　除法について　　　　　←定義されてない(あえて言うなら逆行列)
　　(注)乗法についてＡ(m×n行列)、Ｂ(s×t行列)とするときＡＢが定義されるにはn=sでなくてはならない。
　　　　また、たとえm=n=s=tであったとしてもＡＢ＝ＢＡとなるとは限らない。つまり交換法則は成立しない。
②：行列の基本変形
　　行に関する基本変形　ⅰある二つの行を入れ替える
　　　　　　　　　　　　ⅱある行に別な行の何倍かを足す
　　　　　　　　　　　　ⅲある行を何倍かする(ただし０倍は許されない)
　　列に関する基本変形　ⅰある二つの列を入れ替える
　　　　　　　　　　　　ⅱある列に別な列の何倍かを足す
　　　　　　　　　　　　ⅲある列を何倍かする(ただし０倍は許されない)
　　(注)これはいったい何をしているのだろうか？
　　　　[image: image22.png](
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　１行目に２行目を足す→[image: image24.png](
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　　　　　　　　　　これは[image: image26.png](
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に左から基本行列[image: image28.png]


をかけることに対応する
　　　　　　　　 １列目に２列目×３を足す→[image: image30.png]10 3
8 2
18 4/




　　　　　　　　　　これは[image: image32.png]1 3
3 a1 O
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をかけることに対応する
　　(注)基本行列とは　ⅰ単位行列のi行目とj行目を入れ替えた行列
　　　　　　　　　　 ⅱ単位行列のi,i成分をkにした行列
　　　　　　　　　　 ⅲ単位行列のi,j成分をkにした行列
③：行列のrankを求める
　　一般の行列に行と列の基本変形を施すことで[image: image34.png]


や[image: image36.png]


といった形に変形し、その時の１の数をその行列のrankという。
④：行列を連立一次方程式に応用する
　　[image: image38.png]2x+y+3z
3x+2y+4z=k

{nay—z:s




　　は行列を用いて
　　[image: image40.png]


＝[image: image42.png]


と表すのと同値である。
　　ここでＡ＝[image: image44.png]


とするとＡが正則行列であれば[image: image46.png]ki

Y, it



を左からかければx,y,zはもとまる。(正則行列とは逆行列を持つ正方行列)
　　だが一般にＡが正則行列とは限らない(つまり自由度が０とは限らない)のでより一般的な考えを探ってみる。
　　
Ａが見づらい
　　→どうやったらみやすくなるかなぁ？
　　→そうだ！基本変形だ！
　　ということで基本変形を施すのだが、基本変形が何をやっていたのかに注意すると行に関する基本変形は可能だが列に関しては厳しいことがわかる。
　　そこで実際にさっきの問題を考える
　　[image: image48.png](+p)



＝[image: image50.png]


→[image: image52.png]


→[image: image54.png]



　　→[image: image56.png](
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→[image: image58.png]



　　これで見やすくなったね！
　　(何をもって見やすくなるといえるかだけど、それはＡ→行基本変形に関する標準形になったらいいよ。行基本変形に関する標準形とは[image: image60.png]


みたいなやつ)
　　んでもって
　　[image: image62.png]


に帰着したのでz=tとして
　　　　　　　　　　　　　　　k=1のとき[image: image64.png]


=t[image: image66.png]


+[image: image68.png]


 (t∈ℝ)
　　　　　　　　　　　　　　　k≠1のとき解なし　　　　　　　　　　となった。
　　(自由度＝独立変数―独立方程式の数、で定義される。
ここで独立方程式の数こそが行基本変形に関する標準形の、全部が0でない行の数、でありそれこそがrankです。つまり自由度＝独立変数―rank。　そして連立一次方程式に解が存在するときはその一般解は自由度の数だけのパラメタを持つ)
　　ここで、[image: image70.png](2p)=( 15 9



=Ｂとするとき
　　rankについてはrankA≤rankBがいえる
　　ここでrankA=rankB⇔解が存在
　　　　　rankA＜rankB⇔解なし　(←つまり0=1みたいな式があるってこと)　　が成立
とまあごちゃごちゃしてきたところですっきりまとめると
[image: image72.png](Alu)



を行基本変形に関する標準形にしろってことだね
(参考)(Ａu)を拡大係数行列という
２：ベクトル
①：外積(ベクトル積)
　[image: image74.png]


と[image: image76.png]


の外積は[image: image78.png]


×[image: image80.png]a
e)&ién




　[image: image82.png]


×[image: image84.png]


と定義される
②：外積の諸性質
　（１）内積との最大の違いはベクトル×ベクトル＝ベクトルとなるとこ
　（２）平面では定義されず空間において定義される(より高次元でもあり得るがこの授業ではそんなに扱わない…と思われる)
　（３）a×ｂ(a,bは空間ベクトルとする)の方向＝aからbに右ねじを回して進む方向
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝右手系
　（４）a×bの大きさ＝aとbの張る平行四辺形の面積(符号付き)＝｜a｜｜b｜sinθ
　[image: image85.jpg]bxa

laxb]

axb





３：行列式とその周辺
一般にｎ行ｎ列の行列Ａ(正方行列)に対して行列式と呼ばれる数を対応させることがで
きます。　　　記号であらわすとdetＡ、｜Ａ｜などと表します
　イメージをつかむにはＡをそれぞれの列ベクトルに分けます
Ex1)Ａ＝[image: image87.png]G 3



　だったら[image: image89.png]N6



　　みたいに
　　ここで行列式｜Ａ｜が何を表わすかなんだけど…
　　じつは[image: image91.png](). Qxor



できる平行四辺形の面積(符号付き)なんです
　　でもこれどこかで見覚えありますよね
　　そうです[image: image93.png]


と[image: image95.png]


の外積の大きさです(まぁこのことはここでは触れませんが)
　　[image: image97.png]lal=[5 4



＝ad-bc
Ex2)Ａ＝[image: image99.png]


　つまり３次になるとどうだろう？[image: image101.png]


みたいにね
　　 この場合は[image: image103.png]1\ 4\ (7
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　　[image: image105.png]


＝aei+dhc+gbf-gec-dbi-ahf
　まぁ３次まではおぼえといたほうがいいかな
①：行列式の重要関係
　det(ＡＢ)＝detＡ・detＢ　
　これがわかっていればdet(ＡＢ)＝det(ＢＡ)　となることもわかりますね
②：行列式の展開公式(ラプラスの展開公式)　～大きな行列式はどうやって計算するの？
　まず　一般に[image: image107.png]


=[image: image109.png]a ¢
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となること、と
　ある行とある行(ある列とある列)を入れ替える基本行列をＥ’
　ある行に別の行(ある列に別の列)のＭ倍を加える基本行列をＥ’’
　ある行(ある列)をｎ倍する基本行列をＥ’’’
とした時
detＥ’＝―１、 detＥ’’＝１、 detＥ’’’＝ｎ
となることを理解すれば
　[image: image111.png]0 a ¢
t 0 0
0 b dl

LA




=det[image: image113.png]



                   =det[image: image115.png]


det[image: image117.png]


det[image: image119.png]



                   = detＥ’’’ detＥ’det[image: image121.png]G o




                   =t×(―１)×[image: image123.png](ad — bc)



となることがわかりますね
　次に
　[image: image125.png]


= ＜１行目を[image: image127.png](a d gg=a(1 0 0)+d(0 1 0)+gl0 0 NETES




　　　　       ここで行列[image: image129.png]


を[image: image131.png]


=[image: image133.png]


=[image: image135.png]


=[image: image137.png]


を用いて[image: image139.png]


と表すと
　　　　　　 　[image: image141.png]det@+% hV W)



=h・det[image: image143.png]@ ¥ W) +h-det@ ¥ W



　←多重線形性
　　　　　　 　となる性質がある（行列式の重要性質）
　　　　　　 　そしてこれは[image: image145.png]


=[image: image147.png](a d g



=[image: image149.png](b e h)W



=[image: image151.png]c f 1)




　　　　　　 　を用いて表しても多重線形性はあるので＞
　　　　　
 =a[image: image153.png]


+d[image: image155.png]


+g[image: image157.png]



           = ＜[image: image159.png]


+[image: image161.png]



　　　　　　　 　　　　　　 　 =0+[image: image163.png]



　　　　　　　 　　　　　 　　 =[image: image165.png]c
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　　　　　　　　 　　　　　　　=[image: image169.png]1 0 0
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となるので＞
　　　　　　=a[image: image171.png]1 0 0
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+d[image: image173.png]


+g[image: image175.png]00 1
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-d[image: image179.png]H
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　　　　となることを利用します
　（なお、行列Ｂ＝[image: image183.png]


Ｂのi行とj列が０、ただしij成分のみ１の行列の行列式を[image: image185.png]


と、これを余因子という
　　そしてＢに対して[image: image187.png]


を余因子行列という）
　そうするとＡ＝[image: image189.png](
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とするなら
  detＡ=[image: image191.png]N



+[image: image193.png]N



+[image: image195.png]SN




       =[image: image197.png]>



+[image: image199.png]2
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+[image: image201.png]2
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       =[image: image203.png]N



+[image: image205.png]2

>



+[image: image207.png]2z
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       =etc…　　　　　　　のようにあらわせます
　したがってＡのi行j列成分をすべて取り除いた行列を[image: image209.png]


とすると
　(たとえば[image: image211.png]


など)
次の式(ラプラスの展開公式)を得る
　detＡ=[image: image213.png]—1)*a;




det[image: image215.png]


　　(ここではＡが３行３列の時を考えたのでn=3とすればよいが、これは一般のn次の行列でも成立する
　　　　　　　　　　　　　　　　またiとjは入れ替えも可能)
       なお[image: image217.png]'R AETA,



を使うと
    =[image: image219.png]sy A,



　　ですよ
　ちなみにＡの余因子行列[image: image221.png]


は[image: image223.png]


を用いて表すと[image: image225.png]deta™ —deta™ deta™
—deta™ deta™ —deta”
deta™ —deta™ deta™




４：置換
　これは死ぬほど簡単です、もはやパズルです。
　まずa,b,cと書かれたカードがこの順に並んでいたとします
　この順を入れ替えて(置換して)b,c,aとなるとします
　これを[image: image227.png](
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　とあらわします
　①：置換の合成
　　Ex)３つの文字の置換Ａ,ＢをＡ＝[image: image229.png]G 29



,Ｂ＝[image: image231.png]b
G



とすると
　　ＡとＢは合成できてＡＢ,ＢＡとなります
　　ＡＢというのはa,b,c→Ａによる置換→b,c.a→Ｂによる置換→a,c,b
　　なんでＡＢ＝[image: image233.png]G2



　　同様にＢＡ＝[image: image235.png]G2o




　ここで注意すべきはＡＢ＝ＢＡとは限らないことです(非可換)
　②：置換の符号
　置換にはそれぞれ１または-１の符号というものが定義されてるらしいです
　どうやってそれを調べるかというと
　どこからどこに移動したか線を引いてその交点の数が偶数だと１、奇数だと-１です
　Ex)[image: image237.png]12 3
231



のときは
　　　[image: image238.png]


となり交点の数は２なので偶数→１
５：逆行列
　逆行列とは正方行列にのみ存在するもので(正方行列ならなんでも逆行列があるわけで
わない）、ある N×N 行列 A があったとき、A と積をとると N×N 単位行列 になる行列X 
のことを、A の逆行列と呼ぶ。
　またＡの逆行列を[image: image240.png]


(Ａインバースと読む)と表記することが多い
　ちなみにＡ[image: image242.png]


＝Ｅ⇔[image: image244.png]


Ａ＝Ｅが知られている
　そこで以下逆行列の求め方を紹介する(本質的にはどれも同じだが…)
　①：[image: image246.png]


＝[image: image248.png]G



とおく(ここでは簡単のためＡが２×２のときを扱う)
　Ex)Ａ＝[image: image250.png]G 3



の時
　　 [image: image252.png]G WG I
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となるx,y,z,wをもとめる
　　[image: image256.png]2x+32=1..0
2y+3w=0..0

x+4z
y+aw=1.®





　　これを行列で表示して行基本変形をしてもよいがこの程度は一瞬でとけるので
　①,③よりz=-[image: image258.png]


,x=[image: image260.png]



    ②,④よりw=[image: image262.png]


,y=-[image: image264.png]


とわかる
　
②：基本変形をもちいる
Ａに行または列どちらか一方の基本変形のみを用いて変形を施すとＥ(単位行列)になったとすると、（Ｅ’などは基本行列として）
　　Ａ→ＡＥ’→ＡＥ’’→…→ＡＥ’Ｅ’’Ｅ’’’～[image: image266.png]



　　　　　　　　　　　　　　 ＝Ｅ
　　なのだからＥ’Ｅ’’Ｅ’’’～[image: image268.png]


＝[image: image270.png]


とわかる
　　またＥＥ’Ｅ’’Ｅ’’’～[image: image272.png]


なので
　　[image: image274.png](A|E)



としてＡとＥにそれぞれＥ’Ｅ’’Ｅ’’’～[image: image276.png]


＝[image: image278.png]


をかけていくとＡ→ＥとなるとＥ→[image: image280.png]


となっている
　　このことを利用する
    Ex) [image: image282.png](5 2)ouwmmarbcas




　　行を用いるのであれば[image: image284.png]G 69



→～→[image: image286.png]


従って逆行列は[image: image288.png]



　　列を用いるのであれば[image: image290.png]


　　→～→[image: image292.png]


　　従って逆行列がもとまった
　③：行列式の利用(クラメールの公式)
　　余因子行列には次のような重要性質があります(Ｅは単位行列)
　　Ａ[image: image294.png]


＝[image: image296.png]


＝detＡ・Ｅ
　　ここで両辺をdetＡで割ってやると
　　[image: image298.png]


＝Ｅ
　　というわけでＡの逆行列は[image: image300.png]


で与えられます
　　なお、Ａに逆行列が存在する⇔detＡ≠０
　　　　　Ａに逆行列が存在しない⇔detＡ＝０
　　ただＡ＝[image: image302.png]G o



の逆行列が[image: image304.png]


＝[image: image306.png]


くらいは覚えておこう
