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第 6回 数学 IA演習 解法集成

第 6回

問 6.1

1) 否定は「∃n ∈ N+ s.t. an ≤ 0」。

命題は「n ∈ N+ ⇒ an > 0」と書けるので対偶は「an ≤ 0 ⇒ n ∈ N− ∩ {0}」。
2) 否定は「∀n ∈ N+, an ≤ 0」。

3) 否定は「n > N ∧ an ≤ 0」。対偶は「an ≤ 0 ⇒ n ≤ N」。

4) 否定は「∀N ∈ N+, n > N ∧ an ≤ 0」。

問 6.2

1)「∀x ∈ R, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. ∀y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ」

2)「∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. ∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ」

3)「∀x ∈ R, ∃ϵ > 0 s.t. ∀δ > 0, ∃y ∈ R s.t. |x− y| < δ ∧ |f(x)− f(y)| ≥ ϵ」

問 6.3

1)

f (n)(x) = (−1)nn!x−(n+1)

と仮定すると、これは帰納的に任意の非負整数 nについて成り立つと示せる。

f (n)(1) = (−1)nn!

となるから、f の Taylor級数は
+∞∑
n=0

(−1)n(x− 1)n

である。また f ′ = −g より
g(n)(1) = −f (n+1)(1) = (−1)n(n+ 1)!

となるから、g の Taylor級数は
+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(x− 1)n

となる。

2) f は [c, 2− c]上 C∞ 級函数なので、Taylorの定理より任意の正整数mに対し

f(x) =
m∑

n=0

f (n)(1)

n!
(x− 1)n +

f (n)(1 + θ(x− 1))

(n+ 1)!
(x− 1)n+1 (0 < θ < 1)

なる θ が存在する。この様な θ に対して∣∣∣∣∣
m∑

n=0

an(x− 1)n − f(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f (n+1)(1 + θ(x− 1))

(n+ 1)!
(x− 1)n+1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(−1)n+1 (x− 1)n+1

(1 + θ(x− 1))n+2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

1 + θ(x− 1)

(
x− 1

1 + θ(x− 1)

)n+1
∣∣∣∣∣

≤ max

{
1

x
, 1

}
·

∣∣∣∣∣
(

x− 1

1 + θ(x− 1)

)n+1
∣∣∣∣∣

≤ 1

c

∣∣∣∣∣
(

x− 1

1 + θ(x− 1)

)n+1
∣∣∣∣∣
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第 6回 数学 IA演習 解法集成

ここで

1 + θ(x− 1)− (x− 1) = 1 + (θ − 1)(x− 1)

> 1− (x− 1)

= 2− x > 0

よって数列

{(
x− 1

1 + θ(x− 1)

)n}
n

は n→ +∞のとき 0に収束するから、任意の実数 ϵ′ > 0についてM ∈ Nが

存在し

∀x ∈ [c, 2− c], ∀m ≥M,

∣∣∣∣∣
(

x− 1

1 + θ(x− 1)

)n+1
∣∣∣∣∣ < ϵ′

が成り立つ。ここで ϵ = ϵ′/cとすれば∣∣∣∣∣
m∑

n=0

an(x− 1)n − f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

c

∣∣∣∣∣
(

x− 1

1 + θ(x− 1)

)n+1
∣∣∣∣∣ < ϵ

である。以上により

∀ϵ > 0, ∃M ∈ N s.t. ∀x ∈ [c, 2− c], ∀m ≥M,

∣∣∣∣∣
m∑

n=0

an(x− 1)n − f(x)

∣∣∣∣∣ < ϵ

が示された。

3) f の Taylor級数
+∞∑
n=0

(−1)n(x− 1)n

を項別微分すると
+∞∑
n=0

(−1)nn(x− 1)n−1 = −
+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(x− 1)n

となり、f ′ = −g の Taylor級数と一致する。

問 6.4

1) 問題に於ける T の定義は、既に定義されている ℓを「ある C∞ 級の曲線」として扱っている（様に見える）点や

t0 が未定義である点など明らかにおかしい。今一つ判然としないが、ℓ, t0 を固定して

T = Tℓ(t0)R
2 = { v ∈ R2 | 或る C∞ 級の曲線 ℓ0 について ℓ0(t0) = ℓ(t0)且つ v = Dℓ0(t0) }

と定義したかったと思われる。以下この定義に従う。

定義より T ⊂ R2 は明らか。任意の v ∈ R2 について、ℓ0(t) = ℓ(t0) + v(t− t0)とすると ℓ0 は C∞ 級の曲線とな

るので Dℓ0(t0) = v。よって v ∈ T よりR2 ⊂ T。以上より T = R2 が示された。

2) φ, ℓは共に C∞ 級の函数なので ℓ′ も C∞ 級である。

3) Dℓ′ = Dφ ◦ ℓ ·Dℓより
Dℓ′(t0) = Dφ(ℓ(t0))Dℓ(t0)

4) v, w ∈ Tℓ(t0)R
2 とすると、任意の α, β ∈ Rについて

F (αv1 + βv2) = Dφ(ℓ(t0))(αv1 + βv2)

= αDφ(ℓ(t0))v1 + βDφ(ℓ(t0))v2

= αF (v1) + βF (v2)

が成り立つから F は実線型写像である。
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第 6回 数学 IA演習 解法集成

5) F の線型性より、e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
として任意の v =

(
v1

v2

)
∈ R2 について

F (v) = F (v1e1 + v2e2)

= v1F (e1) + v2F (e2)

が成り立つ。よって F (e1) =

(
a11

a21

)
, F (e2) =

(
a21

a22

)
とすると行列 A = (aij) ∈M2(R)が一意に定まり

F (v) = Av

である。

又 ℓ(t0) =

(
ℓ1(t0)

ℓ2(t0)

)
として

Dφ(ℓ(t0)) =

(
D1φ1 D2φ1

D1φ2 D2φ2

)
(ℓ(t0))

=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)((
ℓ1(t0)
ℓ2(t0)

))
=

(
cos(ℓ2(t0)) −ℓ1(t0) sin(ℓ2(t0))
sin(ℓ2(t0)) ℓ1(t0) cos(ℓ2(t0))

)
より

A =

(
cos(ℓ2(t0)) −ℓ1(t0) sin(ℓ2(t0))
sin(ℓ2(t0)) ℓ1(t0) cos(ℓ2(t0))

)
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第 7回

問 7.1

f は連続なので、任意の ϵ > 0に対して或る δ > 0が存在し、

∀x ∈ Rn, ∀y ∈ Rn, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ

が成り立つ。

ここで、或る a0, b0 ∈ Rn について f(a0) ̸= f(b0)とする。任意の n ∈ Z+ について (an, bn)を以下で定める。

(an, bn) =


(
an−1 + bn−1

2
, bn−1

)
f

(
an−1 + bn−1

2

)
= f(an−1)(

an−1,
an−1 + bn−1

2

)
f

(
an−1 + bn−1

2

)
̸= f(an−1)

定義より f(an) ̸= f(bn)だが、f(x) ∈ Zなので |f(an)− f(bn)| ≥ 1である。また、|bn − an| = 1
2 |bn−1 − an−1| =(

1
2

)n |b0 − a0|より |bn − an|は n→ ∞のとき 0に収束するから、任意の ϵ′ > 0に対して或る N > 0が存在し、

n ≥ N ⇒ |bn − an| < ϵ′

ここで ϵ′ = δ とすれば
∀ϵ > 0, ∃N > 0 s.t. n ≥ N ⇒ |f(bn)− f(an)| < ϵ

が成り立つ。ところが |f(bn) − f(an)| ≥ 1であるからこれは矛盾である。よって f(a0) = f(b0)となり、f は定数

函数。

g について、或る a0, b0 ∈ Rn が存在して g(a0) < g(b0)とする。ここで r ∈ R \Qで g(a0) < r < g(b0)なるもの

を任意に選ぶ。以下 a0 < b0 とする。

任意の n ∈ Z+ について (an, bn)を以下で定める。

(an, bn) =


(
an−1 + bn−1

2
, bn−1

)
g

(
an−1 + bn−1

2

)
< r(

an−1,
an−1 + bn−1

2

)
g

(
an−1 + bn−1

2

)
> r

a0 ≤ an < bn ≤ b0 かつ |bn − an| = 1
2 |bn−1 − an−1| =

(
1
2

)n |b0 − a0|より |bn − an|は n→ ∞のとき 0に収束する

から、an, bn は共に或る値 cへ収束し、定義から g(an) < r < g(bn)なので g(c) = r が成り立つ。しかし g(x) ∈ Q
故これは矛盾である。よって g は定数函数。a0 > b0 の場合も同様。

問 7.2

v1, . . . , vn を並べた行列の行列式を f(v1, . . . , vn) とし、R
n2

上の函数と看做す。v1, . . . , vn は線型独立なので

f(v1, . . . , vn) ̸= 0である。ここで f は連続函数なので、任意の ϵ > 0について δ′ > 0が存在し、√√√√ n∑
i=1

∥wi − vi∥2 < δ′ ⇒ |f(w1, . . . , wn)− f(v1, . . . , vn)| < ϵ

が成り立つ。特に ϵ < |f(v1, . . . , vn)|とすれば f(w1, . . . , wn) ̸= 0である。また、ある δ > 0について δ < δ′2/nと

すれば、∀i, ∥wi − vi∥ < δ なる時

n∑
i=1

∥wi − vi∥2 < nδ < δ′2√√√√ n∑
i=1

∥wi − vi∥2 < δ′
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が成り立つ。以上より

∃δ > 0 s.t. ∀i, ∥wi − vi∥ > δ ⇒ f(w1, . . . , wn) ̸= 0

となり、この時 w1, . . . , wn は線型独立である。

問 7.3

1) f が U 上一様連続であるとき、任意の ϵ > 0に対し或る δ > 0が存在し

∀x, y ∈ U, ∥x− y∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(y)∥ < ϵ

が成り立つ。ここで y = aと固定すると

∀x ∈ U, ∥x− a∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(a)∥ < ϵ

となり

∀a ∈ U, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. ∀x ∈ U, ∥x− a∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(a)∥ < ϵ

が成り立つ。よって f は U 上各点連続である。

2) n = m = 1 の場合について、f(x) = x2 と置く。ここで x = n + 1
n , y = n (n ∈ N+) とすると、|x − y| = 1

n

及び |f(x) − f(y)| =
∣∣2 + 1

n2

∣∣ > 2 が成り立つ。ここで n → ∞ の時 1
n → 0 なので、 1

n が任意の値よりも小

さくなる様に n が取れる。よって ϵ ≤ 2 とすると、任意の δ > 0 について |x − y| < δ だが |f(x) − f(y)| < ϵ

が成り立たない n が存在する（⇒ その様な x, y が存在する）。これは「f が一様連続である事の否定命題

「∃ϵ > 0 s.t. ∀δ > 0, ∃x, y ∈ R s.t. ¬(|x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ϵ)」を示しているから、f は一様連続で

ない。

3) n = 1の場合について、f(x) = 1
x−1 と置く。ここで x = 1

n+1, y = 1
n+1+1 (n ∈ N+)とすると、|x−y| = 1

n(n+1)

及び |f(x)− f(y)| = |n− (n+ 1)| = 1が成り立つ。よって ϵ < 1とすると、任意の δ > 0について |x− y| < δ

だが |f(x)− f(y)| < ϵが成り立たない nが存在する。よって f は一様連続でない。

問 7.4

P = [a1, b1] × · · · × [an, bn] とする。x ∈ Pc ならば y ∈ P が存在して x = y + c となるから、ak ≤ yk ≤ bk より

ak + ck ≤ x ≤ bk + ck となる。よって Pc = [a1 + c1, b1 + c1]× · · · × [an + cn, bn + cn]であり、Pc は閉区間の直積

である。

Pc の任意の分割 ∆′ 及び代表点 ξ′k を平行移動により P の分割 ∆及び代表点 ξk = ξ′k − ck と結びつける事で

k(∆′)∑
k=1

fc(ξ
′
k)v(I

′
k) =

k(∆)∑
k=1

f(ξk)v(Ik)

が成り立つ。f は可積分函数なので δ(∆) → 0の時右辺は収束し、よって左辺も δ(∆′) → 0で収束するから fc も Pc

上可積分である。

問 7.5

f, g は可積分なので f, g は P 上有界であり、或る C ≥ 0が存在して |f(x)| ≤ C, |g(x)| ≤ C が成り立つ。この時任

意の x, y ∈ P について

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)(g(x)− g(y)) + (f(x)− f(y))g(y)|
≤ C|g(x)− g(y)|+ C|f(x)− f(y)|

が成り立つので、

a(fg, Ik) ≤ C(a(f, Ik) + a(g, Ik))
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となる *1。ここで P が分割∆により閉区間の直積の集合 I(∆) = {I1, . . . , Ik(∆)}に分割されるとすると、

k(∆)∑
k=1

a(fg, Ik)v(Ik) ≤
k(∆)∑
k=1

C(a(f, Ik) + a(g, Ik))v(Ik)

= C

k(∆)∑
k=1

a(f, Ik)v(Ik) +

k(∆)∑
k=1

a(g, Ik)v(Ik)


となるが、右辺は f, g が可積分である事から δ(∆) → 0の時 0に収束する。よって

lim
δ(∆)→0

k(∆)∑
k=1

a(fg, Ik)v(Ik) = 0

が成り立つから fg は P 上可積分である。

問 7.6

∫ t

0

xndx = lim
N→∞

N∑
m=1

(m
N
t
)n 1

N

= tn lim
N→∞

1

Nn+1

N∑
m=1

mn

ここで Sn(N) =
∑N

m=1m
n として、Sn(N) = 1

n+1N
n+1 + O(Nn)を示す。S0(N) = N より n = 0について成り

立つ。或る nについて成り立つ時、

mn+1 − (m− 1)n+1 = mn+1 −
n+1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n+1−imi

=

n∑
i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n−imi

N∑
m=1

{mn+1 − (m− 1)n+1} =
N∑

m=1

n∑
i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n−imi

Nn+1 =
n∑

i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n−i

N∑
m=1

mi

=
n−1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n−iSi(N) +

(
n+ 1

n

)
Sn(N)

Sn(N) =
1

n+ 1
Nn+1 − 1

n+ 1

n−1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
(−1)n−iSi(N)

=
1

n+ 1
Nn+1 +O(Nn)

となるから、帰納的に任意の n ≥ 0について成り立つ。よって

lim
n→∞

1

Nn+1
SN (N) =

1

n+ 1

となるので、 ∫ t

0

xndx =
1

n+ 1
tn

*1 誰が考えるんでしょうねこんなの。
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問 7.7

任意の区間 I ⊂ [0, 1]について、I 上には有理数と無理数が共に存在するから、f の [0, 1]上の不足和、過剰和は必ず

それぞれ 0, 1となり一致しない。よってリーマン可積分でない。

問 7.8

1) ∫
dx

(x− a)k
=

∫
d(x− a)

(x− a)k

=

log |x− a|+ C (k = 1)

− 1

k − 1

1

(x− a)k−1
+ C (k > 1)

C は積分定数である。

2) x = b tanφとして dx = b dφ/(cosφ)2 より∫
dx

(x2 + b2)k
=

1

b2k−1

∫
1

(tan2 φ+ 1)k
dφ

(cosφ)2

=
1

b2k−1

∫
dφ

(tan2 φ+ 1)k−1

=
1

b2k−1

∫
(cos2 φ)k−1dφ

In(x) =
∫
(cos2 x)ndx とすると、I0(x) = x, I1(x) =

∫
cos2 xdx = 1

2

∫
(1 + cos 2x)dx = 1

2 (x + cosx sinx) で

あり

In(x) =

∫
cos2n−1 x(sinx)′dx

= cos2n−1 x sinx+ (2n− 1)

∫
(cos2 x)n−1 sin2 x dx

= cos2n−1 x sinx+ (2n− 1)

∫
(cos2 x)n−1dx− (2n− 1)

∫
(cos2 x)ndx

2nIn(x) = cos2n−1 x sinx+ (2n− 1)In−1(x)

=
2n− 1

2n− 2
· 2(n− 1)In−1(x) + cos2n−1 x sinx

=
2n− 1

2n− 2

(
2n− 3

2n− 4
· 2(n− 2)In−2(x) + cos2n−3 x sinx

)
+ cos2n−1 x sinx

= 2
(2n− 1)!!

(2n− 2)!!
I1(x) +

(
n∑

k=2

(2n− 1)!!

(2n− 2)!!

/
(2k − 1)!!

(2k − 2)!!
cos2k−1 x

)
sinx

ここで
(2n− 1)!!

(2n− 2)!!
= 2n

(2n)!

(2nn!)2
= 2n

(2n)!

4n(n!)2

となるから

2nIn(x) =
n(2n)!

22n−1(n!)2

{
(x+ cosx sinx) +

(
n∑

k=2

22k−1(k!)2

k(2k)!
cos2k−1 x

)
sinx

}

In(x) =
(2n)!

4n(n!)2

{
x+

(
n∑

k=1

4k(k!)2

2k(2k)!
cos2k−1 x

)
sinx

}
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よって ∫
dx

(x2 + b2)k
=

1

b2k−1
Ik−1(φ)

=
1

b2k−1

(2(k − 1))!

4k−1((k − 1)!)2

{
φ+

(
k−1∑
m=1

4m(m!)2

2m(2m)!
cos2m−1 φ

)
sinφ

}

φ = arctan x
b より∫

dx

(x2 + b2)k
=

1

b2k−1

(2(k − 1))!

4k−1((k − 1)!)2

[
arctan

x

b
+

{
k−1∑
m=1

4m(m!)2

2m(2m)!

(
cos arctan

x

b

)2m−1
}
sin arctan

x

b

]
+ C

を得る *2。

3) ∫
x dx

(x2 + b2)k
=

1

2

∫
d(x2 + b2)

(x2 + b2)k

=


1

2
log(x2 + b2) + C (k = 1)

− 1

2

1

k − 1

1

(x2 + b2)k−1
+ C (k > 1)

4) ∫
cx+ d

((x− a)2 + b2)k
dx =

∫
c(x− a) + ac+ d

((x− a)2 + b2)k
dx

= c

∫
(x− a)d(x− a)

((x− a)2 + b2)k
+ (ac+ d)

∫
d(x− a)

((x− a)2 + b2)k

とすれば上より求まる。

問 7.9

deg f ≤ deg gならば、約分により多項式 r(t)を用いて g(t)
f(t) を

g′(t)
f(t) + r(t) (deg g′ < deg f)の形に書き直す事が出来

る。
∫
r(t)dtは多項式となるので、deg g ≤ deg f の場合について示せばよい。

f(t) の実根を {a1, . . . , ar}、虚根を {b1 + ic1, . . . , bs + ics} (bn, cn ∈ R) とすると、虚根は適宜並び替える事で

bn + icn = bs−n + ics−n = bs−n − ics−n を満たす様に取る事が出来る。この時、

f(t) = f(0)
r∏

n=1

(t− an)
kn

s/2∏
n=1

(t− bn − icn)
ln(t− bs−n + ics−n)

ln

= f(0)

r∏
n=1

(t− an)
kn

s/2∏
n=1

((t− bn)
2 + c2n)

ln

となるから

g(t)

f(t)
=
g(0)

f(0)

 r∑
n=1

kn∑
m=1

An,m

(t− an)m
+

s/2∑
n=1

ln∑
m=1

Bn,mx+ Cn,m

((t− bn)2 + c2n)
m


と部分分数分解できる。よって前問からこの積分は初等函数で表される。

*2 明示公式が欲しくてやった。反省はしていない。
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問 7.10

1)

L =
√
(2δ)2 + (g(t+ δ)− g(t− δ))2

=
√
(2δ)2 + (2δ Df(t))2

= 2δ
√
1 + (Df(t))2

h(t) =
√
1 + (Df(t))2

2)

Df(x) = − x√
1− x2

より ∫ d

c

h(t)dt =

∫ d

c

√
1 +

t2

1− t2
dt

=

∫ d

c

dt√
1− t2

t = cosφとすると dt = − sinφdφなので∫ d

c

dt√
1− t2

= −
∫ arccos d

arccos c

dφ

= arccos c− arccos d

= θ

3)

Df(x) = − α2x√
1− α2x2

なので ∫ t

−1/α

√
1 +

α4t2

1− α2t2
dt =

∫ t

−1/α

√
1− α2(1− α2)t2

1− α2t2
dt

u = αtとすると du = αdtであり

1

α

∫ αt

−1

√
1− (1− α2)u2

1− u2
du

問 7.11

1)

Dℓ(t) =

(
1

Df(t)

)
より

L(c, d) =

∫ d

c

√
1 + (Df(t))2 dt

2)

L(c, d) =

∫ d

c

√
sin2 t+ cos2 t dt

=

∫ d

c

dt

= d− c
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3)

L(c, d) =

∫ d

c

√
sinh2 t+ cosh2 t dt

=

∫ d

c

√
cosh 2t dt

=

∫ d

c

√
e2t + e−2t

2
dt

u−1 = e2t + e−2t とすると −u−2du = 2(e2t − e−2t)dt = 2
√
(e2t + e−2t)2 − 4 dt = 2

√
u2 − 4 dtより

∫ d

c

√
e2t + e−2t

2
dt = − 1

2
√
2

∫ 1/(e2d+e−2d)

1/(e2c+e−2c)

1

u
√
u(u2 − 4)

du

？ *3

問 7.12

n
√
z = z

1
n

= exp

(
1

n
log z

)
ここで log z = Log z + 2πim (m ∈ Z)とすると

n
√
z = exp

(
1

n
Log z

)
exp

(
2πi

m

n

)
ここで m

n ∈ Zならば exp
(
2πimn

)
= 1なので、 n

√
z はm = 1, . . . , nについて相違なる値を取る。よって n個の分枝

が生じる。

問 7.13

azau = exp{z(Log a+ 2πin)} exp{w(Log a+ 2πin)} (n ∈ Z)
= exp{(z + w)(Log a+ 2πin)}
= az+w

より指数法則を満たす。

z = p
q ∈ Q (gcd(p, q) = 1, q ≥ 1)ならば前問より q 個の分枝が生じる。z が無理数であれば、nz ∈ Zなる整数 n

は存在しないので無数の分枝が生じる。z = x+ iy (x, y ∈ R, y ̸= 0)ならば

az = exp{(x+ iy)(Log a+ 2πin)} (n ∈ Z)
= exp{(x+ iy)Log a+ 2πinx− 2πny}

となり無数の分枝が生じる。

問 7.14

1)

dy

dx
= cosx = ±

√
1− y2

*3 WolframAlpha大先生によると
∫ √

1+4x2

1+x2 dxなる第二種楕円積分になる。らしいです？
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2) sinxは連続写像であり [−π
2 ,

π
2 ]上狭義単調増加なので、定理 2.2.19より全単射であり、逆写像が存在して連続で

ある。

3) [−π
2 ,

π
2 ]に於いて

dy
dx ≥ 0より

dArcsin y

dy
= 1

/
dy

dx
=

1√
1− y2

よって Arcsin 0 = 0より

Arcsin y =

∫ y

0

dy′√
1− y′2

問 7.15

1) x = cos−1 y ≥ 0と置くと、[−1, 1]上で dy
dx < 0なので

dx

dy
= − 1

sinx
= − 1√

1− y2

となり、Arccos 1 = 0より

Arccos y = −
∫ y

1

dy′√
1− y′2

=

∫ 1

y

dy′√
1− y′2

2) x = tan−1 y と置くと
dx

dy
= cos2 x =

1

1 + y2

となり、Arctan 0 = 0より

Arctan y =

∫ y

0

dy′

1 + y′2

3)

tan−1 y =

∫ y

0

dy′

1 + y′2
+ 2π

問 7.16

1) z ∈ V について w ∈ U が存在して z = expwが成り立つ。この時

log z = w

Log z + 2πin = w (n ∈ Z)
Log z = w − 2πin

Log z, w ∈ U より n = 0なので、Log は V 上で一価函数である。

2) Log 1 = 0より
f(w) = w

3) exp(ℓ̃(t)) = ℓ(t)より

ℓ̃(t) = log ℓ(t) = Log ℓ(t) + 2πin (n ∈ Z)

ℓ̃(0) = 0より n = 0なので、ℓ̃は一意に定まる。

4)

1

2π
√
−1

∫ 1

0

Dℓ(t)

ℓ(t)
dt =

1

2πi

∫ 1

0

2πinℓ(t)

ℓ(t)
dt

= n

∫ 1

0

dt

= n
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また

ℓ(1) = exp(2πin)

ℓ̃(1) = 2πin
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第 8回

問 8.1

1) ∫
dx√

x2 + 2px+ q
=

∫
dx√

(x+ p)2 + q − p2

x+ p =
√
q − p2 tan tとすると dx =

√
q − p2 dt

cos2 t であり∫
dx√

(x+ p)2 − (p2 − q)
=

∫
1√

tan2 t+ 1

dt

cos2 t

=

∫
cos t

1− sin2 t
dt

s = sin tとすると、s = tan t/
√
1 + tan2 t = (x+ p)/

√
q − p2 + (x+ p)2 = (x+ p)/

√
x2 + 2px+ q となり∫

cos t

1− sin2 t
dt =

1

2

∫ (
1

s+ 1
− 1

s− 1

)
ds

=
1

2
log

∣∣∣∣s+ 1

s− 1

∣∣∣∣+ C

=
1

2
log

∣∣∣∣∣x+ p+
√
x2 + 2px+ q

x+ p−
√
x2 + 2px+ q

∣∣∣∣∣+ C

2) ∫
cotx

log | sinx|
dx =

∫
(log | sinx|)′

log | sinx|
dx

= log | log | sinx||+ C

3) ∫
eax cos bx dx =

∫
eax

eibx + e−ibx

2
dx

=
1

2

∫
(e(a+ib)x + e(a−ib)x)dx

=
1

2(a2 + b2)

{
(a− ib)e(a+ib)x + (a+ ib)e(a−ib)x

}
+ C

=
1

a2 + b2
eax
(
a
eibx + e−ibx

2
+ b

eibx − e−ibx

2i

)
+ C

=
1

a2 + b2
eax (a cos bx+ b sin bx) + C

4) x4 − 1 = (x2 + 1)(x+ 1)(x− 1)より

x

x4 − 1
=
αx+ β

x2 + 1
+

γ

x+ 1
+

δ

x− 1

- 14 -
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とすると

αx+ β +
x2 + 1

x+ 1
γ +

x2 + 1

x− 1
δ =

x

x2 − 1

αi+ β =
i

−2
x+ 1

x2 + 1
(αx+ β) + γ +

x+ 1

x− 1
δ =

x

x3 − x2 + x− 1

γ =
−1

−4
x− 1

x2 + 1
(αx+ β) +

x− 1

x+ 1
γ + δ =

x

x3 + x2 + x+ 1

δ =
1

4

となるので (Heaviside cover-up method)

x

x4 − 1
=

1

4

(
− 2x

x2 + 1
+

1

x+ 1
+

1

x− 1

)
∫

x

x4 − 1
dx =

1

4

(
−
∫

2x

x2 + 1
dx+

∫
1

x+ 1
dx+

∫
1

x− 1
dx

)
=

1

4

(
− log |x2 + 1|+ log |x+ 1|+ log |x− 1|

)
+ C

=
1

4
log

∣∣∣∣x2 − 1

x2 + 1

∣∣∣∣+ C

5)
2x− 5

(x+ 3)(x+ 1)2
=

α

x+ 3
+

β

x+ 1
+

γ

(x+ 1)2

とすると

α+
x+ 3

x+ 1
β +

x+ 3

(x+ 1)2
γ =

2x− 5

(x+ 1)2

α = −11

4
(x+ 1)2

x+ 3
α+ (x+ 1)β + γ =

2x− 5

x+ 3

γ = −7

2

また

α

x+ 3
+

β

x+ 1
=

2x− 5− γ(x+ 3)

(x+ 3)(x+ 1)2

=
11

2(x+ 3)(x+ 1)

x+ 1

x+ 3
α+ β =

11

2(x+ 3)

β =
11

4

となるので
2x− 5

(x+ 3)(x+ 1)2
=

1

4

(
− 11

x+ 3
+

11

x+ 1
− 14

(x+ 1)2

)
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x = tanφとすると
∫

dx
(x+1)2 =

∫
dφ = φ+ C = arctanx+ C なので∫

2x− 5

(x+ 3)(x+ 1)2
dx =

1

4

(
−
∫

11

x+ 3
dx+

∫
11

x+ 1
dx−

∫
14

(x+ 1)2
dx

)
=

1

4
(−11 log |x+ 3|+ 11 log |x+ 1| − 14 arctanx) + C

=
1

4

(
11 log

∣∣∣∣x+ 1

x+ 3

∣∣∣∣− 14 arctanx

)
+ C

6) ∫
x7

x12 − 1
dx =

1

4

∫
x4

x12 − 1
(x4)′dx

u = x4 とすると
1

4

∫
x4

x12 − 1
x3dx =

1

4

∫
u

u3 − 1
du

ここで
u

u3 − 1
=

α

u− 1
+

βu+ γ

u2 + u+ 1

とすると

α+
u− 1

u2 + u+ 1
(βu+ γ) =

u

u2 + u+ 1

α =
1

3

fracβu+ γu2 + u+ 1 =
u

u3 − 1
− α

u− 1

=
−(u− 1)

3(u2 + u+ 1)

より

u

u3 − 1
=

1

3

(
1

u− 1
− u− 1

u2 + u+ 1

)
=

1

3

(
1

u− 1
− 1

2

2u+ 1

u2 + u+ 1
+

3

2

1

(u+ 1
2 )

2 + 3
4

)
ここで u+ 1

2 =
√
3
2 tanφとすると∫

1

(u+ 1
2 )

2 + 3
4

=
2√
3

∫
dφ

=
2√
3
arctan

2u+ 1√
3

+ C

故、 ∫
u

u3 − 1
du =

1

3

(∫
du

u− 1
− 1

2

∫
2u+ 1

u2 + u+ 1
du+

3

2

∫
du

(u+ 1
2 )

2 + 3
4

)
=

1

3

(
log |u− 1| − 1

2
log |u2 + u+ 1|+

√
3 arctan

2u+ 1√
3

)
+ C
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7) t = tan x
2 とすると dt = dx

2 cos2 x
2
= 1+t2

2 dxであり、sinx = sin 2x
2 = 2 cos x

2 sin x
2 = 2 cos2 x

2 tan x
2 = 2t

1+t2 より∫
sinx

1 + sinx
dx =

∫ (
1− 1

1 + sinx

)
dx

= x− 2

∫
1

1 + 2t
1+t2

dt

1 + t2

= x− 2

∫
1

(1 + t)2
d(1 + t)

= x+
2

1 + t
+ C

= x+
2

1 + tan x
2

+ C

8) ∫
dx

x+
√
x2 − 1

=

∫
x−

√
x2 − 1

x2 − (x2 − 1)
dx

=

∫
(x−

√
x2 − 1)dx

x = 1/ cos tとすると ∫ √
x2 − 1dx =

∫ √
1

cos2 t
− 1

sin t

cos2 t
dt

=

∫ (
1

cos2 t
− 1

)
cos t

cos2 t
dt

s = sin tとして ∫ (
1

cos2 t
− 1

)
cos t

cos2 t
dt =

∫ (
1

1− s2
− 1

)
1

1− s2
ds

=

∫
ds

(1− s)2(1 + s)2
−
∫

ds

(1− s)(1 + s)

9) x = tan tとすると ∫
Arctanx dx =

∫
t(tan t)′dt

= t tan t−
∫

tan t dt

= t tan t+
1

2

∫
−2 sin t

1− sin2 t
d(sin t)

= t tan t+
1

2
log |1− sin2 t|+ C

= xArctanx+
1

2
log
∣∣1− (sinArctanx)2

∣∣+ C

10) ∫
1 + x2

1− x2
1√

1 + x+ x2
dx =

∫ (
1

1− x
+

1

1 + x
− 1

)
1√

1 + x+ x2
dx

=

∫
dx

(x+ 1)
√
1 + x+ x2

−
∫

dx

(x− 1)
√
1 + x+ x2

−
∫

1√
1 + x+ x2

dx
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ここで第 3項の積分は 1)で p = 1
2 , q = 1の場合である。他の 2項について、t = 1/(x − a) (a ∈ R)とすると

x = 1
t + aより ∫

dx

(x− a)
√
1 + x+ x2

= −
∫

t√
1 +

(
1
t + a

)
+
(
1
t + a

)2 dtt2
= −

∫
dt√

t2 + (1 + at)t+ (1 + at)2

= −
∫

dt√
(a2 + a+ 1)t2 + (2a+ 1)t+ 1

= − 1√
a2 + a+ 1

∫
dt√

t2 + 2a+1
a2+a+1 t+

1
a2+a+1

となるから、a = ±1とすれば 1)より求まる。

問 8.2

1) ∫ 1

0

|Dℓ1(t)|dt =
∫ 1

0

∣∣∣π
2
cos

π

2
t
∣∣∣ dt

=

∫ 1

0

π

2
cos

π

2
t dt

= [ℓ1(t)]
1
0

= 1

ℓと ℓ1 により定まる直線はいづれも 0 → 1の直線。

2) ∫ 1

0

|Dℓ2(t)|dt =
∫ 1

0

∣∣∣∣−π sin((t− 1

2

)
π

)∣∣∣∣ dt
= 2π

∫ 1

1
2

sin

((
t− 1

2

)
π

)
dt

= 2

[
− cos

((
t− 1

2

)
π

)]1
1/2

= 2
(
− cos

π

2
+ cos 0

)
= 2

l2 により定まる直線は 0 → 1 → 0であり ℓにより定まる直線を辿った後逆に遡る。

3) 微積分学の基本定理から直ちに計算でき不自然なので

∫ s

0

∣∣∣∣dl2dt (t)
∣∣∣∣ dtの事であると考えられる。∫ s

0

|Dl2(t)|dt =
∫ s

0

∣∣∣∣−π sin((t− 1

2

)
π

)∣∣∣∣ dt
s ≤ 1

2 ならば ∫ s

0

∣∣∣∣−π sin((t− 1

2

)
π

)∣∣∣∣ dt = −π
∫ s

0

sin

((
t− 1

2

)
π

)
dt

=

[
cos

((
t− 1

2

)
π

)]s
0

= cos

((
s− 1

2

)
π

)
− cos

(
−π
2

)
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= cos

((
s− 1

2

)
π

)
s ≥ 1

2 ならば∫ s

0

∣∣∣∣−π sin((t− 1

2

)
π

)∣∣∣∣ dt = −π
∫ 1

2

0

sin

((
t− 1

2

)
π

)
dt+ π

∫ s

1
2

sin

((
t− 1

2

)
π

)
dt

= 1−
[
cos

((
t− 1

2

)
π

)]s
1
2

= 2− cos

((
s− 1

2

)
π

)
よって ∫ s

0

|Dl2(t)|dt =


cos

((
s− 1

2

)
π

)
s ≤ 1

2

2− cos

((
s− 1

2

)
π

)
s ≥ 1

2

4) Dℓ3(t) が [a1, b1], . . . , [an, bn] ∈ [0, 1] で Dℓ3(t) ≥ 0、それ以外の領域で Dℓ3(t) < 0 を満たすとすると、

b0 = 0, an+1 = 1として

L(ℓ3) =

n∑
i=1

∫ bi

ai

|Dℓ3(t)|dt+
n∑

i=0

∫ ai+1

bi

|Dℓ3(t)|dt

≥
n∑

i=1

∫ bi

ai

Dℓ3(t)dt+
n∑

i=0

∫ ai+1

bi

Dℓ3(t)dt

=

∫ 1

0

Dℓ3(t)dt

= 1

ここで

ℓ3(t) =
1

2
{1− cos((2n+ 1)πt)}

とすると ℓ3 は条件を満たし、L(ℓ3) = nとなる。

問 8.3

以下 ((x, y)) = (min{x, y}, max{x, y})とする。

1) 0 < φ(a) < 1 と仮定すると、(α, β) = ((ψ(0), ψ(1))) と置いた時 a < α であり、中間値の定理から c ∈ (α, β)

で φ(c) = φ(a)を満たすものが存在する。ところが φは逆写像を持つ事から単射でなければならず矛盾。よって

φ(a) = 0または φ(a) = 1である。

2)

ψ ◦ φ(t) = t

Dψ ◦ φ(t) ·Dφ(t) = 1

Dφ(t) = 0とすると左辺は必ず 0になり矛盾する。よって Dφ(t0) ̸= 0なる t0 ∈ [a, b]は存在しない。

φ(a) = 0とすると、任意の ϵ > 0に対し δ > 0が存在して、x− a < δ の時∣∣∣∣φ(x)− φ(a)

x− a
−Dφ(a)

∣∣∣∣ < ϵ

が成り立つ。この時
φ(x)− φ(a)

x− a
< Dφ(a) + ϵ
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が成り立つから

Dφ(a) ≥ φ(x)− φ(a)

x− a
> 0

であり、上より ∀t ∈ [a, b], Dφ(t) > 0となる。φ(a) = 1の場合も同様。

3) 2)より φ(a) = 0 ⇐ φ(b) = 0及び φ(a) = 1 ⇐ φ(b) = 0が成り立つので

Lφ =

∫ b

a

|D(l ◦ φ)(t)|dt

=

∫ b

a

|Dl ◦ φ(t)Dφ(t)|dt

=


∫ b

a

|Dl ◦ φ(t)|Dφ(t)dt φ(a) = 0∫ a

b

|Dl ◦ φ(t)|Dφ(t)dt φ(a) = 1

=

∫ 1

0

|Dl ◦ φ(u)|du (u = φ(t))

= L

4) 前問 4)を参照。

5) DL(t) = ∥Dℓ(t)∥ > 0より Lは狭義単調増加なので、[0, 1]から I への全単射写像であり、L−1 が存在して微分

可能である。また D(L−1) = 1/(DL ◦ L−1)であり Lは C1 級かつ DL ̸= 0なので D(L−1)も連続。

6)

∥Dℓ′(s)∥ = ∥Dℓ ◦ ρ(s)Dρ(s)∥

= ∥Dℓ ◦ ρ(s)∥ 1

∥Dℓ ◦ ρ(s)∥
= 1∫ s

0

∥Dl′(s′)∥ds′ = sより sは ℓ′ の長さそのものである。

7) (
dh1
dt

(t),
dh2
dt

(t)

)
=
dℓ

dt
(φ(t))

dφ

dt
(t)

=

(
dℓ1
dt

(φ(t)),
dℓ2
dt

(φ(t))

)
dφ

dt
(t)

= (f(φ(t)), g(φ(t)))
dφ

dt
(t)

よって 
d

dt
h1(t) = f ◦ φ(t) d

dt
φ(t)

d

dt
h2(t) = g ◦ φ(t) d

dt
φ(t)
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問 8.4

1)

Dφ =


∂

∂r
(r cos θ)

∂

∂θ
(r cos θ)

∂

∂r
(r sin θ)

∂

∂θ
(r sin θ)


=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
detDφ = r cos2 θ + r sin2 θ

= r

また

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ

=

(
∂

∂x

√
x2 + y2

)
∂

∂r
+

(
∂

∂x
arctan

y

x

)
∂

∂θ

=
x

r

∂

∂r
+
(
− y

x2
cos2 arctan

y

x

) ∂

∂θ

= (cos θ)
∂

∂r
−
(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ

=

(
∂

∂y

√
x2 + y2

)
∂

∂r
+

(
∂

∂y
arctan

y

x

)
∂

∂θ

=
y

r

∂

∂r
+

(
1

x
cos2 arctan

y

x

)
∂

∂θ

= (sin θ)
∂

∂r
+

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ

なので

∂2

∂x2
=

[
(cos θ)

∂

∂r
−
(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ

]2
= (cos θ)

∂

∂r
(cos θ)

∂

∂r
− (cos θ)

∂

∂r

(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ
−
(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ
(cos θ)

∂

∂r
+

(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ

(
1

r
sin θ

)
∂

∂θ

= (cos θ)2
∂2

∂r2
+

(
1

r2
cos θ sin θ

)
∂

∂θ
−
(
1

r
cos θ sin θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
+

(
1

r
sin2 θ

)
∂

∂r

−
(
1

r
sin θ cos θ

)
∂

∂θ

∂

∂r
+

(
1

r2
sin θ cos θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
sin2 θ

)
∂2

∂θ2

= (cos θ)2
∂2

∂r2
+

(
1

r
sin2 θ

)
∂

∂r
−
(
2

r
cos θ sin θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
+

(
2

r2
cos θ sin θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
sin2 θ

)
∂2

∂θ2

∂2

∂y2
=

[
(sin θ)

∂

∂r
+

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ

]2
= (sin θ)

∂

∂r
(sin θ)

∂

∂r
+ (sin θ)

∂

∂r

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ
(sin θ)

∂

∂r
+

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ

(
1

r
cos θ

)
∂

∂θ

= (sin θ)2
∂2

∂r2
−
(

1

r2
sin θ cos θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r
sin θ cos θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
+

(
1

r
cos2 θ

)
∂

∂r

+

(
1

r
cos θ sin θ

)
∂

∂θ

∂

∂r
−
(

1

r2
cos θ sin θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
cos2 θ

)
∂2

∂θ2
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= (sin θ)2
∂2

∂r2
+

(
1

r
cos2 θ

)
∂

∂r
+

(
2

r
sin θ cos θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
−
(

2

r2
sin θ cos θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
cos2 θ

)
∂2

∂θ2

以上より

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

= (cos θ)2
∂2

∂r2
+

(
1

r
sin2 θ

)
∂

∂r
−
(
2

r
cos θ sin θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
+

(
2

r2
cos θ sin θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
sin2 θ

)
∂2

∂θ2

+ (sin θ)2
∂2

∂r2
+

(
1

r
cos2 θ

)
∂

∂r
+

(
2

r
sin θ cos θ

)
∂

∂r

∂

∂θ
−
(

2

r2
sin θ cos θ

)
∂

∂θ
+

(
1

r2
cos2 θ

)
∂2

∂θ2

=
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

2) 問題の φは極座標になっていないし detDφ ≡ 0なので、φの第 3要素は r sin θの誤りと考えられる。この時

Dφ(r, θ, ψ) =


∂

∂r
(r cos θ cosψ)

∂

∂θ
(r cos θ cosψ)

∂

∂ψ
(r cos θ cosψ)

∂

∂r
(r cos θ sinψ)

∂

∂θ
(r cos θ sinψ)

∂

∂ψ
(r cos θ sinψ)

∂

∂r
(r sin θ)

∂

∂θ
(r sin θ)

∂

∂ψ
(r sin θ)


=

cos θ cosψ −r sin θ cosψ −r cos θ sinψ
cos θ sinψ −r sin θ sinψ r cos θ cosψ

sin θ r cos θ 0


detDφ(r, θ, ψ) = sin θ(−r sin θ cosψ · r cos θ cosψ − r cos θ sinψ · r sin θ sinψ)

− r cos θ(cos θ cosψ · r cos θ cosψ + r cos θ sinψ · cos θ sinψ)
= −r2 cos θ sin2 θ(cos2 ψ + sin2 ψ)− r2 cos3 θ(cosψ2 + sin2 ψ)

= −r2 cos θ(cos2 θ + sin2 θ)

= −r2 cos θ
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第 9回

問 9.1

1) ∫
S

dxdy =

∫
x2+y2≤1

dxdy −
∫
4x2+9y2<1

dxdy

S(a, b) =
∫
x2/a2+y2/b2≤1

dxdy とすると

S(a, b) =

∫ a

−a

∫ b
√

1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2

dydx

= 2b

∫ a

−a

√
1− x2

a2
dx

x = a cosφとすると

2b

∫ a

−a

√
1− x2

a2
dx = 2b

∫ 0

π

√
1− cos2 φ(−a sinφ)dφ

= 2ab

∫ π

0

sin2 φdφ

= 2ab

∫ π

0

1− cos 2φ

2
dφ

= ab

[
φ− 1

2
sin 2φ

]π
0

= πab

なので ∫
S

dxdy = S(1, 1)− S

(
1

2
,
1

3

)
= π − 1

6
π

=
5

6
π

2)

∫
x2/a2+y2/b2<1

(x+ y)dxdy =

∫ a

−a

∫ b
√

1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2

(x+ y)dydx

=

∫ a

−a

[
xy +

1

2
y2
]b√1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2

dx

= 2b

∫ a

−a

x

√
1− x2

a2
dx

u =
√
1− x2/a2 とすると

2b

∫ a

−a

x

√
1− x2

a2
dx = 2b

∫ 1

0

(−a
√
1− u2)u

(
a

−u√
1− u2

)
du+ 2b

∫ 0

1

a
√
1− u2 · u

(
−a −u√

1− u2

)
du

= 2a2b

∫ 1

0

u2du− 2a2b

∫ 1

0

u2du

= 0
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3) C ∈ Rを
C = max

k∈{1,...,r}
|f(pk)− g(pk)|

と定めると、任意の x ∈ P に対し |f(x)− g(x)| ≤ C が成り立つ。

ここで任意の ϵ > 0 に対し、∆ を δ(∆) < ϵ/(rC) なる P の分割とし I(∆) = {I1, . . . , Ik(∆)} とする。k ∈
{1, . . . , k(∆)}の内、Ik が p1, . . . , pr の何れかか 1つ以上を含むものを {k1, . . . , kl}とする。点が複数の Ik に同

時に含まれる事は無いから、l ≤ r が成り立つ。

{k1, . . . , kl}に含まれない任意の k について ∀x ∈ Ik, f(x) = g(x)となるから、任意の代表点 {ξk}について

s(f − g;∆; ξ) =

k(∆)∑
k=1

(f(ξk)− g(ξk))v(Ik)

=
l∑

i=1

(f(ξki)− g(ξki))v(Iki)

<
l∑

i=1

C
ϵ

rC

=
l

r
ϵ

≤ ϵ

より

lim
δ(∆)→0

s(f − g;∆; ξ) =

∫
P

(f(x)− g(x))dx = 0

が成り立つので f − g は P 上可積分。よって g = f − (f − g)も P 上可積分であり、∫
P

g(x)dx =

∫
P

f(x)dx

が成り立つ。

4) C ∈ Rを
C = max { | f(x)− g(x) | | ∃t ∈ [0, 1] s.t. l(t) = x }

と定めると、任意の x ∈ P に対し |f(x)− g(x)| ≤ C が成り立つ。又Dℓは [0, 1]で連続なので、或る L > 0が存

在して任意の t ∈ [0, 1]に対し ∥Dℓ(t)∥ ≤ Lが成り立つ。

Ji =

[
k

N
,
i+ 1

N

]
と置いて [0, 1]を {Ji}N−1

i=0 に分割する。この時、任意の t ∈ Ji について

∥∥∥∥ℓ(t)− ℓ

(
i

N

)∥∥∥∥ ≤ L

N

が成り立つから、Ki =

[
ℓ

(
i

N

)
− L

N
, ℓ

(
i

N

)
+
L

N

]
とした時

N−1∑
i=0

v(Ki) = N

(
2L

N

)2

=
(2L)2

N

が成り立つ。

ここで Ki の各辺を延長した P の分割 ∆を考える。即ち、任意の Ki について Ki =
∪
I∈X

I なる X ⊂ I(∆)が存

在するとする。Ki の定義より δ(∆) ≤ 2
√
2L/N である。I(∆)について k ∈ {1, . . . , k(∆)}の内、Ik が Ki の何

れかに含まれるものを {k1, . . . , kl}とする。
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{k1, . . . , kl}に含まれない任意の k について ∀x ∈ Ik, f(x) = g(x)となるから、任意の代表点 {ξk}について

s(f − g;∆; ξ) =

k(∆)∑
k=1

(f(ξk)− g(ξk))v(Ik)

=

l∑
i=1

(f(ξki)− g(ξki))v(Iki)

≤
l∑

i=1

Cv(Iki)

≤ C
(2L)2

N

ここで N は任意であり、C,Lは N に依らない定数なので、N → ∞とすると δ(∆) → 0であり

lim
δ(∆)→0

s(f − g;∆; ξ) =

∫
P

(f(x)− g(x))dx = 0

が成り立つので f − g は P 上可積分。よって g = f − (f − g)も P 上可積分であり、∫
P

g(x)dx =

∫
P

f(x)dx

が成り立つ。

問 9.2

1)

Df(t) =
et − e−t

2

となるので

L(s) =

∫ s

0

√
1 +

(
et − e−t

2

)2

dt

=

∫ s

0

√
1 +

e2t − 2 + e−2t

4
dt

=

∫ s

0

√(
et + e−t

2

)2

dt

=

∫ s

0

et + e−t

2
dt

=
1

2

[
et − e−t

]s
0

=
es − e−s

2
= sinh s

2) u =
√
2
(
t− 1

2

)
と置くと

Df(t) = −
√
2

u√
1− u2

となるので

L(s) =

∫ √
2(s−1/2)

−1/
√
2

√
1 +

(
−
√
2

u√
1− u2

)2
du√
2

=
1√
2

∫ √
2(s−1/2)

−1/
√
2

√
1 + u2

1− u2
du

これは k = iの第二種楕円積分である。
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問 9.3

1) 略

2)

detDΦ(r, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣
d

dr
r cos θ d

dθ r cos θ

d

dr
r sin θ d

dθ r sin θ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣
= r

なので ∫
S

dxdy =

∫ π/4

−π/4

∫ 2

1

r drdθ

=

∫ π/4

−π/4

[
1

2
r2
]2
1

dθ

=
3

2
[θ]

π/4
−π/4

=
3

4
π

3)

detDΨ(r, θ) =

∣∣∣∣∣∣
cosφ cos θ −r cosφ sin θ −r sinφ cos θ
cosφ sin θ r cosφ cos θ −r sinφ sin θ

sinφ 0 r cosφ

∣∣∣∣∣∣
= sinφ

∣∣∣∣−r cosφ sin θ −r sinφ cos θ
r cosφ cos θ −r sinφ sin θ

∣∣∣∣+ r cosφ

∣∣∣∣cosφ cos θ −r cosφ sin θ
cosφ sin θ r cosφ cos θ

∣∣∣∣
= r2 cosφ sin2 φ+ r2 cos3 φ

= r2 cosφ

なので

F (r) =

∫ π/2

−π/2

∫ 2π

0

∫ r

0

r′2 cosφdr′dθdφ

=
1

3
r3
∫ π/2

−π/2

∫ 2π

0

cosφdθdφ

=
2

3
πr3

∫ π/2

−π/2

cosφdφ

=
2

3
πr3[sinφ]

π/2
−π/2

=
2

3
πr3[sinφ]

π/2
−π/2

=
4

3
πr3

dF

dr
(r) = 4πr2

問 9.4

1) S は 0, v, w を頂点とする三角形を成す。
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2)

A =

v1 w1

v2 w2

v3 w3


とすると

tAA =

(
v1 v2 v3
w1 w2 w3

)v1 w1

v2 w2

v3 w3


=

(
v2 v · w
w · v w2

)
ここで v と wの成す角を θとすると

v(S) =
√
v2w2 − (v · w)2

=
√
v2w2 − v2w2 cos2 θ

=
√
v2w2 sin2 θ

= |v × w|

と平行四辺形の面積になっちゃいますね？

問 9.5

DF (x, y) =

 1 0
0 1

D1f D2f


=

 1 0
0 1

2x sinh(x2 + y2) 2y sinh(x2 + y2)


s = sinh(x2 + y2)として

tDF (x, y)DF (x, y) =

(
1 0 2xs
0 1 2ys

) 1 0
0 1

2xs 2ys


=

(
1 + 4x2s2 4xys2

4xys2 1 + 4y2s2

)
|tDF (x, y)DF (x, y)| = (1 + 4x2s2)(1 + 4y2s2)− (4xys2)2

= 1 + 4(x2 + y2)s2

よって

S(Σ) =

∫
x2+y2≤1

√
1 + 4(x2 + y2) sinh2(x2 + y2)dxdy

極座標変換より∫
x2+y2≤1

√
1 + 4(x2 + y2) sinh2(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 + 4r2 sinh2 r2r drdθ

= 2π

∫ 1

0

√
1 + 4r2 sinh2 r2r dr

多分無理？
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第 10回

問 10.1

1) (x, y) = t(π, 0) + s(π, π)より (t, s) = 1
π (x− y, y)なので、

s ≥ 0 ⇒ y ≥ 0

t ≥ 0 ⇒ x ≥ y ≥ 0

t+ s ≤ 1 ⇒ x ≤ π

より D = { (x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ x }、或いは D = { (x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ π, y ≤ x ≤ π }となる。
2) ∫

D

y sinx

x
dxdy =

∫ π

0

∫ x

0

y sinx

x
dydx =

∫ π

0

∫ π

y

y sinx

x
dxdy

3) ∫ π

0

∫ x

0

y sinx

x
dydx =

∫ π

0

sinx

x

[
1

2
y2
]x
0

dx

=
1

2

∫ π

0

x sinx dx

=
1

2

∫ π

0

x(− cos)′ dx

= −1

2
[x cosx]π0 +

1

2

∫ π

0

cosx dx

= −1

2
(−π − 0) +

1

2
[sinx]π0

=
π

2

問 10.2

1) k = −1は半球、k = 0は円盤、k = 1は z2 的な

2)

DF (x, y) =

 1 0
0 1

kx/
√
1 + k(x2 + y2) ky/

√
1 + k(x2 + y2)


より

det tDF (x, y)DF (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

k2x2

1 + k(x2 + y2)

k2xy

1 + k(x2 + y2)
k2xy

1 + k(x2 + y2)
1 +

k2y2

1 + k(x2 + y2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1 +

k2x2

1 + k(x2 + y2)

)(
1 +

k2y2

1 + k(x2 + y2)

)
−
(

k2xy

1 + k(x2 + y2)

)2

= 1 +
k2(x2 + y2)

1 + k(x2 + y2)

= 1 + k − k

1 + k(x2 + y2)

となるから

A(k; R) =

∫
x2+y2≤R

√
1 + k − k

1 + k(x2 + y2)
dxdy
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極座標変換より∫
x2+y2≤R

√
1 + k − k

1 + k(x2 + y2)
dxdy =

∫ √
R

0

∫ 2π

0

√
1 + k − k

1 + kr2
r dθdr

= 2π

∫ √
R

0

√
1 + k − k

1 + kr2
r dr

k = 0の場合は

A(0; R) = 2π

∫ √
R

0

r dr = πR

k ̸= 0の場合、u2 = 1 + k − k/(1 + kr2)とすると 2u du = k2r dr/(1 + kr2)2 = (1 + k − u2)2r dr より

2π

∫ √
R

0

√
1 + k − k

1 + kr2
r dr = 4π

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

u2

(1 + k − u2)2
du

= π

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

(
1√

1 + k − u
− 1√

1 + k + u

)2

du

= π

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

(
1

(u−
√
1 + k)2

− 2

1 + k − u2
+

1

(u+
√
1 + k)2

)
du

ここで t = u±
√
1 + k とすると

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

1

(u±
√
1 + k)2

du =

∫ √
1+ k2R

1+kR±
√
1+k

1±
√
1+k

1

t2
dt

=

[
−1

t

]√1+ k2R
1+kR±

√
1+k

1±
√
1+k

=
1

1±
√
1 + k

− 1√
1 + k2R

1+kR ±
√
1 + k

=
1∓

√
1 + k

1− (1 + k)
−

√
1 + k2R

1+kR ∓
√
1 + k

(1 + k2R
1+kR )− (1 + k)

= −1∓
√
1 + k

k
+ (1 + kR)

(√
1 +

k2R

1 + kR
∓

√
1 + k

)

となる（複合同順）ので

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

(
1

(u−
√
1 + k)2

+
1

(u+
√
1 + k)2

)
du = 2

√
(1 + kR)(1 + kR+ k2R)− 2

k

又、

2

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

1

1 + k − u2
du =

1√
1 + k

∫ √
1+ k2R

1+kR

1

(
1

u+
√
1 + k

− 1

u−
√
1 + k

)
du

=
1√
1 + k

log

∣∣∣∣∣∣
√

1 + k2R
1+kR +

√
1 + k√

1 + k2R
1+kR −

√
1 + k

∣∣∣∣∣∣
=

1√
1 + k

log

∣∣∣∣∣
√
1 + kR+ k2R+

√
(1 + k)(1 + kR)

√
1 + kR+ k2R−

√
(1 + k)(1 + kR)

∣∣∣∣∣
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=
1√
1 + k

log

∣∣∣∣∣∣∣
(√

1 + kR+ k2R+
√
(1 + k)(1 + kR)

)2
1 + kR+ k2R− (1 + k)(1 + kR)

∣∣∣∣∣∣∣
=

2√
1 + k

log
∣∣∣√1 + kR+ k2R+

√
(1 + k)(1 + kR)

∣∣∣− 1√
1 + k

log |k|

以上より

A(k; R) =


π
(

1√
1+k

log |k| − 2√
1+k

log
∣∣∣√1 + kR+ k2R+

√
(1 + k)(1 + kR)

∣∣∣
+2
√
(1 + kR)(1 + kR+ k2R)− 2

k

)
(k ̸= 0)

πR (k = 0)

となる *4。

3)

∂

∂k
A(k; R) = 2π

∫ √
R

0

∂

∂k

√
1 + kr2 + k2r2

1 + kr2
r dr

= 2π

∫ √
R

0

(1 + 2k)(1 + kr2)− (1 + kr2 + k2r2)

2(1 + kr2)
√
(1 + kr2)(1 + kr2 + k2r2)

r3dr

= 2π

∫ √
R

0

(2 + kr2)k

2(1 + kr2)
√
(1 + kr2)(1 + kr2 + k2r2)

r3dr

k > 0 の場合、被積分函数は正なので
∂A

∂k
> 0 であり、A(k; R) は単調増加する。k < 0 の場合、z ∈ R 故

1 + kR2 ≥ 0より R2 ≤ −1/k が言えるから、0 ≤ r ≤
√
Rより

r2 ≤
√
−1

k

kr2 ≥ −(−k)
√

−1

k
= −

√
−k

1 + kr2 ≥ 1−
√
−k

ここから −1 < k < 0については ∂A
∂k < 0となる。

以上より、k について Aの増減は下表の様になる。

k −1 · · · 0 · · · 1
∂A
∂k − 0 +
A ↘ min ↗

問 10.3

1) 極座標変換から

S(R) =

∫
D

(R)e−r2r drdθ

=

∫ √
R

0

∫ 2π

0

e−r2r dθdr

= 2π

∫ √
R

0

e−r2r dr

= π

∫ R

0

e−sds (s = r2)

*4 k → −1で半球の表面積になるし、多分合ってるんじゃないかなぁ。
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ここで任意の 0 < v < wについて ∣∣∣∣∫ w

v

e−sds

∣∣∣∣ = −[e−s]wv

= e−v − e−w

< e−v

これは v → +∞の時 e−v → 0故コーシーの収束条件を満たし、この広義積分は収束する。

2)

lim
R→∞

S(R) = π lim
R→∞

∫ R

0

e−sds

= π lim
R→∞

[−e−s]R0

= π lim
R→∞

(1− e−R)

= π

3) 任意の 1 < v < wについて ∣∣∣∣∫ w

v

e−x2

dx

∣∣∣∣ = ∫ w

v

e−x2

dx

<

∫ w

v

e−xdx

= [−e−x]wv

= e−v − e−w

< e−v

これは v → +∞の時 e−v → 0故コーシーの収束条件を満たし、この広義積分は収束する。

4) ∫
R2

e−(x2+y2)dxdy = lim
R→∞

∫ √
R

−
√
R

∫ √
R−x2

−
√
R−x2

e−(x2+y2)dydx

= lim
R→∞

∫ √
R

−
√
R

e−x2

∫ √
R−x2

−
√
R−x2

e−y2

dydx

ここで任意の R′ について∫ √
R−x2

−
√
R−x2

e−y2

dy =

∫ R′

−R′
e−y2

dy − 2

∫ √
R

√
R−x2

e−y2

dy − 2

∫ R′

√
R

e−y2

dy

となるから、R′ → ∞とすると∫ √
R−x2

−
√
R−x2

e−y2

dy =

∫
R

e−y2

dy − 2

∫ √
R

√
R−x2

e−y2

dy − 2 lim
R′→∞

∫ R′

√
R

e−y2

dy

が成り立つ。ここで F (t) =
∫ t

0
e−x2

dxと置くと、∫
R2

e−(x2+y2)dxdy = lim
R→∞

∫ √
R

−
√
R

e−x2

(∫
R

e−y2

dy − 2

∫ √
R

√
R−x2

e−y2

dy − 2 lim
R′→∞

∫ R′

√
R

e−y2

dy

)
dx

=

(∫
R

e−x2

dx

)2

− 2 lim
R→∞

∫ √
R

−
√
R

e−x2

∫ √
R

√
R−x2

e−y2

dydx

− 2

(∫
R

e−x2

dx

)
lim

R→∞

(
lim

R′→∞
F (R′)− F (

√
R)
)

- 31 -



第 10回 数学 IA演習 解法集成

ここで ∫ √
R

−
√
R

e−x2

∫ √
R

√
R−x2

e−y2

dydx <

∫ √
R

−
√
R

e−x2

e−(R−x2)dx

=

∫ √
R

−
√
R

e−Rdx

= 2
√
Re−R → 0 (R→ ∞)

及び

lim
R→∞

(
lim

R′→∞
F (R′)− F (

√
R)
)
=
(

lim
R′→∞

F (R′)− lim
R→∞

F (
√
R)
)
= 0

より ∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =

(∫
R

e−x2

dx

)2

が成り立つ。よって ∫
R

e−x2

dx =

√∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =
√
π

問 10.4

1) 線型性・対称性は積分の性質から直ちに従う。

⟨f | f⟩ =
∫ 1

−1

|f(x)|2dx ≥ 0

より正値性が分かり、等号が成立するのは f(x) ≡ 0の時のみである。

2) pa,b(x) =
db

dxb
(x2 − 1)a と置くと

⟨Pm |Pn⟩ =
∫ 1

−1

(
1

2mm!

√
2m+ 1

2
pm,m(x)

)(
1

2nn!

√
2n+ 1

2
pn,n(x)

)
dx

=

√
(2m+ 1)(2n+ 1)

2 · 2m+nm!n!

∫ 1

−1

pm,m(x)pn,n(x)dx

ここで部分積分より∫ 1

−1

pm,m(x)pn,n(x)dx =

∫ 1

−1

pm,m(x)
d

dx
pn,n−1(x)dx

= [pm,m(x)pn,n−1(x)]
1
−1 −

∫ 1

−1

pm,m+1(x)pn,n−1(x)dx

pa,b(x)は a > bの時 (x2 − 1)で割り切れるので、任意の n ≥ 0に対し右辺第 1項は 0となり∫ 1

−1

pm,m(x)pn,n(x)dx = −
∫ 1

−1

pm,m+1(x)pn,n−1(x)dx

= · · ·

= (−1)n
∫ 1

−1

pm,m+n(x)pn,0(x)dx

= (−1)n
∫ 1

−1

pm,m+n(x)(x
2 − 1)ndx

pm,0(x)は xについて 2m次式なので、m > nとすると pm,m+n(x) = 0が成り立つから右辺は 0に等しい。又

m,nは交換可能なのでm < nの場合も 0となる。m = nとすると、

(−1)n
∫ 1

−1

pn,2n(x)(x
2 − 1)ndx = (−1)n(2n)!

∫ 1

−1

(x2 − 1)ndx
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更に部分積分より ∫ 1

−1

(
d

dx
x

)
(x2 − 1)ndx =

[
x(x2 − 1)n

]1
−1

− 2n

∫ 1

−1

x2(x2 − 1)n−1dx

= −2n

∫ 1

−1

(
d

dx

1

3
x3
)
(x2 − 1)n−1dx

= · · ·

= (−1)n2nn!
1

(2n− 1)!!

∫ 1

−1

x2ndx

= (−1)n2nn!
(2n)!!

(2n)!

[
1

2n+ 1
x2n+1

]1
−1

= (−1)n2nn!
2nn!

(2n)!

2

2n+ 1

= (−1)n
1

(2n)!

2(2nn!)2

2n+ 1

よって

⟨Pn |Pn⟩ =
2n+ 1

2(2nn!)2

∫ 1

−1

pn,n(x)pn,n(x)dx

= 1

が成り立つから、以上より

⟨Pm |Pn⟩ = δm,n

故に {Pn}n=1,2,... は正規直交系を成す。

3) 無限次元の空間 V に無限個の直交ベクトルなんだから基底なんじゃないの？ *5

*5 ちゃんと完全性を証明するのは少し手間っぽい。N.N.Lebedev “Special Functions & Their Applications” の 4.7 など参照。（ここで

ドヤる）
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第 11回

問 11.1

1) [a, b) について示す。f は [a, b] 上可積分なので有界であり、或る C > 0 が存在して任意の x ∈ [a, b] に対し

|f(x)| < C となる。すると任意の c ∈ [a, b)に対し∣∣∣∣∣
∫
[a,c]

f(x)dx−
∫
[a,b]

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

c

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < C(b− c)

であり、任意の ϵについて c > b− ϵ/C なる cを取ると∣∣∣∣∣
∫
[a,c]

f(x)dx−
∫
[a,b]

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

が成り立つ。よって f は [a, b)上広義可積分であり
∫
[a,b)

f(x)dx =
∫
[a,b]

f(x)dx。
∫
(b,a]

f(x)dx = −
∫
[a,b)

f(x)dx

より (a, b], (a, b)についても示される。

2) 任意の c ∈ (a, b)について
∫
(a,b)

=
∫
(a,c]

+
∫
[c,b)
なので、1)より従う。

問 11.2

f, g は [a, b]上有界なので、或る C > 0が存在して任意の x ∈ [a, b]に対し |(λf + µg)(x)| < C となる。ここで任意

の ϵ > 0に対し、δ > 0を δ < ϵ/C となる様に取れば、b− δ < s ≤ t < bなる任意の s, tに対し∣∣∣∣∫ t

s

(λf + µg)(x)dx

∣∣∣∣ < Cδ < ϵ

が成り立つ。よって λf+µgは [a, b)上広義可積分で、積分と極限の線型性から
∫
[a,b)

(λf+µg) = λ
∫
[a,b)

f+µ
∫
[a,b)

g

となる。

問 11.3

f は連続なので、任意の ϵ1 > 0に対して δ1 > 0が存在し、

∀x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ1 ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ1

が成り立つ。ここで ak = a+ (k/n)(b− a)とし (b− a)/n < δ1 となる nを取ると、任意の x ∈ [ak, ak+1)に対して

|f(x)− f(ak)| < ϵ1

より、tk = f(ak)とすると
|f(x)− g(x)| < ϵ1

となる。一方、任意の ϵ2 > 0に対して

sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| − ϵ2 < |f(x)− g(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|

なので、

sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| < ϵ1 + ϵ2

ϵ1, ϵ2 はそれぞれ任意なので、任意の ϵ > 0に対して ϵ = ϵ1 + ϵ2 となるよう定めればよい。

問 11.4

1) 任意の ϵ > 0に対して fn の連続性から δ > 0が存在して ∀x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵが成り

立ち、また f の条件から N > 0が存在して n ≥ N ⇒ ∀x ∈ [a, b], |fn(x)− f(x)| < ϵが各々成り立つ。ここで

|fn(x)− f(x)| = |fn(x)− fn(x+ h) + fn(x+ h)− f(x)|
= |fn(x)− fn(x+ h) + fn(x+ h)− f(x+ h) + f(x+ h)− f(x)|
≥ |f(x+ h)− f(x)| − |fn(x+ h)− fn(x)| − |fn(x+ h)− f(x+ h)|
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より

|f(x+ h)− f(x)| ≤ 3ϵ

故に f は連続。

2) 条件より任意の ϵ > 0に対し N > 0が存在して、n ≥ N ならば

∀x ∈ [a, b], |fn(x)− f(x)| < ϵ

が成り立つ。この時

f(x)− ϵ < fn(x) < f(x) + ϵ∫ b

a

f(x)dx− ϵ(b− a) <

∫ b

a

fn(x)dx <

∫ b

a

f(x)dx+ ϵ(b− a)

より ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ(b− a)

である。よって

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

問 11.5

任意の x ∈ Rに対し [x] =

⌊x⌋ (x ≥ 0)

⌈x⌉ (x < 0)
とする。m =

[
a

/
2π

λ

]
, n =

[
b

/
2π

λ

]
とし、ak =

2πk

λ
(m ≤ k ≤ n)

と置く。f の連続性より、任意の ϵ′ > 0に対し δ > 0が存在して

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ′

が成り立つ。λを 2π/λ < δ となる様に取れば、任意の x ∈ [ak, ak+1] (m ≤ k < n)に対し

|f(x)− f(ak)| < ϵ′

f(ak)− ϵ′ < f(x) < f(ak) + ϵ′

となるから ∫ ak+1

ak

f(ak) sinλx dx− 2π

λ
ϵ′ <

∫ ak+1

ak

f(x) sinλx dx <

∫ ak+1

ak

f(ak) sinλx dx+
2π

λ
ϵ′

−2π

λ
ϵ′ <

∫ ak+1

ak

f(x) sinλx dx <
2π

λ
ϵ′

各区間について和すれば ∣∣∣∣∫ an

am

f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ < 2π

λ
(n−m)ϵ′

又 f は閉区間上連続なので有界であり、或る C > 0が存在して任意の x ∈ [a, b]に対して |f(x)| < C が成り立つ。

故に ∣∣∣∣∫ am

a

f(x) sinλx dx

∣∣∣∣ < 2π

λ
C,

∣∣∣∣∣
∫ b

an

f(x) sinλx dx

∣∣∣∣∣ < 2π

λ
C

以上より、特に ϵ′ = 1とすれば ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) sinλx dx

∣∣∣∣∣ < 2π

λ
(n−m+ 2C)
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よって、任意の ϵ > 0に対して L ≥ 2π(n−m+ 2C)/ϵとすれば

λ > L⇒

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) sinλx dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

が成り立つ。即ち

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλx dx = 0

問 11.6

1) x ∈ [0, π]故 x ̸= 0ならば sin x
2 ̸= 0であり g は連続。l’Hospitalの定理より

lim
x→+0

g(x) = lim
x→+0

2 sin x
2 − x

x sin x
2

= lim
x→+0

cos x
2 − 1

sin x
2 + x

2 cos x
2

= lim
x→+0

− sin x
2

2 cos x
2 − x

2 sin x
2

= 0 = g(0)

よって g は連続。

2) x = 2n+1
2 tと置くと

∫ 2n+1
2 π

0

sinx

x
dx =

∫ π

0

sin 2n+1
2 t

t
dt

=
1

2

∫ π

0

(
2

t
− 1

sin t
2

+
1

sin t
2

)
sin

2n+ 1

2
t dt

=
1

2

∫ π

0

g(t) sin
2n+ 1

2
t dt+

∫ π

0

sin 2n+1
2 t

2 sin 1
2 t

dt

n→ +∞とすると 2n+1
2 → +∞故、Riemann-Lebesgueの定理より右辺第一項は 0に収束する。従って

∫ +∞

0

sinx

x
dx = lim

n→+∞

∫ 2n+1
2 n

0

sinx

x
dx = lim

n→+∞

∫ π

0

sin 2n+1
2 t

2 sin 1
2 t

dt

を得る。

3) 積分できないんですが？

4)

4a) δ ̸= 0ならば γδ,R1,R2 の成す閉領域で f は極 z = 0のみを持つので、任意の δ,R1, R2 について∫
γδ,R1,R2

f(z)dz = 2πiRes(f ; 0)

ここで

Res(f ; 0) = lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

e
√
−1z = 1

よって

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

∫
γδ,R1,R2

f(z)dz = 2πi

- 36 -



第 11回 数学 IA演習 解法集成

4b) 積分路 { z ∈ C | |z| = δ, Im z ≤ 0 }を γ0、積分路 { z ∈ C | |z| = δ, Im z ≥ 0 }を γ′0 とすると、留数定理

から ∫
γ0

f(z)dz +

∫
γ′
0

f(z)dz = 2πi

z を −z に置き換えると ∫
γ′
0

f(z)dz =

∫
γ0

f(−z)dz

よって ∫
γ0

f(z)dz −
∫
γ′
0

f(z)dz =

∫
γ0

eiz − e−iz

z
dz

= 2i

∫
γ0

sin z

z
dz

或る固定された R > 0 に対し (sin z)/z は B0(R) 上正則なので有界であり、或る C > 0 が存在して任意の

z ∈ B0(R)に対し |(sin z)/z| < C が成り立つ。よって δ < Rとすれば∫
γ0

sin z

z
dz < πδC

となるから

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

(∫
γ0

f(z)dz −
∫
γ′
0

f(z)dz

)
= 0

が成り立つ。よって

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

∫
γ0

f(z)dz = πi

積分路 { z ∈ C | δ ≤ Re z ≤ R1, Im z = 0 } を γ1、積分路 { z ∈ C | −R1 ≤ Re z ≤ −δ, Im z = 0 } を γ5

とすると

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

Im

∫
γ1

f(z)dz =

∫ +∞

0

sin z

z
dz

また

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

Im

∫
γ5

f(z)dz =

∫ 0

−∞

sin z

z
dz =

∫ +∞

0

sin z

z
dz

積分路 { z ∈ C | Re z = R1, 0 ≤ Im z ≤ R2 } を γ2、、積分路 { z ∈ C | Re z = −R1, 0 ≤ Im z ≤ R2 } を
γ4、とすると ∣∣∣∣∫

γ2

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ R2

0

e−x√
R2

1 + x2
dx

<
1

R1

∫ R2

0

e−xdx

=
1

R1
(1− e−R2)

よって

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

∫
γ2

f(z)dz = 0
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γ4 も同様。

積分路 { z ∈ C | −R1 ≤ Re z ≤ R1, Im z = R2 }を γ3 とすると∣∣∣∣∫
γ3

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ R1

−R1

e−R2√
x2 +R2

2

dx

<
2R1√
R2

1 +R2
2

e−R2

よって

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

∫
γ3

f(z)dz = 0

以上よりそれぞれの積分の極限は収束する *6 ので、

lim
δ↘0

R1→+∞
R2→+∞

Im

∫
γδ,R1,R2

f(z)dz = π + 2

∫ +∞

0

sin z

z
dz

従って前問の結果より ∫ +∞

0

sin z

z
dz =

π

2

問 11.7

1) limt→+∞ e−ttx+1 = 0より、或る T > 0が存在して任意の t ≥ T に対し
∣∣e−ttx+1

∣∣ = (e−ttx−1
)
/t−2 < 1が成り

立つ。この時、 ∫ +∞

T

∣∣e−ttx−1
∣∣ dt < ∫ +∞

T

1

t2
dt

となり、右辺は絶対収束するので Γ(x)は絶対収束する。

2)

i)

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

e−ttxdt

=

∫ +∞

0

(
−e−t

)′
txdt

=
[
−e−ttx

]+∞
0

+ x

∫ +∞

0

e−ttx−1dt

= xΓ(x)

ii)

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt

=
[
−e−t

]+∞
0

= 1

Γ(1) = 0!, Γ(n+ 1) = nΓ(n)より帰納的に ∀n ∈ N+, Γ(n) = (n− 1)!となる。

iii) x, t ∈ R+ に対し e−ttx−1 > 0より Γ(x) > 0

*6
∫+∞
0

sin x
x

dxの収束性は…
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iv) t = r2 とすると

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−r2t2x−2 · 2r dr

= 2

∫ +∞

0

e−r2t2x−1dr

3) B(x, y)が広義積分となるのは 0 < x < 1又は 0 < y < 1の場合である。

0 < x < 1 の場合について考える。任意に固定した α ∈ (0, 1) に対し (1 − t)y−1 は [0, α] 上有界なので、或る

C > 0が存在して任意の t ∈ [0, α]に対し
∣∣(1− t)y−1

∣∣ < C が成り立つ。よって任意の 0 < a ≤ b < αに対し∫ b

a

∣∣tx−1(1− t)y−1
∣∣ dt < C

∫ b

a

tx−1dt

= C

[
1

x
tx
]b
a

<
Cαx

x

よって任意の ϵ > 0 に対し δ > 0 を δ < α 且つ δ <
( x
C
ϵ
)1/x

なる様に取れば、0 < a ≤ b < δ に対して∫ b

a

∣∣tx−1(1− t)y−1
∣∣ dt < ϵが成り立つ。即ち t→ 0について広義積分は絶対収束する。0 < y < 1の場合も同様。

4) t′ = 1− tと置換すると

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

= −
∫ 0

1

(1− t′)x−1t′y−1dt′

=

∫ 1

0

t′y−1(1− t′)x−1dt′

= B(y, x)

t = sin2 θ と置換すると

B(x, y) =

∫ π/2

0

sin2x−2 θ cos2y−2 θ · 2 sin θ cos θ dθ

= 2

∫ π/2

0

sin2x−1 θ cos2y−1 θ dθ

5) 2) iv)及び 4)より

B(x, y)Γ(x+ y) =

(
2

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2y−1 θ dθ

)(
2

∫ +∞

0

e−r2r2x−1dr

)

= 4

∫ π/2

0

∫ +∞

0

e−r2r2x+2y−1 cos2x−1 θ sin2y−1 θ drdθ

= 4

∫ π/2

0

∫ +∞

0

e−r2(r cos θ)2x−1(r sin θ)2x−1rdrdθ

極座標変換より、(v, w) = (r cos θ, r sin θ)と置くと

4

∫ π/2

0

∫ +∞

0

e−r2(r cos θ)2x−1(r sin θ)2x−1rdrdθ = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(v2+w2)v2x−1w2x−1dvdw

=

(
2

∫ +∞

0

e−v2

v2x−1dv

)(
2

∫ +∞

0

e−w2

w2x−1dw

)
= Γ(x)Γ(y)
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2) iii)より Γ(x+ y) ̸= 0であるから

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

となる。

問 11.8

1) (x, y) ∈ Wn とすると
2
n ≤ x ≤ 1 − 1

n 且つ
1
n ≤ y ≤ 1 − 1

n である。この時
2

n+1 < x < 1 − 1
n+1 且つ

1
n+1 < y < 1− 1

n+1 なので (x, y) ∈Wn+1 が成り立つ。よってWn ⊂Wn+1 となる。

lim
n→+∞

2

n
= lim

n→+∞

1

n
= 0 且つ lim

n→+∞

(
1− 1

n

)
= 1 より、任意の x ∈ W に対して或る n が存在し x ∈ Wn

が成り立つ。よって W ⊂
+∞∪
n=4

Wn となる。一方各 Wn は W の部分集合なので

+∞∪
n=4

Wn ⊂ W である。よって

W =
+∞∪
n=4

Wn が成り立つ。Wn と Un は互いに区間を取り換えたものだから Un も同様。

2) f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2)2 と置く。f(y, x) = −f(x, y)なる反対称性より、

Vn =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 2n < x < 1− 1

n
,
1

n
< y <

2

n

}
として ∫

Wn

f(x, y)dxdy =

∫
Vn

f(x, y)dxdy

が成り立つ。すると ∫
Vn

f(x, y)dxdy =

∫ 1−1/n

2/n

∫ 2/n

1/n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dydx

≤
∫ 1−1/n

2/n

∫ 2/n

1/n

x2

(x2)2
dydx

=
1

n

∫ 1−1/n

2/n

1

x2
dx

=
1

n

[
− 1

x

]1−1/n

2/n

=
1

2
− 1

n− 1

よって任意の nについて ∫
Wn

f(x, y)dxdy ≤ 1

2

が成り立つ。

収束性は？

3) |f(x, y)| ≥ 0故、Wn よりも小さい積分領域を取って∫
Wn

|f(x, y)|dxdy ≥
∫ 1−1/n

2/n

∫ x

2/n

x2 − y2

(x2 + y2)2
dydx

≥
∫ 1−1/n

2/n

∫ x

2/n

x2 − y2

(2x2)2
dydx ( ... y ≤ x)

=
1

4

∫ 1−1/n

2/n

∫ x

2/n

(
1

x2
− y2

x4

)
dydx

=
1

4

∫ 1−1/n

2/n

{
1

x2

(
x− 2

n

)
− 1

3x4

(
x3 − 8

n3

)}
dx
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≥ 1

4

∫ 1−1/n

2/n

(
2

3

1

x
− 2

n

1

x2

)
dx

=
1

4

[
2

3
log x+

2

n

1

x

]1−1/n

2/n

=
1

4

{
2

3
log

n− 1

2
+

2

n

(
n

n− 1
− n

2

)}
=

1

6
log

n− 1

2
+

1

2

(
1

n− 1
− 1

2

)
これは n→ +∞の時発散する。よって

lim
n→+∞

∫
Wn

∣∣∣∣ x2 − y2

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ dxdy = +∞

問 11.9

1) 定義から ∥(v, w)∥(x,y) = 0 ⇔ v = w = 0（独立性）及び ∀a ∈ R, ∥a(v, w)∥(x,y) = |a| · ∥(v, w)∥(x,y)（斉次性）が
成り立つ。また、相加相乗平均の関係から(

∥(v1, w1)∥(x,y) + ∥(v2, w2)∥(x,y)
)2 − (∥(v1, w1) + (v2, w2)∥(x,y)

)2
= 2

(
2

1 + x2 + y2

)2{√
v21v

2
2 + v21w

2
2 + v22w

2
1 + w2

1w
2
2 − (v1v2 + w1w2)

}
≥ 2

(
2

1 + x2 + y2

)2{√
v21v

2
2 + 2|v1v2w1w2|+ w2

1w
2
2 − (v1v2 + w1w2)

}
≥ 2

(
2

1 + x2 + y2

)2

{|v1v2|+ |w1w2| − (v1v2 + w1w2)}

≥ 0

より劣加法性が成り立つ。

2) Dl1(t) =
π
4

(
− sin π

4 t, cos
π
4 t
)
より

L1 =

∫ 1

0

2

1 + cos2 π
4 t+ sin2 π

4 t
· π
4

√
sin2

π

4
t+ cos2

π

4
t dt

=
π

4

∫ 1

0

dt

=
π

4

Dl2(t) = (−1, 1)より

L2 =

∫ 1

0

2
√
2

1 + (1− t)2 + t2
dt

=
√
2

∫ 1

0

1(
t− 1

2

)2
+ 3

4

dt

t− 1
2 =

√
3
2 tanφとして

√
2

∫ 1

0

1(
t− 1

2

)2
+ 3

4

dt = 2

√
2

3

∫ π/6

−π/6

dφ

=
2

3

√
2

3
π

8
27 − 1

16 = 101
432 > 0より 2

3

√
2
3 >

1
4。よって L1 < L2。
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3) (0, 0, 1) + α {(t, s, u)− (0, 0, 1)} = (x, y, 0)とすると (x, y) = f(t, s, u)なので、f は S2 \ { (0, 0, 1) }の点を、そ
の点と (0, 0, 1)を結ぶ直線の xy 平面との交点へ対応させる写像である *7。

4) 任意の (x, y) ∈ R2 について、f(t, s, u) = (x, y)とすると

t2 + s2 + u2 = (x2 + y2)(1− u)2 + u2 = 1

より

u =

1±
√
1−

(
1− 1

(x2+y2)2

)
1 + 1

x2+y2

=
x2 + y2 ± 1

x2 + y2 + 1

u ̸= 1なので

u =
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

又 1− u = 2/(1 + x2 + y2)となるから

(t, s, u) =
1

1 + x2 + y2
(2x, 2y, x2 + y2 − 1)

よって f は全射である。又 f(t1, s1, u1) = f(t2, s2, u2)ならば t1 : t2 = s1 : s2 = 1− u1 : 1− u2 より、α ∈ Rと
して (t2, s2, 1− u2) = α(t1, s1, 1− u1)だが、

t22 + s22 + u22 = α2t21 + α2s21 + {1− α(1− u1)}2 = α2 + (1− α)2 + 2α(1− α)u1 = 1

が任意の u1 について恒等式である事から α = 0, 1であり、ここで α = 0は (t2, s2, u2) ∈ S2 \ { (0, 0, 1) }に反す
る。よって α = 1であり、f は単射。以上より f は全単射であり、逆写像が存在して

f−1(x, y) =
1

1 + x2 + y2
(2x, 2y, x2 + y2 − 1)

となる。

5)

Dg(x, y) =



∂

∂x

2x

1 + x2 + y2
∂

∂y

2x

1 + x2 + y2

∂

∂x

2y

1 + x2 + y2
∂

∂y

2y

1 + x2 + y2

∂

∂x

x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2
∂

∂y

x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2


=

2

(1 + x2 + y2)2

1− x2 + y2 −2xy
−2xy 1 + x2 − y2

2x 2y


故に

∥(v, w)∥′(x,y) =
∥∥∥∥Dg(x, y)(vw

)∥∥∥∥′′
=

2

(1 + x2 + y2)2
∥∥((1− x2 + y2)v − 2xyw, −2xyv + (1 + x2 − y2)w, 2xv + 2yw

)∥∥
=

2

(1 + x2 + y2)2

√
(1 + x2 + y2)2(v2 + w2)

= ∥(v, w)∥(x,y)

よって示された。

*7 (0, 0, 1) 7→ ∞とすると上手い事いくので Riemann球面と呼ばれる。
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第 12回

問 12.1

a) 1) f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n とすると

D3f +D2f −Df − f =
+∞∑
n=3

n(n− 1)(n− 2)anx
n−3 +

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 −

+∞∑
n=1

nanx
n−1 −

+∞∑
n=0

anx
n

=
+∞∑
n=0

{(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)an+3 + (n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n+ 1)an+1 − an}xn

= 0

xについての恒等式なので、全ての nについて

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)an+3 + (n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n+ 1)an+1 − an = 0

が成り立つ。又 f(0) = Df(0) = 0, D2f(0) = 1より a0 = a1 = 0, a2 = 1。

ここで bn = (n+ 1)an+1 + an と置くと、b0 = 0, b1 = 2であり

(n+ 2)(n+ 1)((n+ 3)an+3 + an+2) = (n+ 1)an+1 + an

(n+ 2)(n+ 1)bn+2 = bn

より

bn =

{
0 (2|n)
2
n! (2 ̸ |n)

=
1− (−1)n

2

1

n!

となる。cn = n!an と置けば c0 = c1 = 0で、

cn+1 + cn = n!bn =
1− (−1)n

2
cn+2 = cn + 2(−1)n

より

cn =

{
c0 + n (2|n)
c1 − (n− 1) (2 ̸ |n)

= (−1)nn+
1− (−1)n

2

以上から

an =
(−1)n

(n− 1)!
+

1− (−1)n

2n!
=

1

n!

{
1

2
+

(
n− 1

2

)
(−1)n

}

n
√
|an| = n

√√√√ n

n!

∣∣∣∣∣ 12 +
(
n− 1

2

)
(−1)n

n

∣∣∣∣∣
ここで

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣ 12 +
(
n− 1

2

)
(−1)n

n

∣∣∣∣∣ = 1
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より

lim sup
n→+∞

n
√
|an| = lim

n→+∞
n

√
1

(n− 1)!
= 0

即ち収束半径は +∞。
2) f(x) = eαx とすると

α3 + α2 − α− 1 = (α+ 1)2(α− 1) = 0

より α = 1, −1(重根)。よって
f(x) = C1e

x + (C2 + C3x)e
−x

初期条件より C1 = 1/4, C2 = −1/4, C3 = −1/2なので

f(x) =
ex − (2x+ 1)e−x

4
=

sinhx− xe−x

2

となり、これは Taylor展開すると上の級数解に一致する。

3) xを複素数としても同様である。

b) 1) f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n とすると a0 = 0であり、

{f(x)}2 =
+∞∑
n=0

anx
n

+∞∑
m=0

amx
m =

+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

anamx
n+m =

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akan−k

)
xn

よって

Df(x) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n = 1 +

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akan−k

)
xn

即ち n = 0の時 a1 = 1 + a20 = 1であり、任意の n ≥ 1については

(n+ 1)an+1 =
n∑

k=0

akan−k

先ず帰納的に a2n = 0が示せる。

a1 = 1

a3 = 1/3

a5 = 2/3/5

a7 = 17/3/5/3/7

a9 = 62/3/5/3/7/9

a11 = 1384/3/5/3/7/9/5/11

1,
1

1!! · 3!!
,

2

1!! · 5!!
,

17

3!! · 7!!
,

62

3!! · 9!!
,

1384

5!! · 11!!
, . . .

何ですかねこれは…？ *8

2)

1

1 + f2
df

dx
= 1∫

df

1 + f2
=

∫
dx

*8 Bernoulli数で書けるらしい。下から分かる様に f(x) = tanxなので lim sup
n→+∞

n
√

|an| =
2

π
の筈だが…（複素解析の定理から収束半径は

最も近い特異点までの距離に等しい。）こんなの計算できるの？
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f = tan ◦g とすると ∫
df

1 + f2
=

∫
1

1 + tan2 ◦g
dg

cos2 g
= g = arctan f

即ち

arctan f(x) = x+ C

f(x) = tan(x+ C)

ここで初期条件より C = mπ (m ∈ Z)。よって

f(x) = tanx

3) 同様。

c) 1) (Df)3 = 27f2 で f を N 次多項式とすると、3(N − 1) = 2N より N = 3である。よって f(x) = a0 + a1x+

a2x
2 + a3x

3 とすると、f(0) = 0より a0 = 0で、

(Df)3 = 27f2

(a1 + 2a2x+ 3a3x
2)3 = 27(a1x+ a2x

2 + a3x
3)2

より

a31 = 0

6a21a2 = 0

3a1(3a1a3 + 4a22) = 27a21

4a2(9a1a3 + 2a22) = 54a1a2

9a3(3a1a3 + 4a22) = 27(2a1a3 + a22)

54a2a
2
3 = 54a2a3

27a33 = 27a23

これを解いて a1 = a2 = 0、及び a3 = 0, 1を得る。よって

f(x) = 0, x3

いづれも lim sup
n→+∞

n
√
|an| = 0より収束半径は +∞である。

2) f = 0は解である。f ̸= 0の場合

f−2/3 df

dx
= 3∫

f−2/3df = 3

∫
dx

3f1/3 = 3x+ C ′

f(x) = (x+ C)3

f(0) = 0より
f(x) = x3

よって

f(x) = 0, x3
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3) z ∈ Cに対して z2/3 は多価函数であり、exp
(
2
3Log z

)
の 1, e2πi/3, e4πi/3 倍になる不定性がある。よって分枝

に取り方によっては x3 の e−2πi/3, e−4πi/3 倍も解であり

f(x) = 0, x3, e
2
3πix3, e

4
3πix3

となる。

d) 1) f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n として

(
+∞∑
n=0

anx
n

)(
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

)
= −1

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

(n+ 1)aman+1x
m+n = −1

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(k + 1)an−kak+1

)
xn = −1

f(0) = −1より a0 = −1なので、

{an} =

{
−1, 1,

1

2
, −1

2
, −5

8
, −7

8
, −17

16
, . . .

}
ここで n ≥ 3に対して an = −(2n − 3)!!/n!が成り立つ。Stirlingの公式から導かれる（というかそれよりも

弱い評価の）n! ∼ nn を用いれば *9

|an| =
(2n− 3)!!

n!

=
(2n− 3)!

(2n− 2)!!n!

=
(2n− 3)!

2n−1(n− 1)!n!

=
n

2n(2n− 1)(2n− 2)

(2n)!

2n−1(n!)2

∼ (2n)2n

2n+2n2n+2

=
2n−2

n2

より lim sup
n→+∞

n
√

|an| = 2故、収束半径は
1

2
。

2) ∫
f df = −

∫
dx

1

2
f2 = −x+ C

f(x) = ±
√
2(−x+ C)

f(0) = −1より

f(x) = −
√
1− 2x

*9 記号 f ∼ g は lim(f/g) = 1を意味する。
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この Taylor展開は 1)の級数と一致する。

3) 平方根による不定性は上の様に初期条件で解消される。

e) 1) 0 = f(0)Df(0) = −1ですね？

問 12.2

1) f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n とすると

Df =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n = α

+∞∑
n=0

anx
n

より

an+1 = α
an
n+ 1

=
αn+1

(n+ 1)!
a0 =

αn+1

(n+ 1)!
f(0)

が成り立つ。よって f(0)を指定すれば級数解が一意に定まる。

n
√
|an| =

n

√
|α|n
n!

|f(0)| = |α| n

√
|f(0)|
n!

→ 0 (n→ +∞)

より収束半径は +∞である。
2) 同様。

3) a) P ∈ GL2(R)より P−1 が存在して f = P−1g。すると

Df = Af

DP−1g = (AP−1)g

Dg = (PAP−1)g ( ... D の線型性)

又 g(0) = Pf(0) = Pv となる。逆も同様。

b) (
Df1
Df2

)
=

(
2 0
0 1

)
f =

(
2f1
f2

)
より

f(x) =

(
αe2x

βex

)
f(0) = (1 1)T より (α, β) = (1, 1)。よって

f(x) =

(
e2x

ex

)
c) |λI −A| = λ2 − 1 = 0とすると λ = ±1。

A

(
a1 a2
b1 b2

)
=

(
a1 −a2
b1 −b2

)
とすると a1 = b1, a2 = −b2 なので、固有ベクトルは (1 1)T , (1 − 1)T となり

P =

(
1 1
1 −1

)
と置くと

P−1AP =
1

−2

(
−1 −1
−1 1

)(
0 1
1 0

)(
1 1
1 −1

)
=

1

−2

(
−1 −1
1 −1

)(
1 1
1 −1

)
=

(
1 0
0 −1

)
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また

g(0) = Pf(0) =

(
1 1
1 −1

)(
1
0

)
=

(
1
1

)
よって Dg = (P−1AP )g の解は g = (ex − e−x)T で、

f(x) =
1

−2

(
−1 −1
−1 1

)(
ex

−e−x

)
=

(
sinhx
coshx

)
d) |λI −A| = λ2 + 1 = 0とすると λ = ±i。

A

(
a1 a2
b1 b2

)
=

(
ia1 −ia2
ib1 −ib2

)
とすると a1 = ib1, a2 = −ib2 なので、固有ベクトルは (i 1)T , (1 i)T となり

P =

(
i 1
1 i

)
と置くと

P−1AP =
1

−2

(
i −1
−1 i

)(
0 −1
1 0

)(
i 1
1 i

)
=

1

−2

(
−1 −i
i 1

)(
i 1
1 i

)
=

(
i 0
0 −i

)
また

g(0) = Pf(0) =

(
i 1
1 i

)(
1
0

)
=

(
i
1

)
よって Dg = (P−1AP )g の解は g = (eix ie−ix)T で、

f(x) =
1

−2

(
i −1
−1 i

)(
eix

−ie−ix

)
=

(
cosx
sinx

)
問 12.3

以下 A,B ∈M2(K)について ∀i, j ∈ { 1, 2 } , Ai,j < Bi,j の時 A < B であるとする。

1)

An =

(
an cn
cn bn

)
と置き、r > 0が或る n ≥ 1について an, bn, cn < 2n−1rn を満たすとする。この時

An+1 =

(
a1an + c1cn c1an + b1cn
a1cn + c1bn b1bn + c1cn

)
より an+1, bn+1, cn+1 < 2nrn+1 が成り立つ。仮定は n = 0について成り立っているので、数学的帰納法により任

意の n ≥ 1について an, bn, cn < 2n−1rn が言える。すると

+∞∑
n=0

1

n!
(Ax)nv < I2v +

+∞∑
n=1

1

n!
2n−1rnxn

(
1 1
1 1

)
v

= v +
1

2

+∞∑
n=1

1

n!
(2rx)n

(
v1 + v2
v1 + v2

)
= v +

e2rx − 1

2

(
v1 + v2
v1 + v2

)
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となり、優級数の方法より

+∞∑
n=0

1

n!
(Ax)nv は一様収束する。従って f は項別微分可能であり

Df(x) =

+∞∑
n=1

1

(n− 1)!
Anxn−1v =

+∞∑
n=0

1

n!
An+1xnv = A

+∞∑
n=0

1

n!
Anxnv = Af(x)

又定義より f(0) = v なので、これは問題の方程式の解となっている。

2)

An =

(
an bn
cn dn

)
と置けば前問と同様にして

B(x) < I2 +
e2rx − 1

2

(
1 1
1 1

)
より、B(x)は一様収束してその収束半径は +∞と分かる。

3) 略

4) 略

5) A =

(
0 1

1 0

)
の時、A2 =

(
1 0

0 1

)
より

An =

{
A (2 ̸ |n)
I (2|n)

よって

expAx =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
I +

+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
A

=
ex + e−x

2
I +

ex − e−x

2
A

= (coshx)I + (sinhx)A

A =

(
0 −1

1 0

)
の時、A2 = −I より

An =

{
(−1)(n−1)/2A (2̸ |n)
(−1)n/2I (2|n)

よって

expAx =

+∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
I +

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
A

= (cosx)I + (sinx)A

6) 略

問 12.4

1) ∫
[0,1]×[0,1]

D1D2f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

D1D2f(x, y)dxdy

=

∫ 1

0

(D2f(1, y)−D2f(0, y)) dy

= f(1, 1)− f(1, 0)− f(0, 1) + f(0, 0)
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2) a) ∫ 1

0

∂f

∂y
(1, t)dt+

∫ 1

0

∂f

∂y
(0, 1− t)dt =

∫ 1

0

∂f

∂y
(1, t)dt+

∫ 0

1

∂f

∂y
(0, 1− t)d(1− t)

= f(1, 1)− f(1, 0) + f(0, 0)− f(0, 1)

= f(1, 1)− f(1, 0)− f(0, 1) + f(0, 0)

1)と一致する。

b) ∫ 1

0

∂f

∂x
(t, 0)dt+

∫ 1

0

∂f

∂x
(1− t, 1)dt =

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, 0)dt+

∫ 0

1

∂f

∂x
(1− t, 1)d(1− t)

= f(1, 0)− f(0, 0) + f(0, 1)− f(1, 1)

= f(1, 0) + f(0, 1)− f(0, 0)− f(1, 1)

符号が逆。

問 12.5

1) f0 ≡ Log かつ fn 同士の差は定数なので、m ≥ 1に対し fn のm階微分は全て一致して Log のm階微分に等し

い。よって

Dmfn(z) = DmLog z = (−1)m−1(m− 1)!z−m (m ≥ 1)

より

fn(z) = 2πin+ Log z0 +
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nzn0
(z − z0)

n

となる。ここで

lim sup
n→+∞

n

√∣∣∣∣ (−1)n−1

nzn0

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

1

|z0|
n

√
1

n
=

1

|z0|

より収束半径は |z0|である。
一方、g0 = πi+ Log (−z)かつ gn 同士の差も定数なので

gn(z) = 2πi

(
n+

1

2

)
+ Log (−z0) +

+∞∑
n=1

(−1)n−1

nzn0
(z − z0)

n

となり、収束半径は |z0|である。
2) H1 上で fn = gm となる時、Log の定義域に注意して

2πin+ Log z0 = 2πi

(
m+

1

2

)
+ Log (−z0)

= 2πi

(
m+

1

2

)
+ Log (−i) + Log (−iz0)

2πin = 2πi

(
m+

1

2

)
+ 2Log (−i)

= 2πi

(
m+

1

2

)
− πi

n = m
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H2 上では

2πin+ Log z0 = 2πi

(
m+

1

2

)
+ Log (−z0)

= 2πi

(
m+

1

2

)
+ Log i+ Log (iz0)

2πin = 2πi

(
m+

1

2

)
+ 2Log i

= 2πi

(
m+

1

2

)
+ πi

n = m+ 1

3) a) E は幅 2の Archimedes螺旋。

b) D \ { z ∈ R | z ≤ 0 }の各連結領域を内側から順に S0, S1, . . .とする。即ち、

ℓ0 = { z ∈ C | 0 ≤ r ≤ 1, z = rπir }
ℓn = { z ∈ C | 2n− 1 ≤ r ≤ 2n+ 1, z = rπir }

として、ℓ0 と負の実軸で囲まれる領域の内部を S0、n ≥ 1について ℓn−1, ℓn と負の実軸で囲まれる領域の内

部を Sn とする。同様に E \ { z ∈ R | z ≥ 0 }の各連結領域を内側から順に T0, T1, . . .とする。

この時 1 ∈ S1 より、f(1) = 0なので f は S1 上 f0 と一致する。f0 は S1 ∩ T0 上 g−1 と一致するので、f はも

し連続ならば T0 上 g−1 と一致する。同様にして任意の Sn, Tn について f が一意に定まるから、D 全体でも

f は一意に定まる。

c) 前問より任意の z0 ∈ D に対して或る n ≥ 0が存在し、Sn 又は Tn 上で fn−1 又は gn−1 と一致する。1)より

fn−1, gn−1 は z0 で Taylor展開可能なので、f は D上解析的である。

d) f が D 全体で単一の冪級数として表されているのならば、limz→2−0 f(z) = limz→2+0 f(z) となる筈である。

しかし、

lim
z→2−0

f(z) = lim
z→2−0

f0(z) = Log 2

lim
z→2+0

f(z) = lim
z→2+0

f1(z) = Log 2 + 2πi

となり矛盾。よって f は D全体で単一の冪級数として表せない。

問 12.6

1) f, g ∈ V とすると、連続性より任意の ϵ > 0について δ1, δ2 > 0が存在し、任意の x, y ∈ Rに対して

|x− y| < δ1 ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ

|x− y| < δ2 ⇒ |g(x)− g(y)| < ϵ

が共に成り立つ。この時任意の α, β ∈ Rについて

|(αf(x) + βg(x))− (αf(y) + βg(y))| = |αf(x)− αf(y) + βg(x)− βg(y)|
≤ |αf(x)− αf(y)|+ |βg(x)− βg(y)|
= α|f(x)− f(y)|+ β|g(x)− g(y)|

より

|x− y| < min{δ1, δ2} ⇒ |(αf(x) + βg(x))− (αf(y) + βg(y))| < (α+ β)ϵ

となる。ϵと α, β は独立に決められるから、αf + βg も連続である。よって V は実線型空間である。

2) 略

3) 略
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4) a) f, g ∈ U より或るM > 0が存在して |x| ≥M ならば f(x) = g(x) = 0である。よって∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx =

∫ −M

−∞
f(x)g(x)dx+

∫ M

−M

f(x)g(x)dx+

∫ ∞

M

f(x)g(x)dx

=

∫ M

−M

f(x)g(x)dx

5) 略

6) 任意の a, b ∈ R, a < bに対して {fn}は f に [a, b]上一様収束するので、任意の ϵ > 0に対して或る N > 0が存

在し、

n ≥ N ⇒ ∀x ∈ [a, b], |fn(x)− f(x)| < ϵ

3

が成立する。又各 fn は連続なので、同じ ϵに対して或る δ > 0が存在し、

∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ

3

となる。よって任意の x, y ∈ [a, b]及び n ≥ N について、|x− y| < δ ならば

|f(x)− f(y)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(y) + fn(y)− f(y)|
≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|
< ϵ

となり f は [a, b]上連続である。任意の x ∈ Rについて a, bを x ∈ [a, b]となる様に取れるので、f は R上連続

であり f ∈ V。

一方、fn ∈ U を

fn(x) =

{
1−

∣∣∣x
n

∣∣∣ (|x| ≤ n)

0 (|x| ≥ n)

と定めると f(x) = 1は連続だが f ̸∈ U である。

7) a) f ∈ U より或るM > 0が存在して |x| ≥M ⇒ f(x) = 0である。よって

sup
x∈R

|f(x)| = sup
x∈[−M,M ]

|f(x)|

であり、|f |は有界閉区間 [−M,M ]上連続なので有限の最大値を持つ。よって ∥f∥∞ は有限である。
定義から任意の f ∈ U について ∥f∥∞ = 0 ⇔ f = 0（独立性）と ∀a ∈ R, ∥af∥∞ = |a| ∥f∥∞（斉次性）が従
う。又 f, g ∈ U について

∥f + g∥∞ = sup
x∈R

|f(x) + g(x)|

≤ sup
x∈R

(|f(x)|+ |g(x)|)

≤ sup
x∈R

|f(x)|+ sup
x∈R

|g(x)|

= ∥f∥∞ + ∥g∥∞

となり劣加法性が成り立つ。よって ∥ · ∥∞ は U 上のノルムである。

b)

fn =

{
n− |n4x| (|x| ≤ 1/n3)

0 (|x| ≥ 1/n3)
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とすると lim
n→+∞

∥f∥∞ = +∞だが

∥fn∥2 = 2

∫ 1/n3

0

(
n− n4x

)2
dx

=
2

n4

∫ n

0

x2dx

=
2

3n

より lim
n→+∞

∥fn∥ = 0となる。

c)

fn =


1

n
−
∣∣∣ x
n4

∣∣∣ (|x| ≤ n3)

0 (|x| ≥ n3)

とすると lim
n→+∞

∥f∥∞ = 0だが

∥fn∥2 = 2

∫ n3

0

(
1

n
− x

n4

)2

dx

= 2n4
∫ 1/n

0

x2dx

=
2

3
n

より lim
n→+∞

∥fn∥ = +∞となる。

問 12.7

1) 略

2) lim
n→+∞

∥fn∥ = 0より任意の ϵ > 0に対し或る N > 0が存在して、n ≥ N ならば

∥fn∥ =

√∫ 1

0

{(f(x))2 + (Df(x))2} dx < ϵ

より √∫ 1

0

(Df(x))2dx < ϵ

が成り立つ。すると任意の x0 ∈ [0, 1]について

fn(x0) =

∫ x0

0

Dfn(x)dx

≤
∫ 1

0

|Dfn(x)|dx

≤

√∫ 1

0

|Dfn(x)|2dx

< ϵ

となるから、{fn}は 0に [0, 1]上一様収束する。
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3) a) 任意の f, g ∈ V と α, β ∈ R及び x ∈ Rについて、

D(αf + βg)(x) = αDf(x) + βDg(x)

が成り立つから *10φ(αf + βg) = αφf + βφg となり φは線型写像である。

b) 2)で示した。

c)

fn(x) =
1

nπ
sinnπx

とすると

∥fn∥′ =
1

nπ

√∫ 1

0

sin2 nπx dx =
1√
2nπ

より lim
n→+∞

∥fn∥′ = 0だが、

∥Dfn∥ =

√∫ 1

0

(
cos2 nπx+ n2π2 sin2 nπx

)
dx

=

√
1 + n2π2

2

より lim
n→+∞

∥Dfn∥ = +∞である。

問 12.13

定義 12.11の記号を用いて、変数変換公式より∫
γ

ω =

∫ 1

0

h ◦ γ(s)dγ
ds
ds

=
k−1∑
i=0

∫ si+1

si

h ◦ γi(s)
dγi
ds
ds

=
k−1∑
i=0

∫ γi(si+1)

γi(si)

h(t)dt

ここで定義より任意の 0 ≤ i ≤ k − 1について γi(si+1) = γ(si+1) = γi+1(si+1)が成り立つので∫
γ

ω =

∫ b

a

h(t)dt

となり、
∫
γ
ω は γ の選び方に依らず定まる。

問 12.17

γ∗dxの定義 *11 より γ∗dx = dγ1 が、γ1 を R上 0-形式と看做せば外微分の定義より dγ1 =
dγ1
ds

dsがそれぞれ成り

立つ。γ∗dy についても同様。

問 12.19

定義と前問より

γ∗ω = (γ∗f)γ∗dx+ (γ∗g)γ∗dy

= (f ◦ γ)dγ1 + (g ◦ γ)dγ2

= f ◦ γ dγ1
ds

ds+ g ◦ γ dγ2
ds

ds

*10 I 上の函数 f, g について f = g って ∀x ∈ I, f(x) = g(x)の事なんですかね？
*11 この辺りで γ : R→ Rと書かれているが、恐らくは γ : R→ R

2 の誤植。
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問 12.20

問題の γ はどう見ても区分的に C∞ 級の曲線ではない。恐らくは

γ(s) =



(4s, 1) 0 ≤ s ≤ 1

4

(1, 2− 4s)
1

4
≤ s ≤ 1

2

(3− 4s, 0)
1

2
≤ s ≤ 3

4

(0, 4s− 3)
3

4
≤ s ≤ 1

という閉曲線を描きたかったのでないだろうか。多分。そういう事にしておく。

1) (0, 1), (1, 1), (1, 0), (0, 0)を頂点とする正方形。

2) γ を自然に γa, γb, γc, γd へ分割する。この時∫
γ

ω =

∫
γa

ω +

∫
γb

ω +

∫
γc

ω +

∫
γd

ω

と書ける。ω =
∂f

∂y
dy は定義 12.14で (f, g)を (0, Dyf)としたものと言えるので、

∫
γ

ω =

∫ 1/4

0

∂f

∂y
◦ γa(s)

dγa2
ds

(s)ds+

∫ 1/2

1/4

∂f

∂y
◦ γb(s)

dγb2
ds

(s)ds

+

∫ 3/4

1/2

∂f

∂y
◦ γc(s)

dγc2
ds

(s)ds+

∫ 1

3/4

∂f

∂y
◦ γd(s)

dγd2
ds

(s)ds

= −4

∫ 1/2

1/4

∂f

∂y
◦ γb(s)ds+ 4

∫ 1

3/4

∂f

∂y
◦ γd(s)ds

= −4

∫ 1/2

1/4

∂f

∂y
(1, 2− 4s)ds+ 4

∫ 1

3/4

∂f

∂y
(0, 4s− 3)ds

=

∫ 0

1

∂f

∂y
(1, t)dt+

∫ 1

0

∂f

∂y
(0, t)dt

= f(1, 0)− f(1, 1) + f(0, 1)− f(0, 0)

3) ∫
γ

ω =

∫ 1/4

0

∂f

∂x
◦ γa(s)

dγa1
ds

(s)ds+

∫ 1/2

1/4

∂f

∂x
◦ γb(s)

dγb1
ds

(s)ds

+

∫ 3/4

1/2

∂f

∂x
◦ γc(s)

dγc1
ds

(s)ds+

∫ 1

3/4

∂f

∂x
◦ γd(s)

dγd1
ds

(s)ds

= 4

∫ 1/4

0

∂f

∂x
◦ γa(s)ds− 4

∫ 3/4

1/2

∂f

∂x
◦ γc(s)ds

= 4

∫ 1/4

0

∂f

∂x
(4s, 1)ds− 4

∫ 3/4

1/2

∂f

∂x
(3− 4s, 0)ds

=

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, 1)dt+

∫ 0

1

∂f

∂x
(t, 0)dt

= f(1, 1)− f(0, 1) + f(0, 0)− f(1, 0)

問 12.24

R2 上の 0-形式 f に対する外微分 df は定義されていないが、df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy とすると上手く行くのでそういう
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事にする。

dω = df ∧ dx+ dg ∧ dy

=

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
∧ dy

=
∂f

∂x
dx ∧ dx+

∂f

∂y
dy ∧ dx+

∂f

∂x
dx ∧ dy + ∂f

∂y
dy ∧ dy

= −∂f
∂y
dx ∧ dy + ∂f

∂x
dx ∧ dy

=

(
−∂f
∂y
dx+

∂f

∂x

)
dx ∧ dy

問 12.29

定義 12.28で g = 1（定数函数）としたものと言えるから g ◦ f = 1であり、定義 12.21から

f∗ω = df1 ∧ df2

=

(
∂f1
∂x

dx+
∂f1
∂y

dy

)
∧
(
∂f2
∂x

dx+
∂f2
∂y

dy

)
=

(
∂f1
∂x

∂f2
∂y

− ∂f1
∂y

∂f2
∂x

)
dx ∧ dy

= (detDf)dx ∧ dy

問 12.30

1)

g ◦ f = idR2

Dg ◦ f(x)Df(x) = I2

(detDg ◦ f(x))(detDf(x)) = 1

より detDf(x) = 0とすると矛盾。よって detDf(x) ̸= 0が成り立つ。

detDf(x)は R2 上連続なので、符号が変わるとすると中間値の定理より detDf(x) = 0なる xが存在するがこ

れは矛盾。よって符号は変わらない。

2) ω = g dx ∧ dy とすると、問 12.29より df1 ∧ df2 = (detDf)dx ∧ dy なので∫
[0,1]×[0,1]

f∗ω =

∫
[0,1]×[0,1]

(g ◦ f)df1 ∧ df2

=

∫
[0,1]×[0,1]

(g ◦ f)(detDf)dx ∧ dy

=

∫
[0,1]×[0,1]

(g ◦ f)(detDf)dxdy

条件より detDf = | detDf |なので、変数変換より∫
[0,1]×[0,1]

(g ◦ f)(detDf)dxdy =

∫
f([0,1]×[0,1])

g dx′dy′

=

∫
[0,1]×[0,1]

g dxdy

=

∫
[0,1]×[0,1]

ω

よって ∫
[0,1]×[0,1]

f∗ω =

∫
[0,1]×[0,1]

ω

3) 前問で detDf = | detDf |を detDf = −| detDf |に置き換えればよい。
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第 13回

問 13.1

1) f ∈ V とすると、或る多項式 P が存在して lim
n→+∞

(f/P )(x) = 0 が成り立つ。この時任意の ϵ > 0 に対し或る

M > 0が存在して、x > M ならば ∣∣∣∣ f(x)P (x)

∣∣∣∣ < ϵ

なので特に ϵ = 1とすれば |f(x)| < |P (x)|である。よって f ∈ V ′ であり、V ⊂ V ′ が成り立つ。

f ∈ V ′ とすると、或る多項式 P とM > 0が存在して x > M ⇒ |f(x)| ≤ |P (x)|が成り立つ。この時 P の次数

を nとすると、 lim
x→+∞

|P (x)|/xn+1 = 0より或る L > 0が存在して x > Lならば

|P (x)| ≤ xn+1

が成り立つ。よって

x > max{M,L} ⇒ |f(x)| ≤ xn+1

なので f ∈ V ′′ であり、V ′ ⊂ V ′′ が成り立つ。

f ∈ V ′′ とすると、或る n > 0とM > 0が存在して x > M ならば |f(x)| ≤ xn が成り立つ。この時∣∣∣∣ f(x)xn+1

∣∣∣∣ ≤ 1

x

なので、 lim
x→+∞

(1/x) = 0より lim
x→+∞

f(x)/xn+1 = 0である。よって f ∈ V であり、V ′′ ⊂ V が成り立つ。

以上より V ⊂ V ′ ⊂ V ′′ ⊂ V なので V = V ′ = V ′′ である。

f.g ∈ V ′′ とすると、或る n1, n2 > 0とM1,M2 > 0が存在して x > M1 ⇒ |f(x)| < xn1 と x > M2 ⇒ |g(x)| <

xn2 がそれぞれ成り立つ。この時、m = max{n1, n2} + 1 とすると任意の α, β ∈ R について lim
x→+∞

(αxn1 +

βxn2)/xm = 0より αf + βg ∈ V ′′ が言えるので V = V ′ = V ′′ は実線型空間である。

2) f ∈ V = V ′′ とすると或る n > 0とM > 0に対して∫ +∞

0

e−txf(x)dx ≤
∫ +∞

0

e−tx|f(x)|dx

≤
∫ M

0

e−tx|f(x)|dx+

∫ +∞

M

e−txxndx

≤ 1

tn+1
Γ(n+ 1) +

∫ M

0

e−tx|f(x)|dx−
∫ M

0

e−txxndx

問 11.7 1)より右辺は収束するので左辺も収束して f ∈ W となり、V ⊂ W が成り立つ。広義積分の（積分と極

限の）線型性からW は実線型空間であり、V,W は同じ演算について実線型空間を成すから V はW の部分線型

空間である。

3) 部分積分より

Lf(t) =
∫ +∞

0

e−txf(x)dx

= −1

t
[e−txf(x)]+∞

0 +
1

t

∫ +∞

0

e−txDf(x)dx

Lf の収束性より limx→+∞ e−txf(x) = 0なので

Lf(t) = 1

t
f(0) +

1

t
(LDf)(t)

(LDf)(t) = −f(0) + t(Lf)(t)
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右辺が収束するので左辺も収束し、Df ∈W である。

4) f(x) = sinxとすると f は連続であり、sinx ≤ 1より lim
x→+∞

f(x)/x = 0が成り立つので f ∈ V である。

又部分積分より

Lf(t) =
∫ +∞

0

e−tx sinx dx

= −1

t
[e−tx sinx]+∞

0 +
1

t

∫ +∞

0

e−tx cosx dx

= − 1

t2
[e−tx cosx]+∞

0 − 1

t2

∫ +∞

0

e−tx sinx dx

=
1

t2
− 1

t2
Lf(t)

Lf(t) = 1

1 + t2

5) 3)より LDf,LD2f は収束するので

(L sin)(t) = L(D2f + 2Df + f)(t)

1

1 + t2
= (LD2f)(t) + 2(LDf)(t) + Lf(t)

= −Df(0) + t(LDf)(t)− 2f(0) + 2t(Lf)(t) + Lf(t)
= (1 + t)2(Lf)(t)− (t+ 2)f(0)−Df(0)

Lf(t) = 1

(1 + t)2

{
1

1 + t2
+ (t+ 2)f(0) +Df(0)

}
6) 広義積分の線型性より Lは線型写像である。

問 13.2

1) I = (0,+∞)とする。

∫ +∞

0

e−txf(x)dxは任意の t ∈ I について収束する。一方

∂

∂t

(
e−tx sinx

x

)
(x, t) = −e−tx sinx

は [0,+∞)× I 上存在して連続であり、∫ +∞

0

∂

∂t

(
e−tx sinx

x

)
dx = −

∫ +∞

0

e−tx sinx dx

= − 1

1 + t2

の収束は任意の閉区間 [a, b] ⊂ I について一様である。よって

DLf(t) = ∂

∂t

∫ +∞

0

e−tx sinx

x
dx =

∫ +∞

0

∂

∂t

(
e−tx sinx

x

)
dx = − 1

1 + t2

2) 読者への練習問題とする。
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