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微積分学 I 演習問題 第1回 数列の極限

1. 次の極限を求めよ. ただし, |a| < |b|, b ̸= −1, c ̸= 0, k は 0 でない整数, m は整数とする.

(1) lim
n→∞

1

cn + c−n
(2) lim

n→∞

an

bn + 1
(3) lim

n→∞

(kn+m+ 1)n

(kn+m)n
(4) lim

n→∞
n log

(
1 +

1

kn

)
(5) lim

n→∞

(
1 +

1

n2

)−n

2. a, b, c ∈ R を定数とし a は 0 でないとする. x1 = c, xn+1 = axn + b を満たす数列 {xn}∞n=1 の一般項を求め, こ

の数列が収束するための条件を求めよ.

3. |r| < 1 ならば, 任意の実数 α に対して lim
n→∞

nαrn = 0 であることを示せ.

4. f(x) を xk の係数が 1である xの k次多項式とし, g(x), h(x) をm− 1次以下の xの多項式とする. p, q を相異

なる実数, r を正の整数とするとき

lim
n→∞

nα
(
r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n)− r

√
nm+1f(n) + qnm + h(n)

)
が 0でない値に収束するような α の値と, そのときの極限値を求めよ.

5. (1) 正の実数 a に対し, lim
n→∞

n
√
a = 1 であることを示せ.

(2) 「i = 2, 3, . . . ,m に対して a1 ≧ ai ≧ 0」または「i = 2, 3, . . . ,m に対して a1 > |ai|」ならば

lim
n→∞

(an1 + an2 + · · ·+ anm)
1
n = a1

であることを示せ.

6. lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = r < 1 ならば lim
n→∞

an = 0 であることを示せ.

7. k を正の実数, l を 1 以上の実数とする. 0以上の実数からなる数列 {xn}∞n=1 が任意の自然数 n に対して, 不等

式 xn+1 ≦ kxln を満たすとき, 以下の問いに答えよ.

(1) l = 1 かつ k < 1 ならば, {xn}∞n=1 は 0 に収束することを示せ.

(2) l > 1 であり, xm < k
1

1−l を満たす自然数 m が存在すれば, {xn}∞n=1 は 0 に収束することを示せ.

8. 数列 {an}∞n=1 の各項が 0 ≦ an < 1 を満たし,
∞∑
n=1

an = ∞ ならば, lim
n→∞

n∏
k=1

(1− ak) = 0 であることを示せ.

9. a, b > 0 とし, x1 ≧ − b

a
かつ xn+1 =

√
axn + b を満たす数列 {xn}∞n=1 を考える.

(1) α を方程式 x =
√
ax+ b の解とするとき, 「xn < α ならば xn+1 < α」と「xn > α ならば xn+1 > α」が成

り立つことを示せ.

(2) 数列 {xn}∞n=1 は x1 < α ならば単調増加数列であり, x1 > α ならば単調減少数列であることを示せ.

(3) 数列 {xn}∞n=1 の極限を求めよ.

10. 1 と異なる正の実数の定数 r に対し, α = r−
1
r−1 とおく. 数列 {an}∞n=1 は a1 ≧ 0 と漸化式 an+1 = arn+α−αr

を満たすとする.

(1) a1 > α ならば an > α がすべての自然数 n に対して成り立ち, a1 < α ならば an < α がすべての自然数 n に

対して成り立つことを示せ.

(2) r < 1 かつ a1 > α ならば {an}∞n=1 は単調減少数列であり, r > 1 かつ a1 < α ならば {an}∞n=1 は単調増加数

列であることを示せ.

(3) 「r < 1 かつ a1 > α」または「r > 1 かつ a1 < α」の場合に {an}∞n=1 の極限を求めよ.

11. 0 ≦ q ≦ p2, p > 0 とするとき, 漸化式 an+1 =
a2n + q

2p
を満たす数列 {an}∞n=1 が収束するための a1 の範囲を求

め, 収束する場合には, その極限値を求めよ.
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12. 0 < 4b ≦ a2, a > 0 とし, 数列 {xn}∞n=1 は漸化式 xn+1 = a
√
xn − b を満たすとする.

(1) {xn}∞n=1 のすべての項が実数であるための x1 の条件を求めよ.

(2) が (1)の条件を満たすとき, {xn}∞n=1 の極限値を求めよ.

13. a, b を正の実数 m を 2以上の自然数とし, 数列 {an}∞n=1 を a1 = b, an+1 =

(
1− 1

m

)
an +

a

mam−1
n

で定める.

(1) b ̸= m
√
a かつ n ≧ 2 ならば an > m

√
a であることを示せ.

(2) b ̸= m
√
a かつ n ≧ 2 ならば an > an+1 であることを示せ.

(3) b ̸= m
√
a かつ n ≧ 2 ならば an+1 −m

√
a <

m− 1

m
(an −m

√
a) であることを示せ.

(4) b ̸= m
√
a かつ n ≧ 2 ならば an+1 −m

√
a <

m− 1

2m
√
a

(an −m
√
a)

2 であることを示せ.

(5) b ̸= m
√
a かつ n ≧ 3 ならば an −m

√
a <

(
m− 1

m

)n−2((
1− 1

m

)
b+

a

mbm−1
−m

√
a

)
が成り立つことを示せ.

14. 任意の n = 2, 3, 4, . . . に対し, 実数列 {xn}∞n=1 の第 n 項目までの和と積が等しいとする.

(1) Sn =
n∑
k=1

xk とおくとき, Sn を用いて Sn+1 を表わせ. また, xn を用いて xn+1 を表わせ.

(2) 0 ̸= x1 < 1 ならば任意の n ≧ 3 に対して 1 > xn > xn+1 > 0 が成り立ち, x1 > 1 ならば任意の n ≧ 2 に対

して xn > xn+1 > 1 が成り立つことを示せ.

(3) 数列 {xn}∞n=1 の極限を求めよ.

15. a, b > 0 とし, x1, x2 > 0 であり, 漸化式 xn+2 = axn+1 + bxn を満たす数列 {xn}∞n=1 を考える. このとき,{
xn+1

xn

}∞

n=1

は収束することを示し, a, b を用いて lim
n→∞

xn+1

xn
を表せ.

16. 以下の漸化式を満たす数列 {an}∞n=1 の収束・発散について調べよ.

(1) an+1 =
an
2

+
1

a2n + 1
(2) an+1 =

an
2

+
a2n

a2n + 1

17. 次の級数の和を求めよ. ただし, k は自然数とする.

(1)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)
(2)

∞∑
n=1

1

n(n+ k)
(3)

∞∑
n=1

1√
n(n+ k)

(√
n+

√
n+ k

) (4)
∞∑
n=1

nrn

18. (発展問題) 数列 {an}∞n=1 と, すべての項が正の実数である数列 {bn}∞n=1 が与えられていて, lim
n→∞

an
bn

= c と

lim
n→∞

n∑
k=1

bk = ∞ が成り立つとき, lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

= c であることを示せ.

19. (発展問題) 数列 {an}∞n=1 と任意の自然数 m に対して, 収束する数列 {b(m)n}∞n=1, {c(m)n}∞n=1 で, 次の条件を

満たすものが存在するとき, lim
n→∞

an = r であることを示せ.

(i) 数列 {βm}∞m=1, {γm}∞m=1 を lim
n→∞

b(m)n = βm, lim
n→∞

c(m)n = γm で定めれば, lim
m→∞

βm = lim
m→∞

γm = r.

(ii) 各自然数 m に対して, 自然数 N(m) で, 条件「n ≧ N(m) ならば b(m)n ≦ an ≦ c(m)n」を満たすものがある.

20. (発展問題) 各項が正である数列 {an}∞n=1 が与えられていて, 極限値 lim
n→∞

an+1

an
が存在するとき, その値を r と

すれば, lim
n→∞

n
√
an = r であることを示せ.

21. (発展問題) {an}∞n=1 を各項が正である数列とする. 正の実数 ρ に対して lim
n→∞

n
√
an = ρ が成り立つためには,

任意の 0 < r <
1

ρ
に対して lim

n→∞
rnan = 0 が成り立ち, かつ任意の 0 < r < ρ に対して lim

n→∞

rn

an
= 0 が成り立つこ

とが必要十分であることを示せ.
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22. (発展問題) 2次正則行列 A =

(
a b

c d

)
に対し, 写像 fA : R ∪ {∞} → R ∪ {∞} を

c ̸= 0の場合 fA(x) =


ax+b
cx+d x ̸= −d

c , ∞

∞ x = −d
c

a
c x = ∞

c = 0 , d ̸= 0の場合 fA(x) =

ax+b
d x ̸= ∞

∞ x = ∞

で定義する. また, 数列 {xn}∞n=1 は漸化式 xn+1 = fA(xn) を満たすとする.

(1) 2次正則行列 A, B に対して fAB は合成写像 fA◦fB に一致することを示せ.

(2) c ̸= 0 かつ (a+ d)2 ̸= 4(ad− bc) の場合, xn を a, b, c, d と x1 を用いて表せ.

(3) c ̸= 0 かつ (a+ d)2 = 4(ad− bc) の場合, xn を a, b, c, d と x1 を用いて表せ.

(4) c ̸= 0 のとき, 数列 {xn}∞n=1 が収束するための条件を求め, 収束する場合に極限値を求めよ.

(5) 数列 {xn}∞n=1 が x1 = 3, xn+1 =
xn + 8

xn + 3
で定められているとき, この数列の極限値を求めよ.

23. (発展問題) (1) a, b > 0 に対して数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 を帰納的に a1 = a, b1 = b, an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 =
√
anbn で定める. このとき, {an}∞n=1 と {bn}∞n=1 は同じ値に収束することを示せ.

(2) a, b > 0 に対して数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 を帰納的に a1 = a, b1 = b, an+1 =
2anbn
an + bn

, bn+1 =
an + bn

2
で定

める. このとき, {an}∞n=1 と {bn}∞n=1 は同じ値に収束することを示し, その極限値を求めよ.

24. (発展問題) 0 < a < b に対して数列 {an}∞n=0, {bn}∞n=0 を帰納的に a0 = a, b0 = b, an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 =
√
an+1bn で定める. このとき, {an}∞n=0 と {bn}∞n=0 は同じ値に収束することを示し, a = b cos θ (0 < θ <

π

2
)

とおくとき, その極限値を求めよ. また, a =
1

4
, b =

√
2

4
の場合, an は直径 1 の円に外接する正 2n+2 角形の周囲の

長さの逆数であり, bn は直径 1 の円に内接する正 2n+2 角形の周囲の長さの逆数であることを示せ.

25. (発展問題) an =

(
1 +

1

n

)n+1

によって数列 {an}∞n=1 を定めるとき, 以下の問に答えよ.

(1) {an}∞n=1 は単調減少数列であることを示せ.

(2) すべての自然数 n に対して an > e が成り立つことを示せ.

26. (発展問題) (1) すべての自然数 n に対して
1

n
en−1 ≦ nn

n!
≦ en が成り立つことを示せ.

(2) lim
n→∞

n
n
√
n!
を求めよ.
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第 1回の演習問題の解答

1. (1) 0 < |c| < 1 ならば n → ∞ のとき, cn → 0 だから lim
n→∞

1

cn + c−n
= lim

n→∞

cn

(cn)2 + 1
= 0. |c| > 1 ならば

n→ ∞ のとき, c−n → 0 だから lim
n→∞

1

cn + c−n
= lim
n→∞

c−n

1 + (c−n)2
= 0. c = 1 ならば, lim

n→∞

1

cn + c−n
=

1

2
. c = −1

ならば
1

cn + c−n
=

(−1)n

2
だから, lim

n→∞

1

cn + c−n
は存在しない.

(2) |b| > 1 ならば

∣∣∣∣1b
∣∣∣∣ < 1 であり, 仮定から

∣∣∣a
b

∣∣∣ < 1 だから lim
n→∞

an

bn + 1
= lim

n→∞

(
a
b

)n
1 +

(
1
b

)n =
lim
n→∞

(
a
b

)n
1 + lim

n→∞

(
1
b

)n =

0

1 + 0
= 0. b = 1 ならば |a| < 1 だから lim

n→∞

an

bn + 1
= lim

n→∞

an

2
= 0. |b| < 1 ならば |a| < |b| < 1 だから

lim
n→∞

an

bn + 1
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn + 1
=

0

0 + 1
= 0.

(3) k > 0 の場合,
(kn+m+ 1)n

(kn+m)n
=

(
1 +

1

kn+m

)n
=

((
1 +

1

kn+m

)kn+m(
1 +

1

kn+m

)−m
) 1
k

=((
1 +

1

kn+m

)kn+m) 1
k(

1 +
1

kn+m

)−m
k

で, n→ ∞のとき kn+m→ ∞だから lim
n→∞

(
1 +

1

kn+m

)kn+m
= e,

lim
n→∞

(
1 +

1

kn+m

)−m
k

= 1 である. 従って上式から lim
n→∞

(kn+m+ 1)n

(kn+m)n
= e

1
k である.

k < 0 の場合,
(kn+m+ 1)n

(kn+m)n
=

1
((−k)n+(−m−1)+1)n

((−k)n+(−m−1))n

で, −k > 0 だから, lim
n→∞

((−k)n+ (−m− 1) + 1)n

((−k)n+ (−m− 1))n
= −k

√
e

である. 従って lim
n→∞

(kn+m+ 1)n

(kn+m)n
=

1

lim
n→∞

((−k)n+(−m−1)+1)n

((−k)n+(−m−1))n

=
1

e
1

−k
= e

1
k である.

(4) (3)の結果から lim
n→∞

n log

(
1 +

1

kn

)
= lim
n→∞

log
(kn+ 1)n

(kn)n
= log

(
lim
n→∞

(kn+ 1)n

(kn)n

)
= log e

1
k =

1

k

(5) an =

(
1 +

1

n

)n
とおくと教科書の定理 1.3の証明でみたようにすべての n に対して 1 < an < 3 が成り立つ.

cn =

(
1 +

1

n2

)−n

とおくと, すべての n に対して
1

cn
=

(
1 +

1

n2

)n
=

((
1 +

1

n2

)n2) 1
n

= (an2)
1
n < 3

1
n である.

また, すべての n に対して cn < 1 が成り立つため, 3−
1
n < cn < 1 である. n → ∞ のとき 3−

1
n → 30 = 1 だから

cn → 1 である. 従って lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)−n

= 1.

2. a ̸= 1 の場合, α =
b

1− a
とおくと α = aα + b である. xn+1 = axn + b の両辺からこの等式を辺々引け

ば, xn+1 − α = a(xn − α) となるため {xn − α}∞n=1 は初項 c − α, 公比 a の等比数列である. 従って一般項は

xn = an−1(c− α) + α = an−1

(
c+

b

a− 1

)
− b

a− 1
である. この場合 {xn}∞n=1 が収束するのは −1 < a < 1 また

は c+
b

a− 1
= 0 が成り立つときである.

a = 1 の場合, {xn}∞n=1 は初項 c 公差 b の等差数列になるため, 一般項は xn = c+ b(n− 1) である. よって, この

場合は {xn}∞n=1 が収束するのは b = 0 の場合である.

以上から, この数列が収束する条件は, −1 < a < 1 または b = c(1− a) である.

3. r = 0の場合は,主張は明らかだから, 0 < |r| < 1の場合を考える. また,任意の自然数 k に対して lim
n→∞

nk|r|n = 0

が成り立つことが示されれば, 0 以上の実数 α に対して k ≧ α を満たす自然数を選ぶと, 任意の自然数 n に対し

て 0 < nα ≦ nk が成り立つため, 不等式 0 < |nαrn| = nα|r|n ≦ nk|r|n と仮定から, はさみうちの原理によ

り lim
n→∞

|nαrn| = 0 が得られる. さらに −|nαrn| ≦ nαrn ≦ |nαrn| だから, 再度はさみうちの原理を用いれば,
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lim
n→∞

nαrn = 0 が示される.

0 < |r| < 1 より
1

|r|
> 1 だから, h =

1

|r|
− 1 とおくと h > 0 である. n > k + 1 のとき,

1

|r|
= 1 + h の両辺を n

乗して二項定理を用いれば

1

|r|n
= (1 + h)n =

k∑
i=1

(
n

i

)
hi +

(
n

k + 1

)
hk+1 +

n∑
i=k+2

(
n

i

)
hi >

(
n

k + 1

)
hk+1 > 0

であり, 上式の各辺に
1

nk
をかけて, 逆数を考えれば

0 < nk|r|n < nk(
n
k+1

)
hk+1

=
nk(k + 1)!

n(n− 1) · · · (n− k)hk+1
=

(k + 1)!

hk+1

n

n− 1

n

n− 2
· · · n

n− k − 1

1

n− k

が得られる. ここで, k は定数であり, i = 1, 2, . . . , k − 1 に対して lim
n→∞

n

n− i
= 1 および lim

n→∞

1

n− k
= 0 が成り立

つことに注意すれば

lim
n→∞

(k + 1)!

hk+1

n

n− 1

n

n− 2
· · · n

n− k − 1

1

n− k
=

(k + 1)!

hk+1
1·1· · ·1·0 = 0

だから, 上の不等式と, はさみうちの原理より lim
n→∞

nk|r|n = 0 が示される.

4. X = r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n), Y = r

√
nm+1f(n) + qnm + h(n) を等式 Xr −Y r = (X −Y )

r−1∑
s=0

XsY r−s−1 に

代入して, 両辺を
r−1∑
s=0

(
r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n)

)s(
r
√
nm+1f(n) + qnm + h(n)

)r−s−1

で割れば

r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n)− r

√
nm+1f(n) + qnm + h(n)

=
(p− q)nm + g(n)− h(n)

r−1∑
s=0

(
r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n)

)s(
r
√
nm+1f(n) + qnm + h(n)

)r−s−1

=
nm
(
p− q + g(n)−h(n)

nm

)
r−1∑
s=0

(
r
√
nm+k+1 r

√
f(n)
nk

+ pnm+g(n)
nm+k+1

)s(
r
√
nm+k+1 r

√
f(n)
nk

+ qnm+h(n)
nm+k+1

)r−s−1

=
n
m−(k+1)(r−1)

r

(
p− q + g(n)−h(n)

nm

)
r−1∑
s=0

(
f(n)
nk

+ pnm+g(n)
nm+k+1

) s
r
(
f(n)
nk

+ qnm+h(n)
nm+k+1

)1− s+1
r

が得られる. g(n)− h(n) はm− 1次以下の n の多項式だから, lim
n→∞

g(n)− h(n)

nm
= 0, pnm + g(n), qnm + h(n) は

m次以下の n の多項式だから, lim
n→∞

pnm + g(n)

nm+k+1
= lim

n→∞

qnm + h(n)

nm+k+1
= 0 であり, f(x) の xk の係数は 1 だから

lim
n→∞

f(n)

nk
= 1 である. 従って lim

n→∞

p− q + g(n)−h(n)
nm

r−1∑
s=0

(
f(n)
nk

+ pnm+g(n)
nm+k+1

) s
r
(
f(n)
nk

+ qnm+h(n)
nm+k+1

)1− s+1
r

=
p− q

r
であり, p ̸= q だか

ら, この値は 0 ではない. 故に, 上式から求める α の値は
(k + 1)(r − 1)−m

r
であり, このとき

lim
n→∞

nα
(
r
√
nm+1f(n) + pnm + g(n)− r

√
nm+1f(n) + qnm + h(n)

)
=
p− q

r

である.

5. (1) a > 1 の場合, xn = n
√
a − 1 によって数列 {xn}∞n=1 を定めれば, 各項は正で, 二項定理により, すべての自

然数 n に対して a = (1 + xn)
n = 1 + nxn +

n∑
k=2

nCkx
k
n ≧ 1 + nxn が成り立つ. 従って, すべての自然数 n に対し
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て 0 < xn ≦ a− 1

n
であり, lim

n→∞

a− 1

n
= 0 だから lim

n→∞
xn = 0 である. 故に lim

n→∞
n
√
a = lim

n→∞
(1 + xn) = 1 であ

る. 0 < a < 1 の場合,
1

a
> 1 だから, 上で示したことから, lim

n→∞

1
n
√
a
= 1 である. 従って, lim

n→∞
n
√
a = lim

n→∞

1
1
n
√
a

=

1

lim
n→∞

1
n
√
a

=
1

1
= 1 が得られる.

(2) 「i = 2, 3, . . . ,m に対して a1 ≧ ai ≧ 0」の場合, an1 ≦ an1 + an2 + · · ·+ anm ≦ man1 だから,

a1 = (an1 )
1
n ≦ (an1 + an2 + · · ·+ anm)

1
n ≦ (man1 )

1
n = m

1
n a1

が成り立つ. (1) の結果から lim
n→∞

m
1
n a1 = a1 だから, 上の不等式から lim

n→∞
(an1 + an2 + · · ·+ anm)

1
n = a1 が得られる.

「i = 2, 3, . . . ,m に対して a1 > |ai|」の場合, i = 2, 3 . . . ,m に対して

∣∣∣∣ aia1
∣∣∣∣ < 1 より, 自然数 Ni で条件「n ≧ Ni

ならば − 1

2(m− 1)
≦
(
ai
a1

)n
≦ 1

2(m− 1)
を満たすものがするため, N2, N3, . . . , Nm のうちで最大のものを N と

おくと, n ≧ N ならば (
1

2

) 1
n

≦
(
1 +

(
a2
a1

)n
+

(
a3
a1

)n
+ · · ·+

(
am
a1

)n) 1
n

≦
(
3

2

) 1
n

が成り立つ. (1) の結果から lim
n→∞

(
1

2

) 1
n

= lim
n→∞

(
3

2

) 1
n

= 1 だから, 上の不等式によって

lim
n→∞

(
1 +

(
a2
a1

)n
+

(
a3
a1

)n
+ · · ·+

(
am
a1

)n) 1
n

= 1

が得られる. 従って lim
n→∞

(an1 + an2 + · · · + anm)
1
n = lim

n→∞

(
an1

(
1 +

(
a2
a1

)n
+

(
a3
a1

)n
+ · · ·+

(
am
a1

)n)) 1
n

=

lim
n→∞

a1

(
1 +

(
a2
a1

)n
+

(
a3
a1

)n
+ · · ·+

(
am
a1

)n) 1
n

= a1 lim
n→∞

(
1 +

(
a2
a1

)n
+

(
a3
a1

)n
+ · · ·+

(
am
a1

)n) 1
n

= a1 で

ある.

6. r <
1 + r

2
だから仮定より, 自然数 N で条件「n ≧ N ならば

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1 + r

2
」を満たすものがある. 従って

n ≧ N +1 ならば |an| <
1 + r

2
|an−1| <

(
1 + r

2

)2

|an−2| < · · · <
(
1 + r

2

)n−N
|aN | だから, 次の不等式が成り立つ.

0 ≦ |an| <
(
1 + r

2

)n−N
|aN |

0 ≦ r <
1 + r

2
< 1 だから lim

n→∞
<

(
1 + r

2

)n−N
|aN | = 0 であるため, 上の不等式とはさみうちの原理より

lim
n→∞

|an| = 0 である. 故に lim
n→∞

an = 0 が成り立つ.

7. (1) 仮定から n ≧ s ≧ 1 ならば 0 ≦ xn ≦ kxn−1 ≦ k2xn−2 ≦ · · · ≦ kn−sxs ≦ · · · ≦ kn−1x1 が成り立つ. 従って

0 ≦ xn ≦ kn−1x1 が任意の自然数 n に対して成り立ち, n → ∞ のとき kn−1 は 0 に近づくため, {xn}∞n=1 は 0 に

収束する.

(2) 仮定から n ≧ s ≧ 1 ならば 0 ≦ xn ≦ kxln−1 ≦ k1+lxl
2

n−2 · · · ≦ k1+l+···+ln−s−1

xl
n−s

s = k
−1
l−1

(
k

1
l−1xs

)ln−s

が

成り立つ. 従って n ≧ m ならば 0 ≦ xn ≦ k
−1
l−1

(
k

1
l−1xm

)ln−m

が成り立ち, 仮定から k
1
l−1xm < 1 だから n → ∞

のとき
(
k

1
l−1xm

)ln−m

は 0 に近づく. 故に {xn}∞n=1 は 0 に収束する.
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8. 各 k に対して 0 ≦ ak < 1だから
1

1− ak
≧ 1+ak > 0である. 従って

n∏
k=1

1

1− ak
≧

n∏
k=1

(1+ak) ≧ 1+
n∑
k=1

ak であ

り,逆数を考えれば 0 <
n∏
k=1

(1−ak) ≦
1

1 +
n∑
k=1

ak

が得られる. 仮定から lim
n→∞

n∑
k=1

ak = ∞だから lim
n→∞

1

1 +
n∑
k=1

ak

= 0

となるため lim
n→∞

n∏
k=1

(1− ak) = 0 である.

9. (1) xn+1 =
√
axn + b から α =

√
aα+ b を辺々引くと

xn+1 − α =
√
axn + b−

√
aα+ b =

a(xn − α)√
axn + b+

√
aα+ b

となるため,
√
axn + b+

√
aα+ b > 0 だから xn+1 − α と xn − α は同符号であることがわかる. 従って xn < α な

らば xn+1 < α であり, xn > α ならば xn+1 > α である.

(2) α は 2次方程式 x2 − ax− b = 0 の正の解で, 負の解を β とすれば x2 − x− a = (x−α)(x− β) と因数分解さ

れることに注意する. 今度は xn+1 =
√
axn + b の両辺から xn を引くと

xn+1 − xn =
√
axn + b− xn =

−x2n + axn + b√
axn + b+ xn

=
−(xn − α)(xn − β)√

axn + b+ xn

であり, xn ≧ 0 を満たす n (例えば n ≧ 2)に対して xn+1 − xn と xn − α は異符号であることがわかる.

(1) の結果から n による数学的帰納法で x1 < α ならばすべての n に対して xn < α が成り立つことが示さ

れるため, 上のことから, n ≧ 2 に対して xn+1 > xn が成り立つことがわかる. また, −a ≦ x1 < 0 ならば

x2 =
√
ax1 + b ≧ 0 > x1 であり x1 ≧ 0 ならば上のことから x2 > x1 となるため, x1 < α ならば数列 {xn}∞n=1 は

単調増加数列である.

同様に x1 > α ならばすべての n に対して xn > α > 0 となるため, 上のことから, n ≧ 1 に対して xn+1 > xn が

成り立つことがわかる.

(3) (1), (2) より数列 {xn}∞n=1 は x1 < α ならば上に有界な単調増加数列であり, x1 > α なら下に有界な単調減

少数列だから, いずれにしても収束する. そこで, 数列 {xn}∞n=1 の極限を L とおき, xn+1 =
√
axn + b の両辺の極

限を考えると L =
√
aL+ b となるため, L = α =

a+
√
a2 + 4b

2
であることがわかる.

10. (1) r > 0 だから x の関数 xr は狭義単調増加関数であることから, an+1 − α = arn − αr より, an > α ならば

an+1 > α であり, an < α ならば an+1 < α が成り立つ. 従って, 数学的帰納法により a1 > α ならば an > α がす

べての自然数 n に対して成り立ち, a1 < α ならば an < α がすべての自然数 n に対して成り立つ.

(2) 関数 f : (0,∞) → R を f(x) = x − xr で定義すれば, f ′(x) = 1 − rxr−1 である. 従って r < 1 のとき

f は (0, α] で単調に減少し, [α,∞) で単調に増加するため, a1 > α の場合, (1)より an > α だから an − an+1 =

(an−arn)− (α−αr) = f(an)− f(α) > 0 である. また, r > 1 のとき f は (0, α] で単調に増加し, [α,∞) で単調に減

少するため, a1 < α の場合, (1)より an < α だから an − an+1 = (an − arn)− (α− αr) = f(an)− f(α) < 0 である.

(3) r < 1 かつ a1 > α ならば (1)と (2)から {an}∞n=1 は下に有界な単調減少数列であり, r > 1 かつ a1 < α なら

ば (1)と (2)から {an}∞n=1 は上に有界な単調減少数列だから, いずれの場合も実数の連続性により {an}∞n=1 は収束

する. すべての自然数 n に対して an − an+1 = f(an)− f(α) が成り立つため, lim
n→∞

an = β とおけば, f(β) = f(α)

である. 一方, (2)でみた f の増減から, r < 1 ならば f は α のみで最小値をとり, r > 1 ならば f は α のみで最大

値をとるため, β = α である. 故に lim
n→∞

an = α = r−
1
r−1 である.

11. x =
x2 + q

2p
の二つの解を α, β (α ≦ β) とおくと α = p−

√
p2 − q, β = p+

√
p2 − q である. {an}∞n=1 が収束

するとき, lim
n→∞

an = γ とおけば, γ = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

a2n + q

2p
=
γ + q

2p
だから γ = α または β である.

an+1 − an =
a2n + q

2p
− an =

1

2p
(an − α)(an − β) だから an < α または an > β ならば an+1 > an であり,

α < an < β ならば an+1 < an である. また an+1 =
a2n + q

2p
の両辺から α =

α2 + q

2p
, β =

α2 + q

2p
を辺々引けば,
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an+1 − α =
a2n − α2

2p
, an+1 − β =

a2n − β2

2p
だから |an| < α ならば an+1 < α, α < |an| < β ならば α < an+1 < β

であり, |an| > β ならば an+1 > β である.

|a1| > β の場合, a2 > β であり, an > β と仮定すれば an+1 > an > β だから {an}∞n=1 は単調増加数列である. も

し {an}∞n=1 が上に有界ならば lim
n→∞

an が存在して, この値を γ とすれば, α < β < a2 < · · · < an < an+1 < · · · ≦ γ

だから, α < β < γ であるが, γ = α または β であることと矛盾が生じる. 従って {an}∞n=1 は上に有界ではないた

め, この数列は正の無限大に発散する.

|a1| = β の場合, a2 = β であり, an = β と仮定すれば an+1 = β だから, {an}∞n=1 の第 2項目以降はつねに β で

あるため, この数列は β に収束する.

α < |a1| < β の場合, α < a2 < β であり, α < an < β と仮定すれば, α < an < an+1 < β が成り立つため,

{an}∞n=2 は下に有界な単調減少数列だから収束する. すべての自然数 n に対して α < an ≦ a1 < β が成り立つた

め, α ≦ lim
n→∞

an ≦ a1 < β であり, lim
n→∞

an = α または β だから lim
n→∞

an = α である.

|a1| = α の場合, a2 = α であり, an = α と仮定すれば an+1 = α だから, {an}∞n=1 の第 2項目以降はつねに α で

あるため, この数列は α に収束する.

|a1| < α の場合, a2 < α であり, an < α と仮定すれば, an < an+1 < α が成り立つため, {an}∞n=1 は上に有界

な単調増加数列だから収束する. すべての自然数 n に対して an < α が成り立つため, lim
n→∞

an ≦ α < β であり,

lim
n→∞

an = α または β だから lim
n→∞

an = α である.

以上から, {an}∞n=1 は |a1| < p+
√
p2 − qならば p−

√
p2 − qに収束し, a1 = ±

(
p+

√
p2 − q

)
ならば p+

√
p2 − q

に収束する. |a1| > p+
√
p2 − q ならば, 正の無限大に発散する.

12. (1) c ≧ 0 に対し, a
√
x− b ≧ c であるための条件は x ≧ c2

a2
+ b だから, 2 次関数 f を f(x) =

x2

a2
+ b

で定め, f を n 回合成した関数を fn で表せば, xn ≧ b であるための条件は xn−1 ≧ f(b), xn−1 ≧ f(b) であ

るための条件は xn−2 ≧ f(f((b)) = f2(b), . . . , x2 ≧ fn−2(b) であるための条件は x1 ≧ fn−1(b) となるため,

すべての自然数 n に対して xn ≧ 1 であるための条件は x1 ≧ fn−1(b) がすべての自然数 n に対して成り立

つことである. 前問で, p =
a2

2
, q = a2b, a1 = b の場合を考えれば, p −

√
p2 − q =

a2 − a
√
a2 − 4b

2
であり,

p −
√
p2 − q − b =

a2 − 2b− a
√
a2 − 4b

2
=

1

4

(
a−

√
a2 − 4b

)2
> 0 だから, 前問の解答から {fn−1(b)}∞n=1 は単

調に増加して
a2 − a

√
a2 − 4b

2
に収束するため, x1 ≧ fn−1(b) がすべての自然数 n に対して成り立つためには

x1 ≧ a2 − a
√
a2 − 4b

2
であることが必要十分である. 故に x1 ≧ a2 − a

√
a2 − 4b

2
が求める条件である.

(2) x = a
√
x− b の二つの解を α, β (α < β) とおくと α =

a2 − a
√
a2 − 4b

2
, β =

a2 + a
√
a2 − 4b

2
である.

{xn}∞n=1 が収束するとき, lim
n→∞

xn = γ とおけば, γ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

a
√
xn − b = a

√
γ − b だから γ = α また

は β である.

xn+1 = a
√
xn − b の両辺から α = a

√
α− b, β = a

√
β − b を辺々引けば, xn+1 − α =

a(xn − α)√
xn − b+

√
α− b

,

xn+1−β =
a(xn − β)√

xn − b+
√
β − b

だから xn < α ならば xn+1 < α, α < xn < β ならば α < xn+1 < β であり, xn > β

ならば xn+1 > β である. また, xn+1−xn = a
√
xn − b−xn =

a2(xn − b)− x2n
a
√
xn − b+ xn

=
(xn − α)(β − xn)

a
√
xn − b+ xn

だから xn < α

または xn > β ならば xn+1 < xn であり, α < xn < β ならば xn+1 > xn である.

x1 = α の場合, xn = α と仮定すれば xn+1 = α だから, {xn}∞n=1 のすべての項は α であるため, この数列は α

に収束する.

α < x1 < β の場合, α < xn < β と仮定すれば α < xn < xn+1 < β だから, {xn}∞n=1 は上に有界な単調増加数列

だから収束する. すべての自然数 n に対して α < x1 ≦ xn < β が成り立つため, α < x1 ≦ lim
n→∞

xn ≦ β であり,

lim
n→∞

xn = α または β だから lim
n→∞

xn = β である.

x1 = β の場合, xn = β と仮定すれば xn+1 = β だから, {xn}∞n=1 のすべての項は β であるため, この数列は β に
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収束する.

x1 > β の場合, xn > β と仮定すれば xn > xn+1 > β だから {xn}∞n=1 は単調減少数列だから収束する. すべて

の自然数 n に対して xn > β が成り立つため, lim
n→∞

xn ≧ β であり, lim
n→∞

xn = α または β だから lim
n→∞

xn = β で

ある.

以上から {xn}∞n=1 は x1 =
a2 − a

√
a2 − 4b

2
ならば

a2 − a
√
a2 − 4b

2
に収束し, x1 >

a2 − a
√
a2 − 4b

2
ならば

a2 − a
√
a2 − 4b

2
に収束する.

13. (1) 与えられた漸化式の両辺を m
√
a で割り, αn =

an
m
√
a
とおけば, 数列 {αn}∞n=1 に関する漸化式

αn+1 =

(
1− 1

m

)
αn +

1

mαm−1
n

· · · (i)

が得られるため,
1

m
< 1 より αn > 0 ならば αn+1 > 0 であることがわかる. α1 =

a1
m
√
a
=

b
m
√
a
> 0 だから, 帰納的

に αn > 0 がすべての n について成り立つ. (i)の両辺から 1を引いて右辺を整理すれば

αn+1 − 1 =
1

mαm−1
n

(
(m− 1)αmn −mαm−1

n + 1
)
=

1

mαm−1
n

(
mαm−1

n (αn − 1)− (αmn − 1)
)

=
αn − 1

mαm−1
n

(
mαm−1

n −
m−1∑
k=0

αkn

)
=

αn − 1

mαm−1
n

m−1∑
k=0

(
αm−1
n − αkn

)
=

αn − 1

mαm−1
n

m−2∑
k=0

αkn
(
αm−k−1
n − 1

)
=

(αn − 1)2

mαm−1
n

m−2∑
k=0

αkn

m−k−2∑
l=0

αln =
(αn − 1)2

mαm−1
n

m−2∑
k=0

m−k−2∑
l=0

αk+ln =
(αn − 1)2

mαm−1
n

m−2∑
p=0

(p+ 1)αpn · · · (ii)

が成り立ち,
1

mαm−1
n

m−2∑
p=0

(p+ 1)αpn > 0 だから, αn ̸= 1 ならば αn+1 − 1 > 0 であることがわかる. 従って, 仮定か

ら α1 =
b
m
√
a
̸= 1 だから, 帰納的に

an
m
√
a
= αn > 1, すなわち an > m

√
a が 2以上の n について成り立つ.

(2) (i)の両辺から αn を引けば αn+1 − αn =
1− αmn
mαm−1

n

が得られる. 一方, (1)より n ≧ 2 ならば αn > 1 だから,

1−αmn < 0 となり, 上式より n ≧ 2 ならば αn > αn+1 であることがわかる. この両辺に m
√
a をかければ an > an+1

が得られる.

(3) n ≧ 2 ならば (1)より αn > 1 だから, (i)の両辺から 1を引いて右辺を変形すれば

αn+1 − 1 =
m− 1

m
(αn − 1)− αm−1

n − 1

mαm−1
n

<
m− 1

m
(αn − 1)

が得られる. この両端の辺に m
√
a をかければ an+1 − m

√
a <

m− 1

m
(an − m

√
a) が得られる.

(4) n ≧ 2 ならば (1)より αn > 1 だから, (ii)より次の等式が得られる.

αn+1 − 1 =
(αn − 1)2

m

m−2∑
p=0

p+ 1

αm−p−1
n

<
(αn − 1)2

m

m−2∑
p=0

(p+ 1) =
(m− 1)(αn − 1)2

2

この両端の辺に m
√
a をかければ an+1 − m

√
a <

m− 1

2 m
√
a
(an − m

√
a)

2 が得られる.

(5) a2 − m
√
a =

(
1− 1

m

)
b+

a

mbm−1
− m

√
a =

1

m

(
(m− 1)b−m m

√
a+

a

bm−1

)
だから, (3)の結果から, n ≧ 3 な

らば

an − α <

(
m− 1

m

)(
an−1 − m

√
a
)
< · · · <

(
m− 1

m

)k(
an−k − m

√
a
)
< · · · <

(
m− 1

m

)n−2(
a2 − m

√
a
)

=

(
m− 1

m

)n−2((
1− 1

m

)
b+

a

mbm−1
− m

√
a

)
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が得られる.

14. (1) 仮定から Sn+1 = xn+1Sn = Sn+xn+1 だから xn+1(Sn− 1) = Sn. これより, もし Sn = 1 とすれば Sn = 0

となって矛盾が生じるため xn+1 =
Sn

Sn − 1
である. 従って Sn+1 =

S2
n

Sn − 1
.

Sn+1 = xn+1Sn = Sn + xn+1 から Sn(xn+1 − 1) = xn+1. 故に, もし xn+1 = 1 とすれば xn+1 = 0 となって矛盾

が生じるため Sn =
xn+1

xn+1 − 1
である. これを上で得た式に代入すれば,

xn+2

xn+2 − 1
=

x2n+1

xn+1 − 1
が得られ, これより

xn+2 =
x2n+1

x2n+1 − xn+1 + 1
(n ≧ 1)を得る. 従って n ≧ 2の場合は xn+1 =

x2n
x2n − xn + 1

である. また x1x2 = x1+x2

より x2(x1 − 1) = x1 だから x1 ̸= 1 である. よって n = 1 の場合は x2 =
x1

x1 − 1
である.

(2) f(x) =
x2

x2 − x+ 1
によって関数 f を定めると (2)より n ≧ 2 ならば xn+1 = f(xn) であることに注意する.

0 ̸= x < 1ならば x2−x+1 > x2 > 0だから 0 < f(x) < 1であり, x > 1ならばx2 > x2−x+1 =

(
x− 1

2

)2

+
3

4
> 0

だから f(x) > 1 である.

0 ̸= x1 < 1 の場合, x2 =
x1

x1 − 1
から 0 ̸= x2 < 1 となるため, 上の議論から x3 = f(x2) は 0 < x3 < 1 を満たす.

帰納的に 0 < xn < 1 が成り立つと仮定すれば, 上の結果から 0 < xn+1 = f(xn) < 1 である.

x1 > 1 の場合, x2 =
x1

x1 − 1
から x2 > 1 となる. 帰納的に xn > 1 が成り立つと仮定すれば, 上の結果から

xn+1 = f(xn) > 1 である.

また x− f(x) =
x(x− 1)2

x2 − x+ 1
だから 0 < x < 1, x > 1 ならば f(x) < x が成り立つことに注意すれば, x1 < 1 の

場合は n ≧ 3 ならば xn+1 < xn が成り立ち, x1 > 1 の場合は n ≧ 2 ならば xn+1 < xn が成り立つことがわかる.

(3) x1 = 0 ならば, 明らかにすべての n に対して xn = 0 だから, {xn}∞n=1 は 0 に収束する. また, (2)の解答で

みたように, x1 ̸= 1 である. x1 ̸= 0 の場合は (3)の結果により, 実数列 {xn}∞n=3 は下に有界な単調減少数列になる

ため収束する. {xn}∞n=3 の極限を L とおく. (1)より, xn+1 =
x2n

x2n − xn + 1
だから, この両辺の n を大きくすれば

L =
L2

L2 − L+ 1
が得られる. 従って L(L− 1)2 = 0 が成り立つため, L = 0 または L = 1 である. 0 ̸= x1 < 1 なら

ば任意の n ≧ 3 に対して 1 > xn > xn+1 > 0 だから 0 ≦ L < 1 となるため L = 0 である. x1 > 1 ならば任意の

n ≧ 2 に対して xn > 1 だから L ≥ 1 となるため L = 1 である. 以上から x1 < 1 ならば {xn}∞n=1 は 0 に収束し,

x1 > 1 ならば {xn}∞n=1 は 1 に収束する.

15. a, b > 0 かつ x1, x2 > 0 だから, xn+2 = axn+1 + bxn より, 帰納的に xn > 0 がすべての自然数に対して

成り立つことがわかる. xn+2 = axn+1 + bxn の両辺を xn+1 で割って, yn =
xn+1

xn
とおけば yn+1 = a +

b

yn
が

得られる. 従って, 2 以上の自然数 n に対して yn = a +
b

yn−1
> a であり, ynyn+1 = ayn + b > a2 + b が成

り立つ. yn+2 = a +
b

yn+1
から yn+1 = a +

b

yn
を辺々引けば yn+2 − yn+1 =

−b(yn+1 − yn)

ynyn+1
が得られる. 故に

|yn+2 − yn+1| =
b|yn+1 − yn|
ynyn+1

≦ b

a2 + b
|yn+1 − yn| が任意の自然数 n に対して成り立つため, n ≧ 3 ならば

|yn − yn−1| ≦
b

a2 + b
|yn−1 − yn−2| ≦

(
b

a2 + b

)2

|yn−2 − yn−3| ≦ · · · ≦
(

b

a2 + b

)n−3

|y3 − y2|

である. よって 2以上の自然数 n と任意の自然数 i に対して |yn+i − yn+i−1| ≦
(

b

a2 + b

)n+i−3

|y3 − y2| が成り立
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ち, 0 < 1−
(

b

a2 + b

)k
< 1 であることに注意すれば

|yn+k − yn| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

(yn+i − yn+i−1)

∣∣∣∣∣ ≦
k∑
i=1

|yn+i − yn+i−1| ≦
k∑
i=1

(
b

a2 + b

)n+i−3

|y3 − y2|

≦
(

b

a2 + b

)n−2 1−
(

b
a2+b

)k
1− b

a2+b

|y3 − y2| <
b

a2

(
b

a2 + b

)n−3

|y3 − y2|

が成り立つため, 数列 {yn}∞n=1 はコーシー列である. 従って, {yn}∞n=1 は収束し, lim
n→∞

yn = L とおけば, n が 2以

上のとき, yn > a だから L ≧ a > 0 であり, {yn}∞n=1 は漸化式 yn+1 = a+
b

yn
を満たすため, L = a+

b

L
が成り立

つ. 故に L は 2次方程式 x2 − ax− b = 0 の正の解だから, L =
a+

√
a2 + 4b

2
である.

16. (1) 仮定から以下の等式が成り立つ.

an+1 − 1 =
an(an − 1)2

2(a2n + 1)
· · · (i) an+1 − an =

−(an − 1)
((
an + 1

2

)2
+ 7

4

)
2(a2n + 1)

· · · (ii)

{an}∞n=1 が α に収束するならば (ii)より, α は
−(α− 1)

((
α+ 1

2

)2
+ 7

4

)
2(α2 + 1)

= 0 を満たす実数だから α = 1 である.

もし 0 が {an}∞n=1 の上界ならば (ii)より, an < an+1 < 1 だから, {an}∞n=1 は 0 を上界とする単調増加数列になる

ため, 0 以下の値に収束する. このことは {an}∞n=1 が収束するならば, その極限値は 1 であることと矛盾するため,

aN0
> 0 となる自然数 N0 が存在する. (i)より aN0+1 ≧ 1 であり, (i), (ii)より, an ≧ 1 ならば an ≧ an+1 ≧ 1 だ

から, {an}∞n=N0+1 は 1を下界とする単調減少数列となって収束する. 故に {an}∞n=1 は, a1 がどのような値であって

もつねに 1 に収束する.

(2) 仮定から以下の等式が成り立つ.

an+1 =
an(an + 1)2

2(a2n + 1)
· · · (i) an+1 − 1 =

(an − 1)
((
an + 1

2

)2
+ 7

4

)
2(a2n + 1)

· · · (ii) an+1 − an =
−an(an − 1)2

2(a2n + 1)
· · · (iii)

{an}∞n=1 が α に収束するならば (iii)より, α は
−α(α− 1)2

2(α2 + 1)
= 0 を満たす実数だから α = 0 または 1 である.

(i), (iii)より, an ≦ 0 ならば an ≦ an+1 ≦ 0 だから, a1 ≦ 0 ならば {an}∞n=1 は 0を上界とする単調増加数列

となって収束する. その極限値は 0 または 1 であるが, {an}∞n=1 は 0を上界とするため, {an}∞n=1 は 0に収束する.

(i), (ii), (iii)より, 0 < an < 1 ならば 0 < an+1 < an < 1 だから, 0 < a1 ≦ 1 ならば {an}∞n=1 は 0を下界とする

単調減少数列となって収束する. その極限値は 0 または 1 であるが, すべての自然数 nに対して an ≦ a1 < 1 だか

ら {an}∞n=1 は 0に収束する. (ii), (iii)より, an ≧ 1 ならば 1 ≦ an+1 ≦ an だから, a1 ≧ 1 ならば {an}∞n=1 は 1

を下界とする単調減少数列となって収束する. その極限値は 0 または 1 であるが, {an}∞n=1 は 1を下界とするため,

{an}∞n=1 は 1に収束する. 以上から {an}∞n=1 は, a1 < 1 ならば 0 に収束し, a1 ≧ 1 ならば 0 に収束する.

17. (1)
1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)
=

1

k

(
1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k − 1)
− 1

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

)
だから

m∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)
=

1

k

m∑
n=1

(
1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k − 1)
− 1

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

)
=

1

k

(
1

k!
− 1

(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ k)

)

である. 従って
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)
= lim
m→∞

1

k

(
1

k!
− 1

(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ k)

)
=

1

kk!
.
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(2)
1

n(n+ k)
=

1

k

(
1

n
− 1

n+ k

)
だから m ≧ k ならば

m∑
n=1

1

n(n+ k)
=

1

k

m∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ k

)
=

1

k

(
m∑
n=1

1

n
−

m+k∑
n=k+1

1

n

)
=

1

k

(
k∑

n=1

1

n
−

m+k∑
n=m+1

1

n

)
=

1

k

(
k∑

n=1

1

n
−

k∑
n=1

1

m+ n

)

である. 従って
∞∑
n=1

1

n(n+ k)
= lim
m→∞

1

k

(
k∑

n=1

1

n
−

k∑
n=1

1

m+ n

)
=

1

k

k∑
n=1

1

n
.

(3)
1√

n(n+ k)
(√
n+

√
n+ k

) =

√
n+ k −

√
n

k
√
n(n+ k)

=
1

k

(
1√
n
− 1√

n+ k

)
だから m ≧ k ならば

m∑
n=1

1√
n(n+ k)

(√
n+

√
n+ k

) =

m∑
n=1

1

k

(
1√
n
− 1√

n+ k

)
=

1

k

(
m∑
n=1

1√
n
−

m+k∑
n=k+1

1√
n

)

=
1

k

(
k∑

n=1

1√
n
−

m+k∑
n=m+1

1√
n

)
=

1

k

(
k∑

n=1

1√
n
−

k∑
n=1

1√
m+ n

)

である. 従って
∞∑
n=1

1√
n(n+ k)

(√
n+

√
n+ k

) = lim
m→∞

1

k

(
k∑

n=1

1√
n
−

k∑
n=1

1√
m+ n

)
=

1

k

k∑
n=1

1√
n
.

(4) Sn =
n∑
k=1

krk とおく. (1 − r)Sn = Sn − rSn =
n∑
k=1

krk −
n∑
k=1

krk+1 = r +
n∑
k=2

krk −
n∑
k=2

(k − 1)rk −

nrn+1 = r +
n∑
k=2

rk − nrn+1 = r + r2
n∑
k=2

rk−2 − nrn+1 = r + r2
n−2∑
k=0

rk − nrn+1 = r + r2
1− rn−1

1− r
− nrn+1 =

r − rn+1 − nrn+1(1− r)

1− r
より Sn =

r − rn+1 − nrn+1(1− r)

(1− r)2
である. |r| < 1 ならば n→ ∞ のとき, rn+1, nrn+1

はともに 0 に収束する (問題 4)ため,
∞∑
n=1

nrn = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

r − rn+1 − nrn+1(1− r)

(1− r)2
=

r

(1− r)2
.

18. 仮定から lim
n→∞

an − cbn
bn

= lim
n→∞

an
bn

− c = 0 が成り立つため, cn = an − cbn とおけば, lim
n→∞

cn
bn

= 0 であり,

n∑
k=1

ak

n∑
k=1

bk

− c =

n∑
k=1

(ak − cbk)

n∑
k=1

bk

=

n∑
k=1

ck

n∑
k=1

bk

だから, lim
n→∞

n∑
k=1

ck

n∑
k=1

bk

= 0 であることを示せばよい. 任意の ε > 0 に対して

自然数 N1 で条件「n ≧ N1 ならば

∣∣∣∣cnbn
∣∣∣∣ < ε

2
」を満たすものが存在し, さらに自然数 N2 で条件「n ≧ N2 ならば

n∑
k=1

bk >
2

ε

N1−1∑
k=1

|ck|」を満たすものが存在する. n ≧ max{N1, N2} ならば∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ck

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
k=1

|ck| =
N1−1∑
k=1

|ck|+
n∑

k=N1

|ck| <
ε

2

n∑
k=1

bk +

n∑
k=N1

εbk
2

=
ε

2

N1−1∑
k=1

bk + ε

n∑
k=N1

bk < ε

n∑
k=1

bk

だから lim
n→∞

n∑
k=1

ck

n∑
k=1

bk

= 0 が成り立つ.

19. ε を任意の正の実数とする. (i)より, 自然数 M で, m ≧M ならば |βm − r| < ε

2
かつ |γm − r| < ε

2
を満たすも

のがある. また lim
n→∞

b(M)n = βM , lim
n→∞

c(M)n = γM だから, 自然数 K で, n ≧ K ならば |b(M)n − βM | < ε

2
か

つ |c(M)n − γM | < ε

2
を満たすものがある. 故に n ≧ K ならば

|b(M)n − r| = |(b(M)n − βM ) + (βM − r)| ≦ |b(M)n − βM |+ |βM − r| < ε

|c(M)n − r| = |(c(M)n − γM ) + (γM − r)| ≦ |c(M)n − γM |+ |γM − r| < ε
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従って, (ii)から n ≧ max{K,N(M)} ならば −ε < b(M)n − r ≦ an − r ≦ c(M)n − r < ε となるため, |an − r| < ε

が成り立つ. 故に lim
n→∞

an = r である.

20. 任意の自然数 m に対し, 仮定から自然数 K(m) で, k ≧ K(m) ならば max

{
r − 1

m
, 0

}
<
ak+1

ak
< r +

1

m
を満

たすものがある. n ≧ K(m) + 1 とし, k = K(m),K(m) + 1, . . . , n− 1 をこの不等式の k に代入して, 辺々掛け合

わせれば (
max

{
r − 1

m
, 0

})n−K(m)

<
an

aK(m)
<

(
r +

1

m

)n−K(m)

が得られる. 従って aK(m)

(
max

{
r − 1

m
, 0

})n−K(m)

< an < aK(m)

(
r +

1

m

)n−K(m)

だから, 各辺の n乗根を考

えれば

n
√
aK(m)

(
max

{
r − 1

m
, 0

})1−K(m)
n

< n
√
an < n

√
aK(m)

(
r +

1

m

)1−K(m)
n

が得られる. ここで b(m)n = n
√
aK(m)

(
max

{
r − 1

m
, 0

})1−K(m)
n

, c(m)n = n
√
aK(m)

(
r +

1

m

)1−K(m)
n

によって数

列 {b(m)n}∞n=1, {c(m)n}∞n=1 を定めれば, 上の不等式から {b(m)n}∞n=1, {c(m)n}∞n=1 は数列
{
n
√
an
}∞
n=1
に対して問

題 18の条件 (ii)を満たす. また, 問題 5の (1)の結果から

lim
n→∞

b(m)n = lim
n→∞

n
√
aK(m)

max
{
r − 1

m , 0
}(

n

√
max

{
r − 1

m , 0
})K(m)

= max

{
r − 1

m
, 0

}

lim
n→∞

c(m)n = lim
n→∞

n
√
aK(m)

r + 1
m(

n

√
r + 1

m

)K(m)
= r +

1

m

であり, r ≧ 0 より lim
m→∞

max

{
r − 1

m
, 0

}
= max{r, 0} = r, lim

m→∞
r +

1

m
= r だから, 問題 18の条件 (i)も満たさ

れるため, lim
n→∞

n
√
an = r である.

21. まず ρ = 1 の場合に, 主張が成り立つことを示す.

任意の 0 < r < 1 に対して lim
n→∞

rnan = lim
n→∞

rn

an
= 0 が成り立つとする. lim

n→∞
n
√
an ̸= 1 と仮定すれば, 1 より小

さい実数 r が存在して, n
√
an ≦ r を満たす自然数 n が無数に存在するか, または 1 より大きい実数 s が存在して,

n
√
an ≧ s を満たす自然数 n が無数に存在する.

前者の場合は, {an}∞n=1 の部分列 {ani}∞i=1 で, すべての自然数 i に対して ni
√
ani ≦ r を満たすものが存在するた

め,
rni

ani
≧ 1 がすべての自然数 i に対して成り立つ. 一方, 仮定から lim

n→∞

rn

an
= 0 だから, 自然数 N で, 条件「n ≧ N

ならば
rn

an
< 1」を満たすものが存在するが, nk ≧ N を満たす自然数 k があるため,

rnk

ank
≧ 1 と

rnk

ank
< 1 が同時に

成り立って矛盾が生じる.

後者の場合は, {an}∞n=1 の部分列 {ani}∞i=1 で, すべての自然数 i に対して ni
√
ani ≧ s を満たすものが存在す

るため, r =
1

s
とおけば, 0 < r < 1 であり, rniani ≧ 1 がすべての自然数 i に対して成り立つ. 一方, 仮定から

lim
n→∞

rnan = 0 だから, 自然数 N で, 条件「n ≧ N ならば rnan < 1」を満たすものが存在するが, nk ≧ N を満た

す自然数 k があるため, rnkank ≧ 1 と rnkank < 1 が同時に成り立って矛盾が生じる.

故に, 任意の 0 < r < 1 に対して lim
n→∞

rnan = lim
n→∞

rn

an
= 0 ならば lim

n→∞
n
√
an = 1 である.

逆に lim
n→∞

n
√
an = 1 が成り立つと仮定する. 任意の 0 < r < 1 に対し, ε =

1− r

2
とおけば, 0 < ε =

1− r

2
< 1− r

だから
r

1− ε
< 1であり, さらに ε =

1− r

2
<

1− r

2r
=

1

2

(
1

r
− 1

)
<

1

r
−1だから r(1+ε) < 1が成り立つことに注

意する. 仮定から自然数 N で,条件「n ≧ N ならば 1−ε < n
√
an < 1+ε」を満たすものが存在するため, n ≧ N なら
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ば
1

an
<

1

(1− ε)n
かつ an < (1+ ε)n が成り立つ. これらの不等式の両辺に rn をかければ, 任意の n ≧ N に対して

0 <
rn

an
<

(
r

1− ε

)n
かつ 0 < rnan < (r(1+ε))n が成り立ち, 上の注意から lim

n→∞

(
r

1− ε

)n
= lim
n→∞

(r(1+ε))n = 0

だから lim
n→∞

rnan = lim
n→∞

rn

an
= 0 が得られる.

正の実数 ρに対して bn =
an
ρn
によって,数列 {bn}∞n=1 を定めれば, lim

n→∞
n
√
an = ρが成り立つことと, lim

n→∞
n
√
bn = 1

が成り立つことは同値である. また, 任意の 0 < r <
1

ρ
に対して lim

n→∞
rnan = 0が成り立つことと, 任意の 0 < r < 1

に対して lim
n→∞

rnbn = 0 が成り立つことは同値であり, 任意の 0 < r < ρ に対して lim
n→∞

rn

an
= 0 が成り立つことと,

任意の 0 < r < 1 に対して lim
n→∞

rn

bn
= 0 が成り立つことは同値だから, 一般の場合の主張が成り立つことがわかる.

22. (1) A =

(
a b

c d

)
, B =

(
p q

r s

)
とすれば AB =

(
ap+ br aq + bs

cp+ dr cq + ds

)
である. x ̸= −s

r
, − cq + ds

cp+ dr
,∞ の

場合, (fA◦fB)(x) = fA(fB(x)) =
apx+qrx+s + b

cpx+qrx+s + d
=

(ap+ br)x+ aq + bs

(cp+ dr)x+ cq + ds
= fAB(x) x = −s

r
の場合, (fA◦fB)(x) =

fA(fB(x)) = fA(∞) =
a

c
= fAB(x). x = − cq + ds

cp+ dr
の場合, fB(x) =

−p cq+dscp+dr + q

−r cq+dscp+dr + s
= −d

c
だから (fA◦fB)(x) =

fA(fB(x)) = ∞ = fAB(x) である. c = 0 または r = 0 の場合も同様にして (fA◦fB)(x) = fAB(x) が成り立つこと

が確かめられる.

(2) xn+1 = fA(xn) だから, (1)の結果より xn = (

n− 1 回の合成︷ ︸︸ ︷
fA◦fA◦ · · · ◦fA)(x1) = fAn−1(x1) が成り立つ. A の固有値を

α, β とすれば, これらは 2次方程式 x2 − (a+ d)x+ ad− bc = 0 の解だから α =
a+ d−

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2
,

β =
a+ d+

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2
で与えられる. また, α, β に対する固有ベクトルはそれぞれ

(
α− d

c

)
,

(
β − d

c

)

で与えられるため, P =

(
α− d β − d

c c

)
とおけば, 仮定から α ̸= β だから P は正則行列で P−1AP =

(
α 0

0 β

)

である. 従って A = P

(
α 0

0 β

)
P−1 だから, (α− d)(β − d) = −bc であることに注意すれば次の等式が得られる.

An = P

(
αn 0

0 βn

)
P−1 =

1

c(α− β)

(
α− d β − d

c c

)(
αn 0

0 βn

)(
c −β + d

−c α− d

)

=
1

α− β

(
(α− d)αn − (β − d)βn b(αn − βn)

c(αn − βn) −(β − d)αn + (α− d)βn

)

故に xn =
((α− d)αn−1 − (β − d)βn−1)x1 + b(αn−1 − βn−1)

c(αn−1 − βn−1)x1 − (β − d)αn−1 + (α− d)βn−1
=

(x1(α− d) + b)αn−1 − (x1(β − d) + b)βn−1

(cx1 − β + d)αn−1 − (cx1 − α+ d)βn−1
で

ある.

(3) A の固有値は α =
a+ d

2
のみで,

(
a−d
2

c

)
は α に対する固有ベクトルである. P =

(
a−d
2 1

c 0

)
とおけば, P

は正則で, 仮定から (a− d)2 + 4bc = 0 だから P−1AP = −1

c

(
0 −1

−c a−d
2

)(
a b

c d

)(
a−d
2 1

c 0

)
=

(
α 1

0 α

)
である.
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n による帰納法で

(
α 1

0 α

)n
=

(
αn nαn−1

0 αn

)
であることが示されるため, 次の等式が得られる.

An = P

(
αn nαn−1

0 αn

)
P−1 = −1

c

(
a−d
2 1

c 0

)(
αn nαn−1

0 αn

)(
0 −1

−c a−d
2

)

=

(
αn + 1

2nα
n−1(a− d) bnαn−1

cnαn−1 αn − 1
2nα

n−1(a− d)

)

故に xn =

(
αn−1 + 1

2 (n− 1)αn−2(a− d)
)
x1 + b(n− 1)αn−2

c(n− 1)αn−2x1 + αn−1 − 1
2 (n− 1)αn−2(a− d)

=
n((a− d)x1 + 2b) + 2dx1 − 2b

n(2cx1 − a+ d)− 2cx1 + 2a
である.

(4) 数列 {xn}∞n=1 が γ に収束すれば, γ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

axn + b

cxn + d
=
aγ + b

cγ + d
より, γ は方程式 x =

ax+ b

cx+ d
の

実数解である. この方程式の解は
a− d−

√
(a− d)2 + 4bc

2c
=
α− d

c
と
a− d+

√
(a− d)2 + 4bc

2c
=
β − d

c
で与えら

れ, (a+d)2− 4(ad− bc) = (a−d)2+4bc < 0 ならば x =
ax+ b

cx+ d
は実数解をもたない. 従って (a+d)2 < 4(ad− bc)

ならば数列 {xn}∞n=1 は収束しない.

xn =
α− d

c
または

β − d

c
ならば xn+1 = xn である. 従って x1 =

α− d

c
または

β − d

c
ならば, 数列 {xn}∞n=1 は

つねに一定の値をとるため収束する. 以後, x1 ̸= α− d

c
,
β − d

c
と仮定する.

(a+ d)2 > 4(ad− bc) の場合, a+ d < 0 ならば

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1 であり, a+ d > 0 ならば

∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣ < 1 だから, (2)の結果より

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(x1(α− d) + b)− (x1(β − d) + b)
(
β
α

)n−1

(cx1 − β + d)− (cx1 − α+ d)
(
β
α

)n−1 =
(α− d)x1 + b

cx1 − β + d
(a+ d < 0)

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(x1(α− d) + b)
(
α
β

)n−1 − (x1(β − d) + b)

(cx1 − β + d)
(
α
β

)n−1 − (cx1 − α+ d)
=

(β − d)x1 + b

cx1 − α+ d
(a+ d > 0)

(x − α)(x − β) = x2 − (a + d)x + ad − bc = (x − a)(x − d) − bc より (a − α)(a − β) = (d − α)(d − β) = −bc で
あることに注意すれば, (α− d)(cx1 − β + d) = c((α− d)x1 + b), (β − d)(cx1 − α+ d) = c((β − d)x1 + b) である.

従って, 上式から a+ d < 0 ならば lim
n→∞

xn =
α− d

c
=
a− d−

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2c
であり, a+ d > 0 ならば

lim
n→∞

xn =
β − d

c
=
a− d+

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2c
である. a+ d = 0 ならば α = −β だから

xn =
((a− β)(−1)n−1 − a− β)x1 + b((−1)n−1 − 1)

c((−1)n−1 − 1)x1 − (a+ β)(−1)n−1 + a− β
=

x1 nは奇数
ax1+b
cx1+d

nは偶数

であり, 仮定から x1 ̸= α− d

c
,
β − d

c
だから x1 ̸= ax1 + b

cx1 + d
である. 故に a+ d = 0 ならば, {xn}∞n=1 は収束しない.

(a + d)2 = 4(ad − bc) の場合, b = − (a− d)2

4c
, α = β =

a+ d

2
であり, 仮定より x1 ̸= a− d

2c
である. このとき,

(3)の結果から, 次の等式が得られる.

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(a− d)x1 + 2b+ 2dx1−2b
n

2cx1 − a+ d− 2cx1−2a
n

=
(a− d)x1 + 2b

2cx1 − a+ d
=

(a− d)x1 − (a−d)2
2c

2cx1 − a+ d
=
a− d

2c

以上から, (a + d)2 < 4(ad − bc) または a + d = 0 ならば {xn}∞n=1 は収束しない. (a + d)2 ≧ 4(ad − bc) の

場合, a + d < 0 ならば {xn}∞n=1 は
a− d−

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2c
に収束し, a + d > 0 ならば {xn}∞n=1 は

a− d+
√

(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2c
に収束する.
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(5) a = c = 1, b = 8, d = 3 の場合, (a+ d)2 − 4(ad− bc) = 36 > 0, a+ d = 4 > 0 だから, 上の結果から {xn}∞n=1

は
a− d+

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2c
= 2 に収束する.

23. (1) an+1 =
an + bn

2
≧

√
anbn = bn+1 だから, n ≧ 2 ならば bn ≦ an が成り立つ. 従って, n ≧ 2 ならば

an+1 − an =
bn − an

2
≦ 0,

bn+1

bn
=

√
an
bn

≧ 1 だから, {an}∞n=2 は単調減少数列, {bn}∞n=2 は単調増加数列である.

n ≧ 2 ならば an ≧ bn ≧ b2 だから {an}∞n=2 は下に有界であり, bn ≦ an ≦ a2 だから {bn}∞n=2 は上に有界である.

故に, 連続性の公理から {an}∞n=1 と {bn}∞n=1 は収束する. lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β とおき, an+1 =
an + bn

2
の両

辺の極限を考えると, α =
α+ β

2
がわかる. この等式からただちに α = β が得られる.

(2) an+1bn+1 =
2anbn
an + bn

an + bn
2

= anbn だから, すべての自然数 n に対して anbn = a1b1 = ab が成り立

つ. n ≧ 2 に対して an ≦
√
ab ≦ bn が成り立つことを n による帰納法で示す. a2 −

√
ab =

2ab

a+ b
−

√
ab =

−

√
ab
(√

a−
√
b
)2

a+ b
≦ 0, b2 −

√
ab =

a+ b

2
−

√
ab =

(√
a−

√
b
)2

2
≦ 0 だから, n = 2 のとき主張が成り立

つ. bn+1 =
an + bn

2
≧

√
anbn =

√
ab であり, この不等式から

2ab

an + bn
≦

√
ab だから an ≦

√
ab と仮定する

と
√
ab − an+1 =

√
ab − 2anbn

an + bn
=

√
ab − 2ab

an + bn
≧ 0 となるため, an+1 ≦

√
ab である. また, an+1 − an =

2anbn
an + bn

− an =
an(bn − an)

an + bn
≧ 0, bn − bn+1 = bn − an + bn

2
=
bn − an

2
≧ 0 だから, {an}∞n=1 は単調増加数列で

あり, {bn}∞n=1 は単調減少数列である. 故に {an}∞n=1 と {bn}∞n=1 は収束し, lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β とおけば,

an ≦
√
ab ≦ bn より, α ≦

√
ab ≦ β である. 一方, bn+1 =

an + bn
2

だから, n → ∞ とすれば β =
α+ β

2
が得られ

るため, α = β であることがわかる. 従って, α = β =
√
ab である

24. すべての自然数 nに対して an+1 < bn が成り立つことを nによる帰納法で示す. a < bより a1 =
a+ b

2
< b = b0

だから, n = 0 の場合は主張が成り立つ. an+1 < bn が成り立つと仮定すれば,

bn+1 − an+2 =
bn+1 − an+1

2
=

√
an+1

2

(√
bn −√

an+1

)
> 0

だから an+2 < bn+1 が成り立ち, 主張が示された. 従って an+1 − an =
bn − an

2
= bn − an+1 > 0 だから {an}∞n=1

は単調増加数列であり, bn+1 − bn =
√
bn
(√
an+1 −

√
bn
)
< 0 だから {bn}∞n=1 は単調減少数列である. さらに

a = a1 ≦ an < an+1 < bn ≦ b1 = b より {an}∞n=1 は上に有界, {bn}∞n=1 は下に有界である. 故に, {an}∞n=1 と

{bn}∞n=1 はともに収束し, lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β とおけば, an+1 =
an + bn

2
だから, n→ ∞とすればα =

α+ β

2
が得られるため, α = β であることがわかる.

0 < an < bn だから an = bn cos θn を満たす 0 < θn <
π

2
がただ一つ存在する. bn+1 cos θn+1 = an+1 =

bn(cos θn + 1)

2
= bn cos

2 θn
2
, bn+1 =

√
an+1bn = bn cos

θn
2
より bn cos

θn
2

cos θn+1 = bn cos
2 θn
2
だから cos θn+1 =

cos
θn
2
が得られる. θn+1 と

θn
2
はともに開区間

(
0, π2

)
に属し, この区間で cos は単射であるため, θn+1 =

θn
2
であ

る. このことと, θ0 = θ より, θn =
θ

2n
である. 従って, bn+1 = bn cos

θ

2n+1
だから, n ≧ 1 に対し,

bn = bn−1 cos
θ

2n
= bn−2 cos

θ

2n−1
cos

θ

2n
= · · · = b1 cos

θ

22
· · · cos θ

2n−1
cos

θ

2n
= b cos

θ

2
cos

θ

22
· · · cos θ

2n−1
cos

θ

2n

が成り立つ. このとき, bn =
b

2n−1

2n−1∑
i=1

cos
2i− 1

2n
θであることを nによる帰納法で示す. n = 1の場合は, b1 = b0 cos

θ

2
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だから, 主張は正しい. bn =
b

2n−1

2n−1∑
i=1

cos
2i− 1

2n
θ が成り立つと仮定すれば,

bn+1 = bn cos
θ

2n+1
=

b

2n−1

2n−1∑
i=1

cos
2i− 1

2n
θ cos

θ

2n+1
=

b

2n−1

2n−1∑
i=1

1

2

(
cos

4i− 3

2n+1
θ + cos

4i− 1

2n+1
θ

)

=
b

2n

2n−1∑
i=1

(
cos

2(2i− 1)− 1

2n+1
θ + cos

2(2i)− 1

2n+1
θ

)
=

b

2n

2n∑
j=1

cos
2j − 1

2n+1
θ

となるため, 主張が示された. そこで, f(x) = b cos(θx) で与えられる関数 f を考え, 閉区間 [0, 1] を 2n−1 等分して,

各小区間
[
i− 1

2n−1
,

i

2n−1

]
の中点

2i− 1

2n
をその代表点に選んで f のリーマン和

2n−1∑
i=1

f

(
2i− 1

2n

)
1

2n−1
をつくれば, 上

で示したことから, この値は bn に他ならない. 故に次の等式が成り立つ.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

b

2n−1

2n−1∑
i=1

cos
2i− 1

2n
θ = lim

n→∞

2n−1∑
i=1

f

(
2i− 1

2n

)
1

2n−1

=

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

b cos(θx)dx =

[
b

θ
sin(θx)

]1
0

=
b sin θ

θ

半径 r の円に外接する正 n角形の周囲の長さは 2nr tan
π

n
であり, 半径 r の円に内接する正 n角形の周囲の長

さは 2nr sin
π

n
だから an =

1

2n+2 tan π
2n+2

, bn =
1

2n+2 sin π
2n+2

が an+1 =
an + bn

2
と bn+1 =

√
an+1bn を満た

すことを確かめればよい.
an + bn

2
=

cos π
2n+2 + 1

2n+3 sin π
2n+2

=
cos 2π

2n+3 + 1

2n+3 sin 2π
2n+3

=
2 cos2 π

2n+3

2n+4 sin π
2n+3 cos

π
2n+3

=
cos π

2n+3

2n+3 sin π
2n+3

=

an+1, an+1bn =
cos π

2n+3

2n+3 sin π
2n+3

1

2n+2 sin π
2n+2

=
cos π

2n+3

2n+3 sin π
2n+3

1

2n+2 sin 2π
2n+3

=
1

22n+6 sin2 π
2n+3

= b2n+1 より, 確かに

an+1 =
an + bn

2
と bn+1 =

√
an+1bn が成り立つ.

25. (1)
an
an−1

=

(
1 +

1

n

)n+1(
1 +

1

n− 1

)−n

=
(n+ 1)n+1(n− 1)n

nn+1nn
=

(n+ 1)(n2 − 1)n

n2n+1
=

(
1 +

1

n

)(
1− 1

n2

)n
が

成り立つ. 二項定理より
(
1 +

1

n2

)n
= 1 + n

1

n2
+

n∑
r=2

nCr
1

n2r
≧ 1 +

1

n
だから (上式) ≦

(
1 +

1

n2

)n(
1− 1

n2

)n
=(

1− 1

n4

)n
< 1 が得られる. 従って an < an−1 となり, {an}∞n=1 は単調減少である.

(2) もし aN ≦ e となる自然数 N が存在すれば, (2)の結果から n ≧ N + 1 ならば an ≦ aN+1 < aN ≦ e である.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= e だから, 教科書の

定理 1.1の (6)から e ≦ aN+1 < e となって矛盾が生じる. 故に, すべての自然数 n に対して an > e である.

26. (1) nによる数学的帰納法で主張を示す. e > 1だから, n = 1のとき,主張は成り立つ. an =
nn

n!
とおけば

an+1

an
=

(n+ 1)n+1n!

(n+ 1)!nn
=

(
1 +

1

n

)n
より an+1 = an

(
1 +

1

n

)n
が成り立つため,

1

n
en−1 ≦ an ≦ en が成り立つと仮定して,

この各辺に
(
1 +

1

n

)n
をかければ

1

n
en−1

(
1 +

1

n

)n
≦ an+1 ≦ en

(
1 +

1

n

)n
が得られる. 数列

{(
1 +

1

n

)n}∞

n=1

は単調に増加して e に収束するため,

(
1 +

1

n

)n
< e である. よって, an+1 ≦ en

(
1 +

1

n

)n
< en+1 を得る. また,

問題 24の (2)の結果から
(
1 +

1

n

)n+1

≧ e であり, この左辺は
(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
=
n+ 1

n

(
1 +

1

n

)n
に等しい

ため, 両辺を n + 1 で割ると
1

n

(
1 +

1

n

)n
≧ 1

n+ 1
e が得られる. 従って an+1 ≧ 1

n
en−1

(
1 +

1

n

)n
≧ 1

n+ 1
en で

ある. 以上から
1

n+ 1
en ≦ an+1 ≦ en+1 が成り立つ.
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(2) (1)で示した不等式の各辺の n 乗根を考えれば,
1
n
√
n
e1−

1
n ≦ n

n
√
n!

≦ e が得られる. 教科書の問題 1.9の (2)よ

り, lim
n→∞

1
n
√
n
e1−

1
n =

(
lim
n→∞

1
n
√
n

)(
lim
n→∞

e1−
1
n

)
= e だから, はさみうちの原理により lim

n→∞

n
n
√
n!

= e である.

18



微積分学 I 演習問題 第2回 逆三角関数

1. (1) α = tan−1 1

3
とおくとき, 次の 　 にあてはまる自然数を求めよ.

tan 2α =
ア

イ
, tan

(π
4
− 2α

)
=

ウ

エ
, π = 8 tan−1 オ

カ
+ 4 tan−1 キ

ク
.

(2) β = tan−1 1

5
とおくとき, 次の 　 にあてはまる自然数を求めよ.

tan 2β =
ア

イ
, tan 4β =

ウ

エ
, tan

(
4β − π

4

)
=

オ

カ
, π = 16 tan−1 キ

ク
− 4 tan−1 ケ

コ
.

2. 次の関係式が成り立つことを示せ.

(1) sin
(
cos−1x

)
= cos

(
sin−1x

)
=

√
1− x2 (2) sin

(
2 cos−1x

)
= 2x

√
1− x2 (3) tan

(
cos−1x

)
=

√
1− x2

x

(4) tan
(
sin−1x

)
=

x√
1− x2

(5) cos
(
tan−1x

)
=

1√
1 + x2

(6) sin
(
tan−1x

)
=

x√
1 + x2

3. 次の等式を満たす x をそれぞれ求めよ.

(1) sin−1 x+ cos−1 1

3
=
π

2
(2) sin−1 x+ cos−1 1

3
=
π

4
(3) tan−1 x+ tan−1 1

2
=
π

3

(4) tan−1 x+ tan−1 1

3
=
π

4
(5) tan−1 x+ tan−1 2

5
=
π

4
(6) 2 cos−1 x = tan−1

√
15

4. 次の値を, 逆三角関数を用いずに表せ.

(1) sin−1 1√
5
− sin−1 3√

10
(2) tan−1 2

3
+ tan−1 1

5
(3) sin−1 2

3
+ sin−1

√
5

3

(4) cos−1 1√
13

+ sin−1 7

2
√
13

(5) tan−1 4

3
− tan−1 1

7
(6) cos−1 1√

5
+ cos−1 1√

10

(7) 2 tan−1 1

2
− tan−1 1

7
(8) 3 tan−1 1

4
+ tan−1 5

99
(9) cos−1 7

25
+ 2 cos−1 3

5

5. 次の関係式が成り立つことを示せ. ただし (1)では x > 0, (2)では −1 ≦ x < 1, (3)では |x| < 1, (4)では x < −1,

(6)では −1 < x ≦ 1 とする.

(1) 2 tan−1 x− tan−1 x
2 − 1

2x
=
π

2
(2) 2 tan−1

√
1 + x

1− x
− π

2
= sin−1 x (3) sin−1 2x

1 + x2
= tan−1 2x

1− x2

(4) tan−1 x+ tan−1 1− x

1 + x
= −3π

4
(5) tan

(
2 tan−1 ex − π

2

)
= sinhx (6) tan

(
1

2
cos−1x

)
=

√
1− x

1 + x

6. (発展問題) 等式 5 tan−1 1

7
+ 2 tan−1 3

79
=
π

4
が成り立つことを示せ.

7. (発展問題) α, β, γ ∈ [−1, 1] に対し, cos−1 α ≦ cos−1 β+cos−1 γ が成り立つためには α ≧ βγ−
√
1− β2

√
1− γ2

または β+γ < 0が成り立つことが必要十分であることを示せ. また,上の不等式の等号が成立するためには β+γ ≧ 0

かつ α = βγ −
√
1− β2

√
1− γ2 が成り立つことが必要十分であることを示せ.

8. (発展問題) 次の不等式を満たす xy平面上の点 (x, y) 全体からなる領域を図示せよ.

(1) −π
2
< tan−1 x+ tan−1 y <

π

2
(2) −π

2
≦ sin−1 x+ sin−1 y ≦ π

2

9. (発展問題) x, y ∈ R に対し, 次の等式が成り立つことを示せ.

tan−1x+ tan−1y =


tan−1 x+ y

1− xy
xy < 1

tan−1 x+ y

1− xy
+ π xy > 1, x > 0

tan−1 x+ y

1− xy
− π xy > 1, x < 0
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10. (発展問題) x, y ∈ [−1, 1] に対し, 次の等式が成り立つことを示せ.

sin−1x+ sin−1y =


sin−1

(
x
√
1− y2 + y

√
1− x2

)
xy ≦ 0またはx2 + y2 ≦ 1

cos−1
(√

1− x2
√

1− y2 − xy
)

x, y ≧ 0かつx2 + y2 ≧ 1

− cos−1
(√

1− x2
√

1− y2 − xy
)

x, y ≦ 0かつx2 + y2 ≧ 1

11. (発展問題) (1) (n+a)(n+b) > 1の場合, tan−1 1

n
= tan−1 1

n+ a
+tan−1 1

n+ b
が成り立つためには, ab = n2+1

が成り立つことが必要十分であることを示せ.

(2) 次の等式を示せ.

(i) tan−1 1

3
= tan−1 1

5
+ tan−1 1

8
(ii) tan−1 1

70
= tan−1 1

99
+ tan−1 1

239
(iii) tan−1 5

99
= tan−1 1

20
+ tan−1 1

1985

(3) 以下の値はすべて
π

4
に等しいことを示せ.

(i) tan−1 1

2
+ tan−1 1

5
+ tan−1 1

8
(ii) 4 tan−1 1

5
− tan−1 1

70
+ tan−1 1

99
(iii) 3 tan−1 1

4
+ tan−1 1

20
+ tan−1 1

1985

12. (発展問題) (1) |n| > 1 かつ (n+ a)(n+ b) > 1 の場合, 2 tan−1 1

n
= tan−1 1

n+ a
+ tan−1 1

n+ b
が成り立つため

には, (a+ b)(n2 + 1) + 2abn = 0 が成り立つことが必要十分であることを示せ.

(2) 次の等式を示せ.

(i) 2 tan−1 1

10
= tan−1 1

5
+ tan−1 1

515
(ii) 2 tan−1 1

408
= tan−1 1

239
+ tan−1 1

1393

(3) 以下の値はいずれも
π

4
に等しいことを示せ.

(i) 8 tan−1 1

10
− tan−1 1

239
− 4 tan−1 1

515
(ii) 4 tan−1 1

5
− 2 tan−1 1

408
+ tan−1 1

1393

13. (発展問題) 等式
π

4
= 12 tan−1 1

18
+ 8 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
= 6 tan−1 1

8
+ 2 tan−1 1

57
+ tan−1 1

239
が成り立つ

ことを示せ.

14. (発展問題) x, y の有理式 F (x, y) を F (x, y) =
x+ y

1− xy
によって定めるとき, 以下の問いに答えよ.

(1) F (0, x) = F (x, 0) = x, F (y, x) = F (x, y), F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)) が成り立つことを示せ.

(2) x1, x2, . . . , xn を変数とする有理式 Fn(x1, x2, . . . , xn) を帰納的に F1(x1) = x1,

Fn(x1, x2, . . . , xn) = F (Fn−1(x1, x2, . . . , xn−1), xn)

によって定める. このとき, 実数 x1, x2, . . . , xn に対して次の等式が成り立つことを示せ.

Fn(x1, x2, . . . , xn) =
Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

(3) x1, x2, . . . , xn を変数とする k次基本対称式
∑

1≦i1<i2<···<ik≦n
xi1xi2 · · ·xik を sk(x1, x2, . . . , xn) で表すとき, 実

数 x1, x2, . . . , xn に対して次の等式が成り立つことを示せ.

Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) =

[n+1
2 ]∑

k=1

(−1)k−1s2k−1(x1, x2, . . . , xn)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) = 1 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)ks2k(x1, x2, . . . , xn)
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とくに x1 = x2 = · · · = xn = x の場合, 次の等式が成り立つ.

Im(1 + ix)n =

[n+1
2 ]∑

k=1

(−1)k−1

(
n

2k − 1

)
x2k−1, Re(1 + ix)n = 1 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k
(
n

2k

)
x2k

(4) 実数 x1, x2, . . . , xn が m = 1, 2, · · · , n に対して Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixm) > 0 を満たすことと,

m = 1, 2, · · · , n に対して
∣∣tan−1x1 + tan−1x2 + · · ·+ tan−1xm

∣∣ < π

2
を満たすことは同値であることを示せ.

(5) 実数 x1, x2, . . . , xn が, m = 1, 2, · · · , n に対して
∣∣tan−1x1 + tan−1x2 + · · ·+ tan−1xm

∣∣ < π

2
を満たせば, 次

の等式が成り立つことを示せ.

tan−1x1 + tan−1x2 + · · ·+ tan−1xn = tan−1 Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

とくに 2以上の整数 n に対し, |x| < tan
π

2n
ならば n tan−1x = tan−1 Im(1 + ix)n

Re(1 + ix)n
である.

15. (発展問題) 以下の等式を示せ.

(1)
π

4
= 44 tan−1 1

57
+ 7 tan−1 1

239
− 12 tan−1 1

682
+ 24 tan−1 1

12943
(Störmerの公式)

(2)
π

4
= 22 tan−1 1

28
+ 2 tan−1 1

443
− 5 tan−1 1

1393
− 10 tan−1 1

11018
(Escottの公式)

(3)
π

4
= 12 tan−1 1

49
+ 32 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
+ 12 tan−1 1

110443
(高野喜久雄の公式)
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第 2回の演習問題の解答

1. (1) tanα =
1

3
だから tan の加法定理により

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
=

3

4
, tan

(π
4
− 2α

)
=

1− tan 2α

1 + tan 2α
=

1

7
.

一方 0 < α = tan−1 1

3
< tan−1 1√

3
=
π

6
より − π

12
<
π

4
− 2α <

π

4
だから最後の等式から

π

4
− 2α = tan−1 1

7
が得

られる. 従って π = 8α+ 4 tan−1 1

7
= 8 tan−1 1

3
+ 4 tan−1 1

7
. 以上から ア 3, イ 4, ウ 1, エ 7, オ 1, カ 3, キ 1, ク 7.

π

4
= 2 tan−1 1

3
+ tan−1 1

7
をハットンの公式という.

(2) tanβ =
1

5
だから tan の加法定理により

tan 2β =
2 tanβ

1− tan2 β
=

5

12
, tan 4β =

2 tan 2β

1− tan2 2β
=

120

119
, tan

(
4β − π

4

)
=

tan 4β − tan π
4

1 + tan 4β tan π
4

=
1

239
.

一方 0 < β = tan−1 1

5
< tan−1 1√

3
=
π

6
より −π

4
< 4β − π

4
<

5π

12
だから最後の等式から 4β − π

4
= tan−1 1

239
が

得られる. 従って π = 16β − 4 tan−1 1

239
= 16 tan−1 1

5
− 4 tan−1 1

239
. 以上から ア 5, イ 12, ウ 120, エ 119, オ 1,

カ 239, キ 1, ク 5, ケ 1, コ 239.
π

4
= 4 tan−1 1

5
− tan−1 1

239
をマチンの公式という.

2. (1) y = cos−1 x とおけば, 0 ≦ y ≦ π だから sin y ≧ 0 である. 従って sin y =
√

1− cos2 y となるため,

sin
(
cos−1 x

)
= sin y =

√
1− cos2 y =

√
1− (cos (cos−1 x))

2
=

√
1− x2 である. この結果と教科書の例題 1.6の

(1)から cos
(
sin−1 x

)
= cos

(π
2
− cos−1 x

)
= sin

(
cos−1 x

)
=

√
1− x2.

(2) sin の 2倍角公式と (1)から sin
(
2 cos−1 x

)
= 2 cos

(
cos−1 x

)
sin
(
cos−1 x

)
= 2x

√
1− x2.

(3) (1)から tan
(
cos−1 x

)
=

sin
(
cos−1 x

)
cos (cos−1 x)

=

√
1− x2

x
.

(4) (1)から tan
(
sin−1 x

)
=

sin
(
sin−1 x

)
cos
(
sin−1 x

) =
x√

1− x2
.

(5) y = tan−1 x とおけば, −π
2
< y <

π

2
だから cos y > 0 である. 従って 1 + tan2 y =

1

cos2 y
から cos y =

1√
1 + tan2 y

となるため, tan y = x より cos
(
tan−1 x

)
= cos y =

1√
1 + tan2 y

=
1√

1 + x2
.

(6) (5)と sin θ = tan θ cos θ から sin
(
tan−1 x

)
= tan

(
tan−1 x

)
cos
(
tan−1 x

)
=

x√
1 + x2

.

3. (1) 0 ≦ cos−1 1

3
≦ π だから−π

2
≦ π

2
−cos−1 1

3
≦ π

2
である. 故に sin−1 x =

π

2
−cos−1 1

3
より x = sin(sin−1 x) =

sin

(
π

2
− cos−1 1

3

)
= cos

(
cos−1 1

3

)
=

1

3
.

(2) まず 0 <
1

3
<

1

2
より

π

3
< cos−1 1

3
<

π

2
となるため, −π

4
<

π

4
− cos−1 1

3
<

π

12
である. 従って, 前問

の (1) の結果と sin−1 x =
π

4
− cos−1 1

3
より x = sin(sin−1 x) = sin

(
π

4
− cos−1 1

3

)
= sin

π

4
cos

(
cos−1 1

3

)
−

cos
π

4
sin

(
cos−1 1

3

)
=

1√
2

1

3
− 1√

2

√
1−

(
1

3

)2

=
1− 2

√
2

3
√
2

(3) まず 0 <
1

2
< 1 より 0 < tan−1 1

2
<

π

4
となるため,

π

12
<

π

3
− tan−1 1

2
<

π

3
である. 故に tan−1 x =

π

3
− tan−1 1

2
より x = tan(tan−1 x) = tan

(
π

3
− tan−1 1

2

)
=

tan π
3 − tan

(
tan−1 1

2

)
1 + tan π

3 tan
(
tan−1 1

2

) =

√
3− 1

2

1 +
√
3
2

=
2
√
3− 1√
3 + 2

=(
2
√
3− 1

) (
2−

√
3
)
= 5

√
3− 8.
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(4)まず 0 <
1

3
< 1より 0 < tan−1 1

3
<
π

4
となるため, 0 <

π

4
−tan−1 1

3
<
π

4
である. 故に tan−1x =

π

4
−tan−1 1

3

より x = tan(tan−1x) = tan

(
π

4
− tan−1 1

3

)
=

tan π
4 − tan

(
tan−1 1

3

)
1 + tan π

4 tan
(
tan−1 1

3

) =
1

2
. 従って

π

4
= tan−1 1

2
+ tan−1 1

3
が示

されたが, これはオイラーの公式と呼ばれるもののひとつである.

(5)まず 0 <
2

5
< 1より 0 < tan−1 2

5
<
π

4
となるため, 0 <

π

4
−tan−1 2

5
<
π

4
である. 故に tan−1x =

π

4
−tan−1 2

5

より x = tan(tan−1x) = tan

(
π

4
− tan−1 2

5

)
=

tan π
4 − tan

(
tan−1 2

5

)
1 + tan π

4 tan
(
tan−1 2

5

) =
3

7
.

(6) 0 < tan−1
√
15 <

π

2
だから, 2 cos−1 x = tan−1

√
15 を満たす x は区間 (0, 1) に存在する. 前問の (5) よ

り cos
(
2 cos−1 x

)
= cos

(
tan−1

√
15
)
=

1

4
である. 一方 cos

(
2 cos−1 x

)
= 2 cos

(
cos−1 x

)
− 1 = 2x2 − 1 だから

2x2 − 1 =
1

4
となるため, x =

√
10

4
である.

4. (1) α = sin−1 1√
5
, β = sin−1 3√

10
とおくと, sinα =

1√
5
, sinβ =

3√
10
だから, 問題 2の (1)より cosα =

2√
5
,

cosβ =
1√
10
である. また 0 <

1√
5
<

1

2
,

√
3

2
<

3√
10

< 1 より 0 < α <
π

6
,
π

3
< β <

π

2
である. 従って

−π
2
< α−β < −π

6
だから sin(α−β) = sinα cosβ−cosα sinβ =

1

5
√
2
− 6

5
√
2
= − 1√

2
より sin−1 1√

5
−sin−1 3√

10
=

α− β = −π
4
.

(2) α = tan−1 2

3
, β = tan−1 1

5
とおくと, tanα =

2

3
, tanβ =

1

5
である. また 0 <

2

3
< 1, 0 <

1

5
< 1 より

0 < α <
π

4
, 0 < β <

π

4
である. 従って 0 < α + β <

π

2
だから tan(α + β) =

tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
=

13
15
13
15

= 1 より

tan−1 2

3
+ tan−1 1

5
= α+ β =

π

4
.

(3) α = sin−1 2

3
, β = sin−1

√
5

3
とおくと, sinα =

2

3
, sinβ =

√
5

3
だから, 問題 2 の (1) より cosα =

√
5

3
,

cosβ =
2

3
である. また 0 <

2

3
< 1, 0 <

3√
10

< 1 より 0 < α <
π

2
, 0 < β <

π

2
である. 従って 0 < α+ β < π だか

ら cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ =

√
5

9
−

√
5

9
= 0 より sin−1 1√

5
+ sin−1 3√

10
= α+ β =

π

2
.

(4) α = cos−1 1√
13

, β = sin−1 7

2
√
13
とおくと, cosα =

1√
13

, sinβ =
7

2
√
13
だから, 問題 2 の (1) より

sinα =
2
√
3√
13

, cosβ =

√
3

2
√
13
である. また 0 <

1√
13

< 1, 0 <
7

2
√
13

< 1 より 0 < α <
π

2
, 0 < β <

π

2

である. 従って 0 < α + β < π だから cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sinβ =

√
3

26
− 14

√
3

26
= −

√
3

2
より

cos−1 1√
13

+ sin−1 7

2
√
13

= α+ β =
5π

6
.

(5) α = tan−1 4

3
, β = tan−1 1

7
とおくと, tanα =

4

3
, tanβ =

1

7
である. また

4

3
> 1, 0 <

1

7
< 1 より

π

4
< α <

π

2
, 0 < β <

π

4
である. 従って 0 < α − β <

π

2
だから tan(α − β) =

tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
=

25
21
25
21

= 1 より

tan−1 4

3
− tan−1 1

7
= α− β =

π

4
.

(6) α = cos−1 1√
5
, β = cos−1 1√

10
とおくと, cosα =

1√
5
, cosβ =

1√
10
だから, 問題 2の (1)より sinα =

2√
5
,

sinβ =
3√
10
である. また 0 <

1√
5
< 1, 0 <

1√
10

< 1 より 0 < α <
π

2
, 0 < β <

π

2
である. 従って 0 < α+ β < π

だから cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ =
1

5
√
2
− 6

5
√
2
= − 1√

2
より cos−1 1√

5
+ cos−1 1√

10
= α+ β =

3π

4
.

(7) α = tan−1 1

2
, β = tan−1 1

7
とおくと, tanα =

1

2
, tanβ =

1

7
, tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
=

4

3
である. また
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0 <
1

2
<

1√
3
, 0 <

1

7
<

1√
3
より 0 < α <

π

6
, 0 < β <

π

6
である. 従って −π

6
< 2α − β <

π

3
だから

tan(2α− β) =
tan 2α− tanβ

1 + tan 2α tanβ
=

25
21
25
21

= 1 より 2 tan−1 1

2
− tan−1 1

7
= α− β =

π

4
. この等式はベガの公式と呼ばれ

るが, ヘルマンまたはクラウゼンの発見であるという説もある.

(8) α = tan−1 1

4
, β = tan−1 5

99
とおくと, tanα =

1

4
, tanβ =

5

99
だから tan の加法定理から tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
=

8

15
, tan 3α =

tan 2α+ tanα

1− tan 2α tanα
=

47

52
, tan(3α + β) =

tan 3α+ tanβ

1 + tan 3α tanβ
=

4913
5148
4913
5148

= 1. 一方 0 < α =

tan−1 1

4
< tan−1 1√

3
=
π

6
, 0 < β = tan−1 5

99
< tan−1 1√

3
=
π

6
より 0 < 3α+ β <

2π

3
だから tan(3α+ β) = 1 か

ら 3 tan−1 1

4
+ tan−1 5

99
= 3α+ β =

π

4
が得られる. この等式はハットンの公式と呼ばれるもののひとつである.

(9) α = cos−1 7

25
, β = cos−1 3

5
とおくと, cosα =

7

25
, cosβ =

3

5
だから, 問題 2の (1)より sinα =

24

25
, sinβ =

4

5

である. よって cos 2β = − 7

25
, sin 2β =

24

25
である. また 0 <

7

25
< 1, 0 <

3

5
< 1 より 0 < α <

π

2
, 0 < β <

π

2

である. 従って 0 < α + 2β <
3π

2
だから cos(α + 2β) = cosα cos 2β − sinα sin 2β = − 49

625
− 576

625
= −1 より

cos−1 7

25
+ 2 cos−1 3

5
= α+ 2β = π.

5. (1) α = tan−1 x, β = tan−1 x
2 − 1

2x
とおけば x = tanα,

x2 − 1

2x
= tanβ. tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
=

2x

1− x2
,

tan
(π
2
− 2α

)
=

1

tan 2α
=

1− x2

2x
= − tanβ = tan(−β). x > 0 より 0 < α <

π

2
だから −π

2
<

π

2
− 2α <

π

2
, −π

2
< −β <

π

2
であることに注意すれば tan

(π
2
− 2α

)
= tan(−β) より π

2
− 2α = −β を得る. 従って

2 tan−1 x− tan−1 x
2 − 1

2x
= 2α− β =

π

2
.

(2) y = 2 tan−1

√
1 + x

1− x
− π

2
とおくと,

√
1 + x

1− x
= tan

(y
2
+
π

4

)
=

1 + tan y
2

1− tan y
2

だから

1 + x

1− x
=

(
1 + tan y

2

)2(
1− tan y

2

)2 =
1 + tan2 y2 + 2 tan y

2

1 + tan2 y2 − 2 tan y
2

=
sin2 y2 + cos2 y2 + 2 sin y

2 cos
y
2

sin2 y2 + cos2 y2 − 2 sin y
2 cos

y
2

=
1 + sin y

1− sin y

である. よって (1 + x)(1 − sin y) = (1 − x)(1 + sin y) だから x = sin y が得られる. また, −1 ≦ x < 1 ならば

−π
2
≦ y <

π

2
であるため, sin−1 x = y = 2 tan−1

√
1 + x

1− x
− π

2
である.

(3) y = sin−1 2x

1 + x2
とおくと, sin y =

2x

1 + x2
だから cos2 y = 1− sin2 y = 1− 4x2

(1 + x2)2
=

(
1− x2

1 + x2

)2

である.

y は sin−1 の値域に属するため, −π
2
≦ y ≦ π

2
である. よって cos y ≧ 0 であり, 仮定から −1 < x < 1 だから, 上式

より cos y =
1− x2

1 + x2
である. 従って tan y =

sin y

cos y
=

2x

1− x2
となるため, sin−1 2x

1 + x2
= y = tan−1 2x

1− x2
を得る.

(4) α = tan−1 x, β = tan−1 1− x

1 + x
とおくと tanα = x, tanβ =

1− x

1 + x
だから tan の加法定理から tan(α+ β) =

tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
=

x+ 1−x
1+x

1− x−x2

1+x

= 1 である. ここで x < −1 より
1− x

1 + x
= −1 +

2

1 + x
< −1 だから α, β < −π

4
であ

り, また α, β > −π
2
だから −π

2
< α + β +

π

2
< 0 である. この不等式と tan(α + β) = 1 より tan

(
α+ β +

π

2

)
=

− 1

tan(α+ β)
= −1 だから α+ β +

π

2
= −π

4
. 故に tan−1 x+ tan−1 1− x

1 + x
= α+ β = −π

2
− π

4
= −3π

4
である.

(5) y = 2 tan−1 ex − π

2
とおくと, tan−1ex =

y

2
+
π

4
だから, tan の加法定理から ex = tan

(y
2
+
π

4

)
=

tan y
2 + tan π

4

1− tan y
2 tan

π
4

=
1 + tan y

2

1− tan y
2

である. 故に sinhx =
ex − e−x

2
=

1

2

(
1 + tan y

2

1− tan y
2

−
1− tan y

2

1 + tan y
2

)
=

2 tan y
2

1− tan2 y2
=

tan
(y
2
+
y

2

)
= tan y.
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(6) y = 2 tan−1

√
1− x

1 + x
とおくと, −1 < x ≦ 1 より 0 ≦ y < π である. cos の 2倍角公式と問題 2の (5)の結

果を用いれば cos y = cos

(
2 tan−1

√
1− x

1 + x

)
= 2 cos2

(
tan−1

√
1− x

1 + x

)
− 1 =

2

1 + 1−x
1+x

− 1 = x が得られるため,

cos−1x = y = 2 tan−1

√
1− x

1 + x
である. 従って tan

(
1

2
cos−1x

)
=

√
1− x

1 + x
が成り立つ.

6. α = tan−1 1

7
とおくと, tanα =

1

7
だから tanの加法定理から tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
=

7

24
, tan 4α =

2 tan 2α

1− tan2 2α
=

336

527
, tan 5α =

tan 4α+ tanα

1− tan 4α tanα
=

2879

3353
. β = tan−1 3

79
とおくと, tanβ =

3

79
だから tan 2β =

2 tanβ

1− tan2 β
=

474

6232
.

よって, tan(5α+ 2β) =
tan 5α+ tan 2β

1− tan 5α tan 2β
= 1. 一方 0 < y <

π

2
ならば 0 < y < tan y だから, y = tan−1 x を代入

すれば, x > 0 ならば 0 < tan−1 x < x が成り立つことがわかる. 従って 0 < 5α+2β <
5

7
+

6

79
=

437

553
<
π

2
となる

ため, tan(5α + 2β) = 1 = tan
π

4
から 5 tan−1 1

7
+ 2 tan−1 3

79
= 5α + 2β =

π

4
である. この等式はオイラーの公式

と呼ばれるもののひとつである.

7. cos−1 α ≦ π だから, cos−1 β + cos−1 γ > π ならば与えられた不等式は成り立つ. 後者の不等式は cos−1 β >

π− cos−1 γ = cos−1(−γ) と同値で, cos−1 は狭義単調減少関数だから, これは β < −γ, すなわち β+γ < 0 と同値で

ある. β + γ ≧ 0 の場合, cos−1 β + cos−1 γ ≦ π だから, 与えられた不等式は cos(cos−1 α) ≦ cos(cos−1 β + cos−1 γ)

と同値であり, この左辺は α, 右辺は cos の加法定理と問題 2の (1)から βγ −
√
1− β2

√
1− γ2 に等しい. 従って,

与えられた不等式は β + γ < 0 または「β + γ ≧ 0 かつ α ≧ βγ −
√
1− β2

√
1− γ2」が成り立つことと同値であ

る. このことは β + γ < 0 または α ≧ βγ −
√
1− β2

√
1− γ2 が成り立つことと同値である. また上の議論から

cos−1 α = cos−1 β + cos−1 γ が成り立つためには β + γ ≧ 0 かつ α = βγ −
√
1− β2

√
1− γ2 が成り立つことが必

要十分である.

8. (1) x ≦ 0 ならば tan−1 x ≦ 0 であり, tan−1 y <
π

2
は任意の実数 y に対して成り立つため, x ≦ 0 の場合は

tan−1 x + tan−1 y <
π

2
が成り立つ. 同様に, y ≦ 0 ならば 任意の実数 x に対して, tan−1 x + tan−1 y <

π

2
が成

り立つ. x, y > 0 の場合, 0 < tan−1 y,
π

2
− tan−1 x <

π

2
であり, tan は区間

(
−π

2 ,
π
2

)
で単調増加だから, 不等式

tan−1 y <
π

2
− tan−1 x は y = tan

(
tan−1 y

)
< tan

(π
2
− tan−1 x

)
=

1

tan
(
tan−1 x

) =
1

x
と同値である. よって,

x, y > 0 の場合は不等式 tan−1 x+ tan−1 y <
π

2
は xy < 1 と同値である. 以上から, 不等式 tan−1 x+ tan−1 y <

π

2
が成り立つための条件は x ≦ 0 または y ≦ 0 または「x, y > 0 かつ xy < 1」である.

tan−1(−x) = − tan−1 x だから, 不等式 tan−1 x+ tan−1 y > −π
2
は tan−1(−x) + tan−1(−y) < π

2
と同値である.

上の結果から, この不等式が成り立つ条件は −x ≦ 0 または −y ≦ 0 または「−x,−y > 0 かつ (−x)(−y) < 1」であ

る. よって 不等式 tan−1 x+ tan−1 y > −π
2
が成り立つ条件は x ≧ 0 または y ≧ 0 または「x, y < 0 かつ xy < 1」

である. 従って, −π
2
< tan−1 x+ tan−1 y <

π

2
が成り立つ条件は xy < 1 であるため, この不等式を満たす (x, y) 全

体からなる領域は下の図の灰色の部分の境界を除いた部分である.

(2) y ≦ 0 ならば sin−1 y ≦ 0 ≦ π

2
− sin−1 x だから, 任意の x ∈ [−1, 1] に対して, 不等式 sin−1 x+sin−1 y ≦ π

2
が

成り立つ. 同様に, x ≦ 0 ならば 任意の y ∈ [−1, 1] に対して, 不等式 sin−1 x+ sin−1 y ≦ π

2
が成り立つ. x, y > 0 の

場合, 0 < sin−1 y,
π

2
− sin−1 x ≦ π

2
であり, sin は区間

[
−π

2 ,
π
2

]
で単調増加だから, 不等式 sin−1 y ≦ π

2
− sin−1 x は

y = sin
(
sin−1 y

)
≦ sin

(π
2
− sin−1 x

)
= cos

(
sin−1 x

)
=

√
1− x2 と同値である. よって, x, y > 0 の場合は不等式

sin−1 x+ sin−1 y ≦ π

2
は y ≦

√
1− x2, 従って x2 + y2 ≦ 1 と同値である. 以上から, 不等式 sin−1 x+ sin−1 y <

π

2
が成り立つための条件は x ≦ 0 または y ≦ 0 または「x, y > 0 かつ x2 + y2 ≦ 1」である.

sin−1(−x) = − sin−1 x だから, 不等式 sin−1 x+ sin−1 y ≧ −π
2
は sin−1(−x) + sin−1(−y) ≦ π

2
と同値である. 上

の結果から, この不等式が成り立つ条件は −x ≦ 0 または −y ≦ 0 または「−x,−y > 0 かつ (−x)2 + (−y)2 ≦ 1」
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である. よって 不等式 sin−1 x + sin−1 y ≧ −π
2
が成り立つ条件は x ≧ 0 または y ≧ 0 または「x, y < 0 かつ

x2 + y2 ≦ 1」である. 従って, −π
2
≦ sin−1 x+ sin−1 y ≦ π

2
が成り立つ条件は「−1 ≦ x ≦ 0 かつ 0 ≦ y ≦ 1」また

は「0 ≦ x ≦ 1 かつ −1 ≦ y ≦ 0」または x2 + y2 ≦ 1 であるため, この不等式を満たす (x, y) 全体からなる領域は

下の図の灰色の部分の境界を含んだ部分である.

x

y

xy = 1

(1)の領域

x

y

−1 1

−1

1
x2 + y2 = 1

(2)の領域

9. (1) α = tan−1 x, β = tan−1 y とおくと x = tanα, y = tanβ だから加法定理から tan(α+β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
=

x+ y

1− xy
である. xy < 1の場合,問題 8の (1)の結果から −π

2
< α+β <

π

2
だから,上の等式により tan−1 x+tan−1 y =

tan−1 x+ y

1− xy
である. xy > 1 の場合,

1

x

1

y
< 1 だから, 上の結果から tan−1 1

x
+ tan−1 1

y
= tan−1

1
x + 1

y

1− 1
xy

=

tan−1 y + x

xy − 1
= − tan−1 x+ y

1− xy
が成り立つ. 一方, x > 0 ならば tan−1 x+ tan−1 1

x
=
π

2
が成り立つため, xy > 1

かつ x > 0 ならば y > 0 でもあるので tan−1 1

x
=
π

2
− tan−1 x と tan−1 1

y
=
π

2
− tan−1 y が成り立つ. これら

を tan−1 1

x
+ tan−1 1

y
= − tan−1 x+ y

1− xy
に代入すれば π − tan−1 x − tan−1 y = − tan−1 x+ y

1− xy
が得られるため,

tan−1 x+ tan−1 y = tan−1 x+ y

1− xy
+ π である. xy > 1 かつ x < 0 ならば (−x)(−y) > 1 かつ −x > 0 だから, 上で

得た等式から tan−1(−x) + tan−1(−y) = tan−1 (−x) + (−y)
1− (−x)(−y)

+ π である. この左辺は − tan−1(−x)− tan−1(−y)

に等しく, 右辺は − tan−1 x+ y

1− xy
+ π に等しいため, tan−1 x+ tan−1 y = tan−1 x+ y

1− xy
− π である.

10. α = sin−1 x, β = sin−1 y とおくと x = sinα, y = sinβ だから問題 3の (1)から cosα =
√
1− x2, cosβ =√

1− y2 である. 従って sin の加法定理から sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ = x
√
1− y2 + y

√
1− x2 である.

xy ≦ 0または x2+y2 ≦ 1の場合,問題8の (2)の結果から−π
2
≦ α+β ≦ π

2
だから sin(α+β) = x

√
1− y2+y

√
1− x2

より sin−1x+sin−1y = sin−1
(
x
√
1− y2 + y

√
1− x2

)
を得る. x, y ≧ 0かつ x2+y2 ≧ 1の場合, α, β ≦ π

2
であるこ

とと問題8の (2)の解答から
π

2
≦ α+β ≦ πである. 一方 cos(α+β) = cosα cosβ−sinα sinβ =

√
1− x2

√
1− y2−xy

だから sin−1 x+ sin−1 y = α+ β = cos−1
(√

1− x2
√

1− y2 − xy
)
が得られる. x, y ≦ 0 かつ x2 + y2 ≧ 1の場合,

上で得た等式の x, y をそれぞれ −x, −y で置き換えれば, 右辺は − sin−1 x− sin−1 y であり, 左辺は変わらないた
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め, sin−1 x+ sin−1 y = − cos−1
(
xy −

√
1− x2

√
1− y2

)
が得られる.

11. (1) 問題 9の結果から tan−1 1

n+ a
+ tan−1 1

n+ b
= tan−1

1
n+a + 1

n+b

1− 1
n+a

1
n+b

= tan−1 2n+ a+ b

n2 + n(a+ b) + ab− 1
だから,

tan−1 1

n
= tan−1 1

n+ a
+ tan−1 1

n+ b
が成り立つためには,

1

n
=

2n+ a+ b

n2 + n(a+ b) + ab− 1
が成り立つことが必要十

分である. この等式の両辺に n(n2 + n(a+ b) + ab− 1) をかけて整理すれば ab = n2 + 1 が得られる.

(2) n = 3, a = 2, b = 5のとき, ab = n2+1が成り立つため, (1)の結果より (i)の等式が得られる. n = 70, a = 29,

b = 169 のとき, ab = n2 + 1 が成り立つため, (1)の結果より (ii)の等式が得られる. n =
99

5
, a =

1

5
, b =

9826

5
の

とき, ab = n2 + 1 が成り立つため, (1)の結果より (iii)の等式が得られる.

(3) 問題 3の (4)の結果 tan−1 1

2
+ tan−1 1

3
=
π

4
に (2)の (i)の結果 tan−1 1

3
= tan−1 1

5
+ tan−1 1

8
を代入すれば

(i)は
π

4
に等しいことがわかる. 問題 1の (2)の結果 4 tan−1 1

5
− tan−1 1

239
=
π

4
に (2)の (ii) の結果を移項して得

られる等式 tan−1 1

239
= tan−1 1

70
− tan−1 1

99
を代入すれば (ii)は

π

4
に等しいことがわかる. 問題 4の (8)の結果

3 tan−1 1

4
+ tan−1 5

99
=
π

4
に (2)の (iii) の結果 tan−1 5

99
= tan−1 1

20
+ tan−1 1

1985
を代入すれば (iii)は

π

4
に等し

いことがわかる.

12. (1) 問題 9 の結果から 2 tan−1 1

n
=

1
n + 1

n

1− 1
n

1
n

=
2n

n2 − 1
, tan−1 1

n+ a
+ tan−1 1

n+ b
= tan−1

1
n+a + 1

n+b

1− 1
n+a

1
n+b

=

tan−1 2n+ a+ b

n2 + n(a+ b) + ab− 1
だから, tan−1 1

n
= tan−1 1

n+ a
+ tan−1 1

n+ b
が成り立つためには,

2n

n2 − 1
=

2n+ a+ b

n2 + n(a+ b) + ab− 1

が成り立つことが必要十分である. この等式の両辺に (n2 − 1)(n2 + n(a + b) + ab − 1) をかけて整理すれば

(a+ b)(n2 + 1) + 2abn = 0 が得られる.

(2) n = 10, a = −5, b = 505 のとき, (a+ b)(n2 + 1) + 2abn = 0 が成り立つため, (1)の結果より (i)の等式が得

られる. n = 408, a = −169, b = 985 のとき, (a+ b)(n2 + 1) + 2abn = 0 が成り立つため, (1)の結果より (ii)の等

式が得られる.

(3) 問題 1 の (2) の結果 4 tan−1 1

5
− tan−1 1

239
=

π

4
に (2) の (i) の結果の両辺を 4 倍して移項して得られる

等式 4 tan−1 1

5
= 8 tan−1 1

10
− 4 tan−1 1

515
を代入すれば (i) は

π

4
に等しいことがわかる. 問題 1 の (2) の結果

4 tan−1 1

5
− tan−1 1

239
=
π

4
に (2)の (ii)の結果を移項して得られる等式 tan−1 1

239
= 2 tan−1 1

408
− tan−1 1

1393
を

代入すれば (ii)は
π

4
に等しいことがわかる.
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13. 問題 9と問題 1の (1)の結果を用いると

12 tan−1 1

18
+ 8 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
= 8

(
tan−1 1

18
+ tan−1 1

57

)
+ 5

(
tan−1 1

18
− tan−1 1

239

)
− tan−1 1

18

= 8 tan−1 3

41
+ 5 tan−1 17

331
− tan−1 1

18

= 5

(
tan−1 3

41
+ tan−1 17

331

)
+ 2 tan−1 3

41
+ tan−1 3

41
− tan−1 1

18

= 5 tan−1 1

8
+ 2 tan−1 3

41
+ tan−1 1

57

= 2

(
tan−1 1

8
+ tan−1 3

41

)
+ 2 tan−1 1

8
+ tan−1 1

8
+ tan−1 1

57

= 2

(
tan−1 1

5
+ tan−1 1

8

)
+ tan−1 1

7
= 2 tan−1 1

3
+ tan−1 1

7
=
π

4

2 tan−1 1

18
+ tan−1 1

57
− tan−1 1

8
− tan−1 1

239
=

(
tan−1 1

18
+ tan−1 1

57

)
+

(
tan−1 1

18
− tan−1 1

239

)
− tan−1 1

8

= tan−1 3

41
+ tan−1 17

331
− tan−1 1

8
= tan−1 1

8
− tan−1 1

8
= 0

であり,

(
12 tan−1 1

18
+ 8 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239

)
−
(
6 tan−1 1

8
+ 2 tan−1 1

57
+ tan−1 1

239

)
は

6

(
2 tan−1 1

18
+ tan−1 1

57
− tan−1 1

8
− tan−1 1

239

)

に等しいため, 12 tan−1 1

18
+ 8 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
= 6 tan−1 1

8
+ 2 tan−1 1

57
+ tan−1 1

239
が得られる.

14. (1) F (0, x) = F (x, 0) = x は F (x, y) の定義から明らか. F (y, x) =
y + x

1− yx
=

x+ y

1− xy
= F (x, y) であり,

F (F (x, y), z) =
F (x, y) + z

1− F (x, y)z
=

x+y
1−xy + z

1− x+y
1−xy z

=
x+ y + z − xyz

1− xy − yz − xz

F (x, F (y, z)) =
x+ F (y, z)

1− xF (y, z)
=

x+ y+z
1−yz

1− x y+z
1−yz

=
x+ y + z − xyz

1− xy − yz − xz

だから F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)) が成り立つ.

(2) nによる数学的帰納法で主張を示す. n = 1 の場合, F1(x1) = x1 =
Im(1 + ix1)

Re(1 + ix1)
だから, 主張が成り立つ.

n ≧ 2 に対して Fn−1(x1, x2, . . . , xn−1) =
Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)
が成り立つと仮定する.

α = Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1), β = Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)

とおくと (1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1) = α+ βi だから

(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)(1 + ixn) = (α+ βi)(1 + ixn) = α− βxn + i(αxn + β)

である. 従って Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) = αxn + β, Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) = α− βxn である.

Fn(x1, x2, . . . , xn) の定義と上の仮定から Fn(x1, x2, . . . , xn−1) =
β

α
だから

Fn(x1, x2, . . . , xn) = F (Fn−1(x1, x2, . . . , xn−1), xn) =
Fn−1(x1, x2, . . . , xn−1) + xn
1− Fn−1(x1, x2, . . . , xn−1)xn

=
β
α + xn

1− β
αxn

=
αxn + β

α− βxn
=

Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)
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が得られる. 故に n のときも主張が成り立つ.

(3) x1, x2, . . . , xn の多項式として (1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) = 1 +
n∑
k=1

sk(x1, x2, . . . , xn) が成り立つ. k次基

本対称式 sk(x1, x2, . . . , xn) は k次同次式だから sk(ix1, ix2, . . . , ixn) = iksk(x1, x2, . . . , xn) が成り立つため,

(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) = 1 +

n∑
k=1

sk(ix1, ix2, . . . , ixn) = 1 +

n∑
k=1

iksk(x1, x2, . . . , xn)

= 1 +

[n2 ]∑
k=1

i2ks2k(x1, x2, . . . , xn) +

[n+1
2 ]∑

k=1

i2k−1s2k−1(x1, x2, . . . , xn)

= 1 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)ks2k(x1, x2, . . . , xn) + i

[n+1
2 ]∑

k=1

(−1)k−1s2k−1(x1, x2, . . . , xn)

が得られる. 従って Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) =
[n+1

2 ]∑
k=1

(−1)k−1s2k−1(x1, x2, . . . , xn) と

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) = 1 +
[n2 ]∑
k=1

(−1)ks2k(x1, x2, . . . , xn) が成り立つ. sk(x1, x2, . . . , xn) は 1, 2, . . . , n

の中から k個の異なる数字 i1 < i2 < · · · < ik を選ぶ組み合わせに対して得られる単項式 xi1xi2 · · ·xik をすべて加え

たものだから
(
n

k

)
個の項をもつ. 従って x1 = x2 = · · · = xn = x の場合, sk(x1, x2, . . . , xn) =

(
n

k

)
xk だから, 上

で示した結果から Im(1 + ix)n =
[n+1

2 ]∑
k=1

(−1)k−1

(
n

2k − 1

)
x2k−1, Re(1 + ix)n = 1 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k
(
n

2k

)
x2k が得られる.

(4) θk = tan−1xk とおくと |θk| <
π

2
であり,

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixm) = Re
(cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 + i sin θ2) · · · (cos θm + i sin θm)

cos θ1 cos θ2 · · · cos θm

= Re
cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm) + i sin(θ1 + θ2 + · · ·+ θm)

cos θ1 cos θ2 · · · cos θm

=
cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm)

cos θ1 cos θ2 · · · cos θm

だから, Re(1+ ix1)(1+ ix2) · · · (1+ ixm) > 0 は cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm) > 0 と同値である. 従って m = 1, 2, · · · , n
に対して cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm) > 0 であることと m = 1, 2, · · · , n に対して |θ1 + θ2 + · · ·+ θm| < π

2
であること

が同値であることを示せばよい. m = 1, 2, · · · , n に対して cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm) > 0 であることを仮定する. こ

のとき k = 1, 2, · · · , n に対して |θ1 + θ2 + · · ·+ θk| <
π

2
が成り立つことを示す. k = 1 の場合, |θ1| <

π

2
だから主

張が成り立つ. |θ1 + θ2 + · · ·+ θk−1| <
π

2
が成り立つと仮定すれば, |θk| <

π

2
だから |θ1 + θ2 + · · ·+ θk−1 + θk| < π

である. はじめの仮定から cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θk) > 0 だから, |θ1 + θ2 + · · ·+ θk| <
π

2
が成り立つため k による数

学的帰納法で上の主張が成り立つ. 逆に m = 1, 2, · · · , n に対して |θ1 + θ2 + · · ·+ θm| < π

2
ならば m = 1, 2, · · · , n

に対して cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θm) > 0 であることは明らかである.

(5) nによる数学的帰納法で主張を示す. n = 1 の場合, Im(1 + ix1) = x1, Re(1 + ix1) = 1 だから, 主張が成

り立つ. tan−1x1 + tan−1x2 + · · · + tan−1xn−1 = tan−1 Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1)
が成り立つと仮定す

る. α, β を (2)の解答のように定めると, 仮定と (4)の結果より α = Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn−1) > 0 かつ

α− βxn = Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn) > 0 だから
βxn
α

< 1 である. 従って帰納法の仮定と問題 9の結果から

tan−1x1 + tan−1x2 + · · ·+ · · ·+ tan−1xn−1 + tan−1xn = tan−1 β

α
+ tan−1xn = tan−1

β
α + xn

1− β
αxn

= tan−1αxn + β

α− βxn
= tan−1 Im(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)

Re(1 + ix1)(1 + ix2) · · · (1 + ixn)
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が得られる. x1 = x2 = · · · = xn = x の場合, m = 1, 2, · · · , n に対して
∣∣m tan−1x

∣∣ < π

2
が成り立つことは

|x| < tan
π

2n
が成り立つことと同値だから, 上の結果から n tan−1x = tan−1 Im(1 + ix)n

Re(1 + ix)n
が得られる.

14. (1) 問題 9の結果を用いる．

44 tan−1 1

57
+ 7 tan−1 1

239
− 12 tan−1 1

682
+ 24 tan−1 1

12943

= 7

(
tan−1 1

57
+ tan−1 1

239

)
+ 12

(
tan−1 1

57
− tan−1 1

682

)
+ 24

(
tan−1 1

57
+ tan−1 1

12943

)
+ tan−1 1

57

= 7 tan−1 148

6811
+ 12 tan−1 5

311
+ 24 tan−1 4

227
+ tan−1 1

57

= 7 tan−1 148

6811
+ 12

(
tan−1 5

311
+ tan−1 1816

51513

)
+ tan−1 1

57
= 7 tan−1 148

6811
+ 12 tan−1 17

331
+ tan−1 1

57

= 7 tan−1 148

6811
+ 6 tan−1 5627

54636
+ tan−1 1

57
= 6

(
tan−1 148

6811
+ tan−1 5627

54636

)
+ tan−1 148

6811
+ tan−1 1

57

= 6 tan−1 1

8
+ tan−1 15247

388079
· · · (∗)

ここで α = tan
π

12
とおくと tan の加法定理から

1√
3
= tan

π

6
=

2α

1− α2
より α2 + 2

√
3α − 1 = 0 が成り立つ.

α > 0 だから tan
π

12
= α = 2 −

√
3 > 0.2 >

1

8
となり, 問題 14の (5)の結果を用いることができて, 6 tan−1 1

8
=

tan−1 Im(8 + i)6

Re(8 + i)6
= tan−1 186416

201663
が成り立つ. 従って (∗) = tan−1 186416

201663
+ tan−1 15247

388079
= tan−1 1 =

π

4
である.

(2) 問題 9と問題 6の結果を用いる．

22 tan−1 1

28
+ 2 tan−1 1

443
− 5 tan−1 1

1393
− 10 tan−1 1

11018

= 2

(
tan−1 1

28
+ tan−1 1

443

)
+ 5

(
2 tan−1 1

28
− tan−1 1

1393

)
+ 10

(
tan−1 1

28
− tan−1 1

11018

)
= 2 tan−1 3

79
+ 5

(
tan−1 56

783
− tan−1 1

1393

)
+ 10 tan−1 14

393

= 2 tan−1 3

79
+ 5

(
tan−1 3089

43631
+ 2 tan−1 14

393

)
= 2 tan−1 3

79
+ 5

(
tan−1 3089

43631
+ tan−1 11004

154253

)
= 2 tan−1 3

79
+ 5 tan−1 1

7
=
π

4

(3) 12 tan−1 1

49
+ 32 tan−1 1

57
− 5 tan−1 1

239
+ 12 tan−1 1

110443
から (1)の等式の右辺

44 tan−1 1

57
+ 7 tan−1 1

239
− 12 tan−1 1

682
+ 24 tan−1 1

12943

を引いた式 12 tan−1 1

49
− 12 tan−1 1

57
− 12 tan−1 1

239
+ 12 tan−1 1

682
− 24 tan−1 1

12943
+ 12 tan−1 1

110443
が 0 であ

ることを問題 9の結果を用いて示す.

12 tan−1 1

49
− 12 tan−1 1

57
− 12 tan−1 1

239
+ 12 tan−1 1

682
− 24 tan−1 1

12943
+ 12 tan−1 1

110443

= 12

(
tan−1 1

49
− tan−1 1

57
− tan−1 1

239
+ tan−1 1

682
− 2 tan−1 1

12943
+ tan−1 1

110443

)
= 12

(
tan−1 4

1397
− tan−1 443

162999
− tan−1 12943

83760624
+ tan−1 1

110443

)
= 12

(
tan−1 4

1397
+ tan−1 1

110443
− tan−1 443

162999
− tan−1 12943

83760624

)
= 12

(
tan−1 369

128467
− tan−1 369

128467

)
= 0
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微積分学 I 演習問題 第3回 関数の極限と無限小・無限大の位数

1. 必要ならば lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

log(x+ 1)

x
= lim

x→0

sinx

x
= 1, lim

x→±∞

(
1 +

1

x

)x
= e であることを用いて, 次の極限

値を求めよ. ただし (2)の a, b は正の実数, (17)の m, p は負でない整数, n, q は正の整数, (21)では a ̸= 0 とする.

(1) lim
x→0

(log | sinx| − log |x|) (2) lim
x→0

ax − bx

x
(3) lim

x→0

1− cosx

x2
(4) lim

x→0

1− cos3 x

x2

(5) lim
x→0

(log(1− cosx)− 2 log |x|) (6) lim
x→+0

1

1 + e
1
x

(7) lim
x→0

eax + ebx − 2

x
(8) lim

x→π
2

cosx

π − 2x

(9) lim
x→0

log((1 + x)(1 + x2))

x
(10) lim

x→0

tan−1 x

x
(11) lim

x→0

tan−1(sin−1 x)

x
(12) lim

x→−0

1

1 + e
1
x

(13) lim
x→+0

2 sin−1(1− x)− π√
x

(14) lim
x→0

tan−1 x

sin−1 x
(15) lim

x→∞
x
(π
2
− tan−1 x

)
(16) lim

x→0

cosx− 1

x sinx

(17) lim
x→0

(1 + x)
m
n − (1− x)

p
q

x
(18) lim

x→0
(1 + ax)

1
x (19) lim

x→+0

cos−1(1− x2)

x
(20) lim

x→+0

xx − 1

x log x

(21) lim
n→∞

(an+ b)n

(an+ c)n

2. aを実数または ±∞, αを正の実数とし, f , g, F , Gを aを含む開区間 (ただし a = ∞のときは (c,∞), a = −∞の
ときは (−∞, c) の形の開区間)で定義された関数とする. lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0 と lim

x→a
|F (x)| = lim

x→a
|G(x)| = ∞

が成り立つとき, 次の 　 にあてはまる文字を入れよ.

(1) lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0 ならば f は g より ア 位の無限 イ といい, g は f より ウ 位の無限 エ という. また,

lim
x→a

f(x)

g(x)
が存在して 0 でないとき, f と g は オ 位の無限 カ という.

(2) lim
x→a

F (x)

G(x)
= 0 ならば F は G より ア 位の無限 イ といい, G は F より ウ 位の無限 エ という. また,

lim
x→a

F (x)

G(x)
が存在して 0 でないとき, F と G は オ 位の無限 カ という.

(3) a が実数の場合, lim
x→a

f(x)

|x− a|α
が存在して 0 でないとき, f は ア 位の無限 イ といい, a = ±∞ の場

合, lim
x→a

|x|αf(x) が存在して 0 でないとき, f は ウ 位の無限 エ という.

(4) a が実数の場合, lim
x→a

|x− a|αF (x) が存在して 0 でないとき, F は ア 位の無限 イ といい, a = ±∞ の場

合, lim
x→a

F (x)

|x|α
が存在して 0 でないとき, F は ウ 位の無限 エ という.

3. 以下の関数について, 無限小または無限大の位数を求めよ.

(1) 1− cosx (x→ 0) (2)
x− 1

x3 + 1
(x→ ∞) (3)

x3 + 1

x− 1
(x→ ∞) (4)

1

ex − 1
(x→ 0)

(5)
√
x6 + 1 (x→ ∞) (6)

1

tanx
(x→ π

2
) (7)

1

log(1 + x2)
(x→ 0) (8)

π

2
− tan−1 x (x→ ∞)

(9)
1

sin 1
x

(x→ ∞) (10)
√
x4 + 1− x2 (x→ ∞)

4. 任意の正の実数 α に対して lim
x→0

e−
1
x2

|x|α
= 0 であることを示せ.

5. (0, ε)上の関数 f がつねに正の値をとり,実数 αに対し, lim
x→+0

f(x)

xα
が 0でない値に収束するとき, lim

x→+0
f(x)

1
log x =

eα であることを示せ.

6. (発展問題) f , g を区間 (a,∞) 上の関数とし, α, β ̸= 0 に対し, lim
x→∞

f(x)

xα
と lim

x→∞

g(x)

xβ
がともに正の値に収束す

るとする. このとき lim
x→∞

log f(x)

log g(x)
=
α

β
であることを示せ.
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第 3回の演習問題の解答

1. (1) lim
x→0

(log | sinx| − log |x|) = lim
x→0

log

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣ limx→0

sinx

x

∣∣∣∣ = log 1 = 0

(2) lim
x→0

ax − bx

x
= lim
x→0

ex log a − 1− ex log b + 1

x
= log a lim

x→0

ex log a − 1

x log a
− log b lim

x→0

ex log b − 1

x log b
= log a− log b

(3) lim
x→0

1− cosx

x2
= lim
x→0

2 sin2 x2
x2

= lim
x→0

1

2

(
sin x

2
x
2

)2

=
1

2

(
lim
x→0

sin x
2

x
2

)2

=
1

2

(4) lim
x→0

1− cos3 x

x2
= lim
x→0

(1− cosx)(1+ cosx+cos2 x)

x2
= lim
x→0

1− cosx

x2
lim
x→0

(1 + cosx+ cos2 x) =
3

2

(5) log の連続性と (3)の結果から lim
x→0

(log(1− cosx)− 2 log |x|) = lim
x→0

log

(
1− cosx

x2

)
= log

(
lim
x→0

1− cosx

x2

)
= log

1

2
= − log 2.

(6) x→ +0 のとき,
1

x
→ ∞ だから e

1
x → ∞ である. 従って lim

x→+0

1

1 + e
1
x

= 0.

(7) ab ̸= 0 のとき, lim
x→0

eax + ebx − 2

x
= lim

x→0

(
eax − 1

x
+
ebx − 1

x

)
= a lim

x→0

eax − 1

ax
+ b lim

x→0

ebx − 1

bx
= a + b.

a ̸= 0, b = 0 のときは lim
x→0

eax + ebx − 2

x
= lim

x→0

eax − 1

x
= a lim

x→0

eax − 1

ax
= a = a + b, a = 0, b ̸= 0 のときは

lim
x→0

eax + ebx − 2

x
= lim
x→0

ebx − 1

x
= b lim

x→0

ebx − 1

bx
= b = a+ b であり, a = b = 0 のときは lim

x→0

eax + ebx − 2

x
= 0 =

a+ b である. 従って, lim
x→0

eax + ebx − 2

x
= a+ b である.

(8) y =
π

2
− x とおくと x =

π

2
− y であり x → π

2
のとき y → 0 だから lim

x→π
2

cosx

π − 2x
= lim

y→0

cos
(
π
2 − y

)
2y

=

lim
y→0

sin y

2y
=

1

2
.

(9) lim
x→0

log((1 + x)(1 + x2))

x
= lim

x→0

(
log(1 + x)

x
+

log(1 + x2)

x2
x

)
= lim

x→0

log(1 + x)

x
+ lim
x→0

log(1 + x2)

x2
lim
x→0

x =

1 + 0 = 1

(10) y = tan−1 xとおくと x→ 0のとき, y → 0であり, x = tan yだから lim
x→0

tan−1 x

x
= lim
y→0

y

tan y
= lim
y→0

cos y
sin y
y

=

lim
y→0

cos y

lim
y→0

sin y
y

= 1.

(11) x→ 0のとき sin−1 x→ 0だから, 教科書の定理 1.8と (10)の結果から lim
x→0

tan−1(sin−1 x)

sin−1 x
= lim
y→0

tan−1 y

y
=

1. 故に, 教科書の問題 1.6の (4)の結果から lim
x→0

tan−1(sin−1 x)

x
= lim
x→0

tan−1(sin−1 x)
sin−1 x
sin−1 x
x

=
lim
x→0

tan−1(sin−1 x)
sin−1 x

lim
x→0

sin−1 x
x

=
1

1
= 1.

(12) x→ −0 のとき,
1

x
→ −∞ だから e

1
x → 0 である. 従って lim

x→−0

1

1 + e
1
x

= 1.

(13) y =
π

2
− sin−1(1 − x) とおくと, x → +0 のとき, y → +0 であり, sin−1(1 − x) =

π

2
− y だから 1 − x =

sin
(π
2
− y
)
= cos y となるため

√
x =

√
1− cos y である. 従って (2)の結果を用いれば lim

x→+0

2 sin−1(1− x)− π√
x

=

lim
y→+0

−2y√
1− cos y

= lim
y→+0

−2√
1−cos y
y2

=
−2√

lim
y→+0

1−cos y
y2

= −2
√
2

(14) (10)と教科書の問題 1.6の (4)の結果から lim
x→0

tan−1 x

sin−1 x
= lim
x→0

tan−1 x
x

sin−1 x
x

=
lim
x→0

tan−1 x
x

lim
x→0

sin−1 x
x

=
1

1
= 1

(15) y =
π

2
− tan−1 x とおくと x→ ∞ のとき y → +0 であり, x = tan

(π
2
− y
)
=

1

tan y
だから
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lim
x→∞

x
(π
2
− tan−1 x

)
= lim
y→+0

y

tan y
= lim
y→+0

cos y
sin y
y

= 1

(16) (3)の結果を用いれば lim
x→0

cosx− 1

x sinx
= − lim

x→0

1− cosx

x2 sin x
x

= −1

2
.

(17)
(1 + x)

m
n − (1− x)

p
q

x
=

(1 + x)
m
n − 1

x
− (1− x)

p
q − 1

x
であり, y = (1 + x)

1
n , z = (1 − x)

1
q とおけば

x = yn − 1 = 1− zq かつ x→ 0 のとき y, z → 1 だから

lim
x→0

(1 + x)
m
n − 1

x
= lim
y→1

ym − 1

yn − 1
= lim
y→1

(y − 1)(ym−1 + ym−2 + · · ·+ 1)

(y − 1)(yn−1 + yn−2 + · · ·+ 1)
= lim
y→1

ym−1 + ym−2 + · · ·+ 1

yn−1 + yn−2 + · · ·+ 1
=
m

n
,

lim
x→0

(1− x)
p
q − 1

x
= lim
z→1

zp − 1

1− zq
= lim
z→1

(z − 1)(zp−1 + zp−2 + · · ·+ 1)

(1− z)(zq−1 + zq−2 + · · ·+ 1)
= − lim

z→1

zp−1 + zp−2 + · · ·+ 1

zq−1 + zq−2 + · · ·+ 1
= −p

q

従って lim
x→0

(1 + x)
m
n − (1− x)

p
q

x
= lim
x→0

(1 + x)
m
n − 1

x
− lim
x→0

(1− x)
p
q − 1

x
=
m

n
+
p

q
.

(18) lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x
= e より lim

t→0
(1 + t)

1
t = e だから lim

x→0
(1 + ax)

1
x = lim

x→0

(
(1 + ax)

1
ax

)a
= ea.

(19) y = cos−1(1 − x2) とおけば任意の x ∈
(
−
√
2,
√
2
)
に対して 0 ≦ y ≦ π だから cos y ≧ 0 である. 従って

x > 0 ならば x =
√
1− cos y であり, x→ +0 のとき, y → +0 だから, (3)の結果を用いると

lim
x→+0

cos−1(1− x2)

x
= lim
y→+0

y√
1− cos y

= lim
y→+0

1√
1−cos y
y2

=
1√

lim
y→+0

1−cos y
y2

=
√
2.

(20) y = x log x とおくと, xx = ex log x = ey であり, 教科書の問 1.18から x → +0 のとき y → 0 となるため

lim
x→+0

xx − 1

x log x
= lim
y→0

ey − 1

y
= 1

(21) b = c ならば, 任意の自然数 n に対して
(an+ b)n

(an+ c)n
= 1 だから lim

n→∞

(an+ b)n

(an+ c)n
= 1 である. b ̸= c の場合,

lim
n→∞

(an+ b)n

(an+ c)n
= lim
n→∞

(
1 +

b− c

an+ c

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1
a
b−cn+ c

b−c

)n

= lim
n→∞

(1 + 1
a
b−cn+ c

b−c

) a
b−cn+

c
b−c
(
1 +

1
a
b−cn+ c

b−c

)− c
b−c


b−c
a

= lim
n→∞

(1 + 1
a
b−cn+ c

b−c

) a
b−cn+

c
b−c


b−c
a

lim
n→∞

(
1 +

1
a
b−cn+ c

b−c

)− c
a

= e
b−c
a

2. (1) ア高, イ小, ウ低, エ小, オ同, カ小 (2) ア低, イ大, ウ高, エ大, オ同, カ大

(3) ア α, イ小, ウ α, エ小 (4) ア α, イ大, ウ α, エ大

3. (1) 演習問題 1の (3)から lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
̸= 0 より x→ 0 のとき, 1− cosx は無限小の位数 2である.

(2) lim
x→∞

x−1
x3+1

1
x2

= lim
x→∞

x3 − x2

x3 + 1
= lim
x→∞

1− 1
x

1 + 1
x3

= 1 より x→ ∞ のとき,
x− 1

x3 + 1
は無限小の位数 2である.

(3) lim
x→∞

x3+1
x−1

x2
= lim
x→∞

x3 + 1

x3 − x2
= lim
x→∞

1 + 1
x3

1− 1
x

= 1 より x→ ∞ のとき,
x3 + 1

x− 1
は無限大の位数 2である.

(4) lim
x→0

1
ex−1

1
x

= lim
x→0

1
ex−1
x

=
1

lim
x→0

ex−1
x

= 1 より x→ 0 のとき,
1

ex − 1
は無限大の位数 1である.

(5) lim
x→∞

√
x6 + 1

x3
= lim
x→∞

√
1 +

1

x3
= 1 より x→ ∞ のとき

√
x6 + 1 は無限大の位数 3である.
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(6) y =
π

2
− x とおくと x =

π

2
− y であり x → π

2
のとき y → 0 だから lim

x→π
2

1
tan x

x− π
2

= lim
y→0

cos
(
π
2 − y

)
y sin

(
π
2 − y

) =

lim
y→0

sin y

y cos y
= lim
y→0

sin y

y
lim
y→0

1

cos y
= 1. 従って, x→ π

2
のとき,

1

tanx
は無限小の位数 1である.

(7) lim
x→∞

1
log(1+x2)

1
x2

= lim
x→∞

1
log(1+x2)

x2

=
1

lim
x→∞

log(1+x2)
x2

=
1

1
= 1 より x→ 0 のとき

1

log(1 + x2)
は無限大の位数 2

である.

(8) y = tan−1 x とおくと x → ∞ のとき y → π

2
− 0 であり, x = tan y だから lim

x→∞
x
(π
2
− tan−1 x

)
=

lim
y→π

2 −0
tan y

(π
2
− y
)
である. さらに z =

π

2
−y とおけば y → π

2
−0のとき z → +0だから lim

y→π
2 −0

tan y
(π
2
− y
)
=

lim
z→+0

z tan
(π
2
− z
)
= lim
z→+0

z

sin z
cos z = 1 ̸= 0 となるため, x→ ∞ のとき,

π

2
− tan−1 x は無限小の位数 1である.

(9) y =
1

x
とおくと x→ ∞ のとき y → +0 だから lim

x→∞

1

x sin 1
x

= lim
y→+0

y

sin y
= 1 ̸= 0 となるため, x→ ∞ のと

き,
1

sin 1
x

は無限大の位数 1である.

(10) lim
x→∞

x2
(√
x4 + 1− x2

)
= lim

x→∞

x2√
x4 + 1 + x2

= lim
x→∞

1√
1 + 1

x4 + 1
=

1

2
より x→ ∞ のとき

√
x4 + 1− x2

は無限小の位数 2である.

4. y =
1

x2
とおくと |x| = y−

1
2 であり, x→ 0 のとき y → ∞ である. 教科書の問 1.17より, 任意の正の実数 α に対

して lim
x→0

e−
1
x2

|x|α
= lim
y→∞

y
α
2 e−y = 0 である.

5. lim
x→+0

f(x)

xα
= a とおき, (0, ε) 上の関数 g, φ を g(x) =

f(x)

xα
, φ(x) = f(x)

1
log x で定めると lim

x→+0
g(x) = a > 0,

f(x) = xαg(x) だから

lim
x→+0

logφ(x) = lim
x→+0

log f(x)

log x
= lim
x→+0

α log x+ log g(x)

log x
= lim
x→+0

(
α+

log g(x)

log x

)
= α

である. 従って lim
x→+0

f(x)
1

log x = lim
x→+0

elogφ(x) = e
lim
x→+0

logφ(x)
= eα である.

6. lim
x→∞

f(x)

xα
= p, lim

x→∞

g(x)

xβ
= q とおくと, ρ1 > a で, 条件「x ≧ ρ1 ならば

∣∣∣∣f(x)xα
− p

∣∣∣∣ < p

2
かつ

∣∣∣∣g(x)xβ
− q

∣∣∣∣ < q

2
」

を満たすものがある. 従って x ≧ ρ1 ならば
pxα

2
< f(x) <

3pxα

2
,
qxβ

2
< g(x) <

3xβq

2
であり, 各辺の対数をとれば

α log x+ log
p

2
< log f(x) < α log x+ log

3p

2
, β log x+ log

q

2
< log g(x) < β log x+ log

3q

2
· · · (∗)

が得られる. ここで ρ = max

{
ρ1,

(
2

p

) 1
α

,

(
2

3p

) 1
α

,

(
2

q

) 1
β

,

(
2

3q

) 1
β

}
とおき, 以後 x > ρ とする.

α, β > 0 の場合, α log x+ log
p

2
> 0 かつ β log x+ log

q

2
> 0 だから (∗)より次の不等式が成り立つ.

α log x+ log p
2

β log x+ log 3q
2

<
log f(x)

log g(x)
<
α log x+ log 3p

2

β log x+ log q
2

α < 0, β > 0 の場合, α log x+ log
3p

2
< 0 かつ β log x+ log

q

2
> 0 だから (∗)より次の不等式が成り立つ.

α log x+ log p
2

β log x+ log q
2

<
log f(x)

log g(x)
<
α log x+ log 3p

2

β log x+ log 3q
2
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α > 0, β < 0 の場合, α log x+ log
p

2
> 0 かつ β log x+ log

3q

2
< 0 だから (∗)より次の不等式が成り立つ.

α log x+ log 3p
2

β log x+ log 3q
2

<
log f(x)

log g(x)
<
α log x+ log p

2

β log x+ log q
2

α, β < 0 の場合, α log x+ log
3p

2
< 0 かつ β log x+ log

3q

2
< 0 だから (∗)より次の不等式が成り立つ.

α log x+ log 3p
2

β log x+ log q
2

<
log f(x)

log g(x)
<

α log x+ log p
2

β log x+ log 3q
2

一方, lim
x→∞

log x = ∞ だから

lim
x→∞

α log x+ log p
2

β log x+ log 3q
2

= lim
x→∞

α log x+ log 3p
2

β log x+ log q
2

= lim
x→∞

α log x+ log p
2

β log x+ log q
2

= lim
x→∞

α log x+ log 3p
2

β log x+ log 3q
2

=
α

β

が成り立つため, いずれの場合でも lim
x→∞

log f(x)

log g(x)
=
α

β
が成り立つ.
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微積分学 I 演習問題 第4回 導関数

1. 次の関数の導関数を求めよ.

(1) (x+ 2)3(x3 − 4)5 (2)
x4 − 1

x3 + 2
(3)

(x− 1)(x− 2)

(x+ 1)2
(4)

cx+ d√
ax2 + bx+ c

(5) (x− 3)
√
x2 + 2x+ 3 (6)

(
x+

√
x2 + 2

)7
(7)

√
1− xn

1 + xn
(8)

sinx

1 + cosx
(9) cos3(2x3) (10) (9x2 − 6x− 7)ex

3

(11)
√
1 + ex (12) x2e

1
x

(13) e−3x(sin 3x+ cos 3x) (14) e−x sin2 x (15) log(log x) (16) log | cosx|

(17) log
(√
x− a+

√
x− b

)
(18) (log(ex + 1))2 (19)

(log |x|)2

x
(20) log

√
x− 1

x2 + 3

(21) log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣ (22) log(sin(ex)) (23) sin−1(2x2 − 1) (24)
4√
3
tan−1 2x+ 1√

3

(25) cos−1 1

x
(26) tan−1 1

x
(27) tan−1 2x

1− x2
(28) tan−1 x

2 − 1

2x

(29) tan−1 x− 1

x+ 1
(30) cos−1 1− x

1 + x
(31) cos−1 1

x2 + 1
(32) sin−1 x

2 − 1

x2 + 1

(33) tan−1 x
2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
(34) cos−1 2x

x2 + 1
(35) sin−1

√
1− x2 (36) sin−1

√
x+ 1

2

(37) tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
(38) tan−1

√
x2 − 1 (39) cos−1 1√

x2 + 1
(40) tan−1 1√

x2 + 1

(41) tan−1

(√
a− b

a+ b
tan

x

2

)
(42) sin−1 x√

x2 + 1
(43) cos−1

(
2x

√
1− x2

)
(44) sin−1

√
1− e2x

(45)
√
1 + x2 sin(tan−1 x) (46) log(sin−1(ex)) (47) sin−1 ex

ex + e−x
(48) tan−1 e

x − e−x

ex + e−x

(49) sin−1(tan−1 x) (50) sin−1
√
1− sinx (51) x3x

2

(52) (a+ x)
1
x

(53) xx
a

(54) (cosx)cos x (55) (tanx)sin x (56) x(log x)
a

(57) tan
(
xsin x

)
(58) (log x)

1
x (59) esin

−1 x (60) (cos−1 x)log x

(61) log(sin−1 x) (62) sin−1(log x) (63) tan−1
√
1 + x2 (64) tan−1

√
1− x

1 + x
(65) log(sin−1(tan−1 x)) (66) log

(
tan−1(ex)

)
(67) tan−1(sin−1 x) (68) tan−1(sin−1 x2)

(69) log(tan−1(sin−1 x)) (70)
√
log x (71) sin−1

(√
log x

)
(72)

√
ex log x

(73) sin−1(log(tan−1 x)) (74) sin−1
(√
ex log x

)
(75) sin−1(ex) (76) tan−1(ex)

(77) tan−1(log(sin−1 x)) (78) sin−1
√
1− e2x

2. f : R → R を f(x) =

x2 log |x| x ̸= 0

0 x = 0
で定めるとき, 以下の問いに答えよ.

(1) f の 0 における微分係数 f ′(0) を求めよ.

(2) lim
x→0

f ′(x) を求めよ.

(3) f ′ は 0 で連続か? 理由を付けて答えよ.

(4) f ′ は 0 で微分可能か? 理由を付けて答えよ.

3. 関数 f : (0,∞) → (0,∞) を f(x) =
e−x

x
で定義する.

(1) f は狭義単調減少関数であることを示し, さらに f は全射であることを示せ.

(2) f の逆関数 f−1 : (0,∞) → (0,∞) の
1

e
における微分係数 (f−1)′

(
1

e

)
を求めよ.

4. (1) f : [−1,∞) →
[
− 1
e ,∞

)
を f(x) = xex で定めれば, f は全単射であるが (証明不要), f の逆関数 f−1 :[

− 1
e ,∞

)
→ [−1,∞) の 0 と e における微分係数を求めよ.

(2) f :
(
e−1,∞

)
→
(
e−e

−1

,∞
)
を f(x) = xx で定めれば, f は全単射であるが (証明不要), f(e) = ee であること

に注意して, f の逆関数 f−1 :
(
e−e

−1

,∞
)
→
(
e−1,∞

)
の ee における微分係数を求めよ.
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(3) f : (0, e) →
(
0, e

1
e

)
を f(x) = x

1
x で定めれば, f は全単射であるが (証明不要), f

(
1

e

)
=

1

ee
であることに注

意して, f の逆関数 f−1 :
(
0, e

1
e

)
→ (0, e) の

1

ee
における微分係数を求めよ.

(4) f : (−1, 1) →
(
− tan−1 3, tan−1 3

)
を f(x) = tan−1

(
6

π
sin−1 x

)
で定義される関数とするとき, f

(
1

2

)
=
π

4

であることに注意して, f の逆関数 f−1 :
(
− tan−1 3, tan−1 3

)
→ (−1, 1) の

π

4
における微分係数を求めよ.

(5) f : R → R を f(x) = x− 1 + sin−1

(
2

π
tan−1 x

)
で定義される関数とする. f(1) の値を求め，この値におけ

る f の逆関数 f−1 : R → R の微分係数を求めよ.

5. 関数 f, g :
(
−
√
2,
√
2
)
→ R をそれぞれ f(x) = x2 cos−1(1 − x2), g(x) = x cos−1(1 − x2) によって定めるとき,

以下の問いに答えよ.

(1) f , g の 0 における微分係数を求めよ.

(2) lim
x→0

f ′(x), lim
x→0

g′(x) を求めよ.

(3) f , g の導関数は 0 で微分可能か? 理由を付けて答えよ.

(4) f , gの定義域を (0, 1)に制限して得られる関数も f, g : (0, 1) →
(
0, π2

)
で表すとき, f

(
1√
2

)
=
π

6
, g
(

1√
2

)
=

π

3
√
2

であることに注意して, f , g の逆関数の, それぞれ
π

6
,

π

3
√
2
における微分係数を求めよ.

6. (発展問題) I を開区間, f : I → R は I の各点で微分可能であるとする. a, b ∈ I, a < b に対し, f(a) < f(b) か

つ f ′(a) = f ′(b) = 0 ならば
f(c)− f(a)

c− a
= f ′(c) を満たす a < c < b が存在することを示せ.

7. (発展問題) l, n を 0でない実数, m を自然数とする. x の多項式 f(x) で
(

f(x)

xn(1 + xm)l

)′

=
1

xn+1(1 + xm)l+1

満たすものが存在するための, l, m, n の条件を求めよ. さらに, このような多項式 f(x) が存在するとき, f(x) を求

めよ.
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第 4回の演習問題の解答

1. (1) ((x+ 2)3(x3 − 4)5)′ = ((x+ 2)3)′(x3 − 4)5 + (x+ 2)3((x3 − 4)5)′ =

3(x+ 2)2(x3 − 4)5 + 15x2(x+ 2)3(x3 − 4)4 = (x+ 2)2(x3 − 4)4(18x3 + 30x2 − 12)

(2)

(
x4 − 1

x3 + 2

)′

=
(x4 − 1)′(x3 + 2)− (x4 − 1)(x3 + 2)′

(x3 + 2)2
=

4x3(x3 + 2)− 3x2(x4 − 1)

(x3 + 2)2
=
x6 + 8x3 + 3x2

(x3 + 2)2

(3)

(
(x− 1)(x− 2)

(x+ 1)2

)′

=
((x− 1)(x− 2))′(x+ 1)2 − (x− 1)(x− 2)((x+ 1)2)′

(x+ 1)4
=

(2x− 3)(x+ 1)− 2(x− 1)(x− 2)

(x+ 1)3
=

5x− 7

(x+ 1)3

(4)

(
cx+ d√

ax2 + bx+ c

)′

= (cx+ d)′(ax2 + bx+ c)−
1
2 + (cx+ d)

(
(ax2 + bx+ c)−

1
2

)′
=

c(ax2+bx+c)−
1
2 −(cx+d)

(
ax+

b

2

)
(ax2+bx+c)−

3
2 = (ax2+bx+c)−

3
2

(
c
(
ax2 + bx+ c

)
− (cx+ d)

(
ax+

b

2

))
=

1

2
(ax2 + bx+ c)−

3
2 ((bc− 2ad)x+ 2c2 − bd)

(5)
(
(x− 3)

√
x2 + 2x+ 3

)′
= (x− 3)′

√
x2 + 2x+ 3 + (x− 3)

(√
x2 + 2x+ 3

)′
=

√
x2 + 2x+ 3 +

(x− 3)(x+ 1)√
x2 + 2x+ 3

=
x2 + 2x+ 3 + (x− 3)(x+ 1)√

x2 + 2x+ 3
=

2x2√
x2 + 2x+ 3

(6)
((
x+

√
x2 + 2

)7)′
= 7

(
x+

√
x2 + 2

)6 (
x+

√
x2 + 2

)′
= 7

(
x+

√
x2 + 2

)6(
1 +

x√
x2 + 2

)
(7)

(√
1− xn

1 + xn

)′

=
1

2

√
1 + xn

1− xn

(
1− xn

1 + xn

)′

=

√
1 + xn

1− xn
−nxn−1(1 + xn)− nxn−1(1− xn)

2(1 + xn)2
=

−nxn−1

√
1− xn

√
(1 + xn)

3

(8)

(
sinx

1 + cosx

)′

=
(sinx)′(1 + cosx)− sinx(1 + cosx)′

(1 + cosx)2
=

cosx(1 + cosx) + sin2 x

(1 + cosx)2
=

1 + cosx

(1 + cosx)2
=

1

1 + cosx

(9)
(
cos3(2x3)

)′
= −3 sin(2x3) cos2(2x3)(2x3)′ = −18x2 sin(2x3) cos2(2x3)

(10)
(
(9x2 − 6x− 7)ex

3
)′

= ((9x2 − 6x− 7))′ex
3

+ (9x2 − 6x− 7)
(
ex

3
)′

=

(18x− 6)ex
3

+ 3x2(9x2 − 6x− 7)ex
3

= 3(9x4 − 6x3 − 7x2 + 6x− 2)ex
3

= 3(x− 1)(x+ 1)(9x2 − 6x+ 2)ex
3

(11)
(√

1 + ex
)′

=
(1 + ex)′

2
√
1 + ex

=
ex

2
√
1 + ex

(12)
(
x2e

1
x

)′
= (x2)′e

1
x + x2

(
e

1
x

)′
= 2xe

1
x − e

1
x = (2x− 1)e

1
x

(13)
(
e3x(sin 3x+ cos 3x)

)′
=
(
e3x
)′
(sin 3x+ cos 3x) + e3x(sin 3x+ cos 3x)′ =

3e3x(sin 3x+ cos 3x) + e3x(3 cos 3x− 3 sin 3x)′ = 6e3x cos 3x

(14)
(
e−x sin2 x

)′
= (e−x)′ sin2 x+ e−x(sin2 x)′ = e−x sinx(2 cosx− sinx)

(15) (log(log x))′ =
(log x)′

log x
=

1

x log x

(16) (log | cosx|)′ = (cosx)′

cosx
=

− sinx

cosx
= − tanx

(17)
(
log
(√
x− a+

√
x− b

))′
=

(√
x− a+

√
x− b

)′
√
x− a+

√
x− b

=

1
2
√
x−a + 1

2
√
x−b√

x− a+
√
x− b

=
1

2
√

(x− a)(x− b)

(18)
(
(log(ex + 1))2

)′
= 2(log(ex + 1))′ log(ex + 1) = 2

ex

ex + 1
log(ex + 1) =

2ex log(ex + 1)

ex + 1

(19)

(
(log |x|)2

x

)′

=
((log |x|)2)′

x
+ (log |x|)2

(
1

x

)′

=
2 log |x|
x2

− (log |x|)2

x2
=

log |x|(2− log |x|)
x2

(20)

(
log

√
x− 1

x2 + 3

)′

=

(
1

2
log(x− 1)− 1

2
log(x2 + 3)

)′

=
1

2(x− 1)
− x

x2 + 3

(21)
(
log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣)′ = (
x+

√
x2 − 1

)′
x+

√
x2 − 1

=
1 + x√

x2−1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1
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(22) (log(sin(ex)))
′
=

(sin(ex))′

sin(ex)
=
ex cos(ex)

sin(ex)

(23)
(
sin−1(2x2 − 1)

)′
=

(2x2 − 1)′√
1− (2x2 − 1)2

=
4x√

4x2 − 4x4
=

 2√
1−x2

0 < x < 1

− 2√
1−x2

−1 < x < 0
であるが,

sin−1(2x2 − 1) =

2 sin−1 x− π
2 0 ≦ x ≦ 1

−2 sin−1 x− π
2 −1 ≦ x ≦ 0

· · · (∗)

が成り立つため,
(
sin−1 x

)′
=

1√
1− x2

から
(
sin−1(2x2 − 1)

)′
=

 2√
1−x2

0 < x < 1

− 2√
1−x2

−1 < x < 0
は明らかである. また,

sin−1(2x2−1)は 0で微分不可能である. 実際, (∗)と教科書の問題 1.6の (4)から lim
x→+0

sin−1(2x2 − 1)− sin−1(−1)

x
=

lim
x→+0

2 sin−1 x

x
= 2, lim

x→−0

sin−1(2x2 − 1)− sin−1(−1)

x
= lim
x→−0

−2 sin−1 x

x
= −2 となるため sin−1(2x2 − 1) の 0に

おける左右の微分係数は一致しない.

[(∗)の証明] x = cos
θ

2
(0 ≦ θ ≦ 2π)とおくと教科書の例題 1.6の (1) から θ = 2 cos−1 x = π − 2 sin−1 x であり,

2x2 − 1 = 2 cos2
θ

2
− 1 = cos θ が成り立つため, cos−1(2x2 − 1) = cos−1(cos θ) が得られる. ここで, 0 ≦ x ≦ 1 のと

きは 0 ≦ θ ≦ π だから cos−1(cos θ) = θ = π − 2 sin−1 x, −1 ≦ x ≦ 0 のときは 0 ≦ θ − π ≦ π だから, 教科書の問

1.11の (2)から cos−1(cos θ) = cos−1(− cos(θ−π)) = π− cos−1(cos(θ−π)) = π− (θ−π) = 2π− θ = π+2 sin−1 x

である. 従って

sin−1(2x2 − 1) =
π

2
− cos−1(2x2 − 1) =

π

2
− cos−1(cos θ) =

2 sin−1 x− π
2 0 ≦ x ≦ 1

−2 sin−1 x− π
2 −1 ≦ x ≦ 0

(24)

(
4√
3
tan−1 2x+ 1√

3

)′

=
4

√
3

(
1 +

(
2x+1√

3

)2) 2√
3
=

2

x2 + x+ 1

(25)

(
cos−1 1

x

)′

=
−1√

1−
(
1
x

)2
(
1

x

)′

=
1

x
√
x2 − 1

(26)

(
tan−1 1

x

)′

= (tan−1)′
(
1

x

)(
1

x

)′

=
1

1 +
(
1
x

)2(− 1

x2

)
= − 1

1 + x2

[別解] tan−1 x + tan−1 1

x
=

π
2 x > 0

−π
2 x < 0

が成り立つ. 実際 x > 0 の場合は教科書の問 1.11 の (4) の結果であ

り, x < 0 ならば −x > 0 だから tan−1 1

x
= tan−1

(
− 1

−x

)
= − tan−1 1

−x
= −π

2
+ tan−1(−x) = −π

2
− tan−1x

が成り立つ. 上の等式の両辺の導関数を考えれば
(
tan−1 x

)′
+

(
tan−1 1

x

)′

= 0 で,
(
tan−1 x

)′
=

1

1 + x2
だから(

tan−1 1

x

)′

= − 1

1 + x2
である.

(27)

(
tan−1 2x

1− x2

)′

=

(
2x

1−x2

)′
1 +

(
2x

1−x2

)2 =

2(1−x2)−2x(−2x)
(1−x2)2

1 + 4x2

(1−x2)2

=
2(1 + x2)

(1 + x2)2
=

2

1 + x2
であるが,

tan−1 2x

1− x2
=


2 tan−1 x+ π x < −1

2 tan−1 x |x| < 1

2 tan−1 x− π x > 1

· · · (∗)

39



が成り立つため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
tan−1 2x

1− x2

)′

=
2

1 + x2
は明らかである.

[(∗) の証明] x = tan
θ

2
(|θ| < π) とおくと θ = 2 tan−1 x であり,

2x

1− x2
=

2 tan θ
2

1− tan2 θ2
= tan θ が成り立つた

め, tan−1 2x

1− x2
= tan−1(tan θ) が得られる. ここで, x < −1 のときは 0 < θ + π <

π

2
だから tan−1(tan θ) =

tan−1(tan(θ+π)) = θ+π = 2 tan−1 x+π, −1 < x < 1のときは −π
2
< θ <

π

2
だから tan−1(tan θ) = θ = 2 tan−1 x,

x > 1 のときは −π
2
< θ − π < 0 だから tan−1(tan θ) = tan−1(tan(θ − π)) = θ − π = 2 tan−1 x− π である.

(28)

(
tan−1 x

2 − 1

2x

)′

=

(
x2−1
2x

)′
1 +

(
x2−1
2x

)2 =
4x2−2(x2−1)

4x2

1 + (x2−1)2

4x2

=
2(x2 + 1)

(x2 + 1)2
=

2

1 + x2
であるが,

tan−1 x
2 − 1

2x
=

2 tan−1 x− π
2 x > 0

2 tan−1 x+ π
2 x < 0

· · · (∗)

が成り立つため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
tan−1 x

2 − 1

2x

)′

=
2

1 + x2
は明らかである.

[(∗)の証明]第 3回の演習問題の 5の (3)より x > 0の場合は tan−1 x
2 − 1

2x
= 2 tan−1 x− π

2
であり, x < 0の場合は,

この式の x に −x を代入すれば− tan−1 x
2 − 1

2x
= −2 tan−1 x− π

2
が得られるため, tan−1 x

2 − 1

2x
= 2 tan−1 x+

π

2
である.

(29)

(
tan−1 x− 1

x+ 1

)′

=

(
x−1
x+1

)′
1 +

(
x−1
x+1

)2 =

2
(x+1)2

1 + (x−1)2

(x+1)2

=
2

(x+ 1)2 + (x− 1)2
=

1

x2 + 1
であるが,

tan−1 x− 1

x+ 1
=

tan−1 x− π
4 x > −1

tan−1 x+ 3π
4 x < −1

· · · (∗)

が成り立つため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
tan−1 x− 1

x+ 1

)′

=
1

x2 + 1
は明らかである.

[(∗)の証明] x < −1 ならば第 3回の演習問題の 5の (6)から tan−1 x− 1

x+ 1
= − tan−1 1− x

1 + x
= tan−1 x+

3π

4
である.

x > −1 の場合, y =
1− x

1 + x
とおくと xy = x

1− x

1 + x
= 3−

(
1 + x+

2

1 + x

)
= 3− 2

√
2−

(
√
1 + x−

√
2√

1 + x

)2

≦

3−2
√
2 < 1となるため, (x, y)は第 3回の演習問題の 9の (1)の不等式を満たす. このとき,

x+ y

1− xy
=

x+ 1−x
1+x

1− x 1−x
1+x

= 1

であることに注意すれば, 第 3回の演習問題の 5の (1)から, tan−1 x+tan−1 1− x

1 + x
= tan−1 1 =

π

4
が得られる. 従っ

て x > −1 ならば tan−1 x− 1

x+ 1
= − tan−1 1− x

1 + x
= tan−1 x− π

4
である.

(30) −1 ≦ 1− x

1 + x
≦ 1 であるためには x ≧ 0 でなければならないことに注意する.(

cos−1 1− x

1 + x

)′

= −

(
1−x
1+x

)′
√

1−
(

1−x
1+x

)2 =
1√

x(1 + x)

(31)

(
cos−1 1

x2 + 1

)′

= −

(
1

x2+1

)′
√
1−

(
1

x2+1

)2 =
2x

|x|(x2 + 1)
√
x2 + 2

=


2

(x2+1)
√
x2+2

x > 0

− 2
(x2+1)

√
x2+2

x < 0
であり, cos−1 1

x2 + 1

は 0で微分不可能である. 実際 y = cos−1 1

x2 + 1
とおくと x = ±

√
1

cos y
− 1 であり, x→ 0 のとき, y → +0 だか
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ら, 第 3回の演習問題の 1の (3)から

lim
x→+0

cos−1 1
x2+1 − cos−1 1

x
= lim
y→+0

y√
1

cos y − 1
= lim
y→+0

√
cos y√
1−cos y
y2

=
√
2, lim

x→−0

cos−1 1
x2+1 − cos−1 1

x
=

lim
y→+0

y

−
√

1
cos y − 1

= − lim
y→+0

√
cos y√
1−cos y
y2

= −
√
2 となって cos−1 1

x2 + 1
の 0 における左右の微分係数は一致しない.

(32)

(
sin−1 x

2 − 1

x2 + 1

)′

=

(
x2−1
x2+1

)′
√

1−
(
x2−1
x2+1

)2 =
2x

|x|(x2 + 1)
=

 2
x2+1 x > 0

− 2
x2+1 x < 0

であるが,

sin−1 x
2 − 1

x2 + 1
=

2 tan−1 x− π
2 x ≧ 0

−2 tan−1 x− π
2 x ≦ 0

· · · (∗)

が成り立つため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
sin−1 x

2 − 1

x2 + 1

)′

=

 2
x2+1 x > 0

− 2
x2+1 x < 0

は明らかである. また, sin−1 x
2 − 1

x2 + 1

は0で微分不可能である. 実際, (∗)と第3回の演習問題1の (10)から lim
x→+0

sin−1 x2−1
x2+1 − sin−1(−1)

x
= lim
x→+0

2 tan−1 x

x

= 2, lim
x→−0

sin−1 x2−1
x2+1 − sin−1(−1)

x
= lim

x→−0

−2 tan−1 x

x
= −2 となるため sin−1 x

2 − 1

x2 + 1
の 0における左右の微分係

数は一致しない.

[(∗)の証明] x = tan θ (−π
2
< θ <

π

2
) とおくと, θ = tan−1 x であり, 教科書の問 1.11の (1)と例題 1.6の (1)か

ら sin−1 x
2 − 1

x2 + 1
= sin−1 tan2 θ − 1

tan2 θ + 1
= sin−1(sin2 θ − cos2 θ) = − sin−1(cos 2θ) = cos−1(cos 2θ) − π

2
である. x ≧ 0

ならば 0 ≦ θ <
π

2
だから 0 ≦ 2θ < π となるため, cos−1(cos 2θ) = 2θ = 2 tan−1 x である. x ≦ 0 ならば

−π
2
< θ ≦ 0だから 0 ≦ 2θ+π < π となるため, 教科書の問 1.11の (2)より cos−1(cos 2θ) = cos−1(− cos(2θ+π)) =

π − cos−1(cos(2θ + π)) = −2θ = −2 tanx である.

(33)

(
tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1

)′

=

(
x2+2x−1
x2−2x−1

)′
1 +

(
x2+2x−1
x2−2x−1

)2 =
(2x+ 2)(x2 − 2x− 1)− (x2 + 2x− 1)(2x− 2)

(x2 − 2x− 1)2 + (x2 + 2x− 1)2
=

−2x2 − 2

(x2 + 1)2
=

− 2

x2 + 1
であるが

tan−1 x
2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
=


−2 tan−1 x− 3π

4 x < − tan π
8

−2 tan−1 x+ π
4 − tan π

8 < x < tan 3π
8

−2 tan−1 x+ 5π
4 x > tan 3π

8

· · · (∗)

が成り立つため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1

)′

= − 2

x2 + 1
は明らかである.

[(∗)の証明] x = tan
θ

2
(|θ| < π) とおくと

x2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
=

tan2 θ2 + 2 tan θ
2 − 1

tan2 θ2 − 2 tan θ
2 − 1

=
sin2 θ2 + 2 sin θ

2 cos
θ
2 − cos2 θ2

sin2 θ2 − 2 sin θ
2 cos

θ
2 − cos2 θ2

=

sin θ − cos θ

− sin θ − cos θ
= −

√
2 sin

(
θ − π

4

)
√
2 cos

(
θ − π

4

) = − tan
(
θ − π

4

)
である. θ = 2 tan−1 x より x < − tan

π

8
ならば −π

4
<

θ +
3π

4
<
π

2
となるため tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
= tan−1

(
− tan

(
θ − π

4

))
= − tan−1

(
tan

(
θ +

3π

4

))
= −θ − 3π

4
=

−2 tan−1 x − 3π

4
が得られる. − tan

π

8
< x < tan

3π

8
ならば −π

2
< θ − π

4
<
π

2
となるため tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
=

tan−1
(
− tan

(
θ − π

4

))
= − tan−1

(
tan

(
θ − π

4

))
= −θ + π

4
= −2 tan−1 x +

π

4
が得られる. x > tan

3π

8
なら

ば −π
2
< θ − 5π

4
< −π

4
となるため tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
= tan−1

(
− tan

(
θ − π

4

))
= − tan−1

(
tan

(
θ − 5π

4

))
=
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−θ + 5π

4
= −2 tan−1 x+

5π

4
が得られる.

(34)

(
cos−1 2x

x2 + 1

)′

= −

(
2x
x2+1

)′
√
1−

(
2x
x2+1

)2 =
2(x2 − 1)

|x2 − 1|(x2 + 1)
=

 2
x2+1 |x| > 1

− 2
x2+1 |x| < 1

であるが

cos−1 2x

x2 + 1
=


2 tan−1 x+ 3π

2 x ≦ −1

−2 tan−1 x+ π
2 −1 ≦ x ≦ 1

2 tan−1 x− π
2 x ≧ 1

· · · (∗)

であるため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
cos−1 2x

x2 + 1

)′

=

 2
x2+1 |x| > 1

− 2
x2+1 |x| < 1

は明らかである. また, cos−1 2x

x2 + 1

は ±1 において微分不可能である. 実際, y = tan−1 x +
π

4
とおけば x = tan

(
y − π

4

)
=

tan y − 1

tan y + 1
であり,

x → −1 + 0 のとき y → +0, x → −1 − 0 のとき y → −0 だから (∗)から lim
x→−1+0

cos−1 2x
x2+1 − cos−1(−1)

x− (−1)
=

lim
x→−1+0

−2 tan−1 x− π
2

x+ 1
= lim
y→+0

−2y
tan y−1
tan y+1 + 1

= − lim
y→+0

y

sin y
(sin y + cos y) = −1, lim

x→−1−0

cos−1 2x
x2+1 − cos−1(−1)

x− (−1)

= lim
x→−1−0

2 tan−1 x+ π
2

x+ 1
=

lim
y→−0

2y
tan y−1
tan y+1 + 1

= lim
y→−0

y

sin y
(sin y + cos y) = 1 となって, cos−1 2x

x2 + 1
の −1における左右の微分係数は一致し

ない. 同様に y = tan−1 x − π

4
とおけば x = tan

(
y +

π

4

)
=

1 + tan y

1− tan y
であり, x → 1 + 0 のとき y → +0, x →

1 − 0 のとき y → −0 だから (∗)から lim
x→1+0

cos−1 2x
x2+1 − cos−1 1

x− 1
= lim

x→1+0

2 tan−1 x− π
2

x− 1
= lim

y→+0

2y
1+tan y
1−tan y − 1

=

lim
y→+0

y

sin y
(cos y − sin y) = 1, lim

x→1−0

cos−1 2x
x2+1 − cos−1 1

x− 1
= lim
x→1−0

−2 tan−1 x+ π
2

x− 1
= lim
y→−0

−2y
1+tan y
1−tan y − 1

=

− lim
y→−0

y

sin y
(cos y − sin y) = −1 となって, cos−1 2x

x2 + 1
の 1における左右の微分係数は一致しない.

[(∗)の証明] x = tan
θ

2
(−π < θ < π) とおけば θ = 2 tan−1 x であり, 教科書の例題 1.6の (1)から cos−1 2x

x2 + 1
=

π

2
− sin−1 2x

x2 + 1
=
π

2
− sin−1 2 tan θ

2

tan2 θ2 + 1
=
π

2
− sin−1

(
2 sin

θ

2
cos

θ

2

)
=
π

2
− sin−1(sin θ) が得られる. x ≦ −1 な

らば −π < θ ≦ −π
2
だから 0 < θ + π ≦ π

2
となるため sin−1(sin θ) = sin−1(− sin(θ + π)) = − sin−1(sin(θ + π)) =

−θ − π = −2 tan−1 x − π である. −1 ≦ x ≦ 1 ならば −π
2

≦ θ ≦ π

2
だから sin−1(sin θ) = θ = 2 tan−1 x で

ある. x ≧ 1 ならば
π

2
≦ θ < π だから −π

2
≦ θ − π < 0 となるため sin−1(sin θ) = sin−1(− sin(θ − π)) =

− sin−1(sin(θ − π)) = −θ + π = −2 tan−1 x+ π である.

(35)
(
sin−1

√
1− x2

)′
=

(√
1− x2

)′√
1−

(√
1− x2

)2 =
−x

|x|
√
1− x2

=

 1√
1−x2

−1 < x < 0

− 1√
1−x2

0 < x < 1
であるが,

sin−1
√
1− x2 =

− cos−1 x+ π −1 ≦ x ≦ 0

cos−1 x 0 ≦ x ≦ 1
· · · (∗)

が成り立つため,
(
cos−1 x

)′
= − 1√

1− x2
から

(
sin−1

√
1− x2

)′
=

 1√
1−x2

−1 < x < 0

− 1√
1−x2

0 < x < 1
は明らかである. ま

た, sin−1
√
1− x2 は 0 で微分不可能である. 実際, (∗) から lim

x→+0

sin−1
√
1− x2 − sin−11

x
= lim

x→+0

cos−1 x− π
2

x
=
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lim
x→+0

cos−1 x− cos−1 0

x
となるため, lim

x→+0

sin−1
√
1− x2 − sin−1 1

x
は cos−1 x の 0 における微分係数 −1 に等し

い. 一方 lim
x→−0

sin−1
√
1− x2 − sin−1 1

x
= lim

x→−0

− cos−1 x+ π
2

x
= lim

x→−0

(− cos−1 x)− (− cos−1 0)

x
となるため,

lim
x→−0

sin−1
√
1− x2 − sin−1 1

x
は − cos−1 x の 0における微分係数 1に等しいため, sin−1

√
1− x2 の 0における左

右の微分係数は一致しない.

[(∗)の証明] −1 ≦ x ≦ 0 ならば −π
2
≦ cos−1 x− π ≦ 0 であり, 第 3回の演習問題 2の (1)から, sin(cos−1 x− π) =

sin(− cos−1 x) = − sin(cos−1 x) = −
√
1− x2 となるため, cos−1 x−π = sin−1

(
−
√
1− x2

)
= − sin−1

(√
1− x2

)
を

得る. 従って −1 ≦ x ≦ 0 ならば sin−1
(√

1− x2
)
= − cos−1 x+ π である. 0 ≦ x ≦ 1 ならば 0 ≦ cos−1 x ≦ π

2
で

あり, 第 3回の演習問題 2の (1)から, sin(cos−1 x) =
√
1− x2 となるため, cos−1 x = sin−1

(√
1− x2

)
を得る. 従っ

て 0 ≦ x ≦ 1 ならば sin−1
(√

1− x2
)
= cos−1 x である.

(36)

(
sin−1

√
x+ 1

2

)′

=

(√
x+1
2

)′
√
1− x+1

2

=
1

2
√
1− x2

であるが, −1 ≦ x ≦ 1 ならば

2 sin−1

√
x+ 1

2
= sin−1 x+

π

2
· · · (∗)

が成り立つため,
(
sin−1 x

)′
=

1√
1− x2

から,

(
sin−1

√
x+ 1

2

)′

=
1

2
√
1− x2

は明らかである.

[(∗)の証明] −1 ≦ x ≦ 1 ならば 0 ≦
√
x+ 1

2
≦ 1 だから 2 sin−1

√
x+ 1

2
と sin−1 x+

π

2
はともに閉区間 [0, π] に属

する. cosはこの区間で狭義単調減少関数だから, (∗)が成り立つことは, cos

(
2 sin−1

√
x+ 1

2

)
= cos

(
sin−1 x+

π

2

)
が成り立つことと同値である. ここで

cos

(
2 sin−1

√
x+ 1

2

)
= 1− 2 sin2

(
sin−1

√
x+ 1

2

)
= 1− 2

(√
x+ 1

2

)2

= −x

cos
(
sin−1 x+

π

2

)
= − sin(sin−1 x) = −x

となって, 上式は成り立つため (∗)が示される.

(37)
(
tan−1

(
x+

√
x2 − 1

))′
=

(
x+

√
x2 − 1

)′
1 +

(
x+

√
x2 − 1

)2 =
1 + x√

x2−1

2x2 + 2x
√
x2 − 1

=
1

2x
√
x2 − 1

(38)
(
tan−1

√
x2 − 1

)′
=

(√
x2 − 1

)′
1 +

(√
x2 − 1

)2 =
1

x
√
x2 − 1

(39)

(
cos−1 1√

x2 + 1

)′

=
−
(

1√
x2+1

)′
√
1−

(
1√
x2+1

)2 =
x

|x|(x2 + 1)
=

 1
1+x2 x > 0

− 1
1+x2 x < 0

であるが,

cos−1 1√
x2 + 1

=

tan−1 x x ≧ 0

− tan−1 x x ≦ 0
· · · (∗)

となるため,
(
tan−1 x

)′
=

1

x2 + 1
から

(
cos−1 1√

x2 + 1

)′

=

 1
1+x2 x > 0

− 1
1+x2 x < 0

は明らかである. また cos−1 1√
x2 + 1

は 0で微分不可能である. 実際, (∗)と第 3回の演習問題 1の (10)から lim
x→+0

cos−1 1√
x2+1

− cos−11

x
= lim
x→+0

tan−1x

x
=

1, lim
x→−0

cos−1 1√
x2+1

− cos−11

x
= lim

x→−0

− tan−1 x

x
= −1 となるため cos−1 1√

x2 + 1
の 0における左右の微分係数
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は一致しない.

[(∗)の証明] x ≧ 0 ならば 0 ≦ tan−1 x <
π

2
であり, 第 3回の演習問題 2の (5) から, cos

(
tan−1 x

)
=

1√
1 + x2

だか

ら, cos−1 1√
x2 + 1

= tan−1 x が得られる. x ≦ 0 ならば, −x ≧ 0 だから, いま示した等式の x に −x を代入すれば

cos−1 1√
x2 + 1

= tan−1(−x) = − tan−1 x が得られる.

(40)

(
tan−1 1√

x2 + 1

)′

=

(
1√
x2+1

)′
1 +

(
1√
x2+1

)2 =
−x

(x2 + 2)
√
x2 + 1

(41)

(
tan−1

(√
a− b

a+ b
tan

x

2

))′

=
1

1 +
(√

a−b
a+b tan

x
2

)2
(√

a− b

a+ b
tan

x

2

)′

=
1

2

√
a− b

a+ b

1

1 + a−b
a+b tan

2 x
2

1

cos2 x2

=
1

2

√
(a− b)(a+ b)

(a+ b) cos2 x2 + (a− b) sin2 x2
=

√
(a− b)(a+ b)

2(a+ b cosx)

(42)

(
sin−1 x√

x2 + 1

)′

=

(
x√
x2+1

)′
√
1−

(
x√
x2+1

)2 =

√
x2 + 1− x2

√
x2+1

(x2 + 1)
√
1− x2

x2+1

=
1

x2 + 1
であるが, 教科書の問題 1.5の (3)

から sin−1 x√
1 + x2

= tan−1 x だから,

(
sin−1 x√

x2 + 1

)′

=
1

1 + x2
はただちに得られる.

(43)
(
cos−1

(
2x

√
1− x2

))′
=

(
2x

√
1− x2

)′√
1−

(
2x

√
1− x2

)2 =

2−4x2
√
1−x2

|1− 2x2|
=

 2√
1−x2

|x| < 1√
2

− 2√
1−x2

1√
2
< |x| < 1

であるが, 次の等式

(∗) と
(
cos−1 x

)′
= − 1√

1− x2
から上の結果は明らかである.

cos−1
(
2x
√
1− x2

)
=


−2 cos−1 x+ 5π

2 −1 ≦ x ≦ − 1√
2

2 cos−1 x− π
2 − 1√

2
≦ x ≦ 1√

2

−2 cos−1 x+ π
2

1√
2
≦ x ≦ 1

· · · (∗)

[(∗)の証明] −1 ≦ x ≦ − 1√
2
ならば −π

2
≦ 2 cos−1 x−2π ≦ 0であることに注意すると, 第 3回の演習問題の 2の (2)

から sin
(
2 cos−1 x− 2π

)
= sin

(
2 cos−1 x

)
= 2x

√
1− x2 だから, 教科書の問 1.11の (1)を用いれば 2 cos−1 x−2π =

sin−1
(
2x

√
1− x2

)
= − cos−1

(
2x

√
1− x2

)
+
π

2
である. 従って, cos−1

(
2x

√
1− x2

)
= −2 cos−1 x +

5π

2
であ

る. − 1√
2

≦ x ≦ 1√
2
ならば −π

2
≦ 2 cos−1 x − π ≦ π

2
であることに注意すると, 第 3 回の演習問題の 2 の (2)

から sin
(
2 cos−1 x− π

)
= − sin

(
2 cos−1 x

)
= −2x

√
1− x2 だから, 教科書の例題 1.6 の (1) と問 1.11 の (1) を

用いれば 2 cos−1 x − π = sin−1
(
−2x

√
1− x2

)
= − sin−1

(
2x

√
1− x2

)
= cos−1

(
2x

√
1− x2

)
− π

2
である. 従っ

て, cos−1
(
2x

√
1− x2

)
= 2 cos−1 x − π

2
である.

1√
2

≦ x ≦ 1 ならば 0 ≦ 2 cos−1 x ≦ π

2
であることに注意す

ると, 第 3 回の演習問題の 2 の (2) から sin
(
2 cos−1 x

)
= 2x

√
1− x2 だから, 教科書の問 1.11 の (1) を用いれば

2 cos−1 x = sin−1
(
2x

√
1− x2

)
= − cos−1

(
2x

√
1− x2

)
+
π

2
である. 従って, cos−1

(
2x

√
1− x2

)
= −2 cos−1 x+

π

2
である.

(44)
(
sin−1

√
1− e2x)

)′
=

1√
1− (

√
1− e2x)2

(√
1− e2x

)′
=

1√
1− (1− e2x)

1

2
√
1− e2x

(1−e2x)′ = −2e2x

2ex
√
1− e2x

=
−ex√
1− e2x

(45)
(√

1 + x2 sin(tan−1 x)
)′
=
(√

1 + x2
)′
sin(tan−1 x)+

√
1 + x2

(
sin(tan−1 x)

)′
=
x sin(tan−1 x)√

1 + x2
+
cos(tan−1 x)√

1 + x2

であるが, 第 3回の演習問題の 2の (6)から
√
1 + x2 sin(tan−1 x) = x となるため

(√
1 + x2 sin(tan−1 x)

)′
= 1 で

ある.
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(46)
(
log(sin−1(ex))

)′
=

(sin−1(ex))′

sin−1(ex)
=

(ex)′

sin−1(ex)
√

1− (ex)2
=

ex

sin−1(ex)
√
1− (ex)2

(47)

(
sin−1 ex

ex + e−x

)′

=

(
ex

ex+e−x

)′
√
1−

(
ex

ex+e−x

)2 =

2
(ex+e−x)2

1
ex+e−x

√
2 + e−2x

=
2

(ex + e−x)
√
2 + e−2x

(48)

(
tan−1 e

x − e−x

ex + e−x

)′

=

(
ex−e−x
ex+e−x

)′
1 +

(
ex−e−x
ex+e−x

)2 =

4
(ex+e−x)2

1 +
(
ex−e−x
ex+e−x

)2 =
2

e2x + e−2x
=

1

cosh 2x

(49)
(
sin−1(tan−1 x)

)′
=

1√
1− (tan−1 x)2

(tan−1 x)′ =
1

(1 + x2)
√

1− (tan−1 x)2

(50) (sin−1(
√
1− sinx))′ =

(
√
1− sinx)′√

1− (1− sinx)
=

− cosx

2
√
sinx

√
1− sinx

(51) y = x3x
2

とおいて両辺の対数をとれば, log y = 3x2 log x. この両辺を x で微分すれば,
y′

y
= 6x log x + 3x.

従って
(
x3x

2
)′

= y(6x log x+ 3x) = 3x3x
2+1 (2 log x+ 1).

(52) y = (a + x)
1
x とおいて両辺の対数をとれば, log y =

log(a+ x)

x
. この両辺を x で微分すれば,

y′

y
=

1

x(a+ x)
− log(a+ x)

x2
. 従って

(
(a+ x)

1
x

)′
= y

(
1

x(a+ x)
− log(a+ x)

x2

)
=

(a+ x)
1
x

x2

(
x

a+ x
− log(a+ x)

)
.

(53) y = xx
a

とおいて両辺の対数をとれば, log y = xa log x. この両辺を xで微分すれば,
y′

y
= axa−1 log x+xa−1.

従って
(
xx

a)′
= y

(
axa−1 log x+ xa−1

)
= xx

a+a−1 (a log x+ 1).

(54) y = (cosx)cos x とおいて両辺の対数をとれば, log y = cosx log(cosx). この両辺を x で微分すれば,
y′

y
= − sinx log(cosx) − cosx sinx

cosx
= − sinx(log(cosx) + 1). 従って ((cosx)cos x)

′
= −y sinx(log(cosx) + 1) =

−(cosx)cos x sinx(log(cosx) + 1).

(55) y = (tanx)sin x とおいて両辺の対数をとれば, log y = sinx log(tanx). この両辺を x で微分すれば,
y′

y
=

cosx log(tanx) − sinx

tanx cos2 x
= cosx log(tanx) − 1

cosx
. 従って

(
(tanx)sin x

)′
= y

(
cosx log(tanx)− 1

cosx

)
=

(tanx)sin x
(
cosx log(tanx)− 1

cosx

)
.

(56) y = x(log x)
a

とおいて両辺の対数をとれば, log y = (log x)a+1. この両辺を x で微分すれば,
y′

y
=

(a+ 1)(log x)a

x
. 従って

(
x(log x)

a)′
=
y(a+ 1)(log x)a

x
=

(a+ 1)x(log x)
a

(log x)a

x
.

(57) y = xsin xとおいて両辺の対数をとれば, log y = sinx log x. この両辺を xで微分すれば,
y′

y
= cosx log x+

sinx

x

となるため, (xsin x)′ = xsin x
(
cosx log x+

sinx

x

)
である. 従って

(
tan

(
xsin x

))′
=

(
xsin x

)′
cos2 (xsin x)

=

xsin x
(
cosx log x+ sin x

x

)
cos2 (xsin x)

=
xsin x(x cosx log x+ sinx)

x cos2 (xsin x)
.

(58) y = (log x)
1
x とおいて両辺の対数をとれば, log y =

log(log x)

x
. この両辺を x で微分すれば, (15)の結果から

y′

y
=

(log(log x))′

x
+log(log x)

(
1

x

)′

=
1

x2 log x
− log(log x)

x2
である. 従って

(
(log x)

1
x

)′
= y

(
1

x2 log x
− log(log x)

x2

)
=

(log x)
1
x

x2

(
1

log x
− log(log x)

)
.

(59)
(
esin

−1 x
)′

= esin
−1 x(sin−1 x)′ =

esin
−1 x

√
1− x2

(60) y = (cos−1 x)log x とおいて両辺の対数をとれば, log y = log x log(cos−1 x). この両辺を x で微分すれば,
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y′

y
=

1

x
log(cos−1 x) +

− log x

cos−1 x
√
1− x2

. 従って
(
(cos−1 x)log x

)′
=

y

(
1

x
log(cos−1 x) +

− log x

cos−1 x
√
1− x2

)
= (cos−1 x)log x

(
1

x
log(cos−1 x)− log x

cos−1 x
√
1− x2

)
.

(61)
(
log
(
sin−1 x

))′
= log′

(
sin−1 x

) (
sin−1 x

)′
=

1

sin−1 x
√
1− x2

(62)
(
sin−1(log x)

)′
= (sin−1)′(log x)(log x)′ =

1

x
√
1− (log x)2

(63)
(
tan−1

√
1 + x2

)′
= (tan−1)′

(√
1 + x2

) (√
1 + x2

)′
=

x

(2 + x2)
√
1 + x2

(64)

(
tan−1

√
1− x

1 + x

)′

= (tan−1)′
(√

1− x

1 + x

)(√
1− x

1 + x

)′

=
1

1 + 1−x
1+x

−1

(1 + x)2

√
1 + x

1− x
=

−1

2
√
1− x2

tan−1

√
1− x

1 + x
+ tan−1

√
1 + x

1− x
=
π

2
と第 3回の演習問題 5の (4)から tan−1

√
1− x

1 + x
=
π

4
− 1

2
sin−1 x が成り立つ.

(65)
(
log(sin−1(tan−1x))

)′
= (log)′(sin−1(tan−1x))(sin−1(tan−1x))′ =

1

(1 + x2) sin−1(tan−1x)
√

1− (tan−1x)2

((49)の結果を用いた)

(66)
(
log
(
tan−1(ex)

))′
= (log)′

(
tan−1(ex)

)
((tan−1)′(ex)(ex)′ =

ex

tan−1(ex)(1 + e2x)

(67)
(
tan−1(sin−1 x)

)′
= (tan−1)′(sin−1 x)(sin−1 x)′ =

1

(1 + (sin−1 x)2)
√
1− x2

(68)
(
tan−1(sin−1 x2)

)′
= (tan−1)′(sin−1 x2)(sin−1)′(x2)(x2)′ =

2x

(1 + (sin−1 x2)2)
√
1− x4

(69)
(
log(tan−1(sin−1 x))

)′
= (log)′(tan−1(sin−1 x))(tan−1(sin−1 x))′ =

1

tan−1(sin−1 x)(1 + (sin−1 x)2)
√
1− x2

((67)の結果を用いた)

(70)
(√

log x
)′

=
1

2x
√
log x

(71)
(
sin−1

(√
log x

))′
= (sin−1),

(√
log x

) (√
log x

)′
=

1

2x
√
log x

√
1− log x

((70)の結果を用いた)

(72)
(√
ex log x

)′
=
(
e
x
2

)′√
log x+ e

x
2

(√
log x

)′
=
e
x
2 (x log x+ 1)

2x
√
log x

((70)の結果を用いた)

(73)
(
sin−1(log(tan−1 x))

)′
= (sin−1 ◦ log)′(tan−1 x)(tan−1 x)′ =

1

tan−1 x
√

1− (log(tan−1 x))2(1 + x2)
((62)の

結果を用いた)

(74)
(
sin−1

(√
ex log x

))′
= (sin−1)′

(√
ex log x

)(√
ex log x

)′
=

e
x
2 (x log x+ 1)

2x
√
log x(1− ex log x)

((72)の結果を用いた)

(75)
(
sin−1(ex)

)′
= (sin−1)′(ex)(ex)′ =

ex√
1− e2x

(76)
(
tan−1(ex)

)′
= (tan−1)′(ex)(ex)′ =

ex

1 + e2x

(77)
(
tan−1(log(sin−1 x))

)′
= (tan−1)′(log(sin−1 x))(log(sin−1 x))′ =

1

sin−1 x
√
1− x2(1 + (log(sin−1 x))2)

((61)

の結果を用いた)

(78)
(
sin−1

√
1− e2x

)′
= (sin−1)′

(√
1− e2x

)(√
1− e2x

)′
=

−ex√
1− e2x

2. (1) f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim
x→0

x log |x| = 0.

(2) x ̸= 0 ならば f(x) = x2 log |x| だから, このとき f ′(x) = 2x log |x| + x である. 従って lim
x→0

f ′(x) =

lim
x→0

(2x log |x|+ x) = 0.

(3) (1), (2)の結果から lim
x→0

f ′(x) = 0 = f ′(0) だから f ′ は 0 で連続である.

(4) lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= lim
x→0

(2 log |x|+ 1) = −∞ だから f ′ は 0 で微分不可能である.
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3. (1) 0 < x < y ならば 0 <
1

y
<

1

x
と 0 < e−y < e−x が成り立ち, f(y) =

e−x

y
<
e−x

x
が得られるため, f は狭義

単調減少関数である. f は (0,∞) 上の連続関数
1

x
と e−x の積だから連続関数である. y > 0 に対し, 0 < z <

1

2y

かつ z < log 2 をみたす z を選べば zez <
elog 2

2y
=

1

y
だから y <

e−z

z
= f(z) であり, f

(
1

y

)
= ye−

1
y < y が成り立

つため, 中間値の定理によって y = f(x) をみたす x が z と
1

y
の間に存在するため, f は全射でもある.

(2) f ′(x) = − (x+ 1)e−x

x2
, f(1) =

1

e
より 逆関数の微分の公式から, (f−1)′

(
1

e

)
= (f−1)′(f(1)) =

1

f ′(1)
=

− 1

2e−1
= −e

2
.

4. (1) f ′(x) = ex + xex = (1 + x)ex で, f(0) = 0 だから
(
f−1

)′
(0) =

(
f−1

)′
(f(0)) =

1

f ′(0)
=

1

e
,
(
f−1

)′
(e) =(

f−1
)′
(f(1)) =

1

f ′(1)
=

1

2e
.

(2) f(x) = ex log x だから f ′(x) = ex log x(log x + 1) = xx(log x + 1) である. 従って f ′(e) = ee(log e + 1) = 2ee

だから
(
f−1

)′
(ee) =

(
f−1

)′
(f(e)) =

1

f ′(e)
=

1

2ee
.

(3) f(x) = e
log x
x だから f ′(x) = e

log x
x

1− log x

x2
=
x

1
x (1− log x)

x2
である. 従って f ′

(
1

e

)
=
e2(1 + log e)

ee
=

2

ee−2

だから
(
f−1

)′( 1

ee

)
=
(
f−1

)′(
f

(
1

e

))
=

1

f ′
(
1
e

) =
ee−2

2
.

(4) f ′(x) =

(
6
π sin−1 x

)′
1 +

(
6
π sin−1 x

)2 =
6

π
√
1− x2

(
1 +

(
6
π sin−1 x

)2) より, f ′
(
1

2

)
=

6√
3π
だから, 逆関数の微分法に

より (f−1)′
(π
4

)
= (f−1)′

(
f

(
1

2

))
=

1

f ′
(
1
2

) =

√
3π

6
.

(5) f(1) = sin−1

(
2

π
tan−1 1

)
= sin−1 1

2
=
π

6
であり, f ′(x) = 1 +

2

π(1 + x2)

√
1−

(
2
π tan−1 x

)2 より
f ′(1) = 1 +

2√
3π

=

√
3π + 2√
3π

である. 従って, (f−1)′
(π
6

)
= (f−1)′(f(1)) =

1

f ′(1)
=

√
3π√

3π + 2
.

5. (1) f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim
x→0

x cos−1(1− x2) = 0, g′(0) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x− 0
= lim
x→0

cos−1(1− x2) = 0.

(2) x ̸= 0 ならば f ′(x) = 2x cos−1(1 − x2) +
2x3

|x|
√
2− x2

=


2x cos−1(1− x2) +

2x2√
2− x2

x > 0

2x cos−1(1− x2)− 2x2√
2− x2

x < 0
だから

lim
x→+0

f ′(x) = lim
x→+0

(
2x cos−1(1− x2) +

2x2√
2− x2

)
= 0, lim

x→−0
f ′(x) = lim

x→−0

(
2x cos−1(1− x2)− 2x2√

2− x2

)
= 0

となるため lim
x→0

f ′(x) = 0 である.

x ̸= 0 ならば g′(x) = cos−1(1− x2) +
2x2

|x|
√
2− x2

=


cos−1(1− x2) +

2x√
2− x2

x > 0

cos−1(1− x2)− 2x√
2− x2

x < 0
だから

lim
x→+0

g′(x) = lim
x→+0

(
cos−1(1− x2) +

2x√
2− x2

)
= 0, lim

x→−0
g′(x) = lim

x→−0

(
cos−1(1− x2)− 2x√

2− x2

)
= 0 となる

ため lim
x→0

g′(x) = 0 である.

(3) (1)の結果と (2)より lim
x→+0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= lim
x→+0

(
2 cos−1(1− x2) +

2x√
2− x2

)
= 0 ,

lim
x→−0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= lim

x→−0

(
2 cos−1(1− x2)− 2x√

2− x2

)
= 0 となるため lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= 0 である. 故に f ′

は 0 で微分可能である.
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(1)と (2), および第 3回の演習問題 1の (19)の結果を用いれば

lim
x→+0

g′(x)− g′(0)

x− 0
= lim
x→+0

(
cos−1(1− x2)

x
+

2√
2− x2

)
= 2

√
2,

lim
x→−0

g′(x)− g′(0)

x− 0
= lim
x→−0

(
cos−1(1− x2)

x
− 2√

2− x2

)
= −2

√
2 となるため, g′ は 0 で微分不可能である.

(4) (f−1)′
(π
6

)
= (f−1)′

(
f
(

1√
2

))
=

1

f ′
(

1√
2

) =
1

√
2π
3 +

√
6
3

=
3√

2π +
√
6

(g−1)′
(

π

3
√
2

)
= (g−1)′

(
g
(

1√
2

))
=

1

g′
(

1√
2

) =
1

π
3 + 2√

3

=
3

π + 2
√
3

6. F : [a, b] → R を F (x) =


f(x)−f(a)

x−a x ̸= a

0 x = a
により定義すれば,

lim
x→a+0

F (x) = lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) = 0 = F (a)

だから F は a で連続である. f は微分可能だから, F は a 以外の点でも連続であるため, F は連続関数である. 従っ

て, 最大値・最小値の定理より F の最大値が存在する. F (c) (c ∈ [a, b]) を F の最大値とすれば f(b) > f(a) より

F (b) =
f(b)− f(a)

b− a
> 0 = F (a) だから c > a である. c = b と仮定すれば, x ∈ (a, b) に対し,

f(x)− f(a)

x− a
= F (x) ≦ F (b) =

f(b)− f(a)

b− a

が成り立つため, f(x) ≦ f(b)− f(a)

b− a
(x − a) + f(a) =

f(b)− f(a)

b− a
(x − b) + f(b) より

f(b)− f(x)

b− x
≧ f(b)− f(a)

b− a

が得られる. 従って f ′(b) = lim
x→b−0

f(b)− f(x)

b− x
≧ f(b)− f(a)

b− a
> 0 であるが, これは f ′(b) = 0 であるという仮定と

矛盾するため, c ̸= b である. 故に a < c < b であり, F は (a, b) で微分可能だから F ′(c) = 0 である. x ∈ (a, b) な

らば F ′(x) =
(x− a)f ′(x)− f(x)

(x− a)2
だから

(c− a)f ′(c)− f(c)

(c− a)2
= 0 となり,

f(c)− f(a)

c− a
= f ′(c) が得られる.

7.

(
f(x)

xn(1 + xm)l

)′

=
x(1 + xm)f ′(x)− ((lm+ n)xm + n)f(x)

xn+1(1 + xm)l+1
だから,

(
f(x)

xn(1 + xm)l

)′

=
1

xn+1(1 + xm)l+1
が

成り立つためには, 次の等式が成り立つことが必要十分である.

x(1 + xm)f ′(x)− ((lm+ n)xm + n)f(x) = 1 · · · (i)

f(x) をN 次の多項式と仮定して f(x) =
N∑
k=0

akx
k (aN ̸= 0) とおけば,

x(1 + xm)f ′(x)− ((lm+ n)xm + n)f(x) =

N∑
k=0

kak(1 + xm)xk −
N∑
k=0

ak((lm+ n)xm + n)xk

=

N∑
k=0

ak(k − n)xk +

N∑
k=0

ak(k − lm− n)xk+m

=

N∑
k=0

ak(k − n)xk +

m+N∑
k=m

ak−m(k − lm−m− n)xk

だから, (i)より定数項と最高次の係数を比較すれば −na0 = 1 かつ aN (N − lm− n) = 0 である. 従って lm+ n が

0以上の整数の場合, a0 = − 1

n
, N = lm+ n である. lm+ n が 0以上の整数ではない場合は (i)を満たす多項式関

数 f は存在しない. lm+ n = 0 の場合は f は定数値関数 f(x) = − 1

n
である. lm+ n が自然数の場合, (i)は次の

等式と同値である.

lm+n∑
k=1

ak(k − n)xk +
lm+ n

n
xm +

lm+m+n−1∑
k=m+1

ak−m(k − lm−m− n)xk = 0 · · · (ii)
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故に lm+n < m ならば (ii)を満たす多項式関数 f は存在しないため, m ≦ lm+n の場合を考える. このとき, (ii)

は

m−1∑
k=1

ak(k − n)xk +

(
am(m− n) +

lm+ n

n

)
xm +

lm+n∑
k=m+1

ak(k − n)xk +

lm+m+n−1∑
k=m+1

ak−m(k − lm−m− n)xk = 0

となるため, n = m ならば (ii)を満たす多項式関数 f は存在しない. n ̸= m の場合, a1 = a2 = · · · = am−1 = 0,

am =
lm+ n

n(n−m)
であり, 次の等式が成り立つ.

lm+n∑
k=m+1

(ak(k − n) + ak−m(k − lm−m− n))xk +

lm+m+n−1∑
k=lm+n+1

ak−m(k − lm−m− n)xk = 0

故に k = 1, 2, . . . , lm + n − m ならば ak+m(k + m − n) = ak(lm + n − k) であり, s = 1, 2, . . . ,m − 1 ならば

alm+n−s = 0 である. lm+n を m で割った商を q, 余りを r とすれば「i = 0, 1, . . . , q− 1 かつ s = 1, 2, . . . ,m− 1」

または「i = q かつ s = 1, 2, . . . , r−1」に対して alm+n−(im+s) = 0である. 実際, i = 0の場合は s = 1, 2, . . . ,m−1

に対して alm+n−(im+s) = 0 であり, i = j < q のときに s = 1, 2, . . . ,m − 1 に対して alm+n−(im+s) = 0 であると

仮定すれば, jm+ s ≦ lm+ n−m− 1 = (q − 1)m+ r − 1, すなわち「j < q − 1 かつ s = 1, 2, . . . ,m− 1」または

「j = q − 1 かつ s = 1, 2, . . . , r − 1」ならば alm+n−((j+1)m+s) =
lm− jm− s

(j + 1)m+ s
alm+n−(jm+s) = 0 である. 従って,

lm+ n が m の倍数でないならば r ̸= 0 だから am = alm+n−((q−1)m+r) = 0 となって, am =
lm+ n

n(n−m)
̸= 0 と矛盾

が生じるため, (i)を満たす多項式関数 f は存在しない. lm+ n は m の倍数として, bi = alm+n−im によって数列

b0, b1, . . . , bq を定めれば, bq = a0 = − 1

n
, bq−1 = am =

lm+ n

n(n−m)
であり, i = 0, 1, . . . , q−2に対して bi+1 =

l − i

i+ 1
bi

が成り立つ. 故に

bi =
l − (i− 1)

i
bi−1 =

(l − (i− 1))(l − (i− 2))

i(i− 1)
bi−2 = · · · = (l − (i− 1))(l − (i− 2)) · · · l

i!
b0 =

(
l

i

)
b0

が得られ,

(
l

q − 1

)
b0 = bq−1 =

qm

n(n−m)
̸= 0 より, l は q − 2 以下の自然数ではなく, b0 =

1(
l

q−1

)n(n−m)
lm+n

=

1(
l

q−1

) (l−q+1)(−n)
q

= − 1

n
(
l
q

) だから bi = −
(
l
i

)
n
(
l
q

) が成り立ち, aim = −
(
l
q−i
)

n
(
l
q

) が得られる. l − q + 1 = 1− n

m
である

ことに注意すれば, 「lm+ n = qm となる 0以上の整数 q が存在し, かつ l は q − 1 以下の自然数ではない.」こと

が,

(
f(x)

xn(1 + xm)l

)′

=
1

xn+1(1 + xm)l+1
を満たす x の多項式 f(x) が存在するための条件である. このとき, f(x)

は f(x) = −
q∑
i=0

1

n

(
l

q

)−1(
l

q − i

)
xim によって与えられる.
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微積分学 I 演習問題 第5回 高次導関数

1. 次の関数の n 次導関数を求めよ. ただし, m は自然数, a, b, c, p, q, α, β は実数で, (5)では ap ̸= 0, (7), (8)では

α ̸= 1, α > 0 とする.

(1) log |x3 − 3x+ 2| (2)
x+ 1

x− 1
(3) (e2x − e−x)3 (4)

x3

1− x2

(5)
1

apx2 + (aq + bp)x+ bq
(6)

2√
x+ 1 +

√
x− 1

(7) αx (8) logα x

(9) (ax2 + bx+ c) sin(px+ q) (10) eax sin(bx+ c) (11) eax cos(bx+ c) (12) sin3 x

(13) (ax2 + bx+ c) cos(px+ q) (14) (ax2 + bx+ c)epx (15) sin ax cos bx (16) x2 sin2 x

(17) (ax2 + bx+ c) log(px+ q) (18) x3eax (19) x4eax (20) ex log(1 + x)

(21) (ax2 + bx+ c) log
(
|x− p|α|x− q|β

)
(22) x3 sin 3x (23) x4 cos 2x (24) (x2 − 1)m

2. f : (−1, 1) → R を f(x) = sin−1 x で定める.

(1)
√
1− x2f ′(x) = 1 の両辺を x で微分することによって (1− x2)f ′′(x)− xf ′(x) = 0 を示せ.

(2) n を 2以上の整数とするとき, (1)で得た等式の両辺を x で n− 2 回微分することによって次の等式を示せ.

(1− x2)f (n)(x)− (2n− 3)xf (n−1)(x)− (n− 2)2f (n−2)(x) = 0

(3) f (n)(0) を求めよ. (n が偶数の場合と奇数の場合に分けよ.)

3. 次で与えられる関数 f の n 次導関数 f (n) について, 前問に倣って f (n)(x) の漸化式を導き, f (n)(0) を求めよ. た

だし, (3), (4)の c は正の実数とする.

(1) f(x) = ex
2

(2) f(x) =
x

x2 + 1
(3) f(x) =

√
c2 + x2 (4) f(x) =

√
c2 − x2

(5) f(x) = ex
3

(6) f(x) = x2ex
2

(7) f(x) = log
(
x+

√
x2 + 1

)
(8) f(x) = log(x2 + 1)

(9) f(x) = tan−1 x (10) f(x) = ec sin
−1 x (11) f(x) = log(x3 + 1) (12) f(x) = ex log(1 + x)

(13) f(x) = (sin−1 x)2 (14) f(x) = (log(1 + x))2

4. n を 0 以上の整数とする.
xn

n!
(log x− an) の n 次導関数が log x になるような, 実数の定数 an を求めよ.

5. 0以外の実数全体を定義域とする関数 f , g を f(x) = sin
1

x
, g(x) = cos

1

x
で定義する.

(1) 0以上の整数 nに対し, 等式 f (n)(x) =
Pn(x)

x2n
f(x)− Qn(x)

x2n
g(x), g(n)(x) =

Qn(x)

x2n
f(x) +

Pn(x)

x2n
g(x) を満た

す x の多項式 Pn(x), Qn(x) が存在することを示し, Pn(x), Qn(x) を用いて Pn+1(x) と Qn+1(x) を表せ.

(2) n ≧ 2 に対し Pn(x), Qn(x) の次数と最高次の係数を求めよ.

(3) n ≧ 1 に対し P2n(x) と Q2n+1(x) は x の奇数次の項を含まず, P2n+1(x) と Q2n(x) は x の偶数次の項を含

まないことを示せ.

6. (1) 0 を含む開区間 I で定義された連続関数 f と自然数 nに対して関数 gn : I → R を gn(x) = xnf(x) で定

義する. f の定義域を I − {0} に制限した関数は n回微分可能であり, 自然数 l と k = 0, 1, . . . , n − 1 に対して

lim
x→0

xklf (k)(x) = 0 が成り立つならば gln は n回微分可能であることを示せ. さらに lim
x→0

xlnf (n)(x) = 0 ならば gln

の n次導関数は 0で連続であることを示せ.

(2) f : R → R が次の (i), (ii)で与えられる関数の場合, 任意の自然数 nに対して lim
x→0

xnf (n)(x) = 0 が成り立ち,

(iii)で与えられる関数の場合, 任意の自然数 nに対して lim
x→0

x2nf (n)(x) = 0 が成り立つことを示せ.

(i) f(x) = |x| (ii) f(x) =

x log |x| x ̸= 0

0 x = 0
(iii) f(x) =

x sin
1

x
x ̸= 0

0 x = 0

7. (発展問題) (1) f(x) = tan−1 x に対して f (n)(x) = (n − 1)! cosn f(x) sin
(
n
(
f(x) +

π

2

))
が成り立つことを示

し, この結果を用いて
dn

dxn
1

1 + x2
= n!(1 + x2)−

n+1
2 sin

(
(n+ 1)

(
tan−1 x+

π

2

))
が成り立つことを示せ.
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(2) g(x) = tan−1 1

x
に対して g(n)(x) = (−1)n(n− 1)! sinn g(x) sin(ng(x)) が成り立つことを示せ.

8. (発展問題) f が n 回微分可能ならば
dn

dxn

(
xn−1f

(
1

x

))
=

(−1)n

xn+1
f (n)

(
1

x

)
が成り立つこと示せ.

9. (発展問題) xn−1 log x, xn−1e
1
x の n 次導関数を求めよ.

10. (発展問題) f, g : R → R を f(x) =

e
− 1
x2 x ̸= 0

0 x = 0
, g(x) =

e−
1
x x > 0

0 x ≦ 0
で定める. また, x ̸= 0 に対し,

Fn(x) = x3ne
1
x2 f (n)(x) とおき, x > 0 に対し, Gn(x) = x2ne

1
x g(n)(x) とおく.

(1) F1(x), G1(x) を求めよ.

(2) F ′
n(x) =

1

x3
(Fn+1(x) + (3nx2 − 2)Fn(x)), G

′
n(x) =

1

x2
(Gn+1(x) + (2nx− 1)Gn(x)) を示せ.

(3) Fn(x) は x の 2(n− 1)次の多項式であり, Gn(x) は x の n− 1次の多項式であることを示せ.

(4) n による数学的帰納法で f (n)(0) = g(n)(0) = 0 であることを示せ. 従って f , g は無限回微分可能である.
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第 5回の演習問題の解答

1. (1) log |x3−3x+2| = log |(x−1)2(x+2)| = 2 log |x−1|+log |x+2|だから, n ≧ 1ならば (log |x3−3x+2|)(n) =

2(log |x− 1|)(n) + (log |x+ 2|)(n) = 2(−1)n−1(n− 1)!

(x− 1)n
+

(−1)n−1(n− 1)!

(x+ 2)n

(2)

(
x+ 1

x− 1

)(n)

=

(
1 +

2

x− 1

)(n)

=
2(−1)nn!

(x− 1)n+1

(3)
(
(e2x − e−x)3

)(n)
=
(
e6x − 3e3x + 3− e−3x

)(n)
= 6ne6x − 3n+1e3x − (−3)ne−3x

(4)

(
x3

1− x2

)(n)

=

(
−x+

x

1− x2

)(n)

=

(
−x− 1

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)

)(n)

= (−x)(n)−1

2

(
1

x− 1

)(n)

−1

2

(
1

x+ 1

)(n)

より
(

x3

1− x2

)′

= −1+
1

2(x− 1)2
+

1

2(x+ 1)2
. n ≧ 2ならば

(
x3

1− x2

)(n)
=

(−1)n+1n!

2

(
1

(x− 1)n+1
+

1

(x+ 1)n+1

)
.

(5) aq−bp ̸= 0の場合,

(
1

apx2 + (aq + bp)x+ bq

)(n)

=

(
1

(ax+ b)(px+ q)

)(n)

=
1

aq − bp

(
a

ax+ b
− p

px+ q

)(n)

=

a

aq − bp

(
1

ax+ b

)(n)

− p

aq − bp

(
1

px+ q

)(n)

=
(−1)nn!

aq − bp

(
an+1

(ax+ b)n+1
− pn+1

(px+ q)n+1

)
.

aq − bp = 0 の場合, q =
bp

a
だから

(
1

apx2 + (aq + bp)x+ bq

)(n)

=

(
a

p(ax+ b)2

)(n)

=
(−1)nan+1(n+ 1)!

p(ax+ b)n+2
.

(6)
2√

x+ 1 +
√
x− 1

=
√
x+ 1 −

√
x− 1 だから

(
2√

x+ 1 +
√
x− 1

)′

=
1

2
√
x+ 1

− 1

2
√
x− 1

であり, n ≧ 2

ならば
(

2√
x+ 1 +

√
x− 1

)(n)

=
(−1)n−1(2n− 3)!!

2n

(
(x+ 1)

1
2−n − (x− 1)

1
2−n

)
.

(7) (αx)
(n)

=
(
ex logα

)(n)
= (logα)nex logα = (logα)nαx

(8) (logα x)
(n)

=

(
log x

logα

)(n)

=
(−1)n−1(n− 1)!

xn logα

(9)
(
(ax2 + bx+ c) sin(px+ q)

)(n)
=

n∑
i=0

(
n

k

)
(ax2 + bx+ c)(k)(sin(px+ q))(n−k) =

pn(ax2+bx+c) sin
(
px+ q+

πn

2

)
+npn−1(2ax+b) sin

(
px+ q+

π(n− 1)

2

)
+apn−2n(n−1) sin

(
px+ q+

π(n− 2)

2

)
= pn−2(p2(ax2 + bx+ c)− an(n− 1)) sin

(
px+ q+

πn

2

)
− npn−1(2ax+ b) cos

(
px+ q+

πn

2

)
(10) (eax sin(bx+ c))′ = eax(a sin(bx+ c) + b cos(bx+ c)) だから, cos γ =

a√
a2 + b2

, sin γ =
b√

a2 + b2
を満たす

0 ≦ γ < 2πをとれば, (eax sin(bx+c))′ =
√
a2 + b2(cos γ sin(bx+c)+sin γ cos(bx+c)) =

√
a2 + b2 sin(bx+c+γ)であ

る. そこで (eax sin(bx+c))(n) = (a2+b2)
n
2 eax sin(bx+c+nγ)となることを nによる帰納法で示す. n = 1の場合に主

張が成り立つことは上でみた. nのとき主張が成り立つと仮定して, (eax sin(bx+c))(n) = (a2+b2)
n
2 eax sin(bx+c+nγ)

の両辺を微分すれば, a =
√
a2 + b2 cos γ, b =

√
a2 + b2 sin γ より (eax sin(bx+ c))(n+1) =

(a2+b2)
n
2 eax(a sin(bx+c+nγ)+b cos(bx+c+nγ)) = (a2+b2)

n+1
2 eax(cos γ sin(bx+c+nγ)+sin γ cos(bx+c+nγ)) =

(a2 + b2)
n+1
2 eax sin(bx+ c+ (n+ 1)γ) となり, n+ 1 のときも主張が成り立つ.

[注意] ライプニッツの公式を用いれば (eax sin(bx+ c))(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−keax sin

(
bx+ c+

πn

2

)
が得られるため,

上の結果から等式
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k sin

(
bx+ c+

πn

2

)
= (a2 + b2)

n
2 sin(bx+ c+ nγ) が得られる.

(11) (eax cos(bx+ c))′ = eax(a cos(bx+ c)− b sin(bx+ c)) だから, cos γ =
a√

a2 + b2
, sin γ =

b√
a2 + b2

を満たす

0 ≦ γ < 2πをとれば, (eax cos(bx+c))′ =
√
a2 + b2(cos γ cos(bx+c)−sin γ sin(bx+c)) =

√
a2 + b2 cos(bx+c+γ)であ

る. そこで (eax cos(bx+c))(n) = (a2+b2)
n
2 eax cos(bx+c+nγ)となることを nによる帰納法で示す. n = 1の場合に主

張が成り立つことは上でみた. nのとき主張が成り立つと仮定して, (eax cos(bx+c))(n) = (a2+b2)
n
2 eax cos(bx+c+nγ)

の両辺を微分すれば, a =
√
a2 + b2 cos γ, b =

√
a2 + b2 sin γ より (eax cos(bx+ c))(n+1) =

(a2+b2)
n
2 eax(a cos(bx+c+nγ)−b sin(bx+c+nγ)) = (a2+b2)

n+1
2 eax(cos γ cos(bx+c+nγ)−sin γ sin(bx+c+nγ)) =
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(a2 + b2)
n+1
2 eax cos(bx+ c+ (n+ 1)γ) となり, n+ 1 のときも主張が成り立つ.

[注意] ライプニッツの公式を用いれば (eax cos(bx+ c))(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−keax cos

(
bx+ c+

πn

2

)
が得られるため,

上の結果から等式
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k cos

(
bx+ c+

πn

2

)
= (a2 + b2)

n
2 cos(bx+ c+ nγ) が得られる.

(12) sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) より sin3 x =

1

2
(sinx− sinx cos 2x) =

1

2

(
sinx− 1

2
sin 3x+

1

2
sinx

)
=

3

4
sinx− 1

4
sin 3x. 故に (sin3 x)(n) =

(
3

4
sinx− 1

4
sin 3x

)(n)

=
3

4
sin
(
x+

nπ

2

)
− 3n

4
sin
(
3x+

nπ

2

)
(13)

(
(ax2 + bx+ c) cos(px+ q)

)(n)
=

n∑
i=0

(
n

k

)
(ax2 + bx+ c)(k)(cos(px+ q))(n−k) =

pn(ax2+bx+c) cos
(
px+ q+

πn

2

)
+npn−1(2ax+b) cos

(
px+ q+

π(n− 1)

2

)
+apn−2n(n−1) cos

(
px+ q+

π(n− 2)

2

)
= pn−2(p2(ax2 + bx+ c)− an(n− 1)) cos

(
px+ q+

πn

2

)
+ npn−1(2ax+ b) sin

(
px+ q+

πn

2

)
(14)

(
(ax2 + bx+ c)epx

)(n)
=

n∑
i=0

(
n

k

)
(ax2 + bx+ c)(k)(epx)(n−k) = pn(ax2 + bx+ c)epx + npn−1(2ax+ b)epx +

apn−2n(n− 1)epx = pn−2epx(ap2x2 + p(bp+ 2an)x+ an(n− 1) + nbp+ cp2)

(15) (sin ax cos bx)(n) =

(
1

2
(sin((a+ b)x) + sin((a− b)x))

)(n)

=

1

2

(
(a+ b)n sin

(
(a+ b)x+

nπ

2

)
+ (a− b)n sin

(
(a− b)x+

nπ

2

))
(16) (x2 sin2 x)(n) =

(
x2 − x2 cos 2x

2

)(n)

=
1

2
(x2)(n) − 1

2

n∑
i=0

(
n

i

)
(x2)(i)(cos 2x)(n−i) =

1

2
(x2)(n) − 2n−1x2 cos

(
2x+

πn

2

)
− 2n−1nx cos

(
2x+

π(n− 1)

2

)
− 2n−3n(n− 1) cos

(
2x+

π(n− 2)

2

)
=

1

2
(x2)(n) − 2n−3(4x2 − n(n− 1)) cos

(
2x+

πn

2

)
− 2n−1nx sin

(
2x+

πn

2

)
より

(x2 sin2 x)′ = x+ x2 sin 2x− x cos 2x, (x2 sin2 x)′′ = 1 + (2x2 − 1) cos 2x+ 4x sin 2x であり,

n ≧ 3 ならば (x2 sin2 x)(n) = −2n−3(4x2 − n(n− 1)) cos
(
2x+

πn

2

)
− 2n−1nx sin

(
2x+

πn

2

)
.

(17) 与えられた関数を微分してゆく. ((ax2 + bx+ c) log(px+ q))′ =
p(ax2 + bx+ c)

px+ q
+ (2ax+ b) log(px+ q) =

ax+b− aq

p
+
cp− bq + aq2

p

px+ q
+(2ax+b) log(px+q), ((ax2+bx+c) log(px+q))′′ = a− cp2 − bpq + aq2

(px+ q)2
+
p(2ax+ b)

px+ q
+

2a log(px+ q) = 3a− cp2 − bpq + aq2

(px+ q)2
+
bp− 2aq

px+ q
+ 2a log(px+ q), n ≧ 3 ならば ((ax2 + bx+ c) log(px+ q))(n) =(

3a− cp2 − bpq + aq2

(px+ q)2
+
bp− 2aq

px+ q
+ 2a log(px+ q)

)(n−2)

=
(−1)n−1(n− 1)!pn−2(cp2 − bpq + aq2)

(px+ q)n
+

(−1)npn−2(n− 2)!(bp− 2aq)

(px+ q)n−1
+

(−1)n−12apn−2(n− 3)!

(px+ q)n−2
=

(−1)n−1pn−2(n− 3)!((n− 1)(n− 2)(cp2 − bpq + aq2)− (n− 2)(bp− 2aq)(px+ q) + 2a(px+ q)2)

(px+ q)n
=

(−1)n−1pn−2(n− 3)!(2ap2x2 + (2apqn− bp2(n− 2))x+ aq2n(n− 1)− bpqn(n− 2) + cp2(n− 1)(n− 2))

(px+ q)n

(ライプニッツの公式から, (xm log x)(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(xm)(i)(log x)(n−i) =

n−1∑
i=0

(−1)n−i−1

(
n

i

)
m(m− 1) · · · (m− i+ 1)(n− i− 1)!xm−n +m(m− 1) · · · (m− n+ 1)xm−n log x).

(18) (x3eax)(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(x3)(i)(eax)(n−i) = anx3eax + 3nan−1x2eax + 3n(n− 1)an−2xeax+

n(n− 1)(n− 2)an−3eax = an−3(a3x3 + 3a2nx2 + 3an(n− 1)x+ n(n− 1)(n− 2))eax

(19) (x4eax)(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(x4)(i)(eax)(n−i) =
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anx4eax + 4nan−1x3eax + 6n(n− 1)an−2x2eax + 4n(n− 1)(n− 2)an−3xeax + n(n− 1)(n− 2)(n− 3)an−4eax =

an−4(a4x4 + 4a3nx3 + 6a2n(n− 1)x2 + 4an(n− 1)(n− 2)x+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3))eax

一般には (xmeax)(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(xm)(i)(eax)(n−i) =

n∑
i=0

(
n

i

)
m(m− 1) · · · (m− i+ 1)an−ixm−ieax

(20) (ex log(1 + x))(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(ex)n−i(log(1 + x))(i) = ex

(
log(1 + x)−

n∑
i=1

(−1)in!

i(n− i)!(1 + x)i

)
(21) (17)の結果を用いれば,

(
(ax2 + bx+ c) log

(
|x− p|α|x− q|β

))(n)
=(

α(ax2 + bx+ c) log |x− p|
)(n)

+
(
β(ax2 + bx+ c) log |x− q|

)(n)
=

(−1)n−1α(n− 3)!(2ax2 − (2apn+ b(n− 2))x+ ap2n(n− 1) + bpn(n− 2) + c(n− 1)(n− 2))

(x− p)n
+

(−1)n−1β(n− 3)!(2ax2 − (2aqn+ b(n− 2))x+ aq2n(n− 1) + bqn(n− 2) + c(n− 1)(n− 2))

(x− q)n

(22) (x3 sin 3x)(n) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(x3)(i)(sin 3x)(n−i) = 3nx3 sin

(
3x+

πn

2

)
+ 3nnx2 sin

(
3x+

π(n− 1)

2

)
+

3n−1n(n− 1)x sin

(
3x+

π(n− 2)

2

)
+ 3n−3n(n− 1)(n− 2) sin

(
3x+

π(n− 3)

2

)
=

(3nx3 − 3n−1n(n− 1)x) sin
(
3x+

πn

2

)
− (3nnx2 − 3n−3n(n− 1)(n− 2) cos

(
3x+

πn

2

)
(23) (x4 cos 2x)(n) =

n∑
i=0

(
n

i

)
(x4)(i)(cos 2x)(n−i) = 2nx4 cos

(
2x+

πn

2

)
+ 2n+1nx3 cos

(
2x+

π(n− 1)

2

)
+

3·2n−1n(n− 1)x2 cos

(
2x+

π(n− 2)

2

)
+2n−1n(n− 1)(n− 2)x cos

(
2x+

π(n− 3)

2

)
+2n−4n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

cos

(
2x+

π(n− 4)

2

)
= (2nx4 − 3·2n−1n(n− 1)x2 + 2n−4n(n− 1)(n− 2)(n− 3)) cos

(
2x+

πn

2

)
+

(2n+1nx3 − 2n−1n(n− 1)(n− 2)x) sin
(
2x+

πn

2

)
(24) ((x2 − 1)m)(n) = ((x− 1)m(x+ 1)m)(n) =

n∑
i=0

(
n

i

)
((x− 1)m)(i)((x+ 1)m)(n−i) =

n∑
i=0

(
n

i

)
m(m− 1) · · · (m− i+ 1)m(m− 1) · · · (m− n+ i+ 1)(x− 1)m−i(x+ 1)m−n+i

2. (1)
√
1− x2f ′(x) = 1 の左辺の微分は(√

1− x2f ′(x)
)′

=
√
1− x2f ′′(x)− x√

1− x2
f ′(x) =

(1− x2)f ′′(x)− xf ′(x)√
1− x2

であり, 右辺の微分は 0 だから (1− x2)f ′′(x)− xf ′(x) = 0 である.

(2) ライプニッツの公式より,

((1− x2)f ′′(x))(n−2) =

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(1− x2)(k)(f ′′)(n−2−k)(x)

= (1− x2)f (n)(x)− 2(n− 2)xf (n−1)(x)− (n− 2)(n− 3)f (n−2)(x),

(xf ′(x))(n−2) =

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(x)(k)(f ′)(n−2−k)(x) = xf (n−1)(x) + (n− 2)f (n−2)(x)

だから (1)で得た等式の両辺を x で n− 2 回微分すると左辺は

((1− x2)f (n)(x)− 2(n− 2)xf (n−1)(x)− (n− 2)(n− 3)f (n−2)(x))− (xf (n−1)(x) + (n− 2)xf (n−2)(x)) =

(1− x2)f (n)(x)− (2n− 3)xf (n−1)(x)− (n− 2)2f (n−2)(x) となるため, 示すべき等式が得られる.

(3) (2)で得た式に x = 0 を代入すれば f (n)(0)− (n− 2)2f (n−2)(0) = 0 を得る. am = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0)

によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0 を定めると上式より, am = 4(m − 1)2am−1, bm = (2m − 1)2bm−1 が得られる.

a0 = f(0) = 0 だから am = 4(m − 1)2am−1 より帰納的に任意の m に対して am = 0 であることがわかる. ま

た, b0 = f ′(0) = 1 だから bm = (2m − 1)2bm−1 より帰納的に bm = ((2m − 1)!!)2 であることがわかる. 以上から

f (2m)(0) = 0, f (2m+1)(0) = ((2m− 1)!!)2 である.
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3. (1) f ′(x) = 2xex
2

だから f ′(x) = 2xf(x) である. この両辺を n − 1 回微分すれば f (n)(x) = 2xf (n−1)(x) +

2(n − 1)f (n−2)(x) が得られる. とくに x = 0 のときは f (n)(0) = 2(n − 1)f (n−2)(0) だから am = f (2m)(0),

bm = f (2m+1)(0) によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0 を定めると上式より, am = 2(2m− 1)am−1, bm = 4mbm−1 が

得られる. a0 = f(0) = 1 だから am = 2(2m− 1)am−1 より, am = 2(2m− 1)am−1 = 22(2m− 1)(2m− 3)am−2 =

· · · = 2m(2m− 1)(2m− 3) · · · 1a0 = 2m(2m− 1)!! となる. また, b0 = f ′(0) = 0 だから bm = 4mbm−1 より帰納的

に任意の m に対して bm = 0 であることがわかる. 以上から f (2m)(0) = 2m(2m− 1)!! =
(2m)!

m!
, f (2m+1)(0) = 0 で

ある.

(2) (x2 + 1)f(x) = x だから, この両辺を n 回微分すれば, n = 1 のとき (x2 + 1)f ′(x) + 2xf(x) = 1, n ≧ 2

のとき (x2 + 1)f (n)(x) + 2nxf (n−1)(x) + n(n − 1)f (n−2)(x) = 0 が得られる. とくに x = 0 のときは f (n)(0) =

−n(n−1)f (n−2)(0)だから am = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0)によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0 を定めると上式より,

am = −2m(2m−1)am−1, bm = −2m(2m+1)bm−1 が得られる. a0 = f(0) = 0だから am = −2m(2m−1)am−1 より

帰納的に任意の mに対して am = 0であることがわかる. また, b0 = f ′(0) = 1だから bm = −(2m+1)(2m)bm−1 よ

り, bm = −(2m+1)(2m)bm−1 = (−1)2(2m+1)(2m)(2m−1)(2m−2)bm−2 = · · · = (−1)m(2m+1)(2m) · · · 3·2b0 =

(−1)m(2m+ 1)! となる. 以上から f (2m)(0) = 0, f (2m+1)(0) = (−1)m(2m+ 1)! である.

(3) f ′(x) =
x√

c2 + x2
だから (c2+x2)f ′(x) = x

√
c2 + x2 となるため, (c2+x2)f ′(x) = xf(x)である. この両辺を

n−1回微分すれば (c2+x2)f (n)(x)+2(n−1)xf (n−1)(x)+(n−1)(n−2)f (n−2)(x) = xf (n−1)(x)+(n−1)f (n−2)(x)

が得られる. 従って (c2 + x2)f (n)(x) + (2n − 3)xf (n−1)(x) + (n − 1)(n − 3)f (n−2)(x) = 0 が成り立つ. とくに

x = 0 のときは f (n)(0) = − 1

c2
(n − 1)(n − 3)f (n−2)(0) だから am = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0) によって数列

{am}∞m=0, {bm}∞m=0 を定めると上式より, am = − (2m− 1)(2m− 3)

c2
am−1, bm = −2m(2m− 2)

c2
bm−1 が得られ

る. a0 = f(0) = c だから am = − (2m− 1)(2m− 3)

c2
am−1 =

(
− 1

c2

)2

(2m − 1)(2m − 3)2(2m − 5)am−2 = · · · =(
− 1

c2

)m
(2m − 1)(2m − 3)2 · · · 32·12(−1)a0 =

(−1)m−1

c2m−1
(2m − 1)((2m − 3)!!)2 となる. また, b0 = f ′(0) = 0

だから bm = −2m(2m− 2)

c2
bm−1 より, 帰納的に任意の m に対して bm = 0 であることがわかる. 以上から

f (2m)(0) =
(−1)m−1

c2m−1
(2m− 1)((2m− 3)!!)2, f (2m+1)(0) = 0 である.

(4) f ′(x) =
−x√
c2 − x2

だから (c2−x2)f ′(x) = −x
√
c2 − x2 となるため, (c2−x2)f ′(x) = −xf(x)である. この両辺

を n−1回微分すれば (c2−x2)f (n)(x)−2(n−1)xf (n−1)(x)−(n−1)(n−2)f (n−2)(x) = −xf (n−1)(x)−(n−1)f (n−2)(x)

が得られる. 従って (c2 −x2)f (n)(x)− (2n− 3)xf (n−1)(x)− (n− 1)(n− 3)f (n−2)(x) = 0 が成り立つ. とくに x = 0

のときは f (n)(0) =
1

c2
(n − 1)(n − 3)f (n−2)(0) だから am = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0) によって数列 {am}∞m=0,

{bm}∞m=0 を定めると上式より, am =
(2m− 1)(2m− 3)

c2
am−1, bm =

2m(2m− 2)

c2
bm−1 が得られる. a0 = f(0) = c

だから am =
(2m− 1)(2m− 3)

c2
am−1 =

(
1

c2

)2

(2m− 1)(2m− 3)2(2m− 5)am−2 = · · · =(
1

c2

)m
(2m − 1)(2m − 3)2 · · · 32·12(−1)a0 = − 1

c2m−1
(2m − 1)((2m − 3)!!)2 となる. また, b0 = f ′(0) = 0 だか

ら bm =
2m(2m− 2)

c2
bm−1 より, 帰納的に任意の m に対して bm = 0 であることがわかる. 以上から f (2m)(0) =

− 1

c2m−1
(2m− 1)((2m− 3)!!)2, f (2m+1)(0) = 0 である.

(5) f ′(x) = 3x2ex
3

だから f ′(x) = 3x2f(x) である. この両辺を n − 1 回微分すれば f (n)(x) = 3x2f (n−1)(x) +

6(n−1)xf (n−2)(x)+3(n−1)(n−2)f (n−3)(x)が得られる. とくに x = 0のときは f (n)(0) = 3(n−1)(n−2)f (n−3)(0)

だから am = f (3m)(0), bm = f (3m+1)(0), cm = f (3m+2)(0) によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0, {cm}∞m=0 を定める

と上式より, am = 3(3m − 1)(3m − 2)am−1, bm = 3(3m)(3m − 1)bm−1, cm = 3(3m + 1)(3m)cm−1 が得られる.

a0 = f(0) = 1 だから am =
(3m)(3m− 1)(3m− 2)

m
am−1 より, am =

(3m)(3m− 1)(3m− 2)

m
am−1 =
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(3m)(3m−1)(3m−2)(3m−3)(3m−4)(3m−5)

m(m− 1)
am−2 = · · · = (3m)(3m−1)(3m−2) · · · 3·2·1

m(m− 1) · · · 1
a0 =

(3m)!

m!
となる. ま

た, b0 = f ′(0) = 0, c = f ′′(0) = 0 だから bm = 3(3m)(3m− 1)bm−1, cm = 3(3m+ 1)(3m)cm−1 より帰納的に任意

の m に対して bm = cm = 0 であることがわかる. 以上から f (3m)(0) =
(3m)!

m!
, f (3m+1)(0) = f (3m+2)(0) = 0 で

ある.

(6) f ′(x) = 2x3ex
2

+2xex
2

の両辺を x倍すれば xf ′(x) = 2x4ex
2

+2x2ex
2

だから xf ′(x) = 2(x2+1)f(x)である.

この両辺を n−1回微分すれば xf (n)(x)+(n−1)f (n−1)(x) = 2(x2+1)f (n−1)(x)+4(n−1)xf (n−2)(x)+2(n−1)(n−2)

f (n−3)(x)が得られる. 従って xf (n)(x) = (2x2−n+3)f (n−1)(x)+4(n−1)xf (n−2)(x)+2(n−1)(n−2)f (n−3)(x)であ

る. とくに x = 0のときは (n−3)f (n−1)(0) = 2(n−1)(n−2)f (n−3)(0)だから f (n)(0) =
2n(n− 1)

n− 2
f (n−2)(0)が 3以

上の nに対して成り立つ. am = f (2m)(0), bm = f (2m−1)(0)によって数列 {am}∞m=1, {bm}∞m=1 を定めると上式より,

2以上のmに対して am =
(2m)(2m− 1)

m− 1
am−1, bm =

2(2m− 1)(2m− 2)

2m− 3
bm−1 が得られる. a1 = f ′′(0) = 2 だから

am =
(2m)(2m− 1)

m− 1
am−1 =

(2m)(2m− 1)(2m− 2)(2m− 3)

(m− 1)(m− 2)
am−2 = · · · = (2m)(2m− 1) · · · 4·3

(m− 1)(m− 2) · · · 1
a1 =

(2m)!

(m− 1)!
.

また, b1 = f ′(0) = 0 だから bm =
2(2m− 1)(2m− 2)

2m− 3
bm−1 より, 帰納的に任意の m に対して bm = 0 であること

がわかる. 以上から m ≧ 1 ならば f (2m)(0) =
(2m)!

(m− 1)!
, f (2m−1)(0) = 0 である.

(7) f ′(x) =
1 + x√

x2+1

x+
√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1
より (x2+1)f ′(x) =

√
x2 + 1. さらにこの両辺を微分すれば (x2+1)f ′′(x)+

2xf ′(x) =
x√

x2 + 1
となるため, (x2+1)f ′′(x)+2xf ′(x) = xf ′(x),従って (x2+1)f ′′(x)+xf ′(x) = 0が成り立つ. 両

辺をn−2回微分すれば (x2+1)f (n)(x)+(2n−3)xf (n−1)(x)+(n−2)2f (n−2)(x) = 0が得られる. とくに x = 0のとき

は f (n)(0) = −(n−2)2f (n−2)(0)だからam = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0)によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0を定める

と上式より, am = −4(m−1)2am−1, bm = −(2m−1)2bm−1が得られる. a0 = f(0) = 0だから am = −4(m−1)2am−1

より,帰納的に任意のmに対して am = 0であることがわかる. また, b0 = f ′(0) = 1だから bm = −(2m−1)2bm−1 よ

り, bm = −(2m−1)2bm−1 = (−1)2(2m−1)2(2m−3)2bm−2 = · · · = (−1)m(2m−1)2 · · · 12b0 = (−1)m−1((2m−1)!!)2

となる. 以上から f (2m)(0) = 0, f (2m+1)(0) = (−1)m((2m− 1)!!)2 である.

(8) f ′(x) =
2x

x2 + 1
より (x2+1)f ′(x) = 2x. この両辺を n−1回微分すると, n = 2ならば (x2+1)f ′′(x)+2xf ′(x) =

2, n ≧ 3ならば (x2+1)f (n)(x)+2(n−1)xf (n−1)(x)+(n−1)(n−2)f (n−2)(x) = 0. x = 0のとき f ′′(0) = 2であり,

f (n)(0) + (n− 1)(n− 2)f (n−2)(0) = 0 が 3以上の n に対して成り立つ. am = f (2m)(0), bm = f (2m−1)(0) によって

数列 {am}∞m=1, {bm}∞m=1 を定めると上式より, 2以上のmに対して am = −(2m− 1)(2m− 2)am−1, bm = −(2m−
2)(2m− 3)bm−1 を得る. a1 = f ′′(0) = 2 だから am = −(2m− 1)(2m− 2)am−1 = (−1)2(2m− 1)(2m− 2)(2m− 3)

(2m − 4)am−2 = · · · = (−1)m−1(2m − 1)(2m − 2) · · · 3·2a1 = 2(−1)m−1(2m − 1)!. また, b1 = f ′(0) = 0 だから

bm = (2m− 2)(2m− 3)bm−1 より, 帰納的に任意の m に対して bm = 0 であることがわかる. 以上から m ≧ 1 なら

ば f (2m)(0) = 2(−1)m−1(2m− 1)!, f (2m−1)(0) = 0 である.

(9) f ′(x) =
1

x2 + 1
より (x2 + 1)f ′(x) = 1. この両辺を n − 1 回微分すると, n ≧ 2 ならば (x2 + 1)f (n)(x) +

2(n − 1)xf (n−1)(x) + (n − 1)(n − 2)f (n−2)(x) = 0. 従って f (n)(0) + (n − 1)(n − 2)f (n−2)(0) = 0 が 2以上の n

に対して成り立つ. am = f (2m)(0), bm = f (2m−1)(0) によって数列 {am}∞m=1, {bm}∞m=1 を定めると上式より, 2以

上のmに対して am = −(2m − 1)(2m − 2)am−1, bm = −(2m − 2)(2m − 3)bm−1 を得る. a1 = f ′′(0) = 0 だから

am = −(2m−1)(2m−2)am−1 より, 帰納的に任意の mに対して am = 0であることがわかる. また, b1 = f ′(0) = 1

だから bm = −(2m − 2)(2m − 3)bm−1 = (−1)2(2m − 2)(2m − 3)(2m − 4)(2m − 5)bm−2 = · · · = (−1)m−1(2m −
2)(2m− 3) · · · 3·2b1 = (−1)m−1(2m− 2)!. 以上から m ≧ 1 ならば f (2m)(0) = 0, f (2m−1)(0) = (−1)m−1(2m− 2)!

である.

(10) f ′(x) =
c√

1− x2
ec sin

−1 x =
c√

1− x2
f(x) より

√
1− x2f ′(x) = cf(x). この両辺を x で微分すれば

√
1− x2f ′′(x) − x√

1− x2
f ′(x) =

c2√
1− x2

f(x) が得られる. この両辺に
√
1− x2 をかけて右辺を左辺に移項し
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て (1− x2)f ′′(x)− xf ′(x)− c2f(x) = 0 を得る. この等式の左辺を x で n 回微分すれば, ライプニッツの公式より

(1−x2)f (n+2)(x)+

(
n

1

)
(1−x2)′f (n+1)(x)+

(
n

2

)
(1−x2)′′f (n)(x)− (xf (n+1)(x)+

(
n

1

)
(x)′f (n)(x))− c2f (n)(x) =

(1− x2)f (n+2)(x)− x(2n+1)f (n+1)(x)− (c2 +n2)f (n)(x). 従って x = 0 の場合, f (n+2)(0)− (c2 +n2)f (n)(0) = 0,

すなわち f (n+2)(0) = (c2 +n2)f (n)(0) である. am = f (2m)(0), bm = f (2m+1)(0) によって数列 {am}∞m=0, {bm}∞m=0

を定めると上式より, 2 以上の m に対して am = (c2 + (2m − 2)2)am−2, bm = (c2 + (2m − 1)2)bm−2 を得る.

a0 = f(0) = 1 だから f (2m)(0) = am = (c2 + (2m− 2)2)am−1 = (c2 + (2m− 2)2)(c2 + (2m− 4)2)am−2 = · · ·
= (c2 + (2m − 2)2)(c2 + (2m − 4)2) · · · (c2 + 22)c2a0 = c2(c2 + 22)(c2 + 42) · · · (c2 + (2m − 4)2)(c2 + (2m − 2)2).

また f ′(x) =
c√

1− x2
ec sin

−1 x より b0 = f ′(0) = c だから

f (2m+1)(0) = bm = ((2m− 1)2 + c2)bm−1 = (c2 + (2m− 1)2)(c2 + (2m− 3)2)bm−1 = · · ·
= (c2+(2m−1)2)(c2+(2m−3)2) · · · (c2+32)(c2+12)b0 = c(c2+12)(c2+32) · · · (c2+(2m−3)2)(c2+(2m−1)2).

(11) f ′(x) =
3x2

x3 + 1
より (x3 + 1)f ′(x) = 3x2. この両辺を n − 1 回微分すると, n = 2 ならば (x3 + 1)f ′′(x) +

3x2f ′(x) = 6x, n = 3 ならば (x3 + 1)f ′′′(x) + 6x2f ′′(x) + 6xf ′(x) = 6, n ≧ 4 ならば (x3 + 1)f (n)(x) + 3(n − 1)

x2f (n−1)(x) + 3(n − 1)(n − 2)xf (n−2)(x) + (n − 1)(n − 2)(n − 3)f (n−3)(x) = 0 である. x = 0 のとき f ′′(0) = 2,

f ′′′(0) = 6 であり, f (n)(0) + (n − 1)(n − 2)(n − 3)f (n−3)(0) = 0 が 4 以上の n に対して成り立つ. am =

f (3m)(0), bm = f (3m−1)(0), cm = f (3m−2)(0) によって数列 {am}∞m=1, {bm}∞m=1, {bm}∞m=1 を定めると上式よ

り, 2 以上の m に対して am = −(3m − 1)(3m − 2) (3m − 3)am−1, bm = −(3m − 2)(3m − 3)(3m − 4)bm−1,

cm = −(3m− 3)(3m− 4)(3m− 5)cm−1 を得る. a1 = f ′′′(0) = 6 だから am = −(3m− 1)(3m− 2)(3m− 3)am−1 =

(−1)2(3m−1)(3m−2) (3m−3)(3m−4)(3m−5)(3m−6)am−2 = · · · = (−1)m−1(3m−1)(3m−2)(3m−3) · · · 5·4·3a1 =

3(−1)m−1(3m − 1)!. また, b1 = f ′′(0) = 0, c1 = f ′(0) = 0 だから bm = −(3m − 2)(3m − 3) (3m − 4)bm−1,

cm = −(3m− 3)(3m− 4)(3m− 5)cm−1 より, 帰納的に任意の m に対して bm = cm = 0 であることがわかる. 以上

から m ≧ 1 ならば f (3m)(0) = 3(−1)m−1(3m− 1)!, f (3m−1)(0) = f (3m−2)(0) = 0 である.

(12) f ′(x) = ex log(1+x)+
ex

1 + x
= f(x)+

ex

1 + x
より (1+x)f ′(x)− (1+x)f(x) = ex. この両辺を n−1 回微分

すると, (1+x)f (n)(x)− (x−n+2)f (n−1)(x)− (n−1)f (n−2)(x) = ex が得られるため, x = 0 のとき, f (n)(0)+(n−
2)f (n−1)(0)−(n−1)f (n−2)(0) = 1が成り立つ. f(0) = 0, f ′(0) = 1であり, an = f (n)(0)−f (n−1)(0)とおけば a1 = 1

で, 上式から an+(n−1)an−1 = 1 である. さらに bn =
(−1)n−1an
(n− 1)!

とおけば bn = 1 で, bn− bn−1 =
(−1)n−1

(n− 1)!
が成

り立つため, bn = b1 +
n∑
k=2

(−1)k−1

(k − 1)!
=

n∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
である. 故に f (n)(0)− f (n−1)(0) = an = (−1)n−1(n− 1)!bn =

n∑
k=1

(−1)n+k(n− 1)!

(k − 1)!
だから f (n)(0) = f ′(1) +

n∑
l=2

l∑
k=1

(−1)k+l(l − 1)!

(k − 1)!
=

∑
1≦k≦l≦n

(−1)k+l(l − 1)!

(k − 1)!
が得られる.

(問題 1の (20)より f (n)(0) =
n∑
i=1

(−1)i−1n!

i(n− i)!
だから, 上の結果から等式

∑
1≦k≦l≦n

(−1)k+l(l − 1)!

(k − 1)!
=

n∑
i=1

(−1)i−1n!

i(n− i)!

が得られた.)

(13) f ′(x) =
2 sin−1x√
1− x2

より
√
1− x2f ′(x) = 2 sin−1x であり, この両辺を x で微分すれば

√
1− x2f ′′(x) −

x√
1− x2

f ′(x) =
2√

1− x2
が得られるため, (1 − x2)f ′′(x) − xf ′(x) = 2 が成り立つ. この両辺を x で n 回

(n ≧ 1) 微分すれば, (1 − x2)f (n+2)(x) − (2n + 1)xf (n+1)(x) − n2f (n)(x) = 0 が得られる. an = f (n)(0) とお

けば, a0 = a1 = 0, a2 = 2 であり, 上式から n ≧ 1 ならば an+2 = n2an が成り立つため, n が奇数ならば an = 0,

a2n = (2n − 2)2a2n−2 = (2n − 2)2(2n − 4)2a2n−4 = · · · = (2n − 2)2(2n − 4)2 · · · 22a2 = 22n−1((n − 1)!)2 である.

従って f (2n)(0) = 22n−1((n− 1)!)2, f (2n+1)(0) = 0 である.

(14) f ′(x) =
2 log(1 + x)

1 + x
より (1 + x)f ′(x) = 2 log(1 + x) であり, この両辺を x で n 回 (n ≧ 1) 微分すれ

ば, (1 + x)f (n+1)(x) + nf (n)(x) =
2(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
が得られる. an = f (n)(0) とおけば, a0 = a1 = 0 であ

り, 上式から n ≧ 1 ならば an+1 + nan = 2(−1)n−1(n − 1)! が成り立つため, この両辺に
(−1)n+1

n!
をかければ,
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(−1)n+1an+1

n!
− (−1)nan

(n− 1)!
=

2

n
が得られる. そこで, bn =

(−1)nan
(n− 1)!

とおけば, b1 = 0 であり, bn+1 − bn =
2

n
だ

から bn = b1 +
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) =
n−1∑
k=1

2

k
が成り立つ. 従って n ≧ 2 ならば f (n)(0) = an = (−1)n(n − 1)!bn =

2(−1)n(n− 1)!
n−1∑
k=1

1

k
= 2(−1)n(n− 1)!

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n− 1

)
である.

4.
xn

n!
(log x− an) の導関数は

xn−1

(n− 1)!
(log x− an) +

xn−1

n!
=

xn−1

(n− 1)!

(
log x− an +

1

n

)
であり, この関数の n− 1

次導関数が log x になるため, an−1 = an − 1

n
が成り立つように, 数列 {an}∞n=0 を定めればよい. a0 = 0 であり, 1

以上の任意の整数 n に対して an − an−1 =
1

n
が成り立つため, an = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
=

n∑
k=1

1

k
である.

(別解) ライプニッツの公式から
(
xn

n!
(log x− an)

)(n)

= log x− an +
n∑
i=1

(
n

i

)(
xn

n!

)(n−i)

(log x− an)
(i) であり,

これに
(
xn

n!

)(n−i)

=
xi

i!
, (log x − an)

(i) =
(−1)i−1(i− 1)!

xi
を代入すれば,

(
xn

n!
(log x− an)

)(n)

は log x − an +

n∑
i=1

(−1)i−1

i

(
n

i

)
に等しいことがわかる. 仮定により,

(
xn

n!
(log x− an)

)(n)

= log x だから an =
n∑
i=1

(−1)i−1

i

(
n

i

)
である.

5. (1) f(x) = sin
1

x
, g(x) = cos

1

x
だから P0(x) = 1, Q0(x) = 0 である.

f (n)(x) =
Pn(x)

x2n
f(x)− Qn(x)

x2n
g(x), g(n)(x) =

Qn(x)

x2n
f(x) +

Pn(x)

x2n
g(x)

が成り立つ仮定すれば f ′(x) = − 1

x2
g(x), g′(x) =

1

x2
f(x) より, 次の等式が成り立つ.

f (n+1)(x) =
x2P ′

n(x)− 2nxPn(x)−Qn(x)

x2(n+1)
f(x) +

−Pn(x)− x2Q′
n(x) + 2nxQn(x)

x2(n+1)
g(x)

g(n+1)(x) =
Pn(x) + x2Q′

n(x)− 2nxQn(x)

x2(n+1)
f(x) +

x2P ′
n(x)− 2nxPn(x)−Qn(x)

x2(n+1)
g(x)

従って Pn+1(x) = x2P ′
n(x)−2nxPn(x)−Qn(x), Qn+1(x) = Pn(x)+x

2Q′
n(x)−2nxQn(x) で Pn+1(x) と Qn+1(x)

を定めれば f (n+1)(x) =
Pn+1(x)

x2(n+1)
f(x)− Qn+1(x)

x2(n+1)
g(x) と g(n+1)(x) =

Qn+1(x)

x2(n+1)
f(x)+

Pn+1(x)

x2(n+1)
g(x) が成り立つ. 故

に Pn(x), Qn(x) が x の多項式ならば Pn+1(x), Qn+1(x) も x の多項式になるため, 0以上の任意の整数 nに対し

て Pn(x), Qn(x) は x の多項式である.

(2) f ′(x) = − 1

x2
g(x), g′(x) =

1

x2
f(x) より P1(x) = 0, Q1(x) = 1 だから (1)の結果から P2(x) = −1, Q2(x) =

−2xが成り立つ. そこで, n ≧ 2に対し Pn(x)の次数が n−2, Qn(x)の次数が n−1であると仮定し, Pn(x)の xn−2

の係数を an, Qn(x)の xn−1 の係数を bn とおくと, x2P ′
n(x)−2nxPn(x)−Qn(x)の xn−1 の係数は −(n+2)an−bn

であり, Pn(x) + x2Q′
n(x)− 2nxQn(x) の xn の係数は −(n+1)bn だから, (1)の結果から an+1 = −(n+2)an− bn,

bn+1 = −(n+ 1)bn が成り立つ. 後者の等式と b2 = −2 より bn = (−n)(−n+ 1) · · · (−3)b2 = (−1)n−1n! が得られ

る. これを前者の等式に代入して, 両辺を (−1)n+1(n+2)! で割れば
(−1)n+1an+1

(n+ 2)!
=

(−1)nan
(n+ 1)!

− 1

(n+ 1)(n+ 2)
よ

り, a2 = −1 であることを用いれば

(−1)nan
(n+ 1)!

=
a2
3!

+

n−1∑
k=2

(
(−1)k+1ak+1

(k + 2)!
− (−1)kak

(k + 1)!

)
= −1

6
−
n−1∑
k=2

1

(k + 1)(k + 2)

= −1

6
−
n−1∑
k=2

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
= −1

6
−
(
1

3
− 1

n+ 1

)
= − n− 1

2(n+ 1)

が成り立つ. 故に an =
(−1)n−1n!(n− 1)

2
, bn = (−1)n−1n! である.
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(3) P2(x) = −1, Q2(x) = −2xだから (1)の結果から P3(x) = 6x, Q3(x) = 6x2−1となるため, P2(x)と Q3(x)は

xの奇数次の項を含まず, P3(x)と Q2(x)は xの偶数次の項を含まない. n ≧ 1に対し P2n(x)と Q2n+1(x)は xの奇

数次の項を含まず, P2n+1(x) と Q2n(x) は x の偶数次の項を含まないと仮定する. このとき P ′
2n+1(x) は x の奇数次

の項を含まず, Q′
2n+1(x)は xの偶数次の項を含まないため, P2n+2(x) = x2P ′

2n+1(x)−(4n+2)xP2n+1(x)−Q2n+1(x)

は xの奇数次の項を含まず, Q2n+2(x) = P2n+1(x)+x
2Q′

2n+1(x)−(4n+2)xQ2n+1(x)は xの偶数次の項を含まない.

従って P ′
2n+2(x)は xの偶数次の項を含まず, Q′

2n+2(x)は xの奇数次の項を含まないため, P2n+3(x) = x2P ′
2n+2(x)−

4(n+1)xP2n+2(x)−Q2n+2(x)は xの偶数次の項を含まず, Q2n+3(x) = P2n+2(x)+x
2Q′

2n+2(x)−4(n+1)xQ2n+2(x)

は x の奇数次の項を含まない. 故に nによる数学的帰納法によって主張が示された.

6. (1) f の連続性と仮定 lim
x→0

f(x) = 0 から f(0) = 0 である. また, 仮定から x ̸= 0 ならば 1 ≦ m ≦ n に対して

g
(m)
n (x) =

m∑
k=0

k!
(
m
k

)(
n
k

)
xn−kf (m−k)(x) が成り立つ. mによる数学的帰納法で g

(m)
ln (0) = 0 が m = 0, 1, . . . , n に対

して成り立つことを示す. gln(0) = 0 であり g
(k)
ln (0) = 0 が k = m− 1 に対して成り立つと仮定すれば

g
(m)
ln (0) = lim

x→0

g
(m−1)
ln (x)− g

(m−1)
ln (0)

x− 0
= lim
x→0

m−1∑
k=0

k!

(
m− 1

k

)(
ln

k

)
xln−k−1f (m−k−1)(x)

=

m−1∑
k=0

k!

(
m− 1

k

)(
ln

k

)(
lim
x→0

xl(n−m)+(l−1)(k+1)
)(

lim
x→0

xl(m−k−1)f (m−k−1)(x)
)
= 0

より, g
(m)
ln (0) = 0 が成り立つ. 故に gln は n回微分可能である. さらに lim

x→0
xlnf (n)(x) = 0 ならば

lim
x→0

g
(n)
ln (x) = lim

x→0

n∑
k=0

k!

(
n

k

)(
ln

k

)
xln−kf (n−k)(x)

=

n∑
k=0

k!

(
n

k

)(
ln

k

)(
lim
x→0

xk(l−1)
)(

lim
x→0

xl(n−k)f (n−k)(x)
)
= 0 = g

(n)
ln (0)

だからである.

(2) (i) f(x) = |x| より lim
x→0

f(x) = 0 は明らか. f ′(x) =

1 x > 0

−1 x < 0
だから, x ̸= 0 ならば xf ′(x) = |x| となる

ため lim
x→0

xf ′(x) = 0 が成り立つ. n ≧ 2 かつ x ̸= 0 ならば f (n)(x) = 0 だから lim
x→0

xnf (n)(x) = 0 である.

(ii) lim
x→+0

x log x = 0 が成り立つことから lim
x→0

f(x) = 0 である. x ̸= 0 ならば f ′(x) = 1 + log |x| だか

ら lim
x→+0

xf ′(x) = 0 である. x ̸= 0 かつ n ≧ 2 ならば f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn−1
+

(−1)n−2n(n− 2)!

xn−2
=

(−1)n−2(n− 2)!(nx− n+ 1)

xn−1
だから lim

x→0
xnf (n)(x) = lim

x→0
x((−1)n−2(n− 2)!(nx− n+ 1)) = 0 である.

(iii) x ̸= 0 ならば |f(x)| =
∣∣∣∣x sin 1

x

∣∣∣∣ ≦ |x| だから lim
x→0

f(x) = 0 である. 問題 5の結果から, xの多項式 Pn(x) と

Qn(x) で
(
sin

1

x

)(n)

=
Pn(x)

x2n
sin

1

x
+
Qn(x)

x2n
cos

1

x
を満たすものがある. 従って次の等式が成り立つ.

f (n)(x) = x

(
sin

1

x

)(n)

+ n

(
sin

1

x

)(n−1)

=
xPn(x)

x2n
sin

1

x
+
xQn(x)

x2n
cos

1

x
+
nPn−1(x)

x2n−2
sin

1

x
+
nQn−1(x)

x2n−2
cos

1

x

=
Pn(x) + nxPn−1(x)

x2n−1
sin

1

x
+
Qn(x) + nxQn−1(x)

x2n−1
cos

1

x

故に ∣∣∣x2nf (n)(x)∣∣∣ = ∣∣∣∣x(Pn(x) + nxPn−1(x)) sin
1

x
+ x(Qn(x) + nxQn−1(x)) cos

1

x

∣∣∣∣
≦
∣∣∣∣x(Pn(x) + nxPn−1(x)) sin

1

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x(Qn(x) + nxQn−1(x)) cos
1

x

∣∣∣∣
≦ |x| |Pn(x) + nxPn−1(x)|+ |x| |Qn(x) + nxQn−1(x)|

59



であり, lim
x→0

|x| |Pn(x) + nxPn−1(x)| = lim
x→0

|x| |Qn(x) + nxQn−1(x)| = 0 だから lim
x→0

x2nf (n)(x) = 0 が成り立つ.

7. (1) x = tan y だから cos y sin
(
y +

π

2

)
= cos2 y =

1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
=
dy

dx
より n = 1 のとき主張は正し

い. n = k のとき主張が正しいとし,
dky

dxk
= (k − 1)! cosk y sin k

(
y +

π

2

)
の両辺を x で微分すれば,

dy

dx
= cos2 y

より
dk+1y

dxk+1
= k! cosk−1 y

(
− sin y sin k

(
y +

π

2

)
+ cos y cos k

(
y +

π

2

)) dy
dx

= k! cosk+1 y cos

(
(k + 1)y +

πk

2

)
=

k! cosk+1 y sin
(
(k + 1)

(
y +

π

2

))
だから n = k+1のときも主張は正しい. 次に, cos2 y =

1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
であ

り, y = tan−1 xは |y| < π

2
を満たすため cos y > 0. 従って cos y = (1+x2)−

1
2 である. 一方

dy

dx
=

1

1 + x2
だから,上の

結果から
dn

dxn
1

1 + x2
=
dn+1y

dxn+1
= n! cosn+1 y sin

(
(n+ 1)

(
y +

π

2

))
= n!(1+x2)−

n+1
2 sin

(
(n+ 1)

(
tan−1 x+

π

2

))
.

(2) tan y =
1

x
だから − sin2 y = cos2 y − 1 =

1

1 + tan2 y
− 1 =

1

1 + 1
x2

− 1 = − 1

1 + x2
. 一方

dy

dx
=

− 1

x2
1

1 +
(
1
x

)2 = − 1

1 + x2
より n = 1 のとき, 主張は成り立つ. n = k のときに主張が成り立つとし,

dky

dxk
=

(−1)k(k − 1)! sink y sin ky の両辺を x で微分すれば,
dy

dx
= − sin2 y より

dk+1y

dxk+1
= (−1)kk! sink−1 y(cos y sin ky +

sin y cos ky)
dy

dx
= (−1)k+1k! sink+1 y sin(k + 1)y だから n = k + 1 のときも主張が成り立つ.

8. f が 1回微分可能ならば合成関数の微分法から
d

dx

(
f

(
1

x

))
=

−1

x2
f ′
(
1

x

)
が成り立つ. f が n 回微分可能な

らば
dn

dxn

(
xn−1f

(
1

x

))
=

(−1)n

xn+1
f (n)

(
1

x

)
が成り立つと仮定する. f が n + 1 回微分可能ならば, xnf

(
1

x

)
=

xxn−1f

(
1

x

)
にライプニッツの公式を用いると,帰納法の仮定から

dn+1

dxn+1

(
xnf

(
1

x

))
= x

d

dx

(
dn

dxn
xn−1f

(
1

x

))
+

(n+ 1)
dn

dxn

(
xn−1f

(
1

x

))
= x

d

dx

(
(−1)n

xn+1
f (n)

(
1

x

))
+

(−1)n(n+ 1)

xn+1
f (n)

(
1

x

)
=

x

(
(−1)n+1(n+ 1)

xn+2
f (n)

(
1

x

)
+

(−1)n+1

xn+3
f (n+1)

(
1

x

))
+

(−1)n(n+ 1)

xn+1
f (n)

(
1

x

)
=

(−1)n+1

xn+2
f (n+1)

(
1

x

)
となって

帰納法が進む.

9. f(x) = − log x で f を定めれば, xn−1 log x = xn−1f

(
1

x

)
であり, f (n)(x) =

(−1)n(n− 1)!

xn
だから f (n)

(
1

x

)
=

(−1)n(n− 1)!xn が成り立つ. そこで 5の結果を用いると (xn−1 log x)(n) =
(−1)n

xn+1
f (n)

(
1

x

)
=

(n− 1)!

x
である.

g(x) = ex で g を定めれば, xn−1e
1
x = xn−1g

(
1

x

)
であり, g(n)(x) = ex だから g(n)

(
1

x

)
= e

1
x が成り立つ. そ

こで 5の結果を用いると
(
xn−1e

1
x

)(n)
=

(−1)n

xn+1
g(n)

(
1

x

)
=

(−1)ne
1
x

xn+1
である.

(別解) ライプニッツの公式から (xn−1 log x)(n) =
n∑
r=0

(
n

r

)
(xn−1)(r)(log x)(n−r) であり, これに (xn−1)(r) =

(n − 1)(n − 2) · · · (n − r)xn−r−1, (log x)(n−r) =
(−1)n−r−1(n− r − 1)!

xn−r
(r < n) を代入し, r = n の場合の項(

n

n

)
(xn−1)(n) log x は 0 になることに注意すれば,

(xn−1 log x)(n) =

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(n− 1)(n− 2) · · · (n− r)xn−r−1 (−1)n−r−1(n− r − 1)!

xn−r

=

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(n− 1)!

(−1)n−r−1

x
=

(n− 1)!

x

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(−1)n−r−1 · · · (∗)
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二項定理 (a + b)n =
n∑
r=0

(
n

r

)
arbn−r において a = 1, b = −1 とおくと (左辺 ) = (1 + (−1))n = 0, (右辺) =

n∑
r=0

(
n

r

)
(−1)n−r =

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(−1)n−r+

(
n

n

)
(−1)0 = −

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(−1)n−r−1+1となるため

n−1∑
r=0

(
n

r

)
(−1)n−r−1 = 1

である. 従って (∗) から (xn−1 log x)(n) =
(n− 1)!

x
である.

10. (1) f ′(x) =
2

x3
e−

1
x2 , g′(x) =

1

x2
e−

1
x より F1(x) = x3e

1
x2

2

x3
e−

1
x2 = 2, G1(x) = x2e

1
x
1

x2
e−

1
x = 1.

(2) f (n)(x) = x−3ne−
1
x2 Fn(x) だから Fn(x) = x3ne

1
x2 f (n)(x) の両辺を x で微分すれば

F ′
n(x) = 3nx3n−1e

1
x2 f (n)(x)− 2x3n−3e

1
x2 f (n)(x) + x3ne

1
x2 f (n+1)(x) = 3nx−1Fn(x)− 2x−3Fn(x) + x−3Fn+1(x) =

1

x3
(Fn+1(x) + (3nx2 − 2)Fn(x)). g

(n)(x) = x−2ne−
1
xGn(x) だから Gn(x) = x2ne

1
x g(n)(x) の両辺を x で微分すれ

ば G′
n(x) = 2nx2n−1e

1
x g(n)(x) − x2n−2e

1
x g(n)(x) + x2ne

1
x g(n+1)(x) = 2nx−1Gn(x) − x−2Gn(x) + x−2Gn+1(x) =

1

x2
(Gn+1(x) + (2nx− 1)Gn(x)).

(3) n による数学的帰納法で主張を示す. (1) の結果から n = 1 のときは主張が成り立つ. Fn(x), Gn(x) が

それぞれ x の 2(n − 1) 次, n − 1 次の多項式であることを仮定して, x2(n−1), xn−1 の係数をそれぞれ an, bn と

おくと, F ′
n(x) は 2n − 3 次の多項式で x2n−3 の係数は 2(n − 1)an であり, G′

n(x) は n − 2 次の多項式で xn−2

の係数は (n − 1)bn である. Fn+1(x) = x3F ′
n(x) − (3nx2 − 2)Fn(x) で, x3F ′

n(x) と (3nx2 − 2)Fn(x) はとも

に 2n 次の多項式だから Fn+1(x) は 2n 次以下の多項式である. 右辺 x3F ′
n(x) − (3nx2 − 2)Fn(x) の x2n の係

数は 2(n − 1)an − 3nan = (−n − 2)an だから an+1 = −(n + 2)an が得られる. また (1) から a1 = 2 であ

るため an = −(n + 1)an−1 = (−1)2(n + 1)nan−2 = · · · = (−1)n−1(n + 1)n · · · 3a1 = (−1)n−1(n + 1)!. 従っ

て an+1 = (−1)n(n + 2)! ̸= 0 だから Fn+1(x) は 2n 次の多項式である. 上の証明から Fn(x) の 2(n − 1) 次の

係数は (−1)n−1(n + 1)! である. Gn+1(x) = x2G′
n(x) − (2nx − 1)Gn(x) で, x2G′

n(x) と (2nx − 1)Gn(x) はと

もに n 次の多項式だから Gn+1(x) は n 次以下の多項式である. 右辺 x2G′
n(x) − (2nx − 1)Gn(x) の xn の係

数は (n − 1)bn − 2nbn = (−n − 1)bn だから bn+1 = −(n + 1)bn が得られる. また (1) から b1 = 1 であるため

bn = −nbn−1 = (−1)2n(n−1)bn−2 = · · · = (−1)n−1n(n−1) · · · 2b1 = (−1)n−1n!. 従って bn+1 = (−1)n(n+1)! ̸= 0

だから Gn+1(x) は n次の多項式である. 上の証明から Gn(x) の n− 1次の係数は (−1)n−1n! である.

(4) f , g が n 回微分可能で f (n)(0) = g(n)(0) = 0 であることを n による帰納法で示す. n = 0 のときは,

f (0)(0) = f(0) = 0, g(0)(0) = g(0) = 0 より主張は成立する. n = k のとき, 帰納法の仮定が成り立つとする.

まず, f は (−∞, 0) ∪ (0,∞) においては, 無限回微分可能であるため f (k) は 0 以外で微分可能である. y =
1

x2

とおくと, x =
1
√
y
で, x → 0 のとき, y → ∞ だから f (k) の 0 における微分係数は, lim

x→0

f (k)(x)− f (k)(0)

x− 0
=

lim
x→0

x−3ke−
1
x2 Fk(x)

x
= lim

x→0

e−
1
x2 Fk(x)

x3k+1
= lim

x→0

e−
1
x2

x3k+1
lim
x→0

Fk(x) = lim
y→∞

y
3k+1

2 e−yFk(0) = 0. 従って f (k) は 0 に

おいても微分可能で, f (k+1)(0) = 0 が成り立つ. g は (−∞, 0) ∪ (0,∞) においては, 無限回微分可能であるため

g(k) は 0 以外で微分可能である. y =
1

x
とおくと, x =

1

y
で, x → +0 のとき, y → ∞ だから g(k) の 0 におけ

る右微分係数は, lim
x→+0

g(k)(x)− g(k)(0)

x− 0
= lim

x→+0

x−2ke−
1
xGk(x)

x
= lim

x→+0

e−
1
xGk(x)

x2k+1
= lim

x→+0

e−
1
x

x2k+1
lim
x→0

Gk(x) =

lim
y→∞

y2k+1e−yGk(0) = 0. また, x ≦ 0 ならば g(x) ≦ 0 だから x < 0 ならば g(k)(x) = 0 である. 故に g(k) の 0 に

おける左微分係数は, lim
x→−0

g(k)(x)− g(k)(0)

x− 0
= 0 となって, g(k) の 0 における右微分係数に一致するため，g(k) は

0 においても微分可能で, g(k+1)(0) = 0 が成り立つ.
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微積分学 I 演習問題 第6回 平均値の定理とテイラーの定理

1. 以下の等式の両辺の関数の微分を考えることによって, 等式が成り立つことを示せ.

(1) 2 tan−1

√
1− x

1 + x
=
π

2
− sin−1 x (−1 < x ≦ 1)

(2) tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
=

 1
2 tan

−1
√
x2 − 1− π

4 x ≦ −1

1
2 tan

−1
√
x2 − 1 + π

4 x ≧ 1

(3) sin−1
(
2x

√
1− x2

)
=


−2 sin−1 x− π −1 ≦ x ≦ − 1√

2

2 sin−1 x − 1√
2
≦ x ≦ 1√

2

−2 sin−1 x+ π 1√
2
≦ x ≦ 1

(4) tan−1 x
2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
=


−2 tan−1 x− 3π

4 x < −1−
√
2

−2 tan−1 x+ π
4 −1−

√
2 < x < −1 +

√
2

−2 tan−1 x+ 5π
4 x > −1 +

√
2

2. マクローリンの定理を用いて, 以下の関数を 0の近くで近似する n− 1 次の多項式と剰余項を求めよ.

(1) (ex + e−x)2 (2) sin2 x (3) sinx cosx (4) log
1 + x

1− x
(5)

√
1 + 2x

3. 正の実数 m, A, B に対し, x =
A

Bm
− 1 とおく. n >

1

m
である自然数 n に対し, A

1
m を多項式

B

(
1 +

( 1
m

1

)
x+ · · ·+

( 1
m

k

)
xk + · · ·+

( 1
m

n

)
xn
)

で近似すれば, 誤差は B

∣∣∣∣( 1
m

n

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

(1 + x)n
− 1

∣∣∣∣ |x|n 以下であることを示せ.

4. 次の数の近似値を小数第 5位まで求めよ. (1)
√
3 (2) 3

√
2 (3) e (4) log 2

5. 次の極限 が 0 でない値になるように α, β を定めて, そのときの極限値を求めよ.

(1) lim
x→0

sinx− x cosx

xα
(2) lim

x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

xα
(3) lim

x→0

cosx− ex + x

xα
(4) lim

x→0

ex − 1+αx
1+βx

x3

6. 関数 f : [0, 1] → [0, 1] は連続で, (0, 1) の各点で微分可能であるとする. すべての x ∈ (0, 1) に対して f ′(x) ̸= 1

ならば, f(c) = c を満たす c ∈ [0, 1] がただ 1つ存在することを示せ.

7. n を 0以上の整数とし, fn : R → R を以下で定める.

fn(x) = tan−1x−
(
x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1

)
= tan−1x−

n∑
i=0

(−1)i
x2i+1

2i+ 1

(1) fn の増減を調べよ.

(2) x > 0 ならば x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)2k−1 x

4k−1

4k − 1
< tan−1x < x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)2k

x4k+1

4k + 1
が成り立

つことを示せ.

8. ee−2 と 2 ではどちらが大きいか答えて, その理由を述べよ.

9. 関数 f : (a, b) → R は微分可能であり, 定数 M > 0 が存在して, 任意の x ∈ (a, b) に対して |f ′(x)| ≦M が成り

立つとする. さらに, f(α) = α を満たす α ∈ (a, b) が存在すると仮定する. 数列 {xn}∞n=1 が, 任意の自然数 nに対

して xn ∈ (a, b) かつ xn+1 = f(xn) を満たすならば, |xn − α| ≦ Mn−1|x1 − α| がすべての自然数 nに対して成り

立つことを示せ.
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10.
1

cosx
= a0 + a1x+ a2x

2 + o(x3) (x→ 0) を満たす a0, a1, a2 を求め, |x| <
√
2 ならば次の不等式が成り立つこ

とを示せ.

0 ≦ 1

cosx
− (a0 + a1x+ a2x

2) ≦ x4

2(2− x2)

11. (発展問題) 関数 f : [a, b] → R は連続で f(a)f(b) < 0 を満たし, (a, b) の各点で 2回微分可能であり, さらに任

意の x ∈ (a, b) に対して f ′′(x) > 0 であるとする. また, p ∈ [a, b] は f(p) > 0 を満たす点とする.

(1) f(α) = 0 を満たす α ∈ (a, b) がただ 1つだけ存在することを示せ.

(2) α < p かつ x ∈ [α, p) ならば f ′(x) > 0 であり, α > p かつ x ∈ (p, α] ならば f ′(x) < 0 であることを示せ.

(3) 数列 {xn}∞n=1 を帰納的に x0 = p, xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
で定義する. α > p ならばすべての自然数 n に対し

て xn−1 < xn < α が成り立ち, α < p ならばすべての自然数 n に対して xn−1 > xn > α が成り立つことを示せ.

12. (発展問題) 関数 f : [0,∞) → R は連続で f(0) = 0 を満たし, (0,∞) の各点で微分可能とする. f ′ : (0,∞) → R

が単調増加関数ならば g(x) =
f(x)

x
で定義される関数 g : (0,∞) → R も単調増加関数であることを示せ.

13. (発展問題) I は 0, 1 を含む開区間で f : I → R は 2回微分可能であり, f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = f ′(1) = 0

を満たすとする. このとき |f ′′(c)| ≧ 4 を満たす c ∈ [0, 1] が存在することを示せ.

14. (発展問題) f : (0,∞) → R は 2回微分可能であるとし, すべての x ∈ (0,∞) に対して |f(x)| ≦ A, |f ′′(x)| ≦ B

を満たす定数 A, B が存在すれば, すべての x ∈ (0,∞) に対して |f ′(x)| ≦ 2
√
AB が成り立つことを示せ.

15. (1) 区間 [a,∞) 上の連続関数 f が (a,∞) の各点で微分可能であり, lim
x→∞

f(x) = f(a) を満たすならば f ′(ξ) = 0

を満たす ξ > a が存在することを示せ.

(2) 実数全体で定義された微分可能な関数 f が lim
x→∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = l (l は実数または ±∞) を満たすなら

ば f ′(ξ) = 0 を満たす実数 ξ が存在することを示せ.

16. (発展問題) (1) 閉区間 [a, b] を含む開区間で定義された n回微分可能な関数 f が k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 に対して

f (k)(a) = f (k)(b) = 0 を満たすとき, 方程式 f (n)(x) = 0 は (a, b) に相異なる n個の解をもつことを示せ.

(2) 区間 [a,∞) を含む開区間で定義された n回微分可能な関数 f が k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 に対して f (k)(a) =

lim
x→∞

f (k)(x) = 0 を満たすとき, 方程式 f (n)(x) = 0 は (a,∞) に相異なる n 個の解をもつことを示せ.

(3) 実数全体で定義された n回微分可能な関数 f が k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 に対して lim
x→±∞

f (k)(x) = 0 を満たすと

き, 方程式 f (n)(x) = 0 は相異なる n個の実数解をもつことを示せ.

17. (発展問題) x の多項式 Pn(x) を Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n で定める.

(1) (x2 − 1)P ′′
n (x) + 2xP ′

n(x)− n(n+ 1)Pn(x) = 0 と P ′
n+1(x) = (n+ 1)Pn(x) + xP ′

n(x) が成り立つことを示せ.

(2) Pn+1(x) = xPn(x) +
x2 − 1

n+ 1
P ′
n(x) が成り立つことを示せ.

(3) Pn(x) = 0 は開区間 (−1, 1) の中に n個の相異なる解をもつことを示せ.

18. (発展問題) x の多項式 Ln(x) を Ln(x) =
(−1)nex

n!

dn

dxn
(e−xxn) で定める.

(1) Ln+1(x) =
x− n− 1

n+ 1
Ln(x)−

x

n+ 1
L′
n(x) と xL′′

n(x) + (1− x)L′
n(x) + nLn(x) = 0 が成り立つことを示せ.

(2) Ln(x) = 0 は n個の相異なる正の実数解をもつことを示せ.

19. (発展問題) x の多項式 Hn(x) を Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(
e−x

2)
で定める.

(1) Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′
n(x) と H ′′

n(x)− 2xH ′
n(x) + 2nHn(x) = 0 が成り立つことを示せ.

(2) Hn(x) = 0 は n個の相異なる実数解をもち, Hn(x) = 0 の隣り合う 2つの解の間にHn−1(x) = 0 の解が 1つ

存在することを示せ.
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第 6回の演習問題の解答

1. 一般に X ⊂ R とし, 関数 f, g : X → R が X に含まれる閉区間 [a, b] の任意の点で連続で, しかも (a, b) の任意

の点 x で微分可能であり, f ′(x) = g′(x) が成り立つならば, 任意の x, c ∈ [a, b] に対して f(x) = g(x) + f(c)− g(c)

が成り立つ. 実際, F : [a, b] → R を F (x) = f(x)− g(x) で定めれば, F は連続で, (a, b) の任意の点 x で微分可能

であり, F ′(x) = 0 が成り立つため, 教科書の定理 2.6から F は [a, b] において定数値関数となる. 従って, 任意の

x ∈ [a, b] に対して f(x)− g(x) = F (x) = F (c) = f(c)− g(c) が成り立つため, f(x) = g(x) + f(c)− g(c) である.

(1) 関数 f, g : [−1, 1] → R を f(x) =

2 tan−1
√

1−x
1+x x ̸= −1

π x = −1
, g(x) = − sin−1 x で定めると, x ∈ (−1, 1)

に対し, f ′(x) =

(
2 tan−1

√
1− x

1 + x

)′

=
2
(√

1−x
1+x

)′
1 + 1−x

1+x

=

√
1+x
1−x

(
1−x
1+x

)′
2

1+x

= −

√
1+x
1−x

2
(1+x)2

2
1+x

= − 1√
1− x2

, g′(x) =(
− sin−1 x

)′
= − 1√

1− x2
が成り立つため, f , g は (−1, 1)の各点 xで微分可能で, f ′(x) = g′(x)である. 一方, 明ら

かに g は連続であり, f も (−1, 1]では連続で, lim
x→−1+0

f(x) = 2 lim
x→−1+0

tan−1
√

1−x
1+x = 2 lim

y→∞
tan−1 y = π = f(−1)

だから f も [−1, 1]で連続である. よってはじめに述べたことから, x ∈ [−1, 1]に対してf(x) = g(x)+f(−1)−g(−1) =

− sin−1 x+
π

2
が成り立つ. 故に −1 < x ≦ 1 ならば sin−1 x+ 2 tan−1

√
1− x

1 + x
=
π

2
である.

(2)関数 f, g : (−∞,−1]∪ [1,∞) → Rを f(x) = tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
, g(x) = tan−1

√
x2 − 1で定めると, 第 5回

の演習問題の 1の (37), (35)から f ′(x) =
1

2x
√
x2 − 1

, g′(x) =
1

x
√
x2 − 1

が成り立つため, f , g は (−∞,−1)∪(1,∞)

の各点 xで微分可能で, (2f(x))′ = g(x)である. f , g は連続だから, 任意の x ∈ (−∞,−1]に対して, 区間 [x−1,−1]

ではじめに述べた結果を用いると 2f(x) = g(x)+2f(−1)−g(−1) = tan−1
√
x2 − 1− π

2
が得られる. 同様に, 任意の

x ∈ [1,∞)に対して,区間 [1, x+1]ではじめに述べた結果を用いると 2f(x) = g(x)+2f(1)−g(1) = tan−1
√
x2 − 1+

π

2

が成り立つ. 故に tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
=

 1
2 tan

−1
√
x2 − 1− π

4 x ≦ −1

1
2 tan

−1
√
x2 − 1 + π

4 x ≧ 1
である.

(3) 関数 f, g : [−1, 1] → R を f(x) = sin−1
(
2x

√
1− x2

)
, g(x) = 2 sin−1 x で定めると, |x| < 1, x ̸=

± 1√
2
ならば, f ′(x) =

(
sin−1

(
2x

√
1− x2

))′
=

(
2x

√
1− x2

)′√
1− 4x2(1− x2)

=
2
√
1− x2 − 2x2

√
1−x2

|1− 2x2|
=

2(1− 2x2)

|1− 2x2|
√
1− x2

= 2√
1−x2

|x| < 1√
2

− 2√
1−x2

1√
2
< |x| < 1

, g′(x) =
(
2 sin−1 x

)′
=

2√
1− x2

が成り立つため, f , g は
(
−1,− 1√

2

)
∪
(
− 1√

2
, 1√

2

)
∪(

1√
2
, 1
)
の各点 xで微分可能で, |x| < 1√

2
ならば f ′(x) = g′(x),

1√
2
< |x| < 1ならば f ′(x) = (−g(x))′ である. f , g

は連続だから,はじめに述べたことから, x ∈
[
−1,− 1√

2

]
に対して f(x) = −g(x)+f(−1)−(−g(−1)) = −2 sin−1 x−π,

x ∈
[
− 1√

2
,− 1√

2

]
に対して f(x) = g(x) + f(0)− g(0) = −2 sin−1 x, x ∈

[
1√
2
, 1
]
に対して f(x) = −g(x) + f(1)−

(−g(1)) = −2 sin−1 x+ π が成り立つ. 故に sin−1
(
2x

√
1− x2

)
=


−2 sin−1 x− π −1 ≦ x ≦ − 1√

2

2 sin−1 x − 1√
2
≦ x ≦ 1√

2

−2 sin−1 x+ π 1√
2
≦ x ≦ 1

である.

(4) 関数 f, g :
(
−∞,−1−

√
2
)
∪
(
−1−

√
2,−1 +

√
2
)
∪
(
1−

√
2,∞

)
→ R を f(x) = tan−1 x

2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
, g(x) =

−2 tan−1 x で定めると, 第 5 回の演習問題の 1 の (33) から f ′(x) = − 2

x2 + 1
, g′(x) = − 2

1 + x2
が成り立つた

め, f , g は定義域の各点 x で微分可能で, f ′(x) = g(x) である. f , g は連続だから, 任意の x ∈
(
−∞,−1−

√
2
)

に対して a < x < b < −1 −
√
2 を満たす a, b を選んで, 区間 [a, b] ではじめに述べた結果を用いると, f(x) =

g(x)+f(a)−g(a) = −2 tan−1 x−tan−1 a
2 + 2a− 1

a2 − 2a− 1
+2 tan−1 aが成り立つ. この等式において a→ −∞とすれば等
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式 f(x) = −2 tan−1 x+
3π

4
が得られる. 同様に, x ∈

(
−1−

√
2,−1 +

√
2
)
ならば−1−

√
2 < a < x < b < −1+

√
2

かつ a < 0 < b を満たす a, b を選んで, 区間 [a, b] ではじめに述べた結果を用いると, f(x) = g(x) + f(0)− g(0) =

−2 tan−1 x+
π

4
が得られ, x ∈

(
−1 +

√
2,∞

)
ならば −1 +

√
2 < a < x < b を満たす a, b を選んで, 区間 [a, b] で

はじめに述べた結果を用いると, f(x) = g(x) + f(b)− g(b) = −2 tan−1 x− tan−1 b
2 + 2b− 1

b2 − 2b− 1
+ 2 tan−1 b を得るが,

この等式において b→ ∞ とすれば等式 f(x) = −2 tan−1 x+
5π

4
が得られる.

故に tan−1 x
2 + 2x− 1

x2 − 2x− 1
=


−2 tan−1 x− 3π

4 x < −1−
√
2

−2 tan−1 x+ π
4 −1−

√
2 < x < −1 +

√
2

−2 tan−1 x+ 5π
4 x > −1 +

√
2

である.

2. (1) f(x) = (ex+ e−x)2 とおけば f(x) = e2x+ e−2x+2 だから, k ≧ 1 ならば f (k)(x) = 2ke2x+ (−2)ke−2x とな

るため f (k)(0) = 2k + (−2)k =

2k+1 k は偶数

0 k は奇数
である. 従って (ex + e−x)2 を 0の近くで近似する n− 1 次の多

項式は, n が偶数ならば 4 +
23

2!
x2 + · · ·+ 22k+1

(2k)!
x2k + · · ·+ 2n−1

(n− 2)!
xn−2 であり, n が奇数ならば 4 +

23

2!
x2 + · · ·+

22k+1

(2k)!
x2k + · · ·+ 2n

(n− 1)!
xn−1 である. 剰余項は n が偶数の場合も奇数の場合も

2ne2c + (−2)ne−2c

n!
xn (c は 0 と

x の間の数)である.

(2) f(x) = sin2x とおけば f(x) =
1− cos 2x

2
より, k ≧ 1 ならば f (k)(x) = −2k−1 cos

(
2x+

πk

2

)
となるため

f (k)(0) = −2k−1 cos
πk

2
=

(−1)
k
2+12k−1 k は偶数

0 k は奇数
である. 従って sin2 x を 0の近くで近似する n − 1 次の多

項式は, n が偶数ならば x2 + · · · + (−1)k+122k−1

(2k)!
x2k + · · · + (−1)

n
2 2n−3

(n− 2)!
xn−2 であり, n が奇数ならば x2 + · · · +

(−1)k+122k−1

(2k)!
x2k+· · ·+(−1)

n+1
2 2n−2

(n− 1)!
xn−1である. 剰余項は nが偶数の場合も奇数の場合も−

2n−1 cos
(
2c+ πn

2

)
n!

xn

(c は 0 と x の間の数)である.

(3) f(x) = sinx cosx とおけば f(x) =
1

2
sin 2x だから, f (k)(x) = 2k−1 sin

(
2x+

πk

2

)
となるため f (k)(0) =

2k−1 sin
πk

2
=

(−1)
k−1
2 2k−1 k は奇数

0 k は偶数
である. 従って sinx cosxを 0の近くで近似する n−1次の多項式は, nが

偶数ならば x+ · · ·+ (−1)k22k

(2k + 1)!
x2k+1+ · · ·+ (−1)

n−2
2 2n−2

(n− 1)!
xn−1 であり, n が奇数ならば x+ · · ·+ (−1)k22k

(2k + 1)!
x2k+1+

· · ·+ (−1)
n−3
2 2n−3

(n− 2)!
xn−2 である. 剰余項は n が偶数の場合も奇数の場合も

2n−1 sin
(
2c+ πn

2

)
n!

xn (c は 0 と x の間

の数)である.

(4) f(x) = log
1 + x

1− x
とおけば f(x) = log(1+ x)− log(1− x) だから, k ≧ 1 ならば f (k)(x) =

(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
+

(k − 1)!

(1− x)k
となるため f (k)(0) = (k − 1)!((−1)k−1 + 1) =

2(k − 1)! k は奇数

0 k は偶数
である. 従って log

1 + x

1− x
を

0 の近くで近似する n − 1 次の多項式は, n が偶数ならば 2x + · · · + 2

2k + 1
x2k+1 + · · · + 2

n− 1
xn−1 であり,

n が奇数ならば 2x + · · · + 2

2k + 1
x2k+1 + · · · + 2

n− 2
xn−2 である. 剰余項は n が偶数の場合も奇数の場合も(

(−1)n−1

n(1 + c)n
+

1

n(1− c)n

)
xn (c は 0 と x の間の数)である.

(5) f(x) =
√
1 + 2x とおけば f (k)(x) = 2k

(
1

2

)(
1

2
− 1

)
· · ·
(
1

2
− k + 1

)
(1 + 2x)

1
2−k となるため, f ′(x) =
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(1+ 2x)
1
2 であり, k ≧ 2 ならば f (k)(x) = (−1)k−1(2k− 3)!!(1+ 2x)

1
2−k である. 従って f(0) = f ′(0) = 1, k ≧ 2 な

らば f (k)(0) = (−1)k−1(2k − 3)!! である. 故に
√
1 + 2x を 0の近くで近似する n− 1 次の多項式は, 1 + x+ · · ·+

(−1)k−1(2k − 3)!!

k!
xk+· · ·+(−1)n−2(2n− 5)!!

(n− 1)!
xn−1であり,剰余項は n ≧ 2ならば

(−1)n−1(2n− 3)!!(1 + 2c)
1
2−n

n!
xn

である.

3. テイラーの定理から 0 < θ < 1 で等式

(1 + x)
1
m = 1 +

( 1
m

1

)
x+ · · ·+

( 1
m

k

)
xk + · · ·+

( 1
m

n− 1

)
xn−1 +

( 1
m

n

)
(1 + θx)

1
m−nxn

を満たすものが存在するため, (1 + x)
1
m を多項式 Fn(x) = 1 +

( 1
m

1

)
x + · · · +

( 1
m

k

)
xk + · · · +

( 1
m

n

)
xn で近似し

た場合の誤差は
( 1
m

n

)(
(1 + θx)

1
m−n − 1

)
xn である. ここで, θ の関数

∣∣∣(1 + θx)
1
m−n − 1

∣∣∣ は単調増加関数だから
(1+x)

1
m を多項式 Fn(x)で近似した場合の誤差は

∣∣∣∣( 1
m

n

)∣∣∣∣∣∣∣(1 + x)
1
m−n − 1

∣∣∣|x|n 以下である. Bm < Aの場合, x > 0

だから (1 + x)−n < (1 + x)
1
m−n < 1 が成り立つため, 0 < 1− (1 + x)

1
m−n < 1− (1 + x)−n である. Bm > A の場

合, −1 < x < 0 だから 1 < (1 + x)
1
m−n < (1 + x)−n が成り立つため, 0 < (1 + x)

1
m−n − 1 < (1 + x)−n − 1 である.

従っていずれの場合も
∣∣∣(1 + x)

1
m−n − 1

∣∣∣ ≦ |(1 + x)−n − 1| が成り立つため, (1 + x)
1
m を多項式 Fn(x) で近似した

場合の誤差は

∣∣∣∣( 1
m

n

)∣∣∣∣|(1 + x)−n − 1||x|n 以下である. 故に A
1
m = B(1 + x)

1
m を多項式 Fn(x) で近似した場合の誤

差は B

∣∣∣∣( 1
m

n

)∣∣∣∣|(1 + x)−n − 1||x|n 以下である.

4. (1) m = 2, A = 3, B = 1.7 として問題 3の結果を用いると, x =
11

289
だから

√
3 を

17

10

n∑
k=0

( 1
2

k

)
xk で近似し

た誤差は
17

10

∣∣∣∣( 1
2

n

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣289n300n
− 1

∣∣∣∣ 11n

289n
以下である. よって, n = 2, 3 のとき, この誤差はそれぞれ

13327303

601351200000
=

0.000022 · · · , 64768226237

104274298080000000
= 0.00000062 · · · 以下であり,

17

10

(
1 +

1

2

(
11

289

)
− 1

8

(
11

289

)2

+
1

16

(
11

289

)3
)

= 1.73205094 · · · だから,
√
3 はこの値のプラスマイナス 0.00000063 の範囲 1.73205031 <

√
3 < 1.73205157 にあ

ることがわかる. よって,
√
3 の小数第 5 位までは 1.73205 と確定できる. (B = 1.7 のかわりに B = 2 とすれば

n = 10 で誤差が 3.0× 10−7 となり, B = 1.5 とすれば n = 9 で誤差が 7.7× 10−7 となって,
√
3 の小数第 5 位まで

求まる.)

(2) m = 3, A = 2, B =
5

4
として問題 3の結果を用いると, x =

3

125
だから 3

√
2 を

5

4

n∑
k=0

( 1
3

k

)
xk で近似した

誤差は
5

4

∣∣∣∣( 1
3

n

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣125n128n
− 1

∣∣∣∣ 3n

125n
以下となり, n = 3 のとき, この誤差は

48009

655360000000
= 0.000000073 · · · 以下で

ある. 一方
5

4

(
1 +

1

3

(
3

125

)
− 1

9

(
3

125

)2

+
5

81

(
3

125

)3
)

= 1.259921066 · · · だから, 3
√
2 はこの値のプラスマイナ

ス 0.000000074 の範囲 1.259920992 < 3
√
2 < 1.25992114 にあることがわかる. よって, 3

√
2 の小数第 5 位までは

1.25992 と確定できる. (B = 1.2 とすれば n = 6 で誤差が 2.5× 10−7 となって, 3
√
2 の小数第 5 位まで求まる.)

(3) 0 と 1 の間に e =
n−1∑
k=0

1

k!
+
ec

n!
を満たす c が存在するため, e を

n∑
k=0

1

k!
で近似した誤差は

ec − 1

n!
であり, こ

の値は
2

n!
より小さい正の数である. n = 10 のとき,

2

10!
= 0.00000055 · · · であり,

10∑
k=0

1

k!
= 2.71828180 · · · だから

e はこの値のプラスマイナス 0.00000056 の範囲 2.71828125 < e < 2.71828235 にあることがわかる. よって e 小数

第 5 位までは 2.71828 と確定できる.

(4)テイラーの定理から log(1+x) =
n−1∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+
(−1)n−1xn

n(1 + c)n
を満たす cが 0と xの間にある. 従って log(1+x)

66



を
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
で近似した誤差は

(−1)n−1

n

(
1

(1 + c)n
− 1

)
xn である. ここで,

∣∣∣∣ (−1)n−1

n

(
1

(1 + c)n
− 1

)
xn
∣∣∣∣ ≦

1

n

∣∣∣∣ 1

(1 + x)n
− 1

∣∣∣∣ |x|n だから, log(1 + x) を
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
で近似した誤差は

1

n

∣∣∣∣ 1

(1 + x)n
− 1

∣∣∣∣ |x|n 以下である.

上のことから, log(1+x)の近似式
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
に x = 1を代入して, 誤差が 10−6 以下になるためには n = 106

として計算する必要があるため, 非効率的である. そこで正の実数 a と ps − qr ̸= 0 を満たす整数 p, q, r, s を

ar

2p
,
as

2q
ができるだけ 1 に近くなるように選んで A = log

ar

2p
, B = log

as

2q
とおく.

r log a− p log 2 = A

s log a− q log 2 = B
だから,

log 2 =
As−Br

qr − ps
であり, この等式に A と B の近似値を代入することによって, log 2 の近似値を得る.

a = 3, p = 3, q = 8, r = 2, s = 5 と選べば, log 2 = 5A− 2B であり, A = log
9

8
= log

(
1 +

1

8

)
, B = log

243

256
=

log

(
1− 13

256

)
である. 5A を 5

n∑
k=1

(−1)k−1

k8k
で近似した誤差は

5

n

(
1

8n
− 1

9n

)
以下で, この値は n = 7 のとき

2.0 × 10−7 より小さい. 5
7∑
k=1

(−1)k−1

k8k
= 0.58891521 · · · だから 5A は 0.58891501 < 5A < 0.58891541 の範囲に

ある. −2B を 2
n∑
k=1

13k

k256k
で近似した誤差は

2

n

(
13n

243n
− 13n

256n

)
以下で, この値は n = 4 のとき, 7.8 × 10−7 よ

り小さい. 2
4∑
k=1

13k

k256k
= 0.10423186 · · · だから −2B は 0.10423104 < −2B < 0.10423264 の範囲にある. 故に

log 2 = 5A− 2B は 0.69314605 < log 2 < 0.69314805 の範囲にあるため, log 2 の小数第 5 位までは 0.69314 と確定

できる. (ついでに, log 3 = 8A− 3B より, log 3 の近似値 1.09861 が得られる.)

5. (1) sinx = x − x3

6
+ o(x3), cosx = 1 − x2

2
+ o(x3) だから sinx − x cosx =

x3

3
+ o(x3) である. 従って

lim
x→0

sinx− x cosx

x3
= lim

x→0

(
1

3
+
o(x3)

x3

)
=

1

3
となるため, α = 3 であり, このときの極限値は

1

3
である. α < 3 な

らば lim
x→0

sinx− x cosx

xα
= lim

x→0

sinx− x cosx

x3
x3−α =

(
lim
x→0

sinx− x cosx

x2

)(
lim
x→0

x3−α
)
=

1

3
·0 = 0 であり, α > 4

ならば lim
x→+0

sinx− x cosx

xα
= lim

x→+0

sinx− x cosx

x3
1

xα−3
=

(
lim
x→+0

sinx− x cosx

x3

)(
lim
x→+0

1

xα−3

)
= ∞ となるた

め, lim
x→0

sinx− x cosx

xα
が 0 でない値に収束するような α は 3 だけである.

(2) sinx = x− x3

6
+ o(x3), cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4) だから x sinx+2 cosx− 2 = −x

4

12
+ o(x4) である. 従っ

て lim
x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

x4
= lim
x→0

−x4

12 + o(x4)

x4
= lim
x→0

(
− 1

12
+
o(x4)

x4

)
= − 1

12
となるため, α = 4 のとき

lim
x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

xα
は 0 でない値 − 1

12
に収束する. α < 4 ならば lim

x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

xα
=

lim
x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

x4
x4−α =

(
lim
x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

x4

)(
lim
x→0

x4−α
)

= − 1

12
·0 = 0 であり, α > 4 なら

ば lim
x→+0

x sinx+ 2 cosx− 2

xα
= lim

x→+0

x sinx+ 2 cosx− 2

x4
1

xα−4
=

(
lim
x→+0

x sinx+ 2 cosx− 2

x4

)(
lim
x→+0

1

xα−4

)
=

−∞ となるため, lim
x→0

x sinx+ 2 cosx− 2

xα
が 0 でない値に収束するような α は 4 だけである.

(3) cosx = 1 − x2

2
+ o(x3), ex = 1 + x +

x2

2
+
x3

6
+ o(x3) だから cosx − ex + x = −x2 + o(x3) であ

る. 従って lim
x→0

cosx− ex + x

x2
= lim

x→0

−x2 + o(x3)

x2
= lim

x→0

(
−1 +

xo(x3)

x3

)
= −1 となるため, α = 2 のとき

lim
x→0

cosx− ex + x

xα
は 0 でない値 −1 に収束する. α < 2 ならば lim

x→0

cosx− ex + x

xα
= lim

x→0

cosx− ex + x

x2
x2−α =(

lim
x→0

cosx− ex + x

x2

)(
lim
x→0

x2−α
)
= −1·0 = 0 であり, α > 2 ならば lim

x→+0

cosx− ex + x

xα
=

67



lim
x→+0

cosx− ex + x

x2
1

xα−2
=

(
lim
x→+0

cosx− ex + x

x2

)(
lim
x→+0

1

xα−2

)
= −∞となるため, lim

x→0

cosx− ex + x

xα
が 0で

ない値に収束するような α は 2 だけである.

(4)
ex− 1+αx

1+βx

x3
=

(1 + βx)
(
1 + x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)
)
− 1− αx

x3(1 + βx)
=

1− α+ β +
(
β + 1

2

)
x

x2(1 + βx)
+

3β + 1

6(1 + βx)
+

o(x3)

x3(1 + βx)

だから
1− α+ β +

(
β + 1

2

)
x

x2(1 + βx)
=
ex− 1+αx

1+βx

x3
− 3β + 1

6(1 + βx)
− o(x3)

x3(1 + βx)
であり, lim

x→0

(
3β + 1

6(1 + βx)
+

o(x3)

x3(1 + βx)

)
=

3β + 1

6
が成り立つため, 極限値 lim

x→0

ex − 1+αx
1+βx

x3
が存在すれば極限値 lim

x→0

1− α+ β +
(
β + 1

2

)
x

x2(1 + βx)
も存在する. x→ 0

のとき, x2(1+βx) → 0だから, この極限値が存在するためには 1−α+β = lim
x→0

(
1− α+ β +

(
β + 1

2

)
x
)
= 0 である

ことが必要である. 従って α = β+1であり,このとき lim
x→0

1− α+ β +
(
β + 1

2

)
x

x2(1 + βx)
= lim
x→0

β + 1
2

x(1 + βx)
であり,この極限

値が存在するのは β = −1

2
の場合に限る. 故に α =

1

2
であり, lim

x→0

ex − 1+αx
1+βx

x3
= lim
x→0

(
3β + 1

6(1 + βx)
+

o(x3)

x3(1 + βx)

)
=

3β + 1

6
=

1

18
である.

6. f(0) = 0 または f(1) = 1 ならば f(c) = c を満たす c ∈ [0, 1] は存在する. f(0) ̸= 0 かつ f(1) ̸= 1 の場合, 関

数 F : [0, 1] → R を F (x) = f(x) − x で定めれば, F は連続で, F (0) = f(0) > 0 かつ F (1) = f(1) − 1 < 0 だ

から, 中間値の定理から F (c) = 0 を満たす c ∈ (0, 1) が存在する. このとき c は f(c) = c を満たす. c, d ∈ [0, 1]

(c < d) で f(c) = c, f(d) = d を満たすものが存在すると仮定すれば, F (c) = F (d) = 0 であり, F は連続関数で,

(0, 1) の各点で微分可能だから, ロルの定理から F ′(p) = 0 を満たす p ∈ (c, d) が存在する. F ′(x) = f ′(x)− 1 だか

ら f ′(p) − 1 = F ′(p) = 0 となって, すべての x ∈ (0, 1) に対して f ′(x) ̸= 1 であるという仮定と矛盾する. 従って

f(c) = c を満たす c ∈ [0, 1] はただ 1つしか存在しない.

7. (1) f ′n(x) =
1

1 + x2
−

n∑
i=0

(−x2)i = 1

1 + x2
− 1− (−x2)n+1

1 + x2
=

(−x2)n+1

1 + x2
より, 0 でない x に対し, n が偶数なら

ば f ′n(x) < 0, n が奇数ならば f ′n(x) > 0 である. 従って n が偶数ならば fn は狭義単調減少関数であり, n が奇数

ならば fn は狭義単調増加関数である.

(2) 上の結果から, x > 0 ならば f2k(x) < f2k(0) = 0, f2k−1(x) > f2k−1(0) = 0 が成り立つ. 一方 f2k(x) =

tan−1x −
2k∑
i=0

(−1)i
x2i+1

2i+ 1
, f2k−1(x) = tan−1x −

2k−1∑
i=0

(−1)i
x2i+1

2i+ 1
だから, 上の不等式から

2k−1∑
i=0

(−1)i
x2i+1

2i+ 1
<

tan−1x <
2k∑
i=0

(−1)i
x2i+1

2i+ 1
が得られる.

8. ex に関するマクローリンの定理から x > 0 ならば ex > 1 + x +
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
だから x = 1 を代入

すれば e − 2 >
1

2
+

1

6
+

1

24
=

17

24
> 0.7 であることがわかる. また, ex > 1 + x +

x2

2
+
x3

6
でもあるた

め, x = e − 2 を代入し, 1 + x +
x2

2
+
x3

6
が x の単調増加関数であることに注意すれば, e − 2 > 0.7 より

ee−2 > 1+e−2+
(e− 2)2

2
+

(e− 2)3

6
> 1.7+

(0.7)2

2
+

(0.7)3

6
= 2.0021666666 · · · > 2が成り立つ. 従って ee−2 > 2

である.

9. 平均値の定理から xn+1 − α = f(xn) − f(α) = f ′(cn)(xn − α) をみたす cn が xn と α の間にある. 従って

|xn+1 − α| = |f ′(cn)||xn − α| ≦M |xn − α| が任意の n に対して成り立つため,

|xn − α| ≦M |xn−1 − α| ≦M2|xn−2 − α| ≦ · · · ≦Mn−1|x1 − α|

となり, |xn − α| ≦Mn−1|x1 − α| がすべての nに対して成り立つ.

10. f(x) =
1

cosx
とおけば f ′(x) =

sinx

cos2 x
, f ′′(x) =

2

cos3 x
− 1

cosx
, f (3)(x) =

6 sinx

cos4 x
− sinx

cos2 x
だから f(0) = 1,
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f ′(0) = f (3)(0) = 0, f ′′(0) = 1 である. 従ってテイラーの定理から

1

cosx
= f(0) + f ′(0)x+

f ′′(0)

2
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + o(x3) = 1 +

1

2
x2 + o(x3) (x→ 0)

となるため a0 = 1, a1 = 0, a2 =
1

2
である. テイラーの定理から x ̸= 0 に対し, 0 と x の間の数 c で, 次の等式を満

たすものがある.

cosx = 1− x2

2
+

cos c

24
x4 · · · (i)

0 < |x| <
√
2 ならば |x| < π

2
だから 0 < c < x と x < c < 0 のいずれの場合でも 0 < cosx < cos c < 1 である.

従って (i)から次の不等式が得られる.

1− x2

2
≦ 1− x2

2
+

cosx

24
x4 ≦ cosx ≦ 1− x2

2
+
x4

24

|x| <
√
2 だから 1− x2

2
> 0 であることに注意して, 上式の各辺の逆数をとり, 1 +

x2

2
を各辺から引いて, 不等式

1

1− x2

2 + x4

24

−
(
1 +

x2

2

)
≦ 1

cosx
−
(
1 +

x2

2

)
≦ 1

1− x2

2

−
(
1 +

x2

2

)
=

x4

2(2− x2)
· · · (ii)

を得る. ここで, |x| <
√
2 ならば 0 ≦ x2 < 2 だから

1

1− x2

2 + x4

24

−
(
1 +

x2

2

)
=

x4(10− x2)

2((x2 − 6)2 − 12)
≧ 0 となるた

め (ii)より 0 ≦ 1

cosx
−
(
1 +

x2

2

)
≦ x4

2(2− x2)
が得られる.

11. (1) まず f は連続で f(a)f(b) < 0 だから中間値の定理により, f(α) = 0 を満たす α ∈ (a, b) は存在する. も

し, f ′ が (a, b) において一定符号ならば f は単調増加または単調減少だから f(α) = 0 を満たす α はただ 1つであ

る. f ′ が (a, b) において符号を変える場合を考えると, f ′ の連続性により, 中間値の定理から f ′(β) = 0 を満たす

β ∈ (a, b) が存在する. x ∈ (a, b) に対して f ′′(x) > 0 だから f ′ は単調増加関数である. 従って, (a, β) において f ′

は負の値をとり, (β, b) において f ′ は正の値をとるため, f は [a, β] において単調に減少し, [β, b] において単調に増

加する. このとき f(β) は f の最小値で, f は (a, b) において負の値もとるため f(β) < 0 である. f(a) < 0 の場合,

x ∈ [a, β] ならば f(x) ≦ f(a) < 0 だから, 区間 [a, β] では f(x) ̸= 0 である. 故にこの場合は, f(x) = 0 を満たす x

は f が単調増加である区間 [β, b] に存在するため, そのような x はただ 1つしかない. f(b) < 0 の場合, x ∈ [β, b]

ならば f(x) ≦ f(b) < 0 だから, 区間 [β, b] では f(x) ̸= 0 である. この場合は, f(x) = 0 を満たす x は f が単調減

少である区間 [a, β] に存在するため, そのような x はただ 1つしかない.

(2) α < p のとき, f(α) = 0 < f(p) だから区間 [α, p] は f が増加する区間を含むため (1)の議論から [a, b] にお

いて f ′ がつねに正の値をとるか, または f ′(β) = 0 となる β < p がある. f(β) < 0 < f(p) だから区間 (β, p) に

f(x) = 0 を満たす x が存在して, そのような x は α に限るため β < α < p である. 従って (1)で示したことによ

り区間 [α, b) において f ′ は正の値をとる.

α > p のとき, f(α) = 0 < f(p) だから区間 [p, α] は f が減少する区間を含むため (1)の議論から [a, b] におい

て f ′ がつねに負の値をとるか, または f ′(β) = 0 となる β > p がある. f(β) < 0 < f(p) だから区間 (p, β) に

f(x) = 0 を満たす x が存在して, そのような x は α に限るため p < α < β である. 従って (1)で示したことによ

り区間 (a, α) において f ′ は負の値をとる.

(3) α < p のとき, x ∈ (α, p] が f(x) > 0 を満たすとすれば (2)より f ′(x) > 0 だから x− f(x)

f ′(x)
< x である. ま

た, 平均値の定理から f(x) = f(x)− f(α) = f ′(cx)(x− α) を満たす cx ∈ (α, x) がある. f ′ は単調増加関数だから

f ′(cx) < f ′(x) であることに注意すれば x− f(x)

f ′(x)
− α = x− α− f ′(cx)(x− α)

f ′(x)
=

(f ′(x)− f ′(cx))(x− α)

f ′(x)
> 0 で

ある. 従って xn−1 ∈ (α, p], f(xn−1) > 0 ならば α < xn < xn−1 となるため, n による帰納法で主張が示される.

α > p のとき, x ∈ [p, α) が f(x) > 0 を満たすとすれば (2)より f ′(x) < 0 だから x − f(x)

f ′(x)
> x である. ま

た, 平均値の定理から f(x) = f(x)− f(α) = f ′(cx)(x− α) を満たす cx ∈ (x, α) がある. f ′ は単調増加関数だから
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f ′(cx) > f ′(x) であることに注意すれば x− f(x)

f ′(x)
− α = x− α− f ′(cx)(x− α)

f ′(x)
=

(f ′(cx)− f ′(x))(α− x)

f ′(x)
< 0 で

ある. 従って xn−1 ∈ (α, p], f(xn−1) > 0 ならば α > xn > xn−1 となるため, n による帰納法で主張が示される.

12. b > 0 に対し, 関数 F : [0,∞) → R を F (x) = bf(x)− xf(b) によって定めれば F は連続で, F (0) = F (b) = 0

である. F (c) > 0 となる c ∈ (0, b) が存在すると仮定すれば, 平均値の定理によって F (c) = F (c)− F (0) = F ′(p)c

を満たす p ∈ (0, c) と −F (c) = F (b) − F (c) = F ′(q)(b − c) を満たす q ∈ (c, b) が存在する. x > 0 ならば

F ′(x) = bf ′(x) − f(b) であり, F (c) > 0 だから bf ′(p) − f(b) = F ′(p) > 0 > F ′(q) = bf ′(q) − f(b) が得られる.

従って f ′(p) > f ′(q) となり, これは f ′ が単調増加関数であるという仮定と矛盾する. 故に, 任意の a ∈ (0, b) に対

して bf(a)− af(b) = F (a) ≦ 0 だから g(a) =
f(a)

a
≦ f(b)

b
= g(b) となるため, g は単調増加関数である.

13. f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = f ′(1) = 0 より, テイラーの定理から x ∈ (0, 1) に対し, f(x) =
f ′′(px)

2
x2 を

満たす 0 < px < x と f(x) = 1 +
f ′′(qx)

2
(x − 1)2 を満たす x < qx < 1 が存在する. とくに x =

1

2
ならば

f ′′
(
p 1

2

)
8

= f
(
1
2

)
= 1 +

f ′′
(
q 1

2

)
8

だから
f ′′
(
p 1

2

)
8

−
f ′′
(
q 1

2

)
8

= 1, 従って f ′′
(
p 1

2

)
− f ′′

(
q 1

2

)
= 8 が成り立つ. もし, す

べての x ∈ [0, 1] に対して |f ′′(x)| < 4 ならば,
∣∣f ′′(p 1

2

)
− f ′′

(
q 1

2

)∣∣ ≦ ∣∣f ′′(p 1
2

)∣∣+ ∣∣f ′′(q 1
2

)∣∣ < 8 となるため, 上式と

矛盾する. 故に |f ′′(c)| ≧ 4 となる c ∈ [0, 1] が存在する.

14. A = 0 ならば主張は明らかだから, A > 0 とする. また, B = 0 ならば f ′ は定数値関数だから f は 1次関数で

あるが, f は有界であるため, f は定数値関数に限られる. 従って f ′ はつねに値が 0である定数値関数になるため,

主張が成り立つ. 以下では B > 0 の場合を考える.

g(x) =
f(x)

A
によって g : (0,∞) → R を定め, C =

B

A
とおけば, g は 2回微分可能であり, すべての x ∈ (0,∞)

に対して |g(x)| ≦ 1, |g′′(x)| ≦ C が成り立つ. g′(a) > 2
√
C を満たす a > 0 が存在すると仮定する. テイラーの定

理から

g

(
a+

2√
C

)
= g(a) +

2g′(a)√
C

+
2g′′(c)

C

を満たす a < c < a+
2√
C
が存在する. 仮定から g(a) ≧ −1, g′′(c) ≧ −C, g′(a) > 2

√
C だから, 上式の右辺は 1 よ

り大きくなり, g

(
a+

2√
C

)
≦ 1 であることと矛盾する. 故に, すべての x ∈ (0,∞) に対して g′(x) ≦ 2

√
C である.

−g は 2回微分可能であり, すべての x ∈ (0,∞) に対して |(−g)(x)| ≦ 1, |(−g)′′(x)| ≦ C が成り立つため, 上で示

したことから, すべての x ∈ (0,∞) に対して −g′(x) = (−g)′(x) ≦ 2
√
C である. 従って すべての x ∈ (0,∞) に対

して |g′(x)| ≦ 2
√
C = 2

√
B

A
が成り立つため, g(x) =

f(x)

A
を代入すれば |f ′(x)| ≦ 2

√
AB が得られる.

15. (1) f(b) = f(a) を満たす b > a が存在する場合は, 閉区間 [a, b] におけるロルの定理から f ′(ξ) = 0 を満たす

a < ξ < b が存在する. 任意の x > a に対して f(x) ̸= f(a) であると仮定すれば, f の連続性から中間値の定理によ

り, f(x) > f(a) がすべての x > a に対して成り立つか, または f(x) < f(a) がすべての x > a に対して成り立つ.

前者の場合, aより大きい実数 bを 1つ選べば f(b) > f(a)であり, lim
x→∞

f(x) = f(a)だから K > bで条件「x > K

ならば f(x)−f(a) < f(b)−f(a)」を満たすものが存在する. 従って q > K を満たす q を選べば f(a) < f(q) < f(b)

だから, 閉区間 [a, b] における中間値の定理により f(p) = f(q) を満たす a < p < b が存在する. p < b < K < q に

注意して閉区間 [p, q] におけるロルの定理を用いると f ′(ξ) = 0 を満たす p < ξ < q が存在する.

後者の場合 g(x) = −f(x) によって関数 g を定めれば前者の場合に帰着する.

［補足］区間 (−∞, a] 上の連続関数 f が (∞, a) の各点で微分可能であり, lim
x→−∞

f(x) = f(a) を満たすとき,

g(x) = f(−x)によって区間 [−a,∞)上の関数 gを定めれば gは (−a,∞)の各点で微分可能であり, lim
x→∞

g(x) = g(−a)
が成り立つため, 上の結果から g′(ζ) = 0 を満たす ζ > −a が存在する. そこで, ξ = −ζ とおけば ξ < a であり,

f ′(ξ) = g′(ζ) = 0 が成り立つ.

(2) l が実数の場合, f(α) < l < f(β) を満たす実数 α, β が存在すれば中間値の定理によって f(a) = l を満たす

70



実数 a が存在するため, (1)の結果によって f ′(ξ) = 0 を満たす実数 ξ が存在する. f(x) > l がすべての実数 x に対

して成り立つと仮定する. a < b に対し, f(a) = f(b) が成り立てば, 閉区間 [a, b] におけるロルの定理から f ′(ξ) = 0

を満たす a < ξ < b が存在する. f(a) < f(b) が成り立つとき, lim
x→∞

f(x) = l より K > b で条件「x > K ならば

f(x)− l < f(a)− l」を満たすものが存在する. 従って q > K を満たす q を選べば f(q) < f(a) < f(b) だから, 閉

区間 [b, q] における中間値の定理により f(p) = f(a) を満たす b < p < q が存在する. そこで閉区間 [a, p] における

ロルの定理を用いると f ′(ξ) = 0 を満たす a < ξ < p が存在する. f(a) > f(b) が成り立つとき, lim
x→−∞

f(x) = l だ

から K < a で条件「x < K ならば f(x)− l < f(b)− l」を満たすものが存在する. 従って p < K を満たす p を選

べば f(p) < f(b) < f(a) だから, 閉区間 [p, a] における中間値の定理により f(q) = f(b) を満たす p < q < a が存

在する. そこで閉区間 [b, q] におけるロルの定理を用いると f ′(ξ) = 0 を満たす b < ξ < q が存在する. f(x) < l が

すべての実数 x に対して成り立つとき, g(x) = −f(x) によって関数 g を定めれば lim
x→∞

g(x) = lim
x→−∞

g(x) = −l で
あり, g(x) > −l がすべての実数 x に対して成り立つため, 上で示したことから, g′(ξ) = 0 を満たす実数 ξ が存在す

る. このとき, f ′(ξ) = −g′(ξ) = 0 が成り立つ.

l = ∞ の場合, 仮定から, 実数 K, L (K < L) で条件「x < K または x > L ならば f(x) > f(0)」を満たすもの

が存在する. このとき, 0 ∈ [K,L] であることに注意する. f の連続性から, 最大値・最小値の定理によって, 閉区間

[K,L] における f の最小値が存在する. ξ ∈ [K,L] において f が [K,L] における最小値をとるとする. このとき,

f(ξ) ≦ f(0)であり, 任意の実数 xに対し,「x < K または x > Lならば f(x) > f(0) ≦ f(ξ)」かつ「x ∈ [K,L]なら

ば f(x) ≧ f(ξ)」が成り立つため, f は ξ で最小値をとる. f は微分可能だから f ′(ξ) = 0 が成り立つ. l = −∞ の場
合, g(x) = −f(x) によって関数 g を定めれば lim

x→∞
g(x) = lim

x→−∞
g(x) = ∞ だから, 上で示したことから, g′(ξ) = 0

を満たす実数 ξ が存在する. このとき, f ′(ξ) = −g′(ξ) = 0 が成り立つ.

16. (1) kによる数学的帰納法で, k = 1, 2, . . . , n に対し, 方程式 f (k)(x) = 0 は (a, b) に相異なる k個の解をもつこ

とを示す. まず, f(a) = f(b) = 0 だから, ロルの定理により f ′(ξ) = 0 を満たす ξ ∈ (a, b) があるため, k = 1 の

ときは主張は正しい. 2 ≦ k ≦ n として, 方程式 f (k−1)(x) = 0 は (a, b) に相異なる k − 1 個の解をもつと仮定し,

a < ξ1 < ξ2 < · · · < ξk−1 < b を f (k−1)(x) = 0 の解とする. ξ0 = a, ξk = b とおけば, f (k−1)(ξi−1) = f (k−1)(ξi) = 0

が i = 1, 2, . . . , k に対して成り立つため, 区間 [ξi−1, ξi] においてロルの定理を用いると, f (k)(ζi) = 0 を満たす

ξi−1 < ζi < ξi が存在する. このとき a < ζ1 < ξ1 < ζ2 < ξ2 < · · · < ξk−1 < ζk < b だから ζ1, ζ2, . . . , ζk は (a, b) に

おける f (k)(x) = 0 の相異なる k個の解である. 故に k = n のとき, f (k)(x) = 0 は (a, b) において相異なる n個の

解をもつ.

(2) kによる数学的帰納法で, k = 1, 2, . . . , n に対し, 方程式 f (k)(x) = 0 は (a,∞) に相異なる k個の解をもつこ

とを示す. まず, f(a) = lim
x→∞

f(x) = 0 だから, 問題 15の (1)の結果により f ′(ξ) = 0 を満たす ξ ∈ (a,∞) がある

ため, k = 1 のときは主張は正しい. 2 ≦ k ≦ n として, 方程式 f (k−1)(x) = 0 は (a,∞) に相異なる k − 1個の解

ξ1 < ξ2 < · · · < ξk−1 をもつと仮定し, ξ0 = a とおく. i = 1, 2, . . . , k − 1 に対して f (k−1)(ξi−1) = f (k−1)(ξi) = 0

が成り立つため, 区間 [ξi−1, ξi] においてロルの定理を用いると, f (k)(ζi) = 0 を満たす ξi−1 < ζi < ξi が存在す

る. また, f (k−1)(ξk−1) = lim
x→∞

f (k−1)(x) = 0 が成り立つため, 問題 15の (1)の結果により f (k)(ζk) = 0 を満たす

ζk ∈ (ξk−1,∞) がある. このとき a < ζ1 < ξ1 < ζ2 < ξ2 < · · · < ξk−1 < ζk だから ζ1, ζ2, . . . , ζk は (a,∞) における

f (k)(x) = 0の相異なる k個の解である. 故に k = nのとき, f (k)(x) = 0は (a,∞)において相異なる n個の解をもつ.

(3) kによる数学的帰納法で, k = 1, 2, . . . , n に対し, 方程式 f (k)(x) = 0 は相異なる k個の解をもつことを示す.

まず, lim
x→±∞

f(x) = 0 だから, 問題 15の (2)の結果により f ′(ξ) = 0 を満たす実数 ξ があるため, k = 1 のとき

は主張は正しい. 2 ≦ k ≦ n として, 方程式 f (k−1)(x) = 0 は k − 1個の解 ξ1 < ξ2 < · · · < ξk−1 をもつと仮定

する. i = 2, 3, . . . , k − 1 に対して f (k−1)(ξi−1) = f (k−1)(ξi) = 0 が成り立つため, 区間 [ξi−1, ξi] においてロルの

定理を用いると, f (k)(ζi) = 0 を満たす ξi−1 < ζi < ξi が存在する. また, f (k−1)(ξ1) = lim
x→−∞

f (k−1)(x) = 0 と

f (k−1)(ξk−1) = lim
x→∞

f (k−1)(x) = 0が成り立つため,問題 15の (1)の結果により f (k)(ζ1) = 0を満たす ζ1 ∈ (−∞, ξ1)

と f (k)(ζk) = 0を満たす ζk ∈ (ξk−1,∞)がある. このとき ζ1 < ξ1 < ζ2 < ξ2 < · · · < ξk−1 < ζk だから ζ1, ζ2, . . . , ζk

は (a,∞) における f (k)(x) = 0 の相異なる k個の解である. 故に k = n のとき, f (k)(x) = 0 は (a,∞) において相

異なる n個の解をもつ.
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［注意］上の証明から, f (n)(x) = 0 の n個の相異なる解 ζ1 < ζ2 < · · · < ζn と f (n−1)(x) = 0 の n− 1個の相異なる

解 ξ1 < ξ2 < · · · < ξn−1 で k = 2, 3, . . . , n ζk−1 < ξk−1 < ζk を満たすものが存在する.

17. (1) f(x) = (x2 − 1)n で関数 f を定めれば, (x2 − 1)f ′(x) = 2nx(x2 − 1)n = 2nxf(x) だから, この等式の両辺

を x で k + 1 回微分すると, ライプニッツの公式から, 左辺は

(x2 − 1)f (k+2)(x) + 2(k + 1)xf (k+1)(x) + k(k + 1)f (k)(x)

であり, 右辺は 2nxf (k+1)(x) + 2n(k + 1)f (k)(x) だから

(x2 − 1)f (k+2)(x) + 2(k − n+ 1)xf (k+1)(x) + (k − 2n)(k + 1)f (k)(x) = 0 · · · (∗)

が得られる. とくに k = n の場合, f (n)(x) = 2nn!Pn(x) だから f (n+1)(x) = 2nn!P ′
n(x), f

(n+2)(x) = 2nn!P ′′
n (x) と

なるため, これらを (∗)に代入して, 両辺を 2nn! で割って (x2 − 1)P ′′
n (x) + 2xP ′

n(x)− n(n+ 1)Pn(x) = 0 を得る.

dn+2

dxn+2
(x2 − 1)n+1 =

dn+2

dxn+2
((x2 − 1)f(x)) = (x2 − 1)f (n+2)(x) + 2(n+ 2)xf (n+1)(x) + (n+ 2)(n+ 1)f (n)(x)

であり, この両辺を 2n+1(n+ 1)! で割れば次の等式が得られる.

P ′
n+1(x) =

x2 − 1

2(n+ 1)
P ′′
n (x) +

(n+ 2)x

n+ 1
P ′
n(x) +

n+ 2

2
Pn(x)

上で得た (x2 − 1)P ′′
n (x) = −2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) を上式に代入すれば

P ′
n+1(x) =

1

2(n+ 1)
(−2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x)) +
(n+ 2)x

n+ 1
P ′
n(x) +

n+ 2

2
Pn(x) = (n+ 1)Pn(x) + xP ′

n(x).

(2) (x2 − 1)n =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
x2n−2k であり,

(
x2n−2k

)(n)
=

(2n− 2k)!

(n− 2k)!
xn−2k だから次の等式が成り立つ.

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k

2nn!

(
n

k

)
(2n− 2k)!

(n− 2k)!
xn−2k =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k − 1)!!

(2k)!!(n− 2k)!
xn−2k

cn,k =
(−1)k(2n− 2k − 1)!!

(2k)!!(n− 2k)!
とおけば上式から次の等式が得られる.

Pn+1(x)− xPn(x)−
x2 − 1

n+ 1
P ′
n(x) =

[n+1
2 ]∑

k=0

cn+1,kx
n−2k+1 −

[n2 ]∑
k=0

cn,kx
n−2k+1 − x2 − 1

n+ 1

[n2 ]∑
k=0

(n− 2k)cn,kx
n−2k−1

=

[n+1
2 ]∑

k=0

cn+1,kx
n−2k+1 −

[n2 ]∑
k=0

2n− 2k + 1

n+ 1
cn,kx

n−2k+1 +

[n2 ]∑
k=0

n− 2k

n+ 1
cn,kx

n−2k−1

=

(
cn+1,0 − cn,0 −

ncn,0
n+ 1

)
xn+1 +

[n+1
2 ]∑

k=1

cn+1,kx
n−2k+1

−
[n2 ]∑
k=1

2n− 2k + 1

n+ 1
cn,kx

n−2k+1 +

[n2 ]+1∑
k=1

n− 2k + 2

n+ 1
cn,k−1x

n−2k+1

故に Pn+1(x)− xPn(x)−
x2 − 1

n+ 1
P ′
n(x) の xi の係数を αi とおけば,

αn+1 = cn+1,0 − cn,0 −
ncn,0
n+ 1

=
(2n+ 1)!!

(n+ 1)!
− (2n− 1)!!

n!
− n(2n− 1)!!

(n+ 1)!
= 0.

n が奇数の場合は α0 = cn+1,n+1
2

+
cn,n−1

2

n+ 1
=

(−1)
n+1
2 (2n− (n+ 1)− 1)!!

(n+ 1)!!(n− (n+ 1))!
− (−1)

n−1
2 (2n− (n− 1)− 1)!!

(n− 1)!!(n− (n− 1))!
= 0.
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k = 1, 2, . . . ,
[
n
2

]
に対し

αn−2k+1 = cn+1,k −
2n− 2k + 1

n+ 1
cn,k +

n− 2k + 2

n+ 1
cn,k−1

=
(−1)k(2n− 2k + 1)!!

(2k)!!(n− 2k + 1)!
− 2n− 2k + 1

n+ 1

(−1)k(2n− 2k − 1)!!

(2k)!!(n− 2k)!
+
n− 2k + 2

n+ 1

(−1)k−1(2n− 2k + 1)!!

(2k − 2)!!(n− 2k + 2)!

=
(−1)k(2n− 2k + 1)!!

(n+ 1)(2k)!!

(
n+ 1

(n− 2k + 1)!
− n− 2k + 1

(n− 2k + 1)!
− 2k

(n− 2k + 1)!

)
= 0.

以上から, Pn+1(x)− xPn(x)−
x2 − 1

n+ 1
P ′
n(x) = 0 である.

(3) (1)の解答の (∗)において x = ±1 の場合を考えると k = 0, 1, . . . , n− 2 に対して次の等式が成り立つ.

f (k+1)(1) =
(k − 2n)(k + 1)

2(n− k − 1)
f (k)(1), f (k+1)(−1) = − (k − 2n)(k + 1)

2(n− k − 1)
f (k)(−1)

f(1) = f(−1) = 0 だから k による数学的帰納法で, k = 0, 1, . . . , n− 1 に対して f (k)(1) = f (k)(−1) = 0 が示され

る. 従って問題 16の (1)により, f (n)(x) = 0 は (−1, 1) に相異なる n個の解をもつ. Pn(x) =
1

2nn!
f (n)(x) だから,

方程式 Pn(x) = 0 は f (n)(x) = 0 と同値であり, Pn(x) = 0 は (−1, 1) に相異なる n個の解をもつ.

18. (1) f(x) = e−xxn とおけば Ln(x) =
(−1)nex

n!
f (n)(x) だから L′

n(x) =
(−1)nex

n!
f (n)(x) +

(−1)nex

n!
f (n+1)(x) で

ある. 従って次の等式が得られる.

f (n)(x) = (−1)nn!e−xLn(x) · · · (i), f (n+1)(x) = (−1)nn!e−x(L′
n(x)− Ln(x)) · · · (ii)

ライプニッツの公式と上の等式から

Ln+1(x) =
(−1)n+1ex

(n+ 1)!

dn+1

dxn+1
x(e−xxn) =

(−1)n+1ex

(n+ 1)!

(
xf (n+1)(x) + (n+ 1)f (n)(x)

)
=

(−1)n+1ex

(n+ 1)!

(
(−1)nn!xe−x(L′

n(x)− Ln(x)) + (−1)n(n+ 1)!e−xLn(x)
)

=
x− n− 1

n+ 1
Ln(x)−

x

n+ 1
L′
n(x)

f ′(x) = −e−xxn+ne−xxn−1 だから xf ′(x) = −xe−xxn+ne−xxn = −(x−n)f(x) である. 従ってこの両辺の n+1

次導関数を考えれば xf (n+2)(x) + (n+ 1)f (n+1)(x) = −(x− n)f (n+1)(x)− (n+ 1)f (n)(x) が得られるため,

xf (n+2)(x) + (x+ 1)f (n+1)(x) + (n+ 1)f (n)(x) = 0 · · · (iii)

が成り立つ. 一方 (i), (ii)から

L′′
n(x) =

(−1)nex

n!
f (n)(x) + 2

(−1)nex

n!
f (n+1)(x) +

(−1)nex

n!
f (n+2)(x) = 2L′

n(x)− Ln(x) +
(−1)nex

n!
f (n+2)(x)

だから f (n+2)(x) = (−1)nn!(L′′
n(x)− 2L′

n(x) + Ln(x)) が成り立つ. この等式と (i), (ii)を (iii)に代入すれば

((iii)の左辺) = (−1)nn!e−x(x(L′′
n(x)− 2L′

n(x) + Ln(x)) + (x+ 1)(L′
n(x)− Ln(x)) + (n+ 1)Ln(x))

= (−1)nn!e−x(xL′′
n(x) + (1− x)L′

n(x) + nLn(x))

だから, xL′′
n(x) + (1− x)L′

n(x) + nLn(x) = 0 が得られる.

(2) ライプニッツの公式から

f (k)(x) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k−in(n− 1) · · · (k − n+ 1)e−xxn−i = e−x

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k−in!

(k − n)!
xn−i
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だから lim
x→∞

f (k)(x) = 0 であり, k = 0, 1, . . . , n − 1 に対して f (k)(0) = 0 が成り立つ. 従って問題 16の (2)によ

り, f (n)(x) = 0 は (0,∞) に相異なる n個の解をもつ. Ln(x) =
(−1)nex

n!
f (n)(x) だから, 方程式 Ln(x) = 0 は

f (n)(x) = 0 と同値であり, Ln(x) = 0 は (0,∞) に相異なる n個の解をもつ.

19. (1) f(x) = e−x
2

とおけば Hn(x) = (−1)nex
2

f (n)(x) だから, 次の等式が成り立つ.

H ′
n(x) = 2(−1)nxex

2

f (n)(x) + (−1)nex
2

f (n+1)(x) = 2xHn(x)−Hn+1(x) · · · (i)

H ′′
n(x) = 2(−1)n(1 + 2x2)ex

2

f (n)(x) + 4(−1)nxex
2

f (n+1)(x) + (−1)nex
2

f (n+2)(x) · · · (ii)

(i)より Hn+1(x) = 2xHn(x) −H ′
n(x) が得られる. 一方, f ′(x) = −2xe−x

2

= −2xf(x) だから, この両辺の n + 1

次導関数を考えれば, f (n+2)(x) = −2xf (n+1)(x)− 2(n+ 1)f (n)(x) が得られる. この等式と (i), (ii)より 　

H ′′
n(x)− 2xH ′

n(x) + 2nHn(x) = (−1)nex
2

((2 + 4x2)f (n)(x) + 4xf (n+1)(x) + f (n+2)(x))

− 2x(−1)nex
2

(2xf (n)(x) + f (n+1)(x)) + 2n(−1)nex
2

f (n)(x)

= (−1)nex
2

(2(n+ 1)f (n)(x) + 2xf (n+1)(x) + f (n+2)(x)) = 0.

(2) f (k)(x) = (−1)ke−x
2

Hk(x)で, Hk(x)は xのn次多項式だから, 0以上の任意の整数kに対して lim
x→±∞

f (k)(x) =

0 が成り立つ. 従って問題 16の (3)により, f (n)(x) = 0 は相異なる n個の実数解をもつ. Hn(x) = (−1)nex
2

f (n)(x)

だから, 方程式 Hn(x) = 0 は f (n)(x) = 0 と同値であり, Hn(x) = 0 は相異なる n個の実数解をもつ. また, 方

程式 Hn−1(x) = 0 は f (n−1)(x) = 0 と同値だから, 問題 16の注意により, Hn(x) = 0 の隣り合う 2つの解の間に

Hn−1(x) = 0 の解が存在する. Hn−1(x) = 0 は相異なる n − 1個の実数解をもつため, Hn(x) = 0 の隣り合う 2つ

の解の間にあるHn−1(x) = 0 の解は 1つだけである.
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微積分学 I 演習問題 第7回 不定形の極限

1. 次の極限を求めよ. ただし (51)の α は正の定数, (91), (92)の α は 0でない定数とする.

(1) lim
x→0

log(x+ 1)− xex

x2
(2) lim

x→0

log(x+ 1)− x

ex − x− 1
(3) lim

x→0

sinx− x

x cosx− x

(4) lim
x→0

2 log(x+ 1)− 2x+ x2

x3
(5) lim

x→0

x− sinx

(ex − 1)3
(6) lim

x→0

sin−1 x− x

tan−1 x− x

(7) lim
x→0

log(x2 + 1)− x2

cos(x2)− 1
(8) lim

x→0

sinx− tan−1 x

x3
(9) lim

x→0

log(x+ 1)

sin−1 x

(10) lim
x→p

1

x− p

(
log

(
ex − ep

x− p

)
− p

)
(11) lim

x→0

sinx− x

tan−1 x− x
(12) lim

x→0

log(cosx)

x2

(13) lim
x→0

x cos2 x− ex sinx+ x2

x(ex − 1)− sin2 x
(14) lim

x→0
(cosx)

1
x2 (15) lim

x→0

sin−1 x− x

x3

(16) lim
x→0

ex − (x+ 1) sinx− cosx

x3
(17) lim

x→∞
(x+ 1) tan−1 1

x
(18) lim

x→0

1− e−x
2

1− cos 3x

(19) lim
x→0

tan−1 x− x

e2x − 1− 2x− 2x2
(20) lim

x→∞

log(x+ 2)

log(x4 + x3)
(21) lim

x→∞
x sin−1 2

x

(22) lim
x→0

2
√
1− x2 − 2 + x2

x4
(23) lim

x→0

(
1

x2
− 1

x tanx

)
(24) lim

x→∞
x

1
x

(25) lim
x→0

3
√
1 + x3 − 3

√
1− x3

x3
(26) lim

x→0

log(1 + x)

ex − e−x
(27) lim

x→0

tanx− x

sinx− x

(28) lim
x→∞

√
x3
(√
x3 + 1−

√
x3 − 1

)
(29) lim

x→0

x+ log(1− x)

x2
(30) lim

x→0

tanx− x

x3

(31) lim
x→0

(
1√

1 + x2 − 1
− 2

x2

)
(32) lim

x→0

ex − x− 1

1− cosx
(33) lim

x→0

log(1 + x2)

sin2 x

(34) lim
x→0

log
(
x+

√
1 + x2

)
− x

x log(1 + x)− x2
(35) lim

x→0

ex − e−x − 2x

sin 2x− 2x
(36) lim

x→∞

log(x2 + 2)

2
√
x

(37) lim
x→0

e2x + e−2x − 2

1− cos 2x
(38) lim

x→0

sinx− tanx

x3
(39) lim

x→∞

(log x)3√
x

(40) lim
x→0

(
1

log(1 + x)
− 1

x

)
(41) lim

x→0

ex
2 − 1− x2

x4
(42) lim

x→0

sin2 x− x2

x4

(43) lim
x→+0

3
√
x log

(
1

x
− 1

)
(44) lim

x→0

e2x − 2ex + 1

x sinx
(45) lim

x→0

x− sinx

x2 sinx

(46) lim
x→0

2 cosx− 2 + x2

x4
(47) lim

x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
(48) lim

x→∞
x log

x+ 5

x+ 1

(49) lim
x→0

(
1

x sin−1 x
− 1

x2

)
(50) lim

x→+0
sinx(log x)2 (51) lim

x→+0

e−
1
x

xα

(52) lim
x→0

2 sinx− cosx(x+ sinx)

sin3 x
(53) lim

x→0

(1 + x)
1
x − e

x
(54) lim

x→0
(1− x)

1
x

(55) lim
x→∞

(
x

x+ 1

)x2

ex (56) lim
x→+0

(sinx)tan x (57) lim
x→0

(ex + x)
1
x

(58) lim
x→+0

(ex − 1− x)
1

log x (59) lim
x→0

(
log(1 + x)

x

) 1
x

(60) lim
x→+0

(ex − 1)
1

log x

(61) lim
x→0

cos2 x+ x2 − 1

x4
(62) lim

x→+0
(tan−1 x)

1
log x (63) lim

x→∞

(π
2
− tan−1 x

) 1
log x

(64) lim
x→0

(
1

x(x+ 1)
− log(1 + x)

x2

)
(65) lim

x→1

x log x− x+ 1

(x− 1) log x
(66) lim

x→π
2 −0

(tanx)cos x

(67) lim
x→∞

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

(68) lim
x→0

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

(69) lim
x→∞

(
tan−1 x

tan−1(x+ 1)

)x
(70) lim

x→0

1

x

(
ex + 1

ex − 1
− 2

x

)
(71) lim

x→0

1

x2

(
x

ex − 1
−
√
1− x

)
(72) lim

x→π
2

1

cosx

(
x sinx− π

2

)
(73) lim

x→0

sinx− ex − cosx+ 2

x3
(74) lim

x→0

sinx− ex − cosx+ 2

6x− 6 sinx
(75) lim

x→0

(
1

log(1 + x)
− 1

x

)
(76) lim

x→0

sinx− log(1 + x) + cosx− 1

x3
(77) lim

x→0

2 cosx− 2 + x2

ex2 − 1− x2
(78) lim

x→0

6 sinx− 6x+ x3

xex2 − x− x3
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(79) lim
x→0

tan−1 x− sin−1 x

x3
(80) lim

x→0

sinx− x cosx

x3
(81) lim

x→0

ex − cosx− x

x2

(82) lim
x→0

log(1 + x)− ex + 1

x2
(83) lim

x→0

tan−1 x− x

x3
(84) lim

x→0
(cosx)

1
x2

(85) lim
x→0

ex + log(1− x)− 1

x3
(86) lim

x→0

sinx− xex

x sinx
(87) lim

x→0

4x2−
√
2− x4

(
cos−1(1− x4) +

√
2x2
)

x6

(88) lim
x→∞

(
2

π
tan−1 x

)x
(89) lim

x→0

(
tanx

x

) 1
x2

(90) lim
x→0

log(1 + x+ x2) + log(1− x+ x2)

x sinx

(91) lim
x→α

(p− 1)xp− pαxp−1+ αp

xp−1(x− α)2
(92) lim

x→α

xp((p− 1)x− (p+ 1)α) + αp((p+ 1)x− (p− 1)α)

xp(x− α)3

2. 関数 f :
(
− 4
√
2, 4

√
2
)
→ R, g : [−2, 2] → R をそれぞれ次のように定めるとき, 以下の問いに答えよ.

f(x) =


cos−1(1− x4)

x
0 < |x| < 4

√
2

0 x = 0
, g(x) = cos−1(1− |x|)−

√
2|x| − x2

(1) f , g の 0 における微分係数を求めよ.

(2) lim
x→0

f ′(x), lim
x→0

g′(x) を求めよ.

(3) f , g の導関数は 0 で微分可能か? 理由を付けて答えよ.

3. α を正の実数, p を実数とするとき, 関数 f : (0,∞) → R を f(x) =


(p− 1)xp − αpxp−1 + αp

xp−1(x− α)2
x ̸= α

p(p− 1)

2α
x = α

によっ

て定めるとき, 以下の問いに答えよ.

(1) f の α における微分係数を求めよ.

(2) f の導関数は 0 で微分可能か? 理由を付けて答えよ.

4. 0 を含む開区間で定義されているC1級関数 f がつねに正の値をとるとき, lim
x→0

f(x)
1
x = e

f′(0)
f(0) であることを示せ.

5. (発展問題)関数 f : (a, b) → Rは 2回微分可能で 2次導関数は連続であるとする. 平均値の定理により, p, x ∈ (a, b)

(x ̸= p) に対し f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) を満たす γ が x と p の間に存在するが, このとき以下の問いに答えよ.

(1) lim
x→p

f ′(γ)− f ′(p)

x− p
=
f ′′(p)

2
が成り立つことを示せ.

(2) p ∈ (a, b) に対し f ′′(p) ̸= 0 のとき lim
x→p

γ − p

x− p
, lim
x→p

f ′(x)− f ′(γ)

x− p
を求めよ.

(3) f ′′(p) ̸= 0 の場合 f ′ は p を含む開区間で単射だから γ は x の関数とみなせる. このとき lim
x→p

γ′ を求めよ.

(4) f ′′(p) ̸= 0 かつ f が 3回微分可能であるとき lim
x→p

f ′′(x)− f ′′(γ)

x− p
を求めよ.

(5) f ′′(p) ̸= 0 かつ f が 3回微分可能で 3次導関数が連続であるとき lim
x→p

2γ′ − 1

x− p
, lim
x→p

γ′′ を求めよ.

(6) f ′′(p) ̸= 0 かつ f が 4回微分可能で 4次導関数が連続であるとき lim
x→p

γ(3) を求めよ.

(7) f ′′(p) ̸= 0 かつ f が 5回微分可能で 5次導関数が連続であるとき lim
x→p

γ(4) を求めよ.

76



第 7回の演習問題の解答

1. (1) lim
x→0

log(x+ 1)− xex

x2
= lim
x→0

1
x+1 − ex − xex

2x
= lim
x→0

− 1
(x+1)2 − 2ex − xex

2
= −3

2

(別解) log(x+ 1) = x− x2

2
+ o(x2), ex = 1 + x+ o(x) より

lim
x→0

log(x+ 1)− xex

x2
= lim
x→0

− 3x2

2 + o(x2)− xo(x)

x2
= lim
x→0

(
−3

2
+
o(x2)

x2
− o(x)

x

)
= −3

2

(2) lim
x→0

log(x+ 1)− x

ex − x− 1
= lim
x→0

1
x+1 − 1

ex − 1
= lim
x→0

− 1
(x+1)2

ex
= −1

(別解) log(x + 1) = x − x2

2
+ o(x2), ex = 1 + x +

x2

2
+ o(x2) より lim

x→0

log(x+ 1)− x

ex − x− 1
= lim

x→0

−x2

2 + o(x2)
x2

2 + o(x2)
=

lim
x→0

− 1
2 + o(x2)

x2

1
2 + o(x2)

x2

= −1

(3) lim
x→0

sinx− x

x cosx− x
= lim
x→0

cosx− 1

cosx− x sinx− 1
= lim
x→0

sinx

2 sinx+ x cosx
= lim
x→0

sinx

x

1

2 sin x
x + cosx

=
1

3

(別解) sinx = x−x
3

6
+o(x3), cosx = 1−x

2

2
+o(x2)より lim

x→0

sinx− x

x cosx− x
= lim
x→0

−x3

6 + o(x3)

−x3

2 + xo(x2)
= lim
x→0

− 1
6 + o(x3)

x3

− 1
2 + o(x2)

x2

=
1

3

(4) lim
x→0

2 log(x+ 1)− 2x+ x2

x3
= lim
x→0

2
x+1 − 2 + 2x

3x2
= lim
x→0

2x2

3x2(x+ 1)
= lim
x→0

2

3(x+ 1)
=

2

3

(別解) log(x+1) = x−x
2

2
+
x3

3
+o(x3)より lim

x→0

2 log(x+ 1)− 2x+ x2

x3
= lim
x→0

2x3

3 + 2o(x3)

x3
= lim
x→0

(
2

3
+ 2

o(x3)

x3

)
=

2

3

(5) lim
x→0

x− sinx

(ex − 1)3
= lim
x→0

1− cosx

3ex(ex − 1)2
= lim
x→0

1− cosx

3e3x − 6e2x + 3ex
= lim
x→0

sinx

9e3x − 12e2x + 3ex
=

lim
x→0

cosx

27e3x − 24e2x + 3ex
=

1

6

(別解) sinx = x− x3

6
+ o(x3), ex = 1 + x+ o(x) より lim

x→0

x− sinx

(ex − 1)3
= lim
x→0

x3

6 + o(x3)

(x+ o(x))3
= lim
x→0

1
6 + o(x3)

x3(
1 + o(x)

x

)3 =
1

6

(6) lim
x→0

sin−1x− x

tan−1x− x
= lim
x→0

1√
1−x2

− 1

1
1+x2 − 1

= lim
x→0

(1 + x2)
(
1−

√
1− x2

)
−x2

√
1− x2

= lim
x→0

(1 + x2)
(
1−

√
1− x2

)(
1 +

√
1− x2

)
−x2

√
1− x2

(
1 +

√
1− x2

) =

− lim
x→0

1 + x2√
1− x2

(
1 +

√
1− x2

) = −1

2

(別解) (sin−1 x)′ =
1√

1− x2
, (sin−1 x)′′ =

(
1√

1− x2

)′

=
x

(1− x2)
3
2

, (sin−1 x)′′′ =

(
x

(1− x2)
3
2

)′

=
1 + 2x2

(1− x2)
5
2

より sin−1 x = x +
x3

6
+ o(x3). (tan−1 x)′ =

1

x2 + 1
, (tan−1 x)′′ =

(
1

x2 + 1

)′

=
−2x

(x2 + 1)2
, (tan−1 x)′′′ =(

−2x

(x2 + 1)2

)′

=
6x2 − 2

(x2 + 1)3
より tan−1 x = x − x3

3
+ o(x3). よって lim

x→0

sin−1 x− x

tan−1 x− x
= lim

x→0

x3

6 + o(x3)

−x3

3 + o(x3)
=

lim
x→0

1
6 + o(x3)

x3

− 1
3 + o(x3)

x3

= −1

2

(7) x2 = t とおくと, x→ 0 のとき, t→ +0 だから lim
x→0

log(x2 + 1)− x2

cos(x2)− 1
= lim

t→+0

log(t+ 1)− t

cos t− 1
= lim

t→+0

1
t+1 − 1

− sin t
=

lim
t→+0

−t
− sin t(t+ 1)

= lim
t→+0

1
sin t
t

1

t+ 1
= lim
t→+0

1
sin t
t

lim
t→+0

1

t+ 1
= 1

(別解) log(x + 1) = x − x2

2
+ o(x2), cosx = 1 − x2

2
+ o(x2) より lim

x→0

log(x2 + 1)− x2

cos(x2)− 1
= lim

x→0

−x4

2 + o(x4)

−x4

2 + o(x4)
=

lim
x→0

− 1
2 + o(x4)

x4

− 1
2 + o(x4)

x4

= 1
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(8) lim
x→0

sinx− tan−1 x

x3
= lim
x→0

cosx− 1
1+x2

3x2
= lim
x→0

− sinx+ 2x
(1+x2)2

6x
= lim
x→0

(
− sinx

6x
+

1

3(1 + x2)2

)
=

1

6

(別解) sinx = x− x3

6
+ o(x3), tan−1 x = x− x3

3
+ o(x3) より lim

x→0

sinx− tan−1 x

x3
= lim
x→0

(
1

6
+
o(x3)

x3

)
=

1

6

(9) lim
x→0

log(x+ 1)

sin−1 x
= lim
x→0

1
x+1
1√

1−x2

= lim
x→0

√
1− x2

x+ 1
= 1

(別解) 教科書の問題 1.6の (4)から lim
x→0

log(x+ 1)

sin−1 x
= lim
x→0

log(x+1)
x

sin−1 x
x

=
lim
x→0

log(x+1)
x

lim
x→0

sin−1 x
x

= 1

(10) lim
x→p

ex − ep

x− p
は exの pにおける微分係数は epだから, logの連続性より lim

x→p
log

(
ex − ep

x− p

)
= log

(
lim
x→p

ex − ep

x− p

)
= log ep = p である. 従って lim

x→p

(
log

(
ex − ep

x− p

)
− p

)
= 0 となるため, ロピタルの定理が使えて,

lim
x→p

1

x− p

(
log

(
ex − ep

x− p

)
− p

)
= lim
x→p

1

(x− p)′

(
log

(
ex − ep

x− p

)
− p

)′

= lim
x→p

ex(x− p)− (ex − ep)

(ex − ep)(x− p)
=

lim
x→p

(ex(x− p)− (ex − ep))′

((ex − ep)(x− p))′
= lim
x→p

ex(x− p)

ex(x− p) + (ex − ep)
= lim
x→p

ex

ex + ex−ep
x−p

=
lim
x→p

ex

lim
x→p

ex + lim
x→p

ex−ep
x−p

=
ep

ep + ep
=

1

2

(別解) ex = ep+ep(x−p)+ ep

2
(x−p)2+o((x−p)2)より ex − ep

x− p
= ep+

ep(x− p)

2
+o(x−p)であることと log(1+y) =

y+ o(y) を用いると, log(ex − ep)− log(x− p)− p = log

(
ex − ep

x− p

)
− log(ep) = log

(
ep +

ep(x− p)

2
+ o(x− p)

)
−

log ep = log

(
1 +

x− p

2
+ e−po(x− p)

)
=
x− p

2
+ e−po(x − p) +o

(
x− p

2
+ e−po(x− p)

)
である. y = ε(x) =

x− p

2
+e−po(x−p)とおけば, x→ pのとき y → 0であり, lim

x→p

ε(x)

x− p
=

1

2
だから, lim

x→p

log(ex − ep)− log(x− p)− p

x− p

= lim
x→p

(
ε(x)

x− p
+
o(ε(x))

x− p

)
= lim
x→p

ε(x)

x− p
+ lim
x→p

ε(x)

x− p

o(ε(x))

ε(x)
= lim
x→p

ε(x)

x− p
+ lim
x→p

ε(x)

x− p
lim
y→0

o(y)

y
=

1

2
+

1

2
·0 =

1

2

(11) lim
x→0

sinx− x

tan−1 x− x
= lim
x→0

cosx− 1
1

1+x2 − 1
= lim
x→0

(cosx− 1)(1 + x2)

1− (1 + x2)
= lim
x→0

− (cosx− 1)(1 + x2)

x2
=

lim
x→0

1− cosx

x2
lim
x→0

(1 + x2) =
1

2
(第 3回の演習問題 1の (3) の結果を用いた)

(別解) sinx = x− x3

6
+ o(x3), tan−1 x = x− x3

3
+ o(x3) より lim

x→0

sinx− x

tan−1 x− x
= lim
x→0

−x3

6 + o(x3)

−x3

3 + o(x3)
=

lim
x→0

− 1
6 + o(x3)

x3

− 1
3 + o(x3)

x3

=
1

2

(12) lim
x→0

log(cosx)

x2
= lim
x→0

− sinx

2x cosx
= − lim

x→0

sinx

x

1

2 cosx
= −1

2
.

(別解) lim
x→0

log(cosx)

x2
= lim
x→0

log
(
1− 2 sin2 x2

)
−2 sin2 x2

−2 sin2 x2

4
(
x
2

)2 = −1

2
lim
x→0

log
(
1− 2 sin2 x2

)
−2 sin2 x2

lim
x→0

(
sin x

2
x
2

)2

= −1

2

(13) x cos2 x− ex sinx+ x2 = x

(
1− x2

2
+ o(x3)

)2

−
(
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

)(
x− x3

6
+ o(x4)

)
+ x2 =

x(1− x2 + o(x3))−
(
x+ x2 +

x3

3
+ o(x3)

)
+ x2 = −4x3

3
+ o(x3),

x(ex − 1) − sin2 x = x

(
x+

x2

2
+ o(x2)

)
− (x + o(x2))2 = x2 +

x3

2
+ o(x3) − (x2 + o(x3)) =

x3

2
+ o(x3) より

lim
x→0

x cos2 x− ex sinx+ x2

x(ex − 1)− sin2 x
= lim
x→0

− 4x3

3 + o(x3)
x3

2 + o(x3)
= lim
x→0

− 4
3 + o(x3)

x3

1
2 + o(x3)

x3

= −8

3

(14) f(x) = (cosx)
1
x2 とおいて両辺の対数をとると log f(x) =

log(cosx)

x2
だから f(x) = e

log(cos x)

x2 である. 指数関

数の連続性と (9)から lim
x→0

(cosx)
1
x2 = lim

x→0
f(x) = lim

x→0
e

log(cos x)

x2 = e
lim
x→0

log(cos x)

x2 = e−
1
2
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(15) lim
x→0

sin−1 x− x

x3
= lim
x→0

1√
1−x2

− 1

3x2
= lim
x→0

1−
√
1− x2

3x2
√
1− x2

= lim
x→0

1

3
√
1− x2

(
1 +

√
1− x2

) =
1

6

(16) ex = 1+x+
x2

2
+
x3

6
+o(x3), sinx = x−x3

6
+o(x3), cosx = 1−x2

2
+o(x3)より lim

x→0

ex − (x+ 1) sinx− cosx

x3
=

lim
x→0

x3

3 + x4

6 + o(x3)

x3
= lim
x→0

(
1

3
+
x

6
+
o(x3)

x3

)
=

1

3

(17) y =
1

x
とおくと x→ ∞ のとき y → +0 だから, 第 3回の演習問題 1の (10) の結果から lim

x→∞
(x+1) tan−1 1

x
=

lim
y→+0

(
1

y
+ 1

)
tan−1 y = lim

y→+0

tan−1 y

y
+ lim
y→+0

tan−1 y = 1 +
π

2

(18) lim
x→0

1− e−x
2

1− cos 3x
= lim
x→0

2xe−x
2

3 sin 3x
= lim
x→0

2e−x
2

9 sin 3x
3x

=
2 lim
x→0

e−x
2

9 lim
x→0

sin 3x
3x

=
2

9

(19) lim
x→0

tan−1 x− x

e2x − 1− 2x− 2x2
= lim

x→0

1
x2+1 − 1

2e2x − 2− 4x
= lim

x→0

−x2

2e2x − 2− 4x

1

x2 + 1
= lim

x→0

−x2

2e2x − 2− 4x
lim
x→0

1

x2 + 1
=

lim
x→0

−2x

4e2x − 4
= −1

4
lim
x→0

1
e2x−1
2x

= −1

4

(別解) tan−1 x = x−x
3

3
+o(x3), e2x = 1+2x+2x2+

4x3

3
+o(x3)より lim

x→0

tan−1 x− x

e2x − 1− 2x− 2x2
= lim
x→0

−x3

3 + o(x3)
4x3

3 + o(x3)
=

lim
x→0

− 1
3 + o(x3)

x3

4
3 + o(x3)

x3

= −1

4

(20) lim
x→∞

log(x+ 2)

log(x4 + x3)
= lim
x→∞

log(x+ 2)

3 log x+ log(x+ 1)
= lim
x→∞

1
x+2

3
x + 1

x+1

= lim
x→∞

x(x+ 1)

3(x+ 1)(x+ 2) + x(x+ 2)
=

lim
x→∞

x2 + x

4x2 + 11x+ 6
=

1

4

(21) y =
2

x
とおくと x→ ∞のとき y → +0だから,教科書の問題 1.6の (4)より lim

x→∞
x sin−1 2

x
= lim
y→+0

2 sin−1y

y
= 2

(22) lim
x→0

2
√
1− x2 − 2 + x2

x4
= lim
x→0

4(1− x2)− (2− x2)2

x4
(
2
√
1− x2 + 2− x2

) = lim
x→0

−1

2
√
1− x2 + 2− x2

= −1

4

(23) lim
x→0

(
1

x2
− 1

x tanx

)
= lim
x→0

sinx− x cosx

x2 sinx
= lim
x→0

x sinx

2x sinx+ x2 cosx
= lim
x→0

sin x
x

2 sin x
x + cosx

=
1

3

(24) y =
1

x
とおくと x→ ∞ のとき y → +0 だから, 教科書の例 2.8より lim

x→∞
x

1
x = lim

y→+0

1

yy
= 1

(25) lim
x→0

3
√
1 + x3 − 3

√
1− x3

x3
= lim
x→0

2x3

x3
(
(1 + x3)

2
3 + (1− x6)

1
3 + (1− x3)

2
3

) =
2

3

(26) lim
x→0

log(1 + x)

ex − e−x
= lim
x→0

1
1+x

ex + e−x
=

1

2

(27) lim
x→0

tanx− x

sinx− x
= lim
x→0

1
cos2 x − 1

cosx− 1
= lim
x→0

1− cos2 x

cos2 x(cosx− 1)
= lim
x→0

−1− cosx

cos2 x
= −2

(28) lim
x→∞

√
x3
(√
x3 + 1−

√
x3 − 1

)
= lim
x→∞

2
√
x3√

x3 + 1 +
√
x3 − 1

= lim
x→∞

2√
1 + 1

x3 +
√
1− 1

x3

= 1

(29) lim
x→0

x+ log(1− x)

x2
= lim
x→0

1− 1
1−x

2x
= lim
x→0

−1

2(1− x)
= −1

2

(30) lim
x→0

tanx− x

x3
= lim
x→0

1
cos2 x − 1

3x2
= lim
x→0

1− cos2 x

3x2 cos2 x
= lim
x→0

1− cosx

x2
lim
x→0

1 + cosx

3 cos2 x
=

1

2
·2
3
=

1

3

(31) lim
x→0

(
1√

1 + x2 − 1
− 2

x2

)
= lim
x→0

(√
1 + x2 + 1

x2
− 2

x2

)
= lim
x→0

1√
1 + x2 + 1

=
1

2

(32) ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2), cosx = 1− x2

2
+ o(x2) より lim

x→0

ex − x− 1

1− cosx
= lim
x→0

x2

2 + o(x2)
x2

2 − o(x2)
= lim
x→0

1
2 + o(x2)

x2

1
2 − o(x2)

x2

= 1
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(33) log(1 + x2) = x2 + o(x2) だから lim
x→0

log(1 + x2)

sin2 x
= lim
x→0

x2 + o(x2)

sin2 x
= lim
x→0

1 + o(x2)
x2(

sin x
x

)2 = 1

(34) lim
x→0

log
(
x+

√
1 + x2

)
− x

x log(1 + x)− x2
= lim
x→0

1√
1+x2

− 1

log(1 + x) + x
1+x − 2x

= lim
x→0

−x(1 + x2)−
3
2

1
1+x + 1

(1+x)2 − 2
=

lim
x→0

−x(1 + x)2(1 + x2)−
3
2

−3x− 2x2
= lim
x→0

(1 + x)2

(3 + 2x)(1 + x2)
3
2

=
1

3

(35) lim
x→0

ex − e−x − 2x

sin 2x− 2x
= lim
x→0

ex + e−x − 2

2 cos 2x− 2
= lim
x→0

ex − e−x

−4 sin 2x
= lim
x→0

ex + e−x

−8 cos 2x
= −1

4
(36) y =

√
x2 + 2 とおくと x→ ∞ のとき x→ ∞ だから, 教科書の問 1.18から

lim
x→∞

log(x2 + 2)

2
√
x

= lim
x→∞

log(x2 + 2)

(x2 + 2)
1
4

(x2 + 2)
1
4

2
√
x

= lim
y→∞

log y

y
1
4

lim
x→∞

1

2

(
1 +

2

x2

) 1
4

= 0·1
2
= 0

(37) lim
x→0

e2x + e−2x − 2

1− cos 2x
= lim
x→0

2e2x − 2e−2x

2 sin 2x
= lim
x→0

4e2x + 4e−2x

4 cos 2x
= 2

(38) lim
x→0

sinx− tanx

x3
= lim
x→0

sinx

x

1− cosx

x2
−1

cosx
= lim
x→0

sinx

x
lim
x→0

1− cosx

x2
lim
x→0

−1

cosx
= −1

2

(39) 教科書の問 1.18から lim
x→∞

(log x)3√
x

= lim
x→∞

(
log x

x
1
6

)3

=

(
lim
x→∞

log x

x
1
6

)3

= 03 = 0

(40) lim
x→0

(
1

log(1 + x)
− 1

x

)
= lim
x→0

x− log(1 + x)

x log(1 + x)
= lim
x→0

1− 1
1+x

log(1 + x) + x
1+x

= lim
x→0

1
1+x

log(1+x)
x + 1

1+x

=
1

2

(41) ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2) より ex

2

= 1 + x2 +
x4

2
+ o(x4) である.

従って lim
x→0

ex
2 − 1− x2

x4
= lim
x→0

x4

2 + o(x4)

x4
= lim
x→0

(
1

2
+
o(x4)

x4

)
=

1

2

(42) sinx = x− x3

6
+ o(x3) より lim

x→0

sin2 x− x2

x4
= lim
x→0

(sinx− x)(sinx+ x)

x4
=

lim
x→0

(
−x3

6 + o(x3)
)(

2x− x3

6 + o(x3)
)

x4
= lim
x→0

(
−1

6
+
o(x3)

x3

)
lim
x→0

(
2− x2

6
+
o(x3)

x3
x2
)

= −1

3

(43) 教科書の問 1.18 から lim
x→+0

3
√
x log

(
1

x
− 1

)
= lim

x→+0
( 3
√
x log(1− x)− 3

√
x log x) = lim

x→+0

3
√
x log(1 − x) −

lim
x→+0

3
√
x log x = 0− 0 = 0

(44) lim
x→0

e2x − 2ex + 1

x sinx
= lim
x→0

2e2x − 2ex

sinx+ x cosx
= lim
x→0

4e2x − 2ex

2 cosx− x sinx
= 1

(45) sinx = x− x3

6
+ o(x3) より lim

x→0

x− sinx

x2 sinx
= lim
x→0

x3

6 − o(x3)

x2(x+ o(x))
= lim
x→0

1
6 − o(x3)

x3

1 + o(x)
x

=
1

6

(46) cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4) より lim

x→0

2 cosx− 2 + x2

x4
= lim
x→0

(
1

12
+

2o(x4)

x4

)
=

1

12

(47) ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2) より lim

x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim
x→0

ex − 1− x

x(ex − 1)
= lim
x→0

x2

2 + o(x2)

x(x+ o(x))
= lim
x→0

1
2 + o(x2)

x2

1 + o(x))
x

=
1

2

(48) y =
1

x
とおくと x→ ∞ のとき y → +0 だから, lim

x→∞
x log

x+ 5

x+ 1
= lim
y→+0

1

y
log

1
y + 5
1
y + 1

=

lim
y→+0

log(1 + 5y)− log(1 + y)

y
= lim
y→+0

(
5

1 + 5y
− 1

1 + y

)
= 4

(49) y = sin−1 xとおくと x = sin y, x→ 0のとき y → 0だから lim
x→0

(
1

x2
− 1

x sin−1 x

)
= lim
y→0

(
1

sin2 y
− 1

y sin y

)
=

lim
y→0

y − sin y

y3
1(

sin y
y

)2 = lim
y→0

y −
(
y − y3

6 + o(y3)
)

y3
lim
y→0

1(
sin y
y

)2 = lim
y→0

y3

6 + o(y3)

y3
= lim
y→0

(
1

6
+
o(y3)

y3

)
=

1

6

(50)教科書の問 1.18から lim
x→+0

sinx(log x)2 = lim
x→+0

sinx

x

(
x

1
2 log x

)2
=

(
lim
x→+0

sinx

x

)(
lim
x→+0

x
1
2 log x

)2

= 1·0 = 0

80



(51) y =
1

x
とおくと x→ +0 のとき y → ∞ だから, 教科書の問 1.17から lim

x→+0

e−
1
x

xα
= lim
y→∞

yαe−y = 0

(52) sinx = x− x3

6
+ o(x3), cosx = 1− x2

2
+ o(x2) より lim

x→0

2 sinx− cosx(x+ sinx)

sin3 x
=

lim
x→0

2x− x3

3 + o(x3)−
(
1− x2

2 + o(x2)
)(

2x− x3

6 + o(x3)
)

(x+ o(x))3
= lim
x→0

5
6x

3 + o(x3)

x3 + o(x3)
= lim
x→0

5
6 + o(x3)

x3

1 + o(x3)
x3

=
5

6

(53) lim
x→0

(1+x)
1
x = e だから x→ 0 のとき, lim

x→0

(1 + x)
1
x − e

x
の分母と分子はともに 0 に近づく. 第 5回の演習問題

1の (47)から lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim
x→0

(1 + x)
1
x
x− (1 + x) log(1 + x)

x2(1 + x)
= lim
x→0

(1 + x)
1
x lim
x→0

x− (1 + x) log(1 + x)

x2(1 + x)
=

e lim
x→0

− log(1 + x)

x(2 + 3x)
= e lim

x→0

log(1 + x)

x

−1

2 + 3x
= −e

2

(54) y = −x とおくと x→ 0 のとき y → 0 だから lim
x→0

(1− x)
1
x = lim

y→0
(1 + y)−

1
y =

1

lim
y→0

(1 + y)
1
y

=
1

e

(55) f(x) = log

((
x

x+ 1

)x2

ex

)
とおけば lim

x→∞
f(x)= lim

x→∞
(x+x2 log x−x2 log(1+x))= lim

x→∞

1
x + log x− log(1 + x)

1
x2

= lim
x→∞

− 1
x2 + 1

x − 1
1+x

− 2
x3

= lim
x→∞

1

2

(
x− x2 +

x3

1 + x

)
= lim

x→∞

x

2(1 + x)
=

1

2
となるため, lim

x→∞

(
x

x+ 1

)x2

ex =

lim
x→∞

ef(x) = e
lim
x→∞

f(x)
=

√
e.

(56) f(x) = log(sinx)tan x とおき, y = sinx とおけば, x → +0 のとき y → +0 だから 教科書の問 1.18 か

ら lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

tanx log(sinx) = lim
x→+0

sinx log(sinx)

cosx
=

lim
y→+0

y log y

lim
x→+0

cosx
= 0 となるため lim

x→+0
(sinx)tan x =

lim
x→+0

ef(x) = e
lim
x→+0

f(x)
= e0 = 1.

(57) f(x) = log(ex + x)
1
x とおけば lim

x→0
f(x) = lim

x→0

log(ex + x)

x
= lim

x→0

ex + 1

ex + x
= 2 となるため lim

x→0
(ex + x)

1
x =

lim
x→0

ef(x) = e
lim
x→0

f(x)
= e2.

(58) f(x) = log(ex − 1− x)
1

log x とおけば lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

log(ex − 1− x)

log x
= lim
x→+0

ex−1
ex−1−x

1
x

=

lim
x→+0

ex − 1

x

x2

ex − 1− x
= lim
x→+0

ex − 1

x
lim
x→+0

x2

ex − 1− x
= lim
x→+0

2x

ex − 1
=

2

lim
x→+0

ex−1
x

= 2 となるため

lim
x→+0

(ex − 1− x)
1

log x = lim
x→+0

ef(x) = e
lim
x→+0

f(x)
= e2.

(59) f(x) = log

(
log(1 + x)

x

) 1
x

とおけば lim
x→0

f(x) = lim
x→0

log(log(1 + x))− log x

x
= lim

x→0

(
1

1+x

log(1 + x)
− 1

x

)
=

lim
x→0

x− (1 + x) log(1 + x)

x(1 + x) log(1 + x)
= lim
x→0

− log(1 + x)

(1 + 2x) log(1 + x) + x
= lim
x→0

− 1
1+x

2 log(1 + x) + 1+2x
1+x + 1

= −1

2
となるため

lim
x→0

(
log(1 + x)

x

) 1
x

= lim
x→+0

ef(x) = e
lim
x→+0

f(x)
= e−

1
2 .

(60) f(x) = log(ex − 1)
1

log x とおけば lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

log(ex − 1)

log x
= lim

x→+0

ex

ex−1
1
x

= lim
x→+0

ex

ex−1
x

= 1 となるため

lim
x→+0

(ex − 1)
1

log x = lim
x→+0

ef(x) = e
lim
x→+0

f(x)
= e.

(61) ロピタルの定理より lim
x→0

cos2 x+ x2 − 1

x4
= lim

x→0

−2 sinx cosx+ 2x

4x3
= lim

x→0

2x− sin 2x

4x3
= lim

x→0

2− 2 cos 2x

12x2
=

lim
x→0

4 sin2 x

12x2
= lim
x→0

1

3

(
sinx

x

)2

=
1

3

(別解) cos2 x =
1

2
(1+ cos 2x) =

1

2

(
2− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
+ o(x4)

)
= 1−x2 +

x4

3
+ o(x4) だから cos2 x+x2 − 1 =
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x4

3
+ o(x4) である. 従って lim

x→0

cos2 x+ x2 − 1

x4
= lim
x→0

x4

3 + o(x4)

x4
= lim
x→0

(
1

3
+
o(x4)

x4

)
=

1

3
.

(62) f(x) = log(tan−1 x)
1

log x とおけば lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

log(tan−1 x)

log x
= lim

x→+0

1
tan−1 x

x (1 + x2)
= 1 だから

lim
x→+0

(tan−1 x)
1

log x = lim
x→+0

ef(x) = e
lim
x→+0

f(x)
= e1 = e.

(63) f(x) = log
(π
2
− tan−1 x

) 1
log x

とおくと, 第 3回の演習問題 1の (15) の結果から

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

log
(
π
2 − tan−1 x

)
log x

= lim
x→∞

−x
(x2 + 1)

(
π
2 − tan−1 x

) = lim
x→∞

−x2

x2 + 1

1

lim
x→∞

x
(
π
2 − tan−1 x

) = −1 と

なるため, lim
x→∞

(π
2
− tan−1 x

) 1
log x

= lim
x→∞

ef(x) = e
lim
x→∞

f(x)
= e−1 =

1

e
.

(64) lim
x→0

(
1

x(x+ 1)
− log(1 + x)

x2

)
= lim
x→0

x− (x+ 1) log(1 + x)

x2(x+ 1)
= lim
x→0

x− (x+ 1)
(
x− x2

2 + o(x2)
)

x2(x+ 1)
=

lim
x→0

−x2

2 + o(x2)

x2(x+ 1)
= lim
x→0

1

x+ 1

(
−1

2
+
o(x2)

x2

)
= −1

2

(65) lim
x→1

x log x− x+ 1

(x− 1) log x
= lim
y→0

(1 + y) log(1 + y)− y

y log(1 + y)
= lim
y→0

(1 + y)
(
y − y2

2 + o(y2)
)
− y

y
(
y − y2

2 + o(y2)
) = lim

y→0

y2

2 + o(y2)

y2 + o(y2)
=

lim
y→0

1
2 + o(y2)

y2

1 + o(y2)
y2

=
1

2

(66) y = tanx とおけば, x → π
2 − 0 のとき y → ∞ である. また x = tan−1 y だから, 第 3 回の演習問

題 2 の (5) から cosx = cos
(
tan−1 y

)
=

1√
1 + y2

であるため (tanx)cos x = ecos x log(tan x) = e
log y√
1+y2 である.

y ≧ 1 ならば 0 ≦ log y√
1 + y2

≦ log y

y
であり, lim

y→∞

log y

y
= 0 だから lim

y→∞

log y√
1 + y2

= 0 が成り立つ. 従って

lim
x→π

2 −0
(tanx)cos x = lim

y→∞
e

log y√
1+y2 = e0 = 1 である.

(67) α を a1, a2, . . . , an のうちで最大のものとすれば, x > 0 ならば αx ≦ ax1 + ax2 + · · · + axn ≦ nαx だから

α

n
1
x

≦
(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

≦ α が成り立つ. ここで, lim
x→∞

n
1
x = lim

x→∞
e

logn
x = e0 = 1 だから, 上の不等式から

lim
x→∞

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

= α である.

(68)

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

= e
1
x log

(
ax1+ax2+···+axn

n

)
であり, ロピタルの定理より lim

x→0

1

x
log

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

)
=

lim
x→0

ax1 log a1 + ax2 log a2 + · · ·+ axn log an
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

=
log a1 + log a2 + · · ·+ log an

n
= log n

√
a1a2 · · · an だから

lim
x→0

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

= elog
n
√
a1a2···an = n

√
a1a2 · · · an である.

(69) f(x) = log

(
tan−1 x

tan−1(x+ 1)

)x
とおけば f(x) = x(log(tan−1 x)− log(tan−1(x+1))),

(
tan−1 x

tan−1(x+ 1)

)x
= ef(x)

であり,

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

log(tan−1 x)− log(tan−1(x+ 1))
1
x

= lim
x→∞

1
(1+x2) tan−1 x − 1

(1+(1+x)2) tan−1(x+1)

− 1
x2

= lim
x→∞

(
−x2

(1 + x2) tan−1 x
+

x2

(1 + (1 + x)2) tan−1(x+ 1)

)
= 0

だから lim
x→∞

(
tan−1 x

tan−1(x+ 1)

)x
= lim
x→∞

ef(x) = 1 である.

82



(70) lim
x→0

1

x

(
ex + 1

ex − 1
− 2

x

)
= lim

x→0

x(ex + 1)− 2(ex − 1)

x2(ex − 1)
= lim

x→0

x
(
2 + x+ x2

2 + o(x2)
)
− 2
(
x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)
)

x2(x+ o(x))
=

lim
x→0

x3

6 + o(x3)

x3 + o(x3)
= lim
x→0

1
6 + o(x3)

x3

1 + o(x3)
x3

=
1

6

(71) lim
x→0

1

x2

(
x

ex − 1
−
√
1− x

)
= lim

x→0

x−
√
1− x(ex − 1)

x2(ex − 1)
= lim

x→0

x−
(
1− x

2 + x2

8 + o(x2)
)(
x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)
)

x2(x+ o(x))

= lim
x→0

−x3

24 + o(x3)

x2(x+ o(x))
= lim
x→0

− 1
24 + o(x3)

x3

1 + o(x3)
x3

= − 1

24

(72) lim
x→π

2

1

cosx

(
x sinx− π

2

)
= lim
x→π

2

− sinx− x cosx

sinx
= −1

(73) sinx = x− x3

6
+o(x3), ex = 1+x+

x2

2
+
x3

6
+o(x3), cosx = 1− x2

2
+o(x3)だから lim

x→0

sinx− ex − cosx+ 2

x3
=

lim
x→0

−x3

3 + o(x3)

x3
= lim
x→0

(
−1

3
+
o(x3)

x3

)
= −1

3
.

(74) sinx = x− x3

6
+o(x3), ex = 1+x+

x2

2
+
x3

6
+o(x3), cosx = 1− x2

2
+o(x3)だから lim

x→0

sinx− ex − cosx+ 2

6x− 6 sinx
=

lim
x→0

−x3

3 + o(x3)

x3 + o(x3)
= lim
x→0

− 1
3 + o(x3)

x3

1 + o(x3)
x3

= −1

3
.

(75) log(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2) だから lim

x→0

(
1

log(1 + x)
− 1

x

)
= lim

x→0

x− log(1 + x)

x log(1 + x)
= lim

x→0

x2

2 − o(x2)

x2 − x3

2 + xo(x2)
=

lim
x→0

1
2 − o(x2)

x2

1− x
2 + x o(x

2)
x2

=
1

2

(76) sinx = x− x3

6
+ o(x3), log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ o(x3), cosx = 1− x2

2
+ o(x3) だから

lim
x→0

sinx− log(1 + x) + cosx− 1

x3
= lim
x→0

−x3

2 + o(x3)

x3
= lim
x→0

(
−1

2
+
o(x3)

x3

)
= −1

2

(77) ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2), cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4) だから lim

x→0

2 cosx− 2 + x2

ex2 − 1− x2
= lim
x→0

x4

12 + o(x4)
x4

2 + o(x4)
=

lim
x→0

1
12 + o(x4)

x4

1
2 + o(x4)

x4

=
1

6

(78) sinx = x − x3

6
+

x5

120
+ o(x5), ex = 1 + x +

x2

2
+ o(x2) だから lim

x→0

6 sinx− 6x+ x3

xex2 − x− x3
= lim

x→0

x5

20 + o(x5)
x5

2 + xo(x4)
=

lim
x→0

1
20 + o(x5)

x5

1
2 + o(x4)

x4

=
1

10

(79)
1

1 + x
= 1 − x + o(x),

1√
1 + x

= 1 − x

2
+ o(x) より lim

x→0

tan−1 x− sin−1 x

x3
= lim

x→0

1
1+x2 − 1√

1−x2

3x2
=

lim
x→0

− 3x2

2 + o(x2)

3x2
= −1

2

(80) sinx = x− x3

6
+o(x3), cosx = 1− x2

2
+o(x3)だから lim

x→0

sinx− x cosx

x3
= lim
x→0

x3

3 + o(x3)

x3
= lim
x→0

(
1

3
+
o(x3)

x3

)
=

1

3

(81) ex = 1+x+
x2

2
+o(x2), cosx = 1−x2

2
+o(x2)だから lim

x→0

ex − cosx− x

x2
= lim
x→0

x2 + o(x2)

x2
= lim
x→0

(
1 +

o(x2)

x2

)
= 1

(82) log(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2), ex = 1 + x+

x2

2
+ o(x2) だから lim

x→0

log(1 + x)− ex + 1

x2
= lim

x→0

−x2 + o(x2)

x2
=

lim
x→0

(
−1 +

o(x2)

x2

)
= −1
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(83)
1

1 + x
= 1−x+o(x)だから lim

x→0

tan−1 x− x

x3
= lim
x→0

1
1+x2 − 1

3x2
= lim
x→0

−x2 + o(x2)

3x2
= lim
x→0

(
− 1

3 +
o(x2)

x2

)
= −1

3

(84) f(x) = log
(
(cosx)

1
x2

)
とおけば (12)の結果から lim

x→0
f(x) = lim

x→0

log(cosx)

x2
= −1

2
だから, 指数関数の連続性

から lim
x→0

(cosx)
1
x2 = lim

x→0
ef(x) = e

lim
x→0

f(x)
= e−

1
2 =

1√
e

(85) ex = 1 + x +
x2

2
+
x3

6
+ o(x3), log(1 + x) = x − x2

2
+
x3

3
+ o(x3) だから lim

x→0

ex + log(1− x)− 1

x3
=

lim
x→0

−x3

6 + o(x3)

x3
= lim
x→0

(
−1

6
+
o(x3)

x3

)
= −1

6

(86) sinx = x+ o(x2), ex = 1 + x+ o(x) だから lim
x→0

sinx− xex

x sinx
= lim
x→0

−x2 + o(x2)

x2 + xo(x2)
= lim
x→0

−1 + o(x2)
x2

1 + x o(x
2)

x2

= −1

(87) θ =
1

2
cos−1(1 − x4) とおけば x2 =

√
1− cos 2θ =

√
2 sin2 θ =

∣∣√2 sin θ
∣∣ であり, x → 0 のとき, θ → +0

だから sin θ > 0 である. 従って x2 =
√
2 sin θ である. また, 0 < θ <

π

2
ならば cos θ > 0 だから

√
2− x4 =√

2− 2 sin2 θ =
√
2 cos2 θ =

√
2 cos θ であることに注意すれば (52)の結果から

lim
x→0

4x2 −
√
2− x4

(
cos−1(1− x4) +

√
2x2
)

x6
= lim
θ→+0

2 sin θ − cos θ (θ + sin θ)

sin3 θ
=

5

6

(88) f(x) = log

(
2

π
tan−1 x

)x
とおくと, lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞

log
(
2
π tan−1 x

)
1
x

= lim
x→∞

1
1+x2

− tan−1 x
x2

= − 2

π
となるため,

lim
x→∞

(
2

π
tan−1 x

)x
= lim
x→∞

ef(x) = e
lim
x→∞

f(x)
= e−

2
π .

(89) f(x) = log

(
tanx

x

) 1
x2

とおけば lim
x→0

f(x) = lim
x→0

log(tanx)− log x

x2
= lim
x→0

2
sin 2x − 1

x

2x
= lim
x→0

2x− sin 2x

2x2 sin 2x
=

lim
x→0

(2x)3

3! + o(x3)

2x2(2x+ o(x))
= lim
x→0

4
3 + o(x3)

x3

4 + o(x)
x

=
1

3
となるため lim

x→0

(
tanx

x

) 1
x2

= lim
x→0

ef(x) = e
lim
x→0

f(x)
= e

1
3 .

(90) lim
x→0

log(1 + x+ x2) + log(1− x+ x2)

x sinx
= lim
x→0

log(1− x3)− log(1− x) + log(1 + x3)− log(1 + x)

x sinx
=

lim
x→0

log(1− x3)− log(1− x2) + log(1 + x3)

x sinx
= lim
x→0

x2 + o(x2)

x(x+ o(x))
= lim
x→0

1 + o(x2)
x2

1 + o(x)
x

= 1

(91) lim
x→α

(p− 1)xp − pαxp−1 + αp

xp−1(x− α)2
= lim

x→α

p(p− 1)xp−1 − p(p− 1)αxp−2

(p− 1)xp−2(x− α)2 + 2xp−1(x− α)
= lim

x→α

p(p− 1)

(p− 1)(x− α) + 2x
=

p(p− 1)

2α

(92) lim
x→α

xp((p− 1)x− (p+ 1)α) + αp((p+ 1)x− (p− 1)α)

xp(x− α)3
= lim
x→α

(p2 − 1)xp − α(p+ 1)(pxp−1 − αp−1)

(x− α)2((p+ 3)xp − αpxp−1)
=

lim
x→α

p(p2 − 1)

(x− α)(p(p+ 3)x− αp(p− 1)) + 2((p+ 3)x2 − αpx)
=
p(p2 − 1)

6α2

2. (1) y = x2 とおけば x→ 0 のとき, y → +0 だから, 第 3回の演習問題 1の (19)の結果を用いると

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim
x→0

cos−1(1− x4)

x2
= lim
y→+0

cos−1(1− y2)

y
=

√
2.

t = cos−1(1− |x|) とおけば, x→ 0 のとき, t→ +0 で, |x| = 1− cos t だから
√
2|x| − x2 = sin t であることに注

意すれば

lim
x→0

g(x)− f(0)

x− 0
= lim
x→0

cos−1(1− |x|)−
√
2|x| − x2

x
= lim
t→+0

t− sin t

1− cos t
= lim
t→+0

t3

6 + o(t3)
t2

2 + o(t3)
= lim
t→+0

t
6 + o(t)
1
2 + o(t)

= 0

だから g′(0) = 0 である.

(2) x ̸= 0 ならば f ′(x) =

(
cos−1(1− x4)

x

)′

=
(
cos−1(1− x4)

)′ 1
x
+ cos−1(1 − x4)

(
1

x

)′

=
−(1− x4)′

x
√
1− (1− x4)2

−

cos−1(1− x4)

x2
=

4x2√
2x4 − x8

− cos−1(1− x4)

x2
=

4√
2− x4

− cos−1(1− x4)

x2
だから
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lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

(
4√

2− x4
− cos−1(1− x4)

x2

)
= 2

√
2−

√
2 =

√
2.

x > 0 の場合, g′(x) =
x√

2x− x2
=

√
x√

2− x
だから lim

x→+0
g′(x) = 0 であり, x < 0 の場合, g′(x) =

x√
−2x− x2

=

−
√
−x√

2 + x
だから lim

x→−0
g′(x) = 0 である. 故に lim

x→0
g′(x) = 0 である.

(3) (1), (2)と問題 1(87)の結果から lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

x
= lim
x→0

4√
2−x4

− cos−1(1−x4)
x2 −

√
2

x
=

lim
x→0

4x2 −
√
2− x4

(
cos−1(1− x4) +

√
2x2
)

x3
√
2− x4

= lim
x→0

4x2 −
√
2− x4

(
cos−1(1− x4) +

√
2x2
)

x6
x3√
2− x4

=

lim
x→0

4x2 −
√
2− x4

(
cos−1(1− x4) +

√
2x2
)

x6
lim
x→0

x3√
2− x4

=
5

6
·0 = 0 が得られるため, f ′ は 0 で微分可能である.

lim
x→+0

g′(x)− g′(0)

x− 0
= lim
x→+0

√
x√

2−x

x
= lim
x→+0

1
√
x
√
2− x

= ∞ だから g′ は 0 で微分不可能である.

3. (1) ロピタルの定理より lim
x→α

f(x)− f(α)

x− α
= lim
x→α

2α(p− 1)xp − 2α2pxp−1 + 2αp+1 − p(p− 1)xp−1(x− α)2

2αxp−1(x− α)3
=

lim
x→α

2αp(p− 1)xp−1 − 2α2p(p− 1)xp−2 − p(p− 1)2xp−2(x− α)2 − 2p(p− 1)xp−1(x− α)

2α((p− 1)xp−2(x− α)3 + 3xp−1(x− α)2)
=

lim
x→α

−p(p2 − 1)

2α((p− 1)(x− α) + 3x)
= −p(p

2 − 1)

6α2
である. 従って f ′(α) = −p(p

2 − 1)

6α2
である.

(2) x ̸= 0 ならば f ′(x) = −x
p((p− 1)x− (p+ 1)α) + αp((p+ 1)x− (p− 1)α)

xp(x− α)3
だから, (1)の結果から

lim
x→α

f ′(x)− f ′(α)

x− α
= lim
x→α

−6α2xp((p− 1)x− (p+ 1)α)− 6αp+2((p+ 1)x− (p− 1)α) + p(p2 − 1)xp(x− α)3

6α2xp(x− α)4
=

lim
x→α

−6α2(p2 − 1)xp + 6α3p(p+ 1)xp−1 − 6αp+2(p+ 1) + p2(p2 − 1)xp−1(x− α)3 + 3p(p2 − 1)xp(x− α)2

6α2pxp−1(x− α)4 + 24α2xp(x− α)3
=

lim
x→α

6p(p2 − 1)xp−2(x+ α)(x− α)2 + p2(p− 1)(p2 − 1)xp−2(x− α)3 + 6p2(p2 − 1)xp−1(x− α)2

6α2p(p− 1)xp−2(x− α)4 + 48α2pxp−1(x− α)3 + 72α2xp(x− α)2
=

lim
x→α

6p(p2 − 1)(x+ α) + p2(p− 1)(p2 − 1)(x− α) + 6p2(p2 − 1)x

6α2p(p− 1)(x− α)2 + 48α2px(x− α) + 72α2x2
=
p(p+ 2)(p2 − 1)

12α3
となるため, f の導関数は 0

で微分可能である.

4. φ を φ(x) = f(x)
1
x で定めると, ロピタルの定理から lim

x→0
logφ(x) = lim

x→0

log f(x)

x
= lim

x→0

f ′(x)

f(x)
=
f ′(0)

f(0)
だから

lim
x→0

f(x)
1
x = lim

x→0
elogφ(x) = e

lim
x→0

logφ(x)
= e

f′(0)
f(0) である.

5. (1)テイラーの定理より f(x) = f(p)+f ′(p)(x−p)+ f
′′(p+ θ(x− p))

2
(x−p)2 を満たす 0 < θ < 1が存在する. 従っ

て f ′(γ)(x− p) = f(x)− f(p) = f ′(p)(x− p)+
f ′′(p+ θ(x− p))

2
(x− p)2 だから

f ′(γ)− f ′(p)

x− p
=
f ′′(p+ θ(x− p))

2

が得られるため, f ′′ の連続性から lim
x→p

f ′(γ)− f ′(p)

x− p
= lim
x→p

f ′′(p+ θ(x− p))

2
=
f ′′(p)

2
が成り立つ.

(2) (1)より lim
x→p

γ − p

x− p
= lim

x→p

f ′(γ)− f ′(p)

x− p

1
f ′(γ)−f ′(p)

γ−p

= lim
x→p

f ′(γ)− f ′(p)

x− p

1

lim
x→p

f ′(γ)−f ′(p)
γ−p

=
f ′′(p)

2

1
f ′′(p)

2

=
1

2
,

lim
x→p

f ′(x)− f ′(γ)

x− p
= lim
x→p

(
f ′(x)− f ′(p)

x− p
− f ′(γ)− f ′(p)

x− p

)
= lim
x→p

f ′(x)− f ′(p)

x− p
− lim
x→p

f ′(γ)− f ′(p)

x− p
=
f ′′(p)

2
.

(3) f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) の両辺を x で微分すれば f ′(x) = γ′f ′′(γ)(x− p) + f ′(γ) が得られる. 従って f ′′

の連続性と (2)の結果から f ′′(p) lim
x→p

γ′ = lim
x→p

γ′f ′′(γ) = lim
x→p

f ′(x)− f ′(γ)

x− p
=
f ′′(p)

2
だから lim

x→p
γ′ =

1

2
である.

(4) (2)の結果より, 次が得られる.

lim
x→p

f ′′(x)− f ′′(γ)

x− p
= lim
x→p

(
f ′′(x)− f ′′(p)

x− p
− f ′′(γ)− f ′′(p)

γ − p

γ − p

x− p

)
= f (3)(p)− f (3)(p)

2
=
f (3)(p)

2
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(5) γ は x の関数として γ(x) = (f ′)−1

(
f(x)− f(p)

x− p

)
だから γ′(x) =

f(p)− f(x)− f ′(x)(p− x)

(x− p)2f ′′(γ(x))
が成り立ち,

テイラーの定理より f(p) = f(x) + f ′(x)(p− x) +
f ′′(x)

2
(p− x)2 +

f (3)(x+ θ(p− x))

6
(p− x)3 を満たす 0 < θ < 1

が存在するため, (4)の結果と f ′′, f (3) の連続性から以下の等式が成り立つ.

lim
x→p

2γ′ − 1

x− p
= lim
x→p

2f(p)− 2f(x)− 2f ′(x)(p− x)− (p− x)2f ′′(γ(x))

(x− p)3f ′′(γ(x))

= lim
x→p

3f ′′(x)(x− p)2 − f (3)(x+ θ(p− x))(x− p)3 − 3(x− p)2f ′′(γ(x))

3(x− p)3f ′′(γ(x))

= lim
x→p

(
f ′′(x)− f ′′(γ(x))

(x− p)f ′′(γ(x))
− f (3)(x+ θ(p− x))

3f ′′(γ(x))

)
=
f (3)(p)

2f ′′(p)
− f (3)(p)

3f ′′(p)
=
f (3)(p)

6f ′′(p)

f(x) − f(p) = f ′(γ)(x − p) の両辺を x で 2回微分して f ′′(x) = (γ′′f ′′(γ) + (γ′)2f (3)(γ))(x − p) + 2γ′f ′′(γ) を

得る. 故に γ′′f ′′(γ) =
f ′′(x)− 2γ′f ′′(γ)

x− p
− (γ′)2f (3)(γ) =

f ′′(x)− f ′′(γ)

x− p
− f ′′(γ)(2γ′ − 1)

x− p
− (γ′)2f (3)(γ) であり,

lim
x→p

(
f ′′(x)− f ′′(γ)

x− p
− f ′′(γ)(2γ′ − 1)

x− p
− (γ′)2f (3)(γ)

)
=
f (3)(p)

2
− f (3)(p)

6
− f (3)(p)

4
=
f (3)(p)

12
, lim
x→p

γ′′f ′′(γ) =

f ′′(p) lim
x→p

γ′′ だから lim
x→p

γ′′ =
f (3)(p)

12f ′′(p)
である.

(6) f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) の両辺を x で 3回微分すれば

f (3)(x) = (x− p)
(
γ(3)f ′′(γ) + 3γ′γ′′f (3)(γ) + (γ′)3f (4)(γ)

)
+ 3γ′′f ′′(γ) + 3(γ′)2f (3)(γ)

が得られるため

lim
x→p

(
γ(3)f ′′(γ) + 3γ′γ′′f (3)(γ) + (γ′)3f (4)(γ)

)
= lim
x→p

f (3)(x)− 3γ′′f ′′(γ)− 3(γ′)2f (3)(γ)

x− p
· · · (∗)

が成り立つ. lim
x→p

γ(3) = L とおけば, (3)と (5)の結果から (∗)の左辺は Lf ′′(p) +
f (3)(p)2

8f ′′(p)
+
f (4)(p)

8
に等しい. (2)

の結果より, 次が得られる.

lim
x→p

f (3)(x)− f (3)(γ)

x− p
= lim
x→p

(
f (3)(x)− f (3)(p)

x− p
− f (3)(γ)− f (3)(p)

γ − p

γ − p

x− p

)
= f (4)(p)− f (4)(p)

2
=
f (4)(p)

2

lim
x→p

f (3)(γ)− f (3)(p)

x− p
= lim
x→p

f (3)(γ)− f (3)(p)

γ − p

γ − p

x− p
=
f (4)(p)

2

従って (2), (3), (5)の結果を用いると次の等式が得られる.

(∗) = lim
x→p

f (3)(x)− f (3)(γ)

x− p
+ lim
x→p

f (3)(γ)(1− 3(γ′)2)− 3γ′′f ′′(γ)

x− p

=
f (4)(p)

2
+ lim
x→p

(
f (3)(γ)− f (3)(p)

)
(1− 3(γ′)2)

x− p
+ lim
x→p

f (3)(p)(1− 3(γ′)2)− 3γ′′f ′′(γ)

x− p

=
5f (4)(p)

8
− lim
x→p

3γ′′(f ′′(γ)− f ′′(p))

γ − p

γ − p

x− p
+ lim
x→p

f (3)(p)(1− 3(γ′)2)− 3γ′′f ′′(p)

x− p

=
5f (4)(p)

8
− f (3)(p)2

8f ′′(p)
− lim
x→p

3f (3)(p)(2γ′ + 1)(2γ′ − 1)

4(x− p)
+ lim
x→p

f (3)(p)− 12γ′′f ′′(p)

4(x− p)

=
5f (4)(p)

8
− 3f (3)(p)2

8f ′′(p)
− 3f ′′(p) lim

x→p
γ(3) =

5f (4)(p)

8
− 3f (3)(p)2

8f ′′(p)
− 3Lf ′′(p)

故に Lf ′′(p) +
f (3)(p)2

8f ′′(p)
+
f (4)(p)

8
=

5f (4)(p)

8
− 3f (3)(p)2

8f ′′(p)
− 3Lf ′′(p) だから L =

f (4)(p)

8f ′′(p)
− f (3)(p)2

8f ′′(p)2
である.

(7) f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) の両辺を x で 4回微分すれば

f (4)(x) = (x− p)
(
γ(4)f ′′(γ) + 4γ′γ(3)f (3)(γ) + 3(γ′′)2f (3)(γ) + 6(γ′)2γ′′f (4)(γ) + (γ′)4f (5)(γ)

)
+ 4γ(3)f ′′(γ) + 12γ′γ′′f (3)(γ) + 4(γ′)3f (4)(γ)
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が得られるため次の等式が成り立つ.

lim
x→p

(
γ(4)f ′′(γ) + 4γ′γ(3)f (3)(γ) + 3(γ′′)2f (3)(γ) + 6(γ′)2γ′′f (4)(γ) + (γ′)4f (5)(γ)

)
= lim
x→p

f (4)(x)− 4γ(3)f ′′(γ)− 12γ′γ′′f (3)(γ)− 4(γ′)3f (4)(γ)

x− p
· · · (∗∗)

lim
x→p

γ(4) = M とおけば, (3), (5), (6)の結果から (∗∗)の左辺はMf ′′(p) +
3f (3)(p)f (4)(p)

8f ′′(p)
− 11f (3)(p)3

48f ′′(p)2
+
f (5)(p)

16
に等しく, 右辺は

(∗∗) = lim
x→p

f (4)(x)− f (4)(p)

x− p
+ lim
x→p

f (4)(p)− 4γ(3)f ′′(γ)− 12γ′γ′′f (3)(γ)− 4(γ′)3f (4)(γ)

x− p

= f (5)(p)− lim
x→p

4(γ′)3(f (4)(γ)− f (4)(p))

γ − p

γ − p

x− p
+ lim
x→p

(1− 4(γ′)3)f (4)(p)− 4γ(3)f ′′(γ)− 12γ′γ′′f (3)(γ)

x− p

=
3f (5)(p)

4
− lim
x→p

4γ(3)(f ′′(γ)− f ′′(p))

γ − p

γ − p

x− p
+ lim
x→p

(1− 4(γ′)3)f (4)(p)− 4γ(3)f ′′(p)− 12γ′γ′′f (3)(γ)

x− p

=
3f (5)(p)

4
− f (3)(p)f (4)(p)

4f ′′(p)
+
f (3)(p)3

4f ′′(p)2
− lim
x→p

12γ′γ′′(f (3)(γ)− f (3)(p))

γ − p

γ − p

x− p

+ lim
x→p

(1− 4(γ′)3)f (4)(p)− 4γ(3)f ′′(p)− 12γ′γ′′f (3)(p)

x− p

=
3f (5)(p)

4
− f (3)(p)f (4)(p)

2f ′′(p)
+
f (3)(p)3

4f ′′(p)2
− 4 lim

x→p

(
3(γ′)2γ′′f (4)(p) + γ(4)f ′′(p) + 3((γ′′)2 + γ′γ(3))f (3)(p)

)
=

3f (5)(p)

4
− 3f (3)(p)f (4)(p)

2f ′′(p)
+

11f (3)(p)3

12f ′′(p)2
− 4Mf ′′(p)

となるため, 次の等式が得られる.

Mf ′′(p) +
3f (3)(p)f (4)(p)

8f ′′(p)
− 11f (3)(p)3

48f ′′(p)2
+
f (5)(p)

16
=

3f (5)(p)

4
− 3f (3)(p)f (4)(p)

2f ′′(p)
+

11f (3)(p)3

12f ′′(p)2
− 4Mf ′′(p)

故に M =
11f (5)(p)

80f ′′(p)
− 3f (3)(p)f (4)(p)

8f ′′(p)2
+

11f (3)(p)3

48f ′′(p)3
である.
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微積分学 I 演習問題 第8回 関数の級数展開

1. 次の関数のマクローリン展開と, その収束半径を求めよ. ただし a, b, c, d は実数, α は 0 でない実数, k は自然数

で, (3), (8), (20)では a > 0, (4)では bd ̸= 0 とする.

(1) eαx
2

(2)
1

x+ α
(3) (a2 − x2)α (4) log(ax+ b)(cx+ d) (5)

x− 1

x+ 1
(6)

x√
1 + x2

(7)
x

1 + x2
(8)

1

1 + x+ x2
(9) (ex − e−x)2 (10)

1

1− 3x+ 2x2
(11) cos2 x (12)

1

a2 + x2

(13) cosh3 x (14) sin
(
x+

π

4

)
(15) log(1 + αx2) (16) (ax2 + bx+ c)ex (17) sin3 x (18) tanh−1 x

(19) sinh−1 x (20)
√
1 + akxk (21) ex log(1 + x) (22)

1

x+
√
1 + x2

(23) sin−1x (24) tan−1x

(25) (sin−1x)2 (26) (log(1 + x))2 (27) (tan−1x)2 (28)
2√

1 + x2 +
√
1− x2

(29) (ax2 + bx+ c) log(1 + αx)

2. α, β はともに 0 でないとし, 数列 {an}∞n=0 漸化式 an+2 = (α + β)an+1 − αβan を満たすとする. このとき,
∞∑
n=0

anx
n が収束する場合に, この整級数の和を a0, a1, α, β, x を用いて表し, 収束半径を答えよ.

3. 以下で与える関数 f の増減, 凹凸, 漸近線の有無を調べてグラフの概形を描け.

(1) f : R → R, f(x) = (2x2 + 7x+ 7)e−x (2) f : R → R, f(x) = xe−
x2

2

4. a を実数, b を 0 でない実数の定数する. f(x) = (x2 − ax+ ab)e
x
b で与えられる関数が次の 2つの条件 (1)と (2)

の両方を満たすとき, a と b の値と, f が極小になる x を求めよ.

(1) f は x > 0 の範囲で極小値をとる.

(2) f のグラフは (−3, f(−3)) と (2, f(2)) を変曲点にもつ.

5. 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b > 0) の法線のうちで, 原点から最大の距離を持つものを求めよ.

6. α を正の実数, p を 0, ±1 と異なる実数とする. 数列 {an}∞n=1 は a1 ̸= α と漸化式 an+1 =

(
1− 1

p

)
an +

αp

pap−1
n

を満たすとする.

(1) 関数 f, g : (0,∞) → R を f(x) =

(
1− 1

p

)
x+

αp

pxp−1
, g(x) =


(p− 1)xp − αpxp−1 + αp

xp−1(x− α)2
x ̸= α

p(p− 1)

2α
x = α

によって

定めるとき, f , g の増減を調べよ.

(2) p > 1 とする. n ≧ 2 ならば an > an+1 > α であることを示せ.

(3) p > 1 とする. n ≧ 2 ならば an+1 − α <
p− 1

p
(an − α), an+1 − α <

p− 1

2α
(an − α)2 が成り立つことを示せ.

(4) p > 1 とする. n ≧ 3 ならば次の不等式が成り立つことを示せ.

an − α <

(
p− 1

p

)n−2
(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

)
, an − α <

2α

p− 1

(
p− 1

2α

(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

))2n−2

(5) p > 1 のとき, a1 = α

(
p− 1

p+ 1

) 1
p−1

ならば,
p− 1

2α

(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

)
< 1 であることを示せ.

7. (1)関数 φ : [p, q] → Rが凸であるとき, x1, x2, . . . , xn ∈ [p, q]と,正の実数 a1, a2, . . . , an で a1+a2+ · · ·+an = 1

を満たすものに対して,
n∑
i=1

aixi ∈ [p, q] であり, 不等式 φ

(
n∑
i=1

aixi

)
≦

n∑
i=1

aiφ(xi) が成り立つことを示せ.

(2) 0以上の実数 a1, a2, . . . , an に対し, 関数 f : (0,∞) → R を f(x) =

(
n∑
k=1

axk
n

) 1
x

で定める. このとき, f は単

調増加関数であることを示せ.
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第 8回の演習問題の解答

1. (1) et のマクローリン展開
∞∑
n=0

tn

n!
に t = αx2 を代入して eαx

2

のマクローリン展開 eαx
2

=
∞∑
n=0

(αx2)n

n!
=

∞∑
n=0

αn

n!
x2n を得る. この級数の収束半径は無限大である.

(2) (1 + t)−1 のマクローリン展開
∞∑
n=0

(
−1

n

)
tn =

∞∑
n=0

(−1)ntn を
1

α
倍したものに t =

x

α
を代入すれば

1

α+ x

のマクローリン展開
1

α+ x
=

1

α

(
1 +

x

α

)−1

=
∞∑
n=0

(−1)n

α

(x
α

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

αn+1
xn を得る. この級数の収束半径は∣∣∣x

α

∣∣∣ = |t| < 1 より |α| である.

(3) (1+t)α のマクローリン展開
∞∑
n=0

(
α

n

)
tn に t = −x

2

a2
を代入して

(
1− x2

a2

)α
のマクローリン展開

(
1− x2

a2

)α
=

∞∑
n=0

(
α

n

)(
−x

2

a2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

a2n

(
α

n

)
x2n を得る. この両辺を a2α 倍すれば (a2 − x2)α のマクローリン展開

(a2 − x2)α =
∞∑
n=0

(−1)n

a2(n−α)

(
α

n

)
x2n を得る. この級数の収束半径は

∣∣∣∣−x2a2
∣∣∣∣ = |t| < 1 より a である.

(4) log(1 + t) のマクローリン展開
∞∑
n=1

(−1)n−1 t
n

n
に t =

ax

b
, t =

cx

d
を代入すれば,

log
(
1 +

ax

b

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 a
nxn

nbn
· · · (i), log

(
1 +

cx

d

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 c
nxn

ndn
· · · (ii)

が得られる. (i)は条件
∣∣∣ax
b

∣∣∣ < 1のもとで収束し, (ii)は条件
∣∣∣cx
d

∣∣∣ < 1のもとで収束するため, |x| < min

{∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣dc

∣∣∣∣}
ならば (i) と (ii)はともに収束する. 従って (i), (ii) より log(ax+ b)(cx+ d) のマクローリン展開は

log(ax+ b)(cx+ d) = log
(
1 +

ax

b

)
+ log b+ log

(
1 +

cx

d

)
+ log d = log bd+

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
an

bn
+
cn

dn

)
xn

であり, この級数の収束半径はmin

{∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣dc

∣∣∣∣} である.

(5)
x− 1

x+ 1
= 1 − 2

1 + x
だから (1 + x)−1 のマクローリン展開より

x− 1

x+ 1
= 1 − 2

∞∑
n=0

(−1)nxn = −1 +

∞∑
n=1

2(−1)n−1nxn を得る. この級数の収束半径は 1 である.

(6) (1 + t)−
1
2 のマクローリン展開

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
tn に t = x2 を代入すれば (1 + x2)−

1
2 =

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
x2n であり, こ

の両辺に x をかけると
x√

1 + x2
= x(1 + x2)−

1
2 のマクローリン展開

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
x2n+1 が得られる. この級数の収束

半径は |x2| = |t| < 1 より 1 である.

(7) (1 + t)−1 のマクローリン展開
∞∑
n=0

(−1)ntn に t = x2 を代入すれば
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n であり, この両辺

に x をかけて
x

1 + x2
のマクローリン展開

x

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1 を得る. この級数の収束半径は |x2| = |t| < 1

より 1 である.

(8)
1

1 + x+ x2
=

1− x

1− x3
=

1

1− x3
− x

1− x3
だから (1 + t)−1 のマクローリン展開

∞∑
n=0

(−1)ntn に t = −x3 を

代入すれば
1

1− x3
=

∞∑
n=0

x3n より
1

1 + x+ x2
のマクローリン展開

∞∑
n=0

x3n − x
∞∑
n=0

x3n =
∞∑
n=0

(x3n − x3n+1) =

1− x+ x3 − x4 + x6 − x7 + · · ·+ x3n − x3n+1 + · · · を得る. この級数の収束半径は, |x3| < 1 より 1 である.

(9) et のマクローリン展開
∞∑
n=0

tn

n!
に t = ±2x を代入すれば e2x =

∞∑
n=0

(2x)n

n!
=

∞∑
n=0

2n

n!
xn, e−2x =

∞∑
n=0

(−2x)n

n!
=

∞∑
n=0

(−2)n

n!
xn を得る. 2n + (−2)n =

2n+1 nは偶数

0 nは奇数
であることに注意すれば, (ex − e−x)2 のマクローリン展開
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は (ex− e−x)2 = e2x+ e−2x− 2 =
∞∑
n=0

2n

n!
xn+

∞∑
n=0

(−2)n

n!
xn− 2 =

∞∑
n=1

2n + (−2)n

n!
xn =

∞∑
m=1

22m+1

(2m)!
x2m となり, こ

の級数の収束半径は無限大である.

(10)
1

1− 3x+ 2x2
=

1

(1− x)(1− 2x)
=

2

1− 2x
− 1

1− x
だから (1 + t)−1 のマクローリン展開

∞∑
n=0

(−1)ntn に

t = −2x, t = −x を代入すれば 1

1− 3x+ 2x2
のマクローリン展開 2

∞∑
n=0

2nxn −
∞∑
n=0

xn =
∞∑
n=0

(2n+1 − 1)xn を得る.

この級数の収束半径は, | − 2x| < 1 かつ | − x| < 1 より
1

2
である.

(11) cos t のマクローリン展開
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
t2n に t = 2x を代入すれば cos 2x =

∞∑
n=0

(−1)n22n

(2n)!
x2n であり, cos2 x =

1

2
(1+ cos 2x) から cos2 x のマクローリン展開 1+

∞∑
n=1

(−1)n22n−1

(2n)!
x2n を得る. この級数の収束半径は無限大である.

(12) (1+t)−1 のマクローリン展開
∞∑
n=0

(−1)ntn を
1

a2
倍したものに t =

x2

a2
を代入すれば

1

a2 + x2
のマクローリン展

開
1

a2 + x2
=

1

a2

(
1 +

x2

a2

)−1

=
∞∑
n=0

(−1)n

a2

(
x2

a2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

a2n+2
x2n を得る. この級数の収束半径は

∣∣∣∣x2a2
∣∣∣∣ = |t| < 1

より a である.

(13) cosh3 x =

(
ex + e−x

2

)3

=
1

8
(e3x+e−3x+3ex+3e−x)であり, et のマクローリン展開

∞∑
n=0

tn

n!
に t = ±x.±3x

を代入して, 1 + (−1)n =

2 nは偶数

0 nは奇数
, 3n + (−3)n =

2·3n nは偶数

0 nは奇数
であることに注意すれば, cosh3 x のマク

ローリン展開は
1

8

∞∑
n=0

3n + (−3)n + 3(1 + (−1)n)

n!
xn =

∞∑
m=0

9m + 3

4(2m)!
x2m によって与えられる. この級数の収束半径

は無限大である.

(14)
(
sin
(
x+

π

4

))(n)
= sin

(
x+

πn

2
+
π

4

)
だから sin

(
x+

π

4

)
のn次導関数の 0における値は sin

(πn
2

+
π

4

)
= 1√

2
nを 4で割った余りが 0または 1

− 1√
2

nを 4で割った余りが 2または 3
となるため, テイラーの定理から sin

(
x+

π

4

)
=

1√
2
+

x√
2
− x2

2!
√
2
−

x3

3!
√
2
+ · · ·+ (−1)kx2k

(2k)!
√
2

+
(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
√
2
+ · · ·+

sin
(
c+ πn

2 + π
4

)
n!

xn を満たす c が 0 と x の間にある.∣∣∣sin(c+ πn

2
+
π

4

)∣∣∣ ≦ 1 だから, 任意の実数 x に対して, n → ∞ のとき, 剰余項
sin
(
c+ πn

2 + π
4

)
n!

xn は 0 に近づ

く. 従って sin
(
x+

π

4

)
のマクローリン展開は

1√
2
+

x√
2
− x2

2!
√
2
− x3

3!
√
2
+ · · · + (−1)kx2k

(2k)!
√
2

+
(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
√
2
+ · · ·

であり, この級数の収束半径は無限大である.

(15) log(1+t) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tnであり, t = αx2を代入すれば, log(1+αx2)のマクローリン展開

∞∑
n=1

(−1)n−1αn

n
x2n

が得られる. この整級数は |αx2| < 1 で収束し, |αx2| > 1 で発散するため, 収束半径は
1√
|α|
である.

(16) ex のマクローリン展開
∞∑
n=0

xn

n!
の両辺に ax2, bx, cをかけることにより ax2ex, bxex, cex のマクローリン展開

∞∑
n=0

axn+2

n!
=

∞∑
n=2

axn

(n− 2)!
,

∞∑
n=0

bxn+1

n!
=

∞∑
n=1

bxn

(n− 1)!
,

∞∑
n=0

cxn

n!
が得られる. これらを辺々加えれば (ax2+ bx+ c)ex

のマクローリン展開 c+ (b+ c)x+
∞∑
n=2

an(n− 1) + bn+ c

n!
xn が得られ, この級数の収束半径は無限大である.

(17) 第 6 回の演習問題 1 の (11) の解答から sin3 x =
3

4
sinx − 1

4
sin 3x であるため, sin t のマクローリン

展開
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
t2n+1 より, sin3 x のマクローリン展開は

3

4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 − 1

4

∞∑
n=0

(−1)n32n+1

(2n+ 1)!
x2n+1 =

∞∑
n=0

3(−1)n(1− 9n)

4(2n+ 1)!
x2n+1 であり, この級数の収束半径は無限大である.
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(18) tanh−1 x =
1

2
log

1 + x

1− x
だから, log(1+x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn, log(1−x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(−x)n = −

∞∑
n=1

1

n
xn

より, tanh−1 x =
1

2

( ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn +

∞∑
n=1

1

n
xn
)

=
∞∑
n=1

1 + (−1)n−1

2n
xn =

∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
を得る.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn の

収束半径は 1 だから,
∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
の収束半径も 1 である.

(19) sinh−1 x = log
(
x+

√
1 + x2

)
であり, log

(
x+

√
1 + x2

)
の導関数は (1+x2)−

1
2 だから,微積分学の基本定理に

よって sinh−1 x =

∫ x

0

(1 + t2)−
1
2 dtが成り立つ. 一方, (1+x)−

1
2 =

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
xnの xに t2を代入すれば (1+t2)−

1
2 =

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
t2n が得られる. 従って sinh−1 x =

∫ x

0

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
t2ndt =

∞∑
n=0

1

2n+ 1

(
− 1

2

n

)
x2n+1. ここで,

(
− 1

2

n

)
=(

− 1
2

) (
− 3

2

)
· · ·
(
− 2n−1

2

)
n!

=
(−1)n(2n− 1)!!

2nn!
=

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!
だから sinh−1 x =

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1 と表

すことができる.
∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
xn の収束半径が 1 であることから, 上で得た

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1 の収束半径も

1 である.

(20) (1 + t)
1
2 のマクローリン展開

√
1 + t =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
tn の t に akxk を代入すれば

√
1 + akxk のマクローリン

展開

√
1 + akxk =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
(akxk)n = 1 +

ak

2
xk +

∞∑
n=2

(−1)n−1akn

n!

1

2

(
−1

2

)(
−1

2
− 1

)
− · · ·

(
−1

2
− n+ 2

)
xkn

= 1 +
ak

2
xk +

∞∑
n=2

(−1)n−1akn(2n− 3)!!

(2n)!!
xkn

を得る.
√
1 + t =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
tn の収束半径は 1 だから上で求めた整級数は |akxk| < 1 ならば収束し, |akxk| > 1 な

らば発散する. 従って収束半径は
1

a
である.

(21) ex, log(1 + x) のマクローリン展開はそれぞれ,
∞∑
n=0

xn

n!
,

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
で, 前者の収束半径は無限大, 後者の

収束半径は 1 だから, |x| < 1 のとき, これらの積を考えれば, ex log(1 + x) のマクローリン展開

ex log(1 + x) =

( ∞∑
n=0

xn

n!

)( ∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

)
=

∞∑
n=1

(
n∑
k=1

(−1)k−1

k(n− k)!

)
xn

が得られ, この級数の収束半径は 1 である.

(22) (1+t)
1
2 のマクローリン展開 (1+t)

1
2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
tnの tに x2を代入すれば

√
1 + x2 = (1+x2)

1
2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
x2n

を得る. 従って
1

x+
√
1 + x2

=
√
1 + x2−x = 1−x+

∞∑
n=1

( 1
2

n

)
x2n が

1

x+
√
1 + x2

のマクローリン展開で, (1+ t)
1
2

のマクローリン展開の収束半径が 1 であることから, この級数の収束半径も 1 である.

(23) (3)で, a = 1, α = −1

2
の場合を考える.

(
− 1

2

n

)
=

1

n!

(
−1

2

)(
−3

2

)
· · ·
(
−2n− 1

2

)
= (−1)n

(2n− 1)!!

(2n)!!
であ

ることに注意すれば,
1√

1− t2
のマクローリン展開は

1√
1− t2

=
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
t2n で与えられる. この両辺の 0 か

ら x までの積分を考えれば, sin−1x のマクローリン展開 sin−1x =
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1 が得られ, その収束半

径は 1である.

(24) (8)で, a = 1 の場合,
1

1 + t2
のマクローリン展開

1

1 + t2
=

∞∑
n=0

(−1)nt2n の両辺の 0 から x までの積分を考

えれば, tan−1x のマクローリン展開 tan−1x =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 が得られ, その収束半径は 1である.
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(25) (23)より, sin−1x は
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1 とマクローリン展開されるため, (sin−1x)2 は

( ∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1

)2

=

∞∑
n=0

(
n∑
i=0

(2i− 1)!!(2n− 2i− 1)!!

(2i+ 1)(2n− 2i+ 1)(2i)!!(2n− 2i)!!

)
x2n+2

とマクローリン展開される. 従って, f(x) = (sin−1x)2 とおけば, |x| < 1 ならば (sin−1x)2 =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn が成り

立つ. 第 6回の演習問題 3の (13)より, n が奇数ならば f (n)(0) = 0 であり, f (2n)(0) = 22n−1((n − 1)!)2 だから,

(sin−1x)2 のマクローリン展開は (sin−1x)2 =
∞∑
n=1

22n−1((n− 1)!)2

(2n)!
x2n で与えられ, その収束半径は 1である.

(26) log(1 + x) は
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn とマクローリン展開されるため, (log(1 + x))2 は

( ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn

)2

=

∞∑
n=2

(
(−1)n

n−1∑
i=1

1

i(n− i)

)
xn

とマクローリン展開される.
n−1∑
i=1

1

i(n− i)
=

n−1∑
i=1

1

n

(
1

i
+

1

n− i

)
=

2

n

n−1∑
i=1

1

i
だから (log(1 + x))2 のマクローリン展

開は (log(1 + x))2 =
∞∑
n=2

(
2(−1)n

n

n−1∑
i=1

1

i

)
xn で与えられ, その収束半径は 1である.

(27) (24)より, tan−1x は
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 とマクローリン展開されるため, (tan−1x)2 は

( ∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1

)2

=

∞∑
n=0

(
(−1)n

n∑
i=0

1

(2i+1)(2n− 2i+1)

)
x2n+2 =

∞∑
n=1

(
(−1)n−1

n∑
i=1

1

(2i−1)(2n−2i+1)

)
x2n

とマクローリン展開される.
n∑
i=1

1

(2i−1)(2n−2i+1)
=

n∑
i=1

1

2n

(
1

2i− 1
+

1

2n− 2i+ 1

)
=

1

n

n∑
i=1

1

2i− 1
だから

(tan−1x)2 のマクローリン展開は (tan−1x)2 =
∞∑
n=1

(
(−1)n−1

n

n∑
i=1

1

2i− 1

)
x2n で与えられ, その収束半径は 1 で

ある.

(28) (1 + t)
1
2 のマクローリン展開 (1 + t)

1
2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
tn の t に x2, −x2 を代入すれば

√
1 + x2 = (1 + x2)

1
2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
x2n,

√
1− x2 = (1− x2)

1
2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
(−1)nx2n

を得る. 従って

2√
1 + x2 +

√
1− x2

=

√
1 + x2 −

√
1− x2

x2
=

1

x2

( ∞∑
n=0

( 1
2

n

)
x2n −

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
(−1)nx2n

)

=
1

x2

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
(1− (−1)n)x2n

である. 1− (−1)n は n が偶数のときは 0 で, 奇数のときは 2 だから n = 2m+1 (m = 0, 1, 2, . . . ) の場合の和をと

ればよいため. 上式から

2√
1 + x2 +

√
1− x2

=
1

x2

∞∑
m=0

2

( 1
2

2m+ 1

)
x4m+2 =

∞∑
m=0

2

( 1
2

2m+ 1

)
x4m

となる. 故に
∞∑
m=0

2

( 1
2

2m+ 1

)
x4m = 1+

∞∑
m=1

2
(4m− 1)!!

(4m+ 2)!!
x4m が

2√
1 + x2 +

√
1− x2

のマクローリン展開で, (1+t)
1
2

のマクローリン展開の収束半径が 1 であることから, この級数の収束半径も 1 である.
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(29) log(1 + t) のマクローリン展開
∞∑
n=1

(−1)n−1 t
n

n
に t = αx を代入して log(1 + αx) のマクローリン展開

∞∑
n=1

(−1)n−1α
nxn

n
を得る. この級数は |αx| < 1のとき収束し, |αx| > 1のとき発散するため,収束半径は

1

|α|
である.

log(1+αx)のマクローリン展開の両辺に ax2, bx, cをかけることにより ax2 log(1+αx), bx log(1+αx), c log(1+αx)

のマクローリン展開
∞∑
n=1

(−1)n−1 aα
nxn+2

n
=

∞∑
n=3

(−1)n−1 aα
n−2xn

n− 2
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 bα
nxn+1

n
=

∞∑
n=2

(−1)n
bαn−1xn

n− 1
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 cα
nxn

n
が得られる. これらを辺々加えることにより (ax2 + bx + c) log(1 + αx) のマクローリン展開

cαx+

(
bα− cα2

2

)
x2 +

∞∑
n=3

(−1)n−1αn−2

(
a

n− 2
− bα

n− 1
+
cα2

n

)
xn が得られ, この級数の収束半径は

1

|α|
である.

2. an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan), an+2 − βan+1 = α(an+1 − βan) だから, {an+1 − αan}∞n=0 は初項が a1 − αa0,

公比が β の等比数列であり, {an+1 − βan}∞n=0 は初項が a1 − βa0, 公比が α の等比数列である. 従って

an+1 − αan = βn(a1 − αa0) · · · (i), an+1 − βan = αn(a1 − βa0) · · · (ii)

が成り立つ. α ̸= β の場合, (i)から (ii)を辺々引けば (β − α)an = βn(a1 − αa0)− αn(a1 − βa0) が得られるため,

an =
βn(a1 − αa0)− αn(a1 − βa0)

β − α
である. 故に

m∑
n=0

anx
n =

m∑
n=0

βn(a1 − αa0)− αn(a1 − βa0)

β − α
xn =

a1 − αa0
β − α

m∑
n=0

(βx)n − a1 − βa0
β − α

m∑
n=0

(αx)n

だから, |αx| < 1 かつ |βx| < 1 のときに
∞∑
n=0

anx
n は収束して,

∞∑
n=0

anx
n =

a1 − αa0
(β − α)(1− βx)

− a1 − βa0
(β − α)(1− αx)

が成り立つ. α = β の場合, (i)の両辺を αn で割って bn =
an
αn−1

とおけば, bn+1−bn = a1−αa0 となるため, {bn}∞n=0

は初項が αa0,公差が a1−αa0 の等差数列である. 従って bn = αa0+n(a1−αa0)だからan = a0α
n+nαn−1(a1−αa0)

である. 故に

m∑
n=0

anx
n =

m∑
n=0

(a0α
n + nαn−1(a1 − αa0))x

n = a0

m∑
n=0

(αx)n +
a1 − αa0

α

m∑
n=0

n(αx)n

だから, |αx| < 1 のときに
∞∑
n=0

anx
n は収束して,

∞∑
n=0

anx
n =

a0
1− αx

+
x(a1 − αa0)

(1− αx)2

が成り立つ. 以上から,
∞∑
n=0

anx
n の収束半径は

1

|α|
と

1

|β|
の小さい方の値である.

3. (1) f ′(x) = (−2x2 − 3x)e−x = −x(2x + 3)e−x だから
(
−∞,− 3

2

]
で f は狭義単調減少,

[
− 3

2 , 0
]
で f は狭義

単調増加, [0,∞) で f は狭義単調減少である. 従って f は −3

2
で極小値 e

3
2 をとり, 0 で極大値 7 をとる. また

f ′′(x) = (2x2 − x − 3)e−x = (2x − 3)(x + 1)e−x だから (−∞,−1] で f は下に凸,
[
−1, 32

]
で f は上に凸,

[
3
2 ,∞

)
で f は下に凸である. さらに lim

x→−∞
f(x) = ∞, lim

x→∞
f(x) = 0 だから x軸は x → ∞ における f の漸近線である.

以上から f のグラフの概形は次のようになる.
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x

y

0

e
3
2

22e−
3
2

2e

7

− 3
2 −1 3

2

·
·

(2) f ′(x) = e−
x2

2 − x2e−
x2

2 = (1+ x)(1− x)e−
x2

2 だから f は区間 (−∞,−1], [1,∞) で減少し, 区間 [1, 1] で増加

する. よって, f は −1 で極小値 − 1√
e
をとり, 1 で極大値

1√
e
をとる.

f ′′(x) = −3xe−
x2

2 + x3e−
x2

2 = x(x +
√
3)(x −

√
3)e−

x2

2 だから f のグラフは区間
(
−∞,−

√
3
]
,
[
0,
√
3
]
で上に

凸,
[
−
√
3, 0
]
,
[√

3,∞
)
で下に凸である. また, lim

x→∞
f(x) = lim

x→−∞
f(x) = 0 だから x軸は漸近線である. さらに

f(−x) = −f(x) だから, f のグラフは原点について対称であることに注意すると, グラフは次のようになる.

x

y

0

1√
e

− 1√
e

√
3e−

3
2

−
√
3e−

3
2

−
√
3 −1

1
√
3

·

·

4. f(x) = (x2 − ax + ab)e
x
b より f ′(x) =

1

b
(x2 + (2b − a)x)e

x
b , f ′′(x) =

1

b2
(x2 + (4b − a)x + b(2b − a))e

x
b . 仮

定より 2次方程式 x2 + (4b − a)x + b(2b − a) = 0 は −3 と 2 を解にもつため, 解と係数の関係から a − 4b = −1,

b(2b− a) = −6 である. a = 4b− 1 を第 2式に代入して b(1− 2b) = −6 だから (2b+ 3)(b− 2) = 0 である. 従って

b = −3

2
, 2 となるため, (a, b) =

(
−7,− 3

2

)
, (7, 2) となる.

(a, b) =
(
−7,− 3

2

)
の場合, f ′(x) = −2

3
x(x+4)e−

2x
3 だから f は (−∞,−4] で単調減少, [−4, 0] で単調増加, [0,∞)

で単調減少するため, f は −4 で極小値をとり, 0 で極大値をとる.

(a, b) = (7, 2) の場合, f ′(x) =
1

2
x(x− 3)e

x
2 だから f は (−∞, 0] で単調増加, [0, 3] で単調減少, [3,∞) で単調増

加するため, f は 0 で極大値をとり, 3 で極小値をとる.

以上から a = 7, b = 2 で, f は 3 で極小値をとる

5. 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1 上の点 ( a cos t

b sin t ) における接線の方向ベクトルは
(−a sin t
b cos t

)
で, 法線はこのベクトルに垂直だか

ら, ( a cos t
b sin t ) を通る法線の方程式は −a sin t(x− a cos t)+ b cos t(y− b sin t) = 0 である. この法線と原点との距離の 2
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乗は
(a2 − b2)2 cos2 t sin2 t

a2 sin2 t+ b2 cos2 t
=

(a2 − b2)2 sin2 t(1− sin2 t)

(a2 − b2) sin2 t+ b2
だから, 関数 f : [0, 1] → R を f(s) =

(a2 − b2)2s(1− s)

(a2 − b2)s+ b2

で定めれば, f(sin2 t) は上記の法線と原点との距離の 2乗である. f ′(s) = − (a2 − b2)2((a− b)s+ b)((a+ b)s− b)

((a2 − b2)s+ b2)2

だから f は
[
0, b

a+b

]
で単調に増加し,

[
b
a+b , 1

]
で単調に減少する. 故に s = b

a+b のとき f は最大値 (a − b)2

をとる. ここで sin2 t = b
a+b (0 ≦ t < 2π) ならば t = sin−1

√
b
a+b , π − sin−1

√
b
a+b , π + sin−1

√
b
a+b , 2π −

sin−1
√

b
a+b であり, cos

(
sin−1

√
b
a+b

)
=
√

a
a+b , cos

(
π − sin−1

√
b
a+b

)
= −

√
a
a+b , cos

(
π + sin−1

√
b
a+b

)
=

−
√

a
a+b , cos

(
2π − sin−1

√
b
a+b

)
=
√

a
a+b だから, 楕円

x2

a2
+
y2

b2
= 1 上の点

(
a
√

a
a+b

b
√

b
a+b

)
,

(
a
√

a
a+b

−b
√

b
a+b

)
,

(
−a

√
a
a+b

−b
√

b
a+b

)
,(

a
√

a
a+b

−b
√

b
a+b

)
における法線が, 原点との距離が最大になる法線で, 距離の最大値は a− b である.

6. (1) f ′(x) =

(
1− 1

p

)(
1− αp

xp

)
であり α > 0, p < 0 または p > 1 ならば f は (0, α] において単調に減少し,

[α,∞) において単調に増加して, α において最小値 α をとる. 0 < p < 1 ならば f は (0, α] において単調に増加し,

[α,∞) において単調に減少して, α において最大値 α をとる.

第 7回の問題 3の解答から g′(x) =


−x

p((p− 1)x− (p+ 1)α) + αp((p+ 1)x− (p− 1)α)

xp(x− α)3
x ̸= α

−p(p
2 − 1)

6α2
x = α

である. φ :

(0,∞) → R を φ(x) = xp(x − α)3g(x) = −xp((p − 1)x − (p + 1)α) − αp((p + 1)x − (p − 1)α) で定めれば,

φ′(x) = −(p2 − 1)xp+αp(p+1)xp−1 −αp(p+1), φ′′(x) = p(p2 − 1)xp−2(α− x) だから, p < −1 または 0 < p < 1

ならば φ′ は (0, α] で単調に減少し, [α,∞) で単調に増加する. 従って, この場合 φ′ は α で最大値 φ′(α) = 0 をとる

ため, 任意の x ∈ (0,∞)−{α} に対して φ′(x) < 0 である. −1 < p < 0 または p > 1 ならば φ′ は (0, α] で単調に増

加し, [α,∞) で単調に減少する. 従って, この場合 φ′ は α で最小値 φ′(α) = 0 をとるため, 任意の x ∈ (0,∞)−{α}
に対して φ′(x) > 0 である. 故に, p < −1 または 0 < p < 1 ならば φ は狭義単調減少関数であり, −1 < p < 0 ま

たは p > 1 ならば φ は狭義単調増加関数である. φ(α) = 0 であり, φ は単調増加または単調減少だから, x ̸= α な

らば φ(x) ̸= 0 である. ここで, g′(x) =


g(x)

xp(x− α)3
x ̸= α

−p(p
2 − 1)

6α2
x = α

より g(x) = 0 を満たす x > 0 は存在しないため,

中間値の定理によって, 任意の x > 0 に対して g′(x) は g′(α) = −p(p
2 − 1)

6α2
と同符号である. 故に p < −1 または

0 < p < 1 ならば g は単調増加関数であり, −1 < p < 0 または p > 1 ならば g は単調減少関数である.

(2) f は (0, α] において単調に減少するため, 0 < a1 < α ならば a2 = f(a1) > f(α) = α である. また, f は

[α,∞) において単調に増加するため, an > α ならば an+1 = f(an) > f(α) = α である. よって, n による数学的帰

納法により, n = 2, 3, . . . に対して an > α であることがわかる. f(x)− x =
1

pxp−1
(αp − xp) だから x > α ならば

f(x)− x < 0 すなわち f(x) < x であることに注意する. a1 ̸= α かつ n ≧ 2 ならば an > α だから, 上の注意によ

り an > f(an) = an+1 が成り立つ.

(3) x > α ならば f(x)− α =
p− 1

p
(x− α)− α(xp−1 − αp−1)

pxp−1
<
p− 1

p
(x− α) が成り立ち, n ≧ 2 ならば an > α

だから an+1−α = f(an)−α <
p− 1

p
(an−α) である. n ≧ 2 ならば an > α であり, p > 1 だから (1)より g は単調

減少関数である. 従って n ≧ 2ならば an+1−α =
(p− 1)apn − αpap−1

n + αp

pap−1
n

=
(an − α)2g(an)

p
<

(an − α)2g(α)

p
=

p− 1

2α
(an − α)2 が成り立つ.

(4) n ≧ 3 ならば (3)の結果から次の不等式が得られる.

an − α <

(
p− 1

p

)
(an−1 − α) < · · · <

(
p− 1

p

)n−2

(a2 − α) =

(
p− 1

p

)n−2
(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

)
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an − α <
p− 1

2α
(an−1 − α)2 <

(
p− 1

2α

)1+2

(an−2 − α)2
2

< · · · <
(
p− 1

2α

)1+2+22+···+2n−3

(a2 − α)2
n−2

=

(
p− 1

2α

)2n−2−1

(a2 − α)2
n−2

=
2α

p− 1

(
p− 1

2α

(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

))2n−2

(5) 関数 ψ : (0,∞) → R を ψ(x) = (p− 1)xp− p(p+1)x+(p− 1)2 で定義する. ψ′(x) = p((p− 1)xp−1− (p+1))

より,区間
[
0,
(
p+1
p−1

) 1
p−1

]
で ψ は単調に減少し,

[(
p+1
p−1

) 1
p−1

,∞
)
でψ は単調に増加する. 従って ψ は

(
p+ 1

p− 1

) 1
p−1

において最小値 (p− 1)2

(
1−

(
p+ 1

p− 1

) p
p−1

)
をとる. p > 1 だから

(
p+ 1

p− 1

) p
p−1

> 1 となるため, ψ の最小値は負

の実数であり, a1 = α

(
p− 1

p+ 1

) 1
p−1

ならば

2αp

a1

(
p− 1

2α

(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

)
− 1

)
= (p− 1)

(
α

a1

)p
− p(p+ 1)

α

a1
+ (p− 1)2 = ψ

(
α

a1

)
= ψ

((
p+ 1

p− 1

) 1
p−1

)

= (p− 1)2

(
1−

(
p+ 1

p− 1

) p
p−1

)
< 0

が成り立つ. 従って,
p− 1

2α

(
a1 − α− ap1 − αp

pap−1
1

)
< 1 である.

7. (1) n による数学的帰納法で主張を示す. n = 1 の場合は主張は明らかである. n = k のとき, 主張が成り立つと

仮定して, x1, x2, . . . , xk+1 ∈ [p, q] と, 正の実数 a1, a2, . . . , ak+1 で a1 + a2 + · · ·+ ak+1 = 1 を満たすものが与えら

れたとする. b =
k∑
i=1

ai, y =
k∑
i=1

ai
b
xi とおけば, i = 1, 2, . . . , k に対して

ai
b
> 0 であり

k∑
i=1

ai
b

= 1 が成り立つため、

帰納法の仮定によって y ∈ [p, q] であり, 不等式 φ(y) = φ

(
k∑
i=1

ai
b
xi

)
≦

k∑
i=1

ai
b
φ(xi) が成り立つ. b+ ak+1 = 1 だか

ら by + ak+1xk+1 =
k+1∑
i=1

aixi は, 区間 [p, q] に含まれる値 y と xk+1 を両端とする区間を ak+1 : b に内分するため,

k+1∑
i=1

aixi も区間 [p, q] に含まれる. さらに関数 φ は凸で, 教科書の問 2.21と上の不等式から

φ

(
k+1∑
i=1

aixi

)
= φ(by + ak+1xk+1) ≦ bφ(y) + ak+1φ(xk+1) ≦

k∑
i=1

aiφ(xi) + ak+1φ(xk+1) =

k+1∑
i=1

aiφ(xi)

が得られるため, n = k + 1 のときも主張は正しい.

(2) p ≧ q > 0 に対し, φ(x) = x
p
q によって, 関数 φ : [0,∞) → R を定めれば, φ′′(x) =

p(p− q)

q2
x
p−2q
q ≧ 0 だか

ら, 教科書の定理 2.16より, φ は凸である. (1)の結果から,

(
n∑
k=1

aqk
n

) p
q

= φ

(
n∑
k=1

aqk
n

)
≦

n∑
k=1

φ(aqk)

n
=

n∑
k=1

apk
n
が得

られるため, 両辺の p乗根を考えれば f(q) =

(
n∑
k=1

aqk
n

) 1
q

≦
(

n∑
k=1

apk
n

) 1
p

= f(p) だから f は単調増加関数である.
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微積分学 I 演習問題 第9回 原始関数と積分

1. 次の関数の原始関数を求めよ. ただし, n は 0以上の整数, a, b, α は実数とし, (13)∼(16)では a > 0, n ̸= 0, (61)

では a < b, (62)では a > −1 とする.

(1)
(x2 − 1)3

x4
(2)

xn−1

xn + 1
(3)

x2

(x3 + 1)(x3 + 4)
(4)

xn−1

x2n + 1

(5)
1

x(xn + 1)
(6)

1

x2 − 2x+ 3
(7)

x+ a

(x2 + 2ax+ b)α
(8)

2x3(x2 − 1)

(x2 + 1)3

(9)
2x

x4 + x2 + 1
(10)

x+ 1

x2 + x+ 1
(11)

1
√
x+

√
x+ 3

(12)
2x+ 1√
x2 + x+ 1

(13)
1

x
√
a2 − xn

(14)
1

x
√
xn + a2

(15)
1

x
√
xn − a2

(16)
1√

a2 − ex

(17)
√
ex − a2 (18)

x2

(x sinx+ cosx)2
(19)

cos2 x

(x sinx+ cosx)2
(20)

xex

(1 + x)2

(21)

√
1− x2

1 + x
(22)

cos3 x

sinx
(23)

1

cos3 x
(24) sin4 x

(25) tann x (26)
1

sin4 x
(27)

sinx cosx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
(28)

sin3 x

2 + cosx

(29)
cosx

3− cos2 x
(30)

sin4 x

cos6 x
(31)

1

1 + sinx
(32)

x sinx

(x cosx− sinx)2

(33)
sin−1 x√
1− x2

(34)
x sin−1 x√
1− x2

(35)
1 + sinx

1− cosx
(36) x2n tan−1 x

(37) x2n+1 tan−1 x (38) x sin−1 x (39) x2n sin−1 x (40) (sin−1 x)2

(41)
(log x)α

x
(42) xα log x (43)

log x

x(1 + log x)
(44) x3(log |x|)2

(45) x2 log(x2 + 1) (46) x log(x2 − 2x+ 2) (47) (log |x|)3 (48) x5e−x
2

(49)
2

(ex + e−x)2
(50)

1

ex + 4e−x + 5
(51)

(
1

ex + 1
− 1

2

)2

(52)
ex

e2x − ex + 2

(53) x3e2x (54) x3 cos 2x (55) e4x sin 3x (56) e−x sin2 x

(57) log
(
x+

√
x2 − 1

)
(58) (sinx) log sinx (59) tanx log(1 + tan2 x) (60) (x+ 1)ex log x

(61)
1√

(x− a)(b− x)
(62)

√
1− cosx

a− cosx
(63)

cosx sinx

cos4 x+ sin4 x
(64) x(tan−1 x)2

2. 次の積分を求めよ. ただし (33)の α は |α| < π

2
を満たすとする.

(1)

∫ 1

0

2x log(x2 + 3x+ 2)dx (2)

∫ log 2

0

1

1 + e3x
dx (3)

∫ λ

0

xn−1 sin−1(xn)dx (4)

∫ √
3

1

x3 tan−1xdx

(5)

∫ π
6

0

2− sinx+ sin2 x

cosx
dx (6)

∫ π
2

0

sinx

1 + cosx
dx (7)

∫ λ

0

xn−1 tan−1(xn)dx (8)

∫ λ

0

x2 tan−1 xdx

(9)

∫ log λ

0

ex log(e2x + 1)dx (10)

∫ 1

0

1√
2− x2

dx (11)

∫ log
√
3

0

1

ex + e3x
dx (12)

∫ 1

0

2x tan−1xdx

(13)

∫ 1

0

(2− 6x2) sin−1 xdx (14)

∫ 1

0

1

x2 + 3
dx (15)

∫ 2

1

x(2x− 3)5dx (16)

∫ 3

0

x2√
1 + x

dx

(17)

∫ 4

3

(x− 2) log(x3 − 2x2)dx (18)

∫ 2

0

x5ex
2

dx (19)

∫ 1

1
2

sin−1 x

x2
dx (20)

∫ π
4

π
6

tan2 xdx

(21)

∫ 1

0

3x2 log(1 + x2)dx (22)

∫ π
3

0

sin5 xdx (23)

∫ π
3

0

x

cos2 x
dx (24)

∫ π
4

0

x2 cos 2xdx

(25)

∫ 1

0

e2x log(ex + 1)dx (26)

∫ 1

0

x3 tan−1 xdx (27)

∫ π

0

e−x sin
x

3
dx (28)

∫ 1

0

x2 sin−1 xdx

(29)

∫ eπ

e
π
2

(log x) sin(log x)

x
dx (30)

∫ 1

0

extan−1(ex)dx (31)

∫ e

1

sin−1(log x)

x
dx (32)

∫ √
π

0

2x sin(x2)dx

(33)

∫ sinα

0

tan−1(sin−1 x)√
1− x2

dx (34)

∫ log π2

0

excos(ex)dx (35)

∫ log π

log π2

e2x sin(ex)dx (36)

∫ e
π
2

1

sin(log x)

x
dx
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3. 次の極限値を積分を用いて表し, 値を求めよ. ただし, m は整数で, (2) では a > 1, (3)では m ≧ 0, l は −1 以上

の整数とする.

(1) lim
n→∞

n∑
k=1

kp−1(akp + bnp)q

np(q+1)
(2) lim

n→∞

n∑
k=1

1√
a2n2 − k2

(3) lim
n→∞

n∑
k=1

km(n2 − k2)
l
2

nm+l+1
(4) lim

n→∞

n∑
k=1

1

n
tan

(
kπ

4n

)
(5) lim

n→∞

n∑
k=1

1

n
tan−1

(
1 +

k

n

)
(6) lim

n→∞

qn∑
k=pn+1

1

k
(7) lim

n→∞

n∑
k=1

1

n
log

(
1 +

k

n

)
(8) lim

n→∞

n∑
k=1

nm−1

(n2 + k2)
m
2

4. 以下で与えられる In に関する漸化式をつくれ. ただし (1)では a ̸= 0, (3)では m ̸= −1 とする.

(1) In =

∫
xneaxdx (2) In =

∫
(sin−1 x)ndx (3) In =

∫
xm(log x)n dx (4) In =

∫
1

sinn x
dx

(5) In =

∫
tann x dx

5. In =

∫
xn sinxdx, Jn =

∫
xn cosxdx とおくとき, In, Jn に関する漸化式をつくれ.

6. λ ∈ R, 整数 nと 0以上の整数 kに対して In =

∫ λ

0

cosn x dx (n < 0の場合は |λ| < π

2
とする.), Jk =

∫ λ

0

sink x dx

とおく. In, Jk に関する漸化式を求め, さらに In, Jk を n, k を用いて表せ.

7. 平面上の点 A, B を直径とする半径 rの半円がある. この半円の弧を A = P0,P1, . . . ,Pn,Pn+1 = B と n等分し

△APkB の面積を Sk とするとき, 極限 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Sk を求めよ.

8. (1 + x)n の二項展開を用いて次の等式を証明せよ.

(1)

(
n

0

)
+

1

2

(
n

1

)
+

1

3

(
n

2

)
+ · · ·+ 1

n+ 1

(
n

n

)
=

2n+1 − 1

n+ 1

(2)

(
n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1

3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1 1

n

(
n

n

)
= 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

9. f を閉区間 [a, b] で定義された, つねに 0以上の値をとる連続関数とする. f(c) > 0 となる c ∈ [a, b] が存在すれ

ば
∫ b

a

f(x) dx > 0 であることを示せ.

10. 次の不等式を示せ. ただし (3), (4)の n は 2より大きい実数であるとする.

(1)
2

3
n
√
n <

n∑
k=1

√
k <

2

3

(
(n+ 1)

√
n+ 1− 1

)
(2) 2

(√
n+ 1− 1

)
<

n∑
k=1

1√
k
< 2

√
n− 1

(3) log
(
1 +

√
2
)
<

∫ 1

0

1√
1 + xn

dx < 1 (4)
1

2
<

∫ 1
2

0

1√
1− xn

dx <
π

6

(5) 1− 1

e
<

∫ π
2

0

e− sin xdx <
π

2

(
1− 1

e

)
(6)

π

2
− π3

144
<

∫ π
2

0

sinx

x
dx <

π

2

11. f : [0,∞) → [0,∞) が単調減少である連続関数ならば lim
n→∞

(
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx

)
が存在することを示せ.

12. (発展問題) f , g を閉区間 [a, b] で定義された連続関数とする. すべての x ∈ [a, b] に対して g(x) ≧ 0 ならば,

c ∈ (a, b) で
∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a

g(x) dx を満たすものが存在することを示せ.

13. (発展問題) (1) 連続関数 f : [0, 1] → R に対して lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
= exp

(∫ 1

0

f(x)dx

)
が成り立つこ

とを示せ.

(2) 次の極限を求めよ. (i) lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
(ii) lim

n→∞

n∏
k=1

an− k

an+ a− k
(ただし a < 0 または a > 1)

14. (発展問題) (1) 関数 φ : [p, q] → R を凸である連続関数とする. このとき連続関数 f : [a, b] → [p, q] に対して,
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次の不等式が成り立つことを示せ.

φ

(
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)
≦ 1

b− a

∫ b

a

φ(f(x))dx

(2) 連続関数 f : [a, b] → R に対して, 次の不等式が成り立つことを示せ.

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≦ log

(
1

b− a

∫ b

a

ef(x)dx

)

(3) p ≧ q > 0 とする. 連続関数 f : [a, b] → R に対して, 次の不等式が成り立つことを示せ.

1

(b− a)
1
q

(∫ b

a

|f(x)|qdx

) 1
q

≦ 1

(b− a)
1
p

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

15. (発展問題) f : [a, b] → [0,∞) を連続関数とし, f の最大値を max(f) とする.

(1)

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≦ (b− a)
1
p max(f) が成り立つことを示せ.

(2) lim
p→∞

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

= max(f) が成り立つことを示せ.

(3) p ≧ 1 のとき, 正の定数 K で, [a, b] で定義されたすべての連続関数 f に対して不等式(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≧ Kmax(f)

が成り立つようなものは存在しないことを示せ.
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第 9回の演習問題の解答

1. (1)

∫
(x2 − 1)3

x4
dx =

∫ (
x2 − 3 +

3

x2
− 1

x4

)
dx =

1

3
x3 − 3x− 3

x
+

1

3x3

(2) n ̸= 0 のとき t = xn とおくと
∫

xn−1

xn + 1
dx =

1

n

∫
nxn−1

xn + 1
dx =

1

n

∫
1

t+ 1
dt =

1

n
log |t+ 1| = 1

n
log |xn + 1|.

n = 0 ならば
∫

xn−1

xn + 1
dx =

∫
1

2x
dx =

1

2
log |x|.

(3) x3 = t とおくと
∫

x2

(x3 + 1)(x3 + 4)
dx =

1

3

∫
1

(t+ 1)(t+ 4)
dt =

1

9

∫ (
1

t+ 1
− 1

t+ 4

)
dt =

1

9
(log |t+ 1| − log |t+ 4|) = 1

9

(
log |x3 + 1| − log |x3 + 4|

)
(4) n ̸= 0 のとき xn = t とおくと

∫
xn−1

x2n + 1
dx =

1

n

∫
1

t2 + 1
dt =

1

n
tan−1 t =

1

n
tan−1 xn. n = 0 ならば∫

xn−1

x2n + 1
dx =

∫
1

2x
dx =

1

2
log |x|.

(5) n ̸= 0 のとき xn = t とおくと
∫

1

x(xn + 1)
dx =

∫
xn−1

xn(xn + 1)
dx =

1

n

∫
1

t(t+ 1)
dt =

1

n

∫ (
1

t
− 1

t+ 1

)
dt =

1

n
(log |t| − log |t+ 1|) = log |x| − 1

n
log |xn + 1|. n = 0 ならば

∫
1

x(xn + 1)
dx =

∫
1

2x
dx =

1

2
log |x|.

(6)

∫
dx

x2 − 2x+ 3
=

∫
dx

(x− 1)2 +
(√

2
)2 =

1√
2
tan−1 x− 1√

2

(7) t = x2 + 2ax+ b とおくと (x+ a)dx =
1

2
dt だから

∫
x+ a

(x2 + 2ax+ b)α
dx =

∫
1

2tα
dt =

 1−α
2tα−1 α ̸= 1

1
2 log |t| α = 1

従って
∫

x+ a

(x2 + 2ax+ b)α
dx =

 1−α
2(x2+2ax+b)α−1 α ̸= 1

1
2 log |x

2 + 2ax+ b| α = 1

(8) t = x2 + 1 とおくと, 2xdx = dt だから
∫

2x3(x2 − 1)

(x2 + 1)3
dx =

∫
(t− 1)(t− 2)

t3
dt =

∫ (
1

t
− 3

t2
+

2

t3

)
dt =

log t+
3

t
− 1

t2
= log(x2 + 1) +

3

x2 + 1
− 1

(x2 + 1)2

(9) t = x2 +
1

2
とおくと, 2xdx = dt だから

∫
2x

x4 + x2 + 1
dx =

∫
2x(

x2 + 1
2

)2
+
(√

3
2

)2 dx =

∫
dt

t2 +
(√

3
2

)2 =

2√
3
tan−1 2t√

3
=

2√
3
tan−1 2x2 + 1√

3

(10) t = x+
1

2
とおくと

∫
x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

∫
t+ 1

2

t2 + 3
4

dt =

∫  t

t2 + 3
4

+
1

2

1

t2 +
(√

3
2

)2
 dt =

1

2
log

(
t2 +

3

4

)
+

1√
3
tan−1 2t√

3
=

1

2
log(x2 + x+ 1) +

1√
3
tan−1

(
2x+ 1√

3

)
(11)

∫
dx

√
x+

√
x+ 3

=

∫
−
√
x+

√
x+ 3

3
dx = −2

9

√
x3 +

2

9

√
(x+ 3)3

(12) t = x2 + x+ 1 とおくと dt = (2x+ 1)dx より
∫

2x+ 1√
x2 + x+ 1

dx =

∫
dt√
t
dt = 2

√
t = 2

√
x2 + x+ 1

(13) t =
√
a2 − xn とおくと, xn = a2 − t2,

xn−1

√
a2 − xn

dx = − 2

n
dt だから

∫
dx

x
√
a2 − xn

=

∫
xn−1

xn
√
a2 − xn

dx =∫
2dt

n(t2 − a2)
=

∫
1

an

(
1

t− a
− 1

t+ a

)
dt =

log |t− a| − log |t+ a|
an

=
1

an
log

∣∣a−√
a2 − xn

∣∣
a+

√
a2 − xn

=
2

an
log

a−
√
a2 − xn

xn

(14) t =
√
xn + a2 とおくと, xn = t2 − a2,

xn−1

√
xn + a2

dx =
2

n
dt だから, a ̸= 0 ならば

∫
dx

x
√
xn + a2

=∫
xn−1

xn
√
xn + a2

dx=

∫
2dt

n(t2 − a2)
=

∫
1

an

(
1

t− a
− 1

t+ a

)
dt =

log |t− a| − log |t+ a|
an

=
1

an
log

∣∣√xn + a2 − a
∣∣

√
xn + a2 + a

=
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2

an
log

√
xn + a2 − a

xn

(15) t =
√
xn − a2 とおくと, xn = t2 + a2,

xn−1

√
xn − a2

dx =
2

n
dt だから

∫
dx

x
√
xn − a2

=

∫
xn−1

xn
√
xn − a2

dx =∫
2

n(t2 + a2)
dt =

2

an
tan−1 t

a
=

2

an
tan−1

√
xn − a2

a

(16) y =
1√

a2 − ex
とおくと, x = log(ay − 1) + log(ay + 1) − 2 log |y| だから dx =

(
a

ay − 1
+

a

ay + 1
− 2

y

)
dy

である. 従って
∫

1√
a2 − ex

dx =

∫ (
1

ay − 1
− 1

ay + 1

)
dy =

1

a
log

ay − 1

ay + 1
=

1

a
log

a−
√
a2 − ex

a+
√
a2 − ex

.

(17) t =
√
ex − a2 とおくと x = log(t2 + a2) だから dx =

2t

t2 + a2
dt である. 従って∫ √

ex − a2 dx =

∫
2t2

t2 + a2
dt =

∫ (
2− 2a2

t2 + a2

)
dt = 2t− 2a tan−1 t

a
= 2
√
ex − a2 − 2a tan−1

√
ex − a2

a
.

(18)
d

dx

(Ax+B) sinx+ (Cx+D) cosx

x sinx+ cosx
=

x2

(x sinx+ cosx)2
を満たす A, B, C, D を求める.

(左辺) =
(B + C) cos2 x− Cx2 + (A−D)(x+ cosx sinx)

(x sinx+ cosx)2
だから C = −1, B = 1, A = D = 0 とすればよい. 従っ

て
∫

x2

(x sinx+ cosx)2
dx =

sinx− x cosx

x sinx+ cosx
である.

(19)
d

dx

(Ax+B) sinx+ (Cx+D) cosx

x sinx+ cosx
=

x2

(x sinx+ cosx)2
を満たす A, B, C, D を求める.

(左辺) =
(B + C) cos2 x− Cx2 + (A−D)(x+ cosx sinx)

(x sinx+ cosx)2
だから C = 0, B = 1, A = D = 0 とすればよい. 従っ

て
∫

cos2 x

(x sinx+ cosx)2
dx =

sinx

x sinx+ cosx
である.

(20)
d

dx

(Ax+B)ex

1 + x
=

xex

(1 + x)2
を満たす A, B, C, D を求める.

(左辺) =
ex(Ax2 + (A+B)x+A)

(1 + x)2
だから A = 0, B = 1 とすればよい. 従って

∫
xex

(1 + x)2
dx =

ex

1 + x
である.

(21)

∫ √
1− x2

1 + x
dx =

∫
1− x2

(1 + x)
√
1− x2

dx =

∫
1− x√
1− x2

dx =

∫
1√

1− x2
dx−

∫
x√

1− x2
dx =

sin−1 x+
√
1− x2

(22) t = sinx とおくと
∫

cos3 x

sinx
dx =

∫
(1− sin2 x) cosx

sinx
dx =

∫
1− t2

t
dt =

∫ (
1

t
− t

)
dt =

log |t| − t2

2
= log | sinx| − sin2 x

2
.

(23) t = sinx とおけば cosxdx = dt だから
∫

1

cos3 x
dx =

∫
cosx

cos4 x
dx =

∫
cosx

(1− sin2 x)2
dx =∫ (

1

2

(
1

1− t
+

1

1 + t

))2

dt =

∫
1

4

(
1

(1− t)2
+

2

1− t2
+

1

(1 + t)2

)
dt =∫

1

4

(
1

(1− t)2
+

1

1− t
+

1

1 + t
+

1

(1 + t)2

)
dt =

1

4

(
1

1− t
− log(1− t) + log(1 + t)− 1

1 + t

)
=

1

4

(
1

1− sinx
+ log

1 + sinx

1− sinx
− 1

1 + sinx

)
=

sinx

2 cos2 x
+

1

4
log

1 + sinx

1− sinx

(24) sin4 x =

(
1− cos 2x

2

)2

=
1

4

(
1− 2 cos 2x+ cos2 2x

)
dx =

1

4

(
1− 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
=

3

8
− cos 2x

2
+

cos 4x

8
だから

∫
sin4 xdx =

∫ (
3

8
− cos 2x

2
+

cos 4x

8

)
dx =

3x

8
− sin 2x

4
+

sin 4x

32
.

(25) t = tanx とおけば x = tan−1 t より dx =
dt

1 + t2
であり, t2l = (t2 + 1)

l−1∑
k=0

(−1)l−k−1t2k + (−1)l が成り立

つため,

∫
tan2l x dx =

∫
t2l

1 + t2
dt=

∫ ( l−1∑
k=0

(−1)l−k−1t2k +
(−1)l

1 + t2

)
dt =

l−1∑
k=0

(−1)l−k−1t2k+1

2k + 1
+ (−1)l tan−1 t =
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l−1∑
k=0

(−1)l−k−1 tan2k+1 x

2k + 1
+ (−1)lx.

∫
tan2l+1 x dx =

∫
t2l+1

1 + t2
dt=

∫ ( l−1∑
k=0

(−1)l−k−1t2k+1 +
(−1)lt

1 + t2

)
dt =

l∑
k=1

(−1)l−kt2k

2k
+

(−1)l

2
log(1 + t2) =

l∑
k=1

(−1)l−k tan2k x

2k
+ (−1)l+1 log | cosx|.

(26) cos2 x + sin2 x = 1 の両辺を sin2 x で割れば
1

tan2 x
+ 1 =

1

sin2 x
だから

1

sin4 x
=

(
1

tan2 x
+ 1

)2

である.

t = tanx とおけば x = tan−1 t より dx =
dt

1 + t2
だから

∫
1

sin4 x
dx =∫ (

1

tan2 x
+ 1

)2

dx=

∫
1

1 + t2

(
1

t2
+ 1

)2

dt =

∫ (
1

t4
+

1

t2

)
dt = − 1

3t3
− 1

t
= − 1

3 tan3 x
− 1

tanx

(27) a = ±b ならば
∫

sinx cosx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
dx =

∫
sin 2x

2a2
dx = −cos 2x

4a2
. a ̸= ±b ならば t = sin2 x とおくと∫

sinx cosx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
dx =

∫
1

2a2 + 2(b2 − a2)t
dt =

log |a2 + (b2 − a2)t|
2(b2 − a2)

=
log |a2 cos2 x+ b2 sin2 x|

2(b2 − a2)

(28) t = cosx とおけば sinxdx = −dt だから
∫

sin3 x

2 + cosx
dx =

∫
(1− cos2 x) sinx

2 + cosx
dx =

∫
t2 − 1

2 + t
dt =∫ (

t− 2 +
3

2 + t

)
dt =

t2

2
− 2t+ 3 log(2 + t) =

cos2 x

2
− 2 cosx+ 3 log(2 + cosx)

(29) t = sinx とおけば dt = cosxdx だから
∫

cosx

3− cos2 x
dx =

∫
cosx

2 + sin2 x
dx =

∫
dt

2 + t2
dt =

1√
2
tan−1 t√

2
=

1√
2
tan−1 sinx√

2

(30) t = tanx とおけば
dx

cos2 x
= dt だから

∫
sin4 x

cos6 x
dx =

∫
tan4 x

cos2 x
dx =

∫
t4dt =

t5

5
=

tan5 x

5

(31)

∫
1

1 + sinx
dx =

∫
1− sinx

1− sin2 x
dx =

∫
1

cos2 x
dx−

∫
sinx

cos2 x
dx = tanx− 1

cosx

(32) t = x cosx− sinx とおくと dt = −x sinxdx より
∫

x sinx

(x cosx− sinx)2
dx =

∫
−1

t2
dt =

1

t
=

1

x cosx− sinx

(33) t = sin−1 x とおくと dt =
1√

1− x2
dx より

∫
sin−1 x√
1− x2

dx =

∫
tdt =

t2

2
=

1

2

(
sin−1 x

)2
(34)

∫
x sin−1 x√
1− x2

dx =

∫ (
−
√

1− x2
)′
sin−1 x dx = −

√
1− x2 sin−1 x+

∫ √
1− x2

(
sin−1 x

)′
dx =

−
√
1− x2 sin−1 x+

∫
dx = x−

√
1− x2 sin−1 x

(35)

∫
1 + sinx

1− cosx
dx =

∫
1

1− cosx
dx+

∫
sinx

1− cosx
dx =

∫
1 + cosx

1− cos2 x
dx+ log(1− cosx) =

∫
1

sin2 x
dx+∫

cosx

sin2 x
dx+ log(1− cosx) = −cosx

sinx
− 1

sinx
+ log(1− cosx)

(36)

∫
x2n tan−1 xdx =

∫ (
x2n+1

2n+ 1

)′

tan−1 xdx =
x2n+1

2n+ 1
tan−1 x−

∫
x2n+1

2n+ 1
(tan−1 x)′dx =

x2n+1

2n+ 1
tan−1 x−

∫
x2n+1

(2n+ 1)(1 + x2)
dx ここで t = x2 とおけば xdx =

1

2
dt であり, 初項 1, 公比 −t の等比級数の

和の公式
n−1∑
k=0

(−t)k =
1− (−1)ntn

1 + t
より

tn

1 + t
=

(−1)n

1 + t
−
n−1∑
k=0

(−1)n−ktk だから (上式) =
x2n+1

2n+ 1
tan−1 x−∫

tn

2(2n+ 1)(1 + t)
dt =

x2n+1

2n+ 1
tan−1 x−

∫
(−1)n

2(2n+ 1)(1 + t)
dt+

n−1∑
k=0

(−1)n−k
∫

tk

2(2n+ 1)
dt =

x2n+1

2n+ 1
tan−1 x−

(−1)n log(1 + t)

2(2n+ 1)
+
n−1∑
k=0

(−1)n−ktk+1

2(k + 1)(2n+ 1)
=

1

4n+ 2

(
2x2n+1 tan−1 x− (−1)n log(1 + x2) +

n−1∑
k=0

(−1)n−kx2k+2

k + 1

)
(37)

∫
x2n+1 tan−1xdx =

∫ (
x2n+2

2n+ 2

)′

tan−1 xdx =
x2n+2

2n+ 2
tan−1 x−

∫
x2n+2

2n+ 2
(tan−1 x)′dx =

x2n+2

2n+ 2
tan−1 x−∫

x2n+2

(2n+ 2)(1 + x2)
dx 初項 1, 公比 −x2 の等比級数の和の公式

n∑
k=0

(−x2)k =
1− (−1)n+1x2n+2

1 + x2
より

x2n+2

1 + x2
=
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(−1)n+1

1 + x2
+

n∑
k=0

(−1)n−kx2k だから (上式) =
x2n+2

2n+ 2
tan−1 x−

∫
(−1)n+1

(2n+ 2)(1 + x2)
dx−

n∑
k=0

(−1)n−k
∫

x2k

2n+ 2
dx =

1

2n+ 2

(
(x2n+2 + (−1)n) tan−1 x−

n∑
k=0

(−1)n−k
x2k+1

2k + 1

)
(38) x = sin t (−π

2
≦ t ≦ π

2
) とおくと dx = cos tdt, sin−1 x = t, cos t =

√
1− sin2 t =

√
1− x2 より∫

x sin−1 xdx =

∫
t sin t cos tdt =

∫
t

2
sin 2tdt =

∫
t

2

(
−cos 2t

2

)′

dt = − t cos 2t
4

+

∫ (
t

2

)′
cos 2t

2
dt =

− t cos 2t
4

+

∫
cos 2t

4
dt = − t cos 2t

4
+

sin 2t

8
= − t

4
(1− 2 sin2 t) +

sin t cos t

4
=

1

4
sin−1 x(2x2 − 1) +

x

4

√
1− x2

(39)

∫
x2n sin−1 xdx =

∫ (
x2n+1

2n+ 1

)′

sin−1 xdx =
x2n+1

2n+ 1
sin−1 x−

∫
x2n+1

2n+ 1
(sin−1 x)′dx =

x2n+1

2n+ 1
sin−1 x−∫

x2n+1

(2n+ 1)
√
1− x2

dx t =
√
1− x2 とおけば x2 = 1− t2,

x√
1− x2

dx = −dt だから (上式) =
x2n+1

2n+ 1
sin−1 x+∫

(1− t2)n

2n+ 1
dt =

x2n+1

2n+ 1
sin−1 x+

n∑
k=0

∫ (
n
k

)
(−t2)k

2n+ 1
dt =

x2n+1

2n+ 1
sin−1 x+

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
t2k+1

(2k + 1)(2n+ 1)
=

1

2n+ 1

(
x2n+1 sin−1 x+

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
(1− x2)k+

1
2

2k + 1

)
(40) (34)の結果を用いると

∫
(sin−1 x)2dx =

∫
(x)′(sin−1 x)2dx = x(sin−1 x)2 −

∫
x((sin−1 x)2)′dx =

x(sin−1 x)2 −
∫

2x sin−1 x√
1− x2

dx = x(sin−1 x)2 + 2
√

1− x2 sin−1 x− 2x

(41) t = log x とおくと dt =
1

x
dx より α ̸= −1 ならば

∫
(log x)α

x
dx =

∫
tαdt =

tα+1

α+ 1
=

(log x)α+1

α+ 1
であり, α = −1 ならば

∫
(log x)α

x
dx =

∫
tαdt = log |t| = log | log x|.

(42) α ̸= −1 の場合,

∫
xα log xdx =

∫ (
xα+1

α+ 1

)′

log xdx =
xα+1

α+ 1
log x−

∫
xα+1

α+ 1
(log x)′dx =

xα+1

α+ 1
log x−

∫
xα

α+ 1
dx =

xα+1

α+ 1
log x− xα+1

(α+ 1)2
.

α = −1 の場合, y = log x とおくと
1

x
dx = dy より

∫
xα log xdx =

∫
ydy =

y2

2
=

1

2
(log x)2.

(43) t = log x とおけば
1

x
dx = dt だから

∫
log x

x(1 + log x)
dx =

∫
t

1 + t
dt =

∫ (
1− 1

1 + t

)
dt =

t− log |1 + t| = log x− log |1 + log x|

(44)

∫
x3(log |x|)2dx =

∫ (
x4

4

)′

(log |x|)2dx =
x4

4
(log |x|)2 −

∫
x4

4
((log |x|)2)′dx =

x4

4
(log |x|)2 −

∫
x3

2
log |x|dx =

x4

4
(log |x|)2 −

∫ (
x4

8

)′

log |x|dx =
x4

4
(log |x|)2 − x4

8
log |x|+

∫
x4

8
(log |x|)′dx =

x4

4
(log |x|)2 − x4

8
log |x|+

∫
x3

8
dx =

x4

4
(log |x|)2 − x4

8
log |x|+ x4

32

(45)

∫
x2 log(x2 + 1)dx =

∫ (
x3

3

)′

log(x2 + 1)dx =
x3

3
log(x2 + 1)−

∫
x3

3
(log(x2 + 1))′dx =

x3

3
log(x2 + 1)−∫

2x4

3(x2 + 1)
dx =

x3

3
log(x2 + 1)− 2

3

∫ (
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx =

x3

3
log(x2 + 1)− 2

3

(
x3

3
− x+ tan−1 x

)
(46)

∫
x log(x2 − 2x+ 2)dx =

∫ (
x2

2

)′

log(x2 − 2x+ 2)dx =

x2

2
log(x2 − 2x+ 2)−

∫
x2

2
(log(x2 − 2x+ 2))′dx =

x2

2
log(x2 − 2x+ 2)−

∫
x3 − x2

x2 − 2x+ 2
dx =

x2

2
log(x2 − 2x+ 2)−

∫ (
x+ 1− 2

(x− 1)2 + 1

)
dx =

x2

2
log(x2 − 2x+ 2)− x2

2
− x+ 2 tan−1(x− 1)

(47)

∫
(log |x|)3dx =

∫
(x)′(log |x|)3dx = x(log |x|)3 −

∫
x((log |x|)3)′dx = x(log |x|)3 −

∫
3(log |x|)2dx =
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x(log |x|)3 −
∫

3(x)′(log |x|)2dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2 +
∫

3x((log |x|)2)′dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2+∫
6 log |x|dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2 +

∫
6(x)′ log |x|dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2 + 6x log |x|−∫

6x(log |x|)′dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2 + 6x log |x| −
∫

6dx = x(log |x|)3 − 3x(log |x|)2 + 6x log |x| − 6x

(48) t = x2 とおけば xdx =
1

2
dt だから

∫
x5e−x

2

dx =

∫
1

2
t2e−tdt =

∫
1

2
t2(−e−t)′dt = −1

2
t2e−t +

∫
te−tdt =

−1

2
t2e−t +

∫
t(−e−t)′dt = −1

2
t2e−t − te−t +

∫
e−tdt = −1

2
t2e−t − te−t − e−t = −

(
x4

2
+ x2 + 1

)
e−x

2

(49) t = ex とおけば, exdx = dt だから
∫

2

(ex + e−x)2
dx =

∫
2e2x

(e2x + 1)2
dx =

∫
2t

(t2 + 1)2
dt = − 1

t2 + 1
=

− 1

e2x + 1

(50) t = ex とおくと dt = exdx より
∫

dx

ex + 4e−x + 5
=

∫
ex

e2x + 5ex + 4
dx =

∫
dt

t2 + 5t+ 4
=∫

dt

(t+ 1)(t+ 4)
=

∫
1

3

(
1

t+ 1
− 1

t+ 4

)
dt =

1

3
(log(t+ 1)− log(t+ 4)) =

1

3
log

ex + 1

ex + 4

(51) t = ex とおけば, dx =
1

t
dt だから

∫ (
1

ex + 1
− 1

2

)2

dx =

∫
1

t

(
1

t+ 1
− 1

2

)2

dt =

∫
(1− t)2

4t(1 + t)2
dt =∫

(1 + t)2 − 4t

4t(1 + t)2
dt =

∫ (
1

4t
− 1

(1 + t)2

)
dt =

1

4
log t+

1

1 + t
=
x

4
+

1

1 + ex

(52) t = ex とおけば, exdx = dt だから
∫

ex

e2x − ex + 2
dx =

∫
dt(

t− 1
2

)2
+
(√

7
2

)2 =
2√
7
tan−1 2t− 1√

7
=

2√
7
tan−1 2ex − 1√

7

(53)

∫
x3e2xdx =

∫
x3
(
1

2
e2x
)′

dx =
x3

2
e2x −

∫
3x2

2
e2xdx =

x3

2
e2x −

∫
3x2

2

(
1

2
e2x
)′

dx =

x3

2
e2x − 3x2

4
e2x +

∫
3x

2
e2xdx =

x3

2
e2x − 3x2

4
e2x +

∫
3x

2

(
1

2
e2x
)′

dx =
x3

2
e2x − 3x2

4
e2x +

3x

4
e2x −

∫
3

4
e2xdx =

x3

2
e2x − 3x2

4
e2x +

3x

4
e2x − 3

8
e2x =

(
x3

2
− 3x2

4
+

3x

4
− 3

8

)
e2x

(54)

∫
x3 cos 2xdx =

∫
x3
(
sin 2x

2

)′

dx =
x3 sin 2x

2
−
∫

3x2 sin 2x

2
dx =

x3 sin 2x

2
+

∫
3x2(cos 2x)′

4
dx =

x3 sin 2x

2
+

3x2 cos 2x

4
−
∫

3x cos 2x

2
dx =

x3 sin 2x

2
+

3x2 cos 2x

4
−
∫

3x(sin 2x)′

4
dx =

x3 sin 2x

2
+

3x2 cos 2x

4
−

3x sin 2x

4
+

∫
3 sin 2x

4
dx =

x3 sin 2x

2
+
3x2 cos 2x

4
− 3x sin 2x

4
− 3 cos 2x

8
=

(
x3

2
− 3x

4

)
sin 2x+

(
3x2

4
− 3

8

)
cos 2x

(55)

∫
e4x sin 3xdx =

∫ (
e4x

4

)′

sin 3xdx =
e4x

4
sin 3x−

∫
e4x

4
(sin 3x)′dx =

e4x

4
sin 3x−

∫
3e4x

4
cos 3xdx =

e4x

4
sin 3x−

∫ (
3e4x

16

)′

cos 3xdx =
e4x

4
sin 3x− 3e4x

16
cos 3x+

∫
3e4x

16
(cos 3x)′dx =

e4x

4
sin 3x− 3e4x

16
cos 3x−

9

16

∫
e4x sin 3xdx だから

25

16

∫
e4x sin 3xdx =

e4x

4
sin 3x− 3e4x

16
cos 3x となるため∫

e4x sin 3xdx =
e4x

25
(4 sin 3x− 3 cos 3x)

(56)

∫
e−x sin2 xdx =

∫
1

2
e−x(1− cos 2x)dx =

1

2

∫
e−xdx− 1

2

∫
e−x cos 2xdx であり,

∫
e−xdx = −e−x,∫

e−x cos 2xdx =

∫
(−e−x)′ cos 2xdx = −e−x cos 2x+

∫
e−x(cos 2x)′dx = −e−x cos 2x−

∫
2e−x sin 2xdx =

−e−x cos 2x−
∫

2(−e−x)′ sin 2xdx = −e−x cos 2x+ 2e−x sin 2x−
∫

2e−x(sin 2x)′dx =

−e−x cos 2x+ 2e−x sin 2x− 4

∫
e−x cos 2xdx だから 5

∫
e−x sin 2xdx = −e−x cos 2x+ 2e−x sin 2x となるため
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∫
e−x sin 2xdx =

e−x

5
(− cos 2x+ 2e−x sin 2x) である. 以上から

∫
e−x sin2 xdx =

e−x

10
(cos 2x− 2 sin 2x− 5)

(57)

∫
log
(
x+

√
x2 − 1

)
dx =

∫
(x)′ log

(
x+

√
x2 − 1

)
dx = x log

(
x+

√
x2 − 1

)
−
∫ x+ x2

√
x2−1

x+
√
x2 − 1

dx =

x log
(
x+

√
x2 − 1

)
−
∫

x√
x2 − 1

dx = x log
(
x+

√
x2 − 1

)
−
√
x2 − 1

(58)

∫
(sinx) log sinxdx =

∫
(− cosx)′ log sinxdx = − cosx log sinx+

∫
cos2 x

sinx
dx であり, t = cosx とおくと∫

cos2 x

sinx
dx =

∫
cos2 x

1− cos2 x
sinxdx =

∫
t2

t2 − 1
dt =

∫ (
1 +

1

t2 − 1

)
dt =

∫ (
1 +

1

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

))
dt =

t+
1

2
log |t− 1| − 1

2
log |t+ 1| = cosx+

1

2
log(1− cosx)− 1

2
log(1 + cosx) だから∫

(sinx) log sinxdx = − cosx log sinx+ cosx+
1

2
log(1− cosx)− 1

2
log(1 + cosx)

(59) t = log(1 + tan2 x) おけば (t = tanx とおき, さらに s = log(1 + t2) とおいて置換積分してもよい.)

dt =
2 tanx

cos2 x(1 + tan2 x)
dx = 2 tanxdx だから

∫
tanx log(1 + tan2 x)dx =

∫
t

2
dt =

t2

4
=

1

4
(log(1 + tan2 x))2 =

1

4

(
log

(
1

cos2 x

))2

= (log | cosx|)2

(60)

∫
(x+ 1)exlog xdx =

∫
(xex)′ log xdx = xex log x−

∫
xex(log x)′dx = xex log x−

∫
exdx = xex log x− ex

(61)

∫
1√

(x− a)(b− x)
dx =

∫
1√(

b−a
2

)2 − (x− a+b
2

)2 dx = sin−1

(
2x− a− b

b− a

)

(62) t = cos
x

2
とおけば, dt = −1

2
sin

x

2
dx だから

∫ √
1− cosx

a− cosx
dx =

∫ √
2 sin2 x2

a+ 1− 2 cos2 x2
dx =∫

−2
√
2√

a+ 1− 2t2
dt =

∫
−2√

a+1
2 − t2

dt = −2 sin−1

√
2t√

a+ 1
= −2 sin−1

√
2 cos x2√
a+ 1

.

[別解] t = cosx とおけば, dt = − sinx dx だから 2nπ ≦ x ≦ π(2n+1) の場合, (61)の結果から
∫ √

1− cosx

a− cosx
dx =∫ √

1− cos2 x√
(a− cosx)(1 + cosx)

dx =

∫
sinx√

(a− cosx)(1 + cosx)
dx =

∫
−1√

(a− t)(1 + t)
dt = − sin−1

(
2t− a+ 1

a+ 1

)
=

− sin−1

(
2 cosx− a+ 1

a+ 1

)
であり, π(2n−1) ≦ x ≦ 2πnの場合,

∫ √
1− cosx

a− cosx
dx =

∫ √
1− cos2 x√

(a− cosx)(1 + cosx)
dx =∫

− sinx√
(a− cosx)(1 + cosx)

dx =

∫
1√

(a− t)(1 + t)
dt = sin−1

(
2t− a+ 1

a+ 1

)
= sin−1

(
2 cosx− a+ 1

a+ 1

)
.

(63) cos4 x + sin4 x = (cos2 x + sin2 x)2 − 2 cos2 x sin2 x = 1 − 2 sin2 x + 2 sin4 x であり, t = sin2 x とおけば

cosx sinx dx =
1

2
dtだから

∫
cosx sinx

cos4 x+ sin4 x
dx =

∫
1

2(1− 2t+ 2t2)
dt =

1

4

∫
1(

t− 1
2

)2
+ 1

4

dt =
1

2
tan−1(2t− 1) =

1

2
tan−1(2 sin2 x− 1).

(64)

∫
tan−1 x dx = x tan−1 x− 1

2
log(x2 + 1) だから

∫
x(tan−1 x)2 dx =

∫ (
x2

2

)′

(tan−1 x)2 dx =

x2(tan−1 x)2

2
−
∫
x2 tan−1 x

1 + x2
dx =

x2(tan−1 x)2

2
−
∫ (

1− 1

1 + x2

)
tan−1 x dx =

x2(tan−1 x)2

2
−
∫

tan−1 x dx+

∫
tan−1 x

1 + x2
dx =

x2(tan−1 x)2

2
− x tan−1 x+

1

2
log(x2 + 1) +

(tan−1 x)2

2
.

2. (1)

∫ 1

0

2x log(x2 + 3x+ 2)dx =

∫ 1

0

(x2)′(log(x+ 1) + log(x+ 2))dx = [x2(log(x+ 1) + log(x+ 2)]10−∫ 1

0

x2((log(x+ 1) + log(x+ 2))′dx = log 6−
∫ 1

0

(
x2

x+ 1
+

x2

x+ 2

)
dx = log 6−

∫ 1

0

(
2x− 3 +

1

x+ 1
+

4

x+ 2

)
dx =

log 6− [x2 − 3x+ log(x+ 1) + 4 log(x+ 2)]10 = 2− 3 log 3 + 4 log 2
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(2) y = e3x とおくと x =
log y

3
だから dx =

1

3y
dy であり, x が 0 から log 2 まで動けば y は 1 から 8 まで動くた

め,

∫ log 2

0

1

1 + e3x
dx =

∫ 8

1

1

3y(1 + y)
dy =

∫ 8

1

1

3

(
1

y
− 1

1 + y

)
dy =

[
1

3
(log y − log(1 + y))

]8
1

=
1

3
(4 log 2− 2 log 3)

(3)

∫ λ

0

xn−1 sin−1(xn)dx =

∫ λ

0

(
xn

n

)′

sin−1(xn)dx =

[
xn

n
sin−1(xn)

]λ
0

−
∫ λ

0

xn

n
(sin−1(xn))′dx =

λn

n
sin−1(λn)−

∫ λ

0

nx2n−1

√
1− x2n

dx =
λn

n
sin−1(λn)−

[
−1

2

√
1− x2n

]λ
0

=
λn

n
sin−1(λn) +

1

2

√
1− λ2n − 1

2

(4)

∫ √
3

1

x3 tan−1 xdx =

∫ √
3

1

(
x4

4

)′

tan−1 xdx =

[
x4

4
tan−1 x

]√3

1

−
∫ √

3

1

x4

4
(tan−1 x)′dx =

11π

16
−
∫ √

3

1

x4

4(1 + x2)
dx =

11π

16
−
∫ √

3

1

1

4

(
x2 − 1 +

1

1 + x2

)
dx =

11π

16
−
[
1

4

(
x3

3
− x+ tan−1 x

)]√3

1

=
2π

3
− 1

6

(5) y = sinx とおくと cosxdx = dy であり, x が 0 から
π

6
まで動けば y は 0 から

1

2
まで動くため,∫ π

6

0

2− sinx+ sin2 x

cosx
dx =

∫ π
6

0

(2− sinx+ sin2 x) cosx

cos2 x
dx =

∫ 1
2

0

2− y + y2

1− y2
dy =

∫ 1
2

0

(
−1 +

3− y

1− y2

)
dy =∫ 1

2

0

(
−1 +

1

2

(
3

1 + y
+

3

1− y
− 2y

1− y2

))
dy =

[
−x+

1

2
(3 log(1 + y)− 3 log(1− y) + log(1− y2))

] 1
2

0

=

2 log 3− log 2− 1

2
(6) t = cosx とおくと, −dt = sinxdx であり, x が 0 から π

2 まで動けば t は 1 から 0 まで動くため,∫ π
2

0

sinx

1 + cosx
dx =

∫ 0

1

−1

1 + t
dx = [− log |1 + t|]01 = log 2.

(7) y = xn とおくと, xn−1dx =
1

n
dy であり, x が 0 から λ まで動けば y は 0 から λn まで動くため,∫ λ

0

xn−1 tan−1(xn)dx =
1

n

∫ λn

0

tan−1 ydy =
1

n

∫ λn

0

(y)′ tan−1 ydy =
1

n

[
y tan−1 y

]λn
0

− 1

n

∫ λn

0

y
(
tan−1 y

)′
dy =

λn

n
tan−1(λn)− 1

n

∫ λn

0

y

1 + y2
dy =

λn

n
tan−1(λn)− 1

2n
[log(1 + y2)]λ

n

0 =
λn

n
tan−1(λn)− log(1 + λ2n)

2n

(別解)部分積分を行ってから y = x2n とおいて置換積分を行う.

∫ λ

0

xn−1 tan−1(xn)dx =

∫ λ

0

(
xn

n

)′

tan−1(xn)dx =[
xn

n
tan−1(xn)

]λ
0

−
∫ λ

0

xn

n

(
tan−1(xn)

)′
dx =

λn

n
tan−1(λn)−

∫ λ

0

x2n−1

x2n + 1
dx =

λn

n
tan−1(λn)−

[
1

2n
log
(
1 + x2n

)]λ
0

=
λn

n
tan−1(λn)− log(1 + λ2n)

2n

(8)

∫ λ

0

x2 tan−1 xdx =

∫ λ

0

(
x3

3

)′

tan−1 xdx =

[
x3

3
tan−1 x

]λ
0

−
∫ λ

0

x3

3
(tan−1 x)′dx =

λ3 tan−1 λ

3
−
∫ λ

0

x3

3(1 + x2)
dx =

λ3 tan−1 λ

3
−
∫ λ

0

1

3

(
x− x

1 + x2

)
dx =

λ3 tan−1 λ

3
−
[
1

6
(x2 − log(1 + x2))

]λ
0

=

λ3 tan−1 λ

3
− λ2

6
+

log(1 + λ2)

6
(9) t = ex とおくと, exdx = dt であり, x が 0 から log λ まで動くとき, t は 1 から λ まで動くため,∫ log λ

0

ex log(e2x + 1)dx =

∫ λ

1

(t)′ log(t2 + 1)dt = [t log(t2 + 1)]λ1 −
∫ λ

1

(
2− 2

t2 + 1

)
dt =

λ log(λ2 + 1)− log 2−
[
2t− 2 tan−1 t

]λ
1
= λ3 − 2λ+ 2 tan−1 λ− log 2 +

π

2
+ 2

(10) x =
√
2 sin θ とおくと, dx =

√
2 cos θdθ であり, x が 0 から 1 まで動けば θ は 0 から

π

4
まで動くため,∫ 1

0

1√
2− x2

dx =

∫ π
4

0

√
2 cos θ√

2(1− sin2 θ)
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4
.

(11) t = ex とおくと, x = log t, dx =
1

t
dt であり, x が 0 から log

√
3 まで動けば t は 1 から

√
3 まで動くため,
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∫ log
√
3

0

dx

ex + e3x
=

∫ √
3

1

dt

t2(t2 + 1)
=

∫ √
3

1

(
1

t2
− 1

t2 + 1

)
dt =

[
−1

t
− tan−1 t

]√3

1

= 1− 1√
3
− π

12

(12)

∫ 1

0

2x tan−1 xdx =

∫ 1

0

(x2)′ tan−1 xdx =
[
x2 tan−1 x

]1
0
−
∫ 1

0

x2(tan−1 x)′dx =
π

4
−
∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

π

4
−
∫ 1

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx =

π

4
−
∫ 1

0

dx+

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

2
− 1 ((1)より)

(13)

∫ 1

0

(2− 6x2) sin−1 xdx =
[
(2x− 2x3) sin−1 x

]1
0
−
∫ 1

0

2x− 2x3√
1− x2

dx = −
∫ 1

0

2x
√
1− x2dx t = x2 とおくと

dt = 2xdxであり, xが 0から 1まで動けば tも 0から 1まで動くため, (上式)=−
∫ 1

0

√
1− tdx=

[
2

3
(1− t)

2
3

]1
0

= −2

3
.

(14) x =
√
3 tan θ とおくと, dx =

√
3

cos2 θ
dθ であり, x が 0 から 1 まで動けば θ は 0 から

π

6
まで動くため,∫ 1

0

1

x2 + 3
dx =

∫ π
6

0

√
3

3(1 + tan2 θ) cos2 θ
dθ =

∫ π
6

0

√
3

3
dθ =

√
3π

18
.

(15)

∫ 2

1

x(2x− 3)5dx =

∫ 2

1

x

(
1

12
(2x− 3)6

)′

dx =
[ x
12

(2x− 3)6
]2
1
−
∫ 2

1

x′

12
(2x− 3)6dx =

1

12
−
∫ 2

1

1

12
(2x− 3)6dx =

1

12
−
[

1

168
(2x− 3)7

]2
1

dx =
1

14

(16) t =
√
1 + x とおくと, x = t2 − 1,

dx√
1 + x

= 2dt であり, x が 0 から 3 まで動けば t は 1 から 2 まで動くた

め,

∫ 3

0

x2√
1 + x

dx =

∫ 2

1

2(t2 − 1)2dt =

∫ 2

1

(2t4 − 4t2 + 2)dt =

[
2t5

5
− 4t3

3
+ 2t

]2
1

=
76

15
(17) t = x− 2 とおくと, dx = dt であり, x が 3 から 4 まで動けば t は 1 から 2 まで動くため,∫ 4

3

(x− 2) log(x3 − 2x2)dx =

∫ 2

1

t log(t(t+ 2)2)dt =

∫ 2

1

(
t2

2

)′

(log t+ 2 log(t+ 2))dt =

[
t2

2
(log t+ 2 log(t+ 2))

]2
1

−
∫ 2

1

t2

2
(log t+ 2 log(t+ 2))′dt = 10 log 2− log 3−

∫ 2

1

(
t

2
+

t2

t+ 2

)
dt =

10 log 2− log 3−
∫ 2

1

(
3t

2
− 2 +

4

t+ 2

)
dt = 10 log 2− log 3−

[
3t2

4
− 2t+ 4 log(t+ 2)

]2
1

= 2 log 2 + 3 log 3− 1

4

(18) t = x2 とおくと, xdx =
1

2
dt であり, x が 0 から 2 まで動けば t は 0 から 4 まで動くため,

∫ 2

0

x5ex
2

dx =∫ 4

0

t2

2
etdt =

∫ 4

0

t2

2
(et)′dt =

[
t2

2
et
]4
0

−
∫ 4

0

(
t2

2

)′

etdt = 8e4 −
∫ 4

0

tetdt = 8e4 −
∫ 4

0

t(et)′dt =

8e4 − [tet]40 +

∫ 4

0

(t)′etdt = 4e4 +

∫ 4

0

etdt = 4e4 + [et]40 = 5e4 − 1

(19) x = sin θ とおくと, dx = cos θdθ であり, x が
1

2
から 1 まで動けば θ は

π

6
から

π

2
まで動くため,∫ 1

1
2

sin−1 x

x2
dx =

∫ π
2

π
6

θ cos θ

sin2 θ
dθ =

∫ π
2

π
6

θ

(
− 1

sin θ

)′

dθ =

[
− θ

sin θ

]π
2

π
6

+

∫ π
2

π
6

(θ)′

sin θ
dθ = −π

6
+

∫ π
2

π
6

1

sin θ
dθ =

−π
6
+

[
1

2
log

1− cos θ

1 + cos θ

]π
2

π
6

= −π
6
+

1

2
log

2 +
√
3

2−
√
3
= −π

6
+ log

(
2 +

√
3
)
(教科書の例題 3.12の結果を用いた)

(20) t = tanx とおくと, dx =
dt

1 + t2
であり, x が

π

6
から

π

4
まで動けば t は

1√
3
から 1 まで動くため,∫ π

4

π
6

tan2 xdx =

∫ 1

1√
3

t2

1 + t2
dt =

∫ 1

1√
3

(
1− 1

1 + t2

)
dt = [t− tan−1 t]11√

3

= 1− π

12
− 1√

3

(21)

∫ 1

0

3x2 log(1 + x2)dx =

∫ 1

0

(x3)′ log(1 + x2)dx = [x3 log(1 + x2)]10 −
∫ 1

0

2x4

1 + x2
dx =

log 2− 2

∫ 1

0

(
x2 − 1 +

1

1 + x2

)
dx = log 2− 2

[
x3

3
− x+ tan−1 x

]1
0

= log 2 +
4

3
− π

2

(22) t = cosx とおくと, sinxdx = dt であり, x が 0 から
π

3
まで動けば t は 1 から

1

2
まで動くため,
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∫ π
3

0

sin5 xdx =

∫ π
3

0

(1− cos2 x)2 sinxdx = −
∫ 1

2

1

(1− t2)2dt =

∫ 1

1
2

(1− 2t2 + t4)dt =

[
t− 2t3

3
+
t5

5

]1
1
2

=
53

480

(23)

∫ π
3

0

x

cos2 x
dx =

∫ π
3

0

x(tanx)′dx = [x tanx]
π
3
0 −

∫ π
3

0

(x)′ tanxdx =
π√
3
−
∫ π

3

0

tanxdx =
π√
3
+ [log cosx]

π
3
0

=
π√
3
− log 2

(24)

∫ π
4

0

x2 cos 2xdx =

∫ π
4

0

x2
(
sin 2x

2

)′

dx =

[
x2 sin 2x

2

]π
4

0

−
∫ π

4

0

(x2)′
sin 2x

2
dx =

π2

32
−
∫ π

4

0

x sin 2xdx =

π2

32
−
∫ π

4

0

x

(
−cos 2x

2

)′

dx =
π2

32
+

[
x cos 2x

2

]π
4

0

−
∫ π

4

0

(x)′
cos 2x

2
dx =

π2

32
−
∫ π

4

0

cos 2x

2
dx =

π2

32
−
[
sin 2x

4

]π
4

0

=

π2

32
− 1

4
(25) t = ex とおくと, exdx = dt であり, x が 0 から 1 まで動くとき, t は 1 から e まで動くため,∫ 1

0

e2x log(ex + 1)dx =

∫ e

1

t log(t+ 1)dt =

[
t2

2
log(t+ 1)

]e
1

−
∫ e

1

t2

2(t+ 1)
dt =

e2

2
log(e+ 1)− 1

2
log 2−∫ e

1

(
t− 1

2
+

1

2(t+ 1)

)
dt =

e2

2
log(e+ 1)− 1

2
log 2−

[
t2 − 2t

4
+

1

2
log(t+ 1)

]e
1

=
e2 − 1

2
log(e+ 1)− (e− 1)2

4

(26)

∫ 1

0

x3 tan−1 xdx =

∫ 1

0

(
x4

4

)′

tan−1 xdx =

[
x4

4
tan−1 x

]1
0

−
∫ 1

0

x4

4(x2 + 1)
dx =

π

16
− 1

4

∫ 1

0

(
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx =

π

16
− 1

4

[
x3

3
− x+ tan−1 x

]1
0

=
1

6

(27)

∫ π

0

e−x sin
x

3
dx =

∫ π

0

(−e−x)′ sin x
3
dx =

[
−e−x sin x

3

]π
0
+

∫ π

0

e−x
(
sin

x

3

)′
dx = −

√
3e−π

2
+∫ π

0

e−x

3
cos

x

3
dx = −

√
3e−π

2
+

∫ π

0

(−e−x)′

3
cos

x

3
dx = −

√
3e−π

2
+

[
−e

−x

3
cos

x

3

]π
0

+

∫ π

0

e−x

3

(
cos

x

3

)′
dx =

−
√
3e−π

2
− e−π

6
+

1

3
− 1

9

∫ π

0

e−x sin
x

3
dx より

10

9

∫ π

0

e−x sin
x

3
dx =

1

6

(
2−

(
3
√
3 + 1

)
e−π

)
である. 従って∫ π

0

e−x sin
x

3
dx =

3

20

(
2−

(
3
√
3 + 1

)
e−π

)
(28)

∫ 1

0

x2 sin−1 xdx =

∫ 1

0

(
x3

3

)′

sin−1 xdx =

[
x3

3
sin−1 x

]1
0

−
∫ 1

0

x3

3
√
1− x2

dx. t = 1 − x2 とおくと, dt =

−2xdx であり x が 0 から 1 まで動けば t は 1 から 0 まで動くため,

∫ 1

0

x3

3
√
1− x2

dx =

∫ 0

1

t− 1

6
√
t
dt =∫ 1

0

(
1

6
√
t
−

√
t

6

)
dt =

[√
t

3
− t

√
t

9

]1
0

=
2

9
である. 従って上式から,

∫ 1

0

x2 sin−1 xdx =
π

6
− 2

9
.

(29) t = log x とおくと, dt =
1

x
dx であり x が e

π
2 から eπ まで動けば t は

π

2
から π まで動くため,∫ eπ

e
π
2

(log x) sin(log x)

x
dx =

∫ π

π
2

t(− cos t)′dt = [−t cos t]ππ
2
+

∫ π

π
2

cos tdt = π + [sin t]ππ
2
= π − 1

(30) t = ex とおくと, exdx = dtであり, xが 0から 1まで動くとき, tは 1から eまで動くため,

∫ 1

0

ex tan−1(ex)dx =∫ e

1

(t)′tan−1 tdt = [t tan−1t]e1 −
∫ e

1

t

1 + t2
dt = e tan−1e− π

4
−
[
log(1 + t2)

2

]e
1

= e tan−1e− π

4
− log(1 + e2)

2
− log 2

2

(31) t = log x とおくと, dt =
1

x
dx であり x が 1 から e まで動けば t は 0 から 1 まで動くため,∫ e

1

1

x
sin−1(log x)dx =

∫ 1

0

(t)′ sin−1 t dt = [t sin−1 t]10 −
∫ 1

0

t√
1− t2

dt =
π

2
−
[
−
√
1− t2

]1
0
=
π

2
− 1

(32)

∫ √
π

0

2x sin(x2)dx = [− cos(x2)]
√
π

0 = 2

(33) t = sin−1 x とおくと, dt =
1√

1− x2
dx であり x が 0 から sinα まで動けば t は 0 から α まで動くため,
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∫ sinα

0

tan−1(sin−1 x)√
1− x2

dx =

∫ α

0

(t)′ tan−1 t dt = [t tan−1 t]α0 −
∫ α

0

t

1 + t2
dt = α tan−1 α− 1

2
[log(1 + t2)]α0 =

α tan−1 α− 1

2
log(1 + α2)

(34) t = ex とおくと, exdx = dt であり, x が 0 から log
π

2
まで動くとき, t は 1 から

π

2
まで動くため,∫ log π2

0

ex cos(ex) dx =

∫ π
2

1

cos t dt = [sin t]
π
2
1 = 1− sin 1

(35) t = ex とおくと, exdx = dt であり, x が log
π

2
から log π まで動くとき, t は

π

2
から π まで動くため,∫ log π

log π2

e2x sin(ex) dx =

∫ π

π
2

t(− cos t)′ dt = [−t cos t]ππ
2
+

∫ π

π
2

cos t dt = π + [sin t]ππ
2
= π − 1

(36) t = log x とおくと, dt =
1

x
dx であり x が 1 から e

π
2 まで動けば t は 0 から

π

2
まで動くため,∫ e

π
2

1

sin(log x)

x
dx =

∫ π
2

0

sin t dt = 1

3. (1) lim
n→∞

n∑
k=1

kp−1(akp + bnp)q

np(q+1)
= lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)p−1(
a

(
k

n

)p
+ b

)q
1

n
=

∫ 1

0

xp−1(axp + b)qdx · · · (∗). q ̸= −1 な

らば (∗) =
[
(axp + b)q+1

ap(q + 1)

]1
0

=
(a+ b)q+1 − bq+1

ap(q + 1)
. q = −1 ならば (∗) =

[
log |b+ axp|

ap

]1
0

=
log |a+ b| − log |b|

ap
.

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

1√
a2n2 − k2

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

n

1√
a2 −

(
k
n

)2 =

∫ 1

0

1√
a2 − x2

dx =
[
sin−1 x

a

]1
0
= sin−1 1

a

(3) lim
n→∞

n∑
k=1

km(n2 − k2)
l
2

nm+l+1
= lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)m(
1−

(
k

n

)2
) l

2
1

n
=

∫ 1

0

xm(1− x2)
l
2 dx. x = sin θとおくと, dx =

cos θdθ であり, x が 0 から 1 まで動けば θ は 0 から
π

2
まで動くため,

∫ 1

0

xm(1− x2)
l
2 dx =

∫ π
2

0

sinm θ cosl+1 θ dθ

である. 従って, l が奇数で m が偶数ならば, 求める極限値は
l!!(m− 1)!!

(m+ l + 1)!!

π

2
であり, l が偶数または m が奇数なら

ば, 求める極限値は
l!!(m− 1)!!

(m+ l + 1)!!
である.

(4) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
tan

(
kπ

4n

)
=

∫ 1

0

tan
(πx

4

)
dx =

[
− 4

π
log
(
cos
(πx

4

))]1
0

=
2 log 2

π

(5) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
tan−1

(
1 +

k

n

)
=

∫ 2

1

tan−1 xdx =
[
x tan−1 x

]2
1
−
∫ 2

1

x

1 + x2
dx =

2 tan−1 2− π

4
−
[
1

2
log(1 + x2)

]2
1

= 2 tan−1 2− π

4
− log 5

2
+

log 2

2

(6) lim
n→∞

qn∑
k=pn+1

1

k
= lim
n→∞

n(q−p)∑
i=1

1

np+ i
= lim
n→∞

n(q−p)∑
i=1

1

p+ i
n

1

n
=

∫ q

p

1

x
dx = [log x]qp = log

q

p

(7) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
log

(
1 +

k

n

)
=

∫ 1

0

log(1 + x)dx =

∫ 1

0

(1 + x)′ log(1 + x)dx =

[(1 + x) log(1 + x)]10 −
∫ 1

0

(1 + x)(log(1 + x))′dx = 2 log 2−
∫ 1

0

dx = 2 log 2− 1

(8) lim
n→∞

n∑
k=1

nm−1

(n2 + k2)
m
2

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

n

1(
1 +

(
k
n

)2)m2 =

∫ 1

0

1

(1 + x2)
m
2
dx · · · (∗). x = tan θとおくと, xが 0から

1まで動けば θ は 0から
π

4
まで動き, dx =

1

cos2 θ
dθ だから,問題 6の記号を用いれば (∗) =

∫ π
4

0

cosm−2 θ dθ = Im−2
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である. 従って問題 6の結果から lim
n→∞

n∑
k=1

nm−1

(n2 + k2)
m
2
は以下で与えられる.

lim
n→∞

n∑
k=1

nm−1

(n2 + k2)
m
2

=



(2l − 1)!!

(2l)!!

(
π

4
+

l∑
i=1

(i− 1)!

2(2i− 1)!!

)
m = 2l + 2 (l ≧ 0)

(2l)!!

(2l + 1)!!

(
1√
2
+

l∑
i=1

(2i− 1)!!

4ii!
√
2

)
m = 2l + 3 (l ≧ 0)

(2l − 2)!!

(2l − 1)!!

l∑
i=1

(2i− 3)!!

(i− 1)!
m = −2l + 2 (l ≧ 1)

(2l − 1)!!

(2l)!!

(
log
(
1 +

√
2
)
+

l∑
i=1

4i−1
√
2(i− 1)!

(2i− 1)!!

)
m = −2l + 1 (l ≧ 0)

4. 部分積分法を用いる.

(1) I0 =

∫
eaxdx =

1

a
eax, In =

∫
xn
(
1

a
eax
)′

dx =
1

a
xneax −

∫
n

a
xn−1eaxdx =

1

a
xneax − n

a
In−1

(2) I0 = x, I1 =

∫
(x)′ sin−1 x dx = x sin−1 x−

∫
x√

1− x2
dx = x sin−1 x+

√
1− x2,

In =

∫
(x)′(sin−1 x)ndx = x(sin−1 x)n −

∫
x
(
(sin−1 x)n

)′
dx = x(sin−1 x)n −

∫
x
n(sin−1 x)n−1

√
1− x2

dx

= x(sin−1 x)n +

∫ (√
1− x2

)′
n(sin−1 x)n−1dx

= x(sin−1 x)n + n
√
1− x2(sin−1 x)n−1 − n

∫
(n− 1)(sin−1 x)n−2dx

= x(sin−1 x)n + n
√
1− x2(sin−1 x)n−1 − n(n− 1)In−2

(3) I0 =

∫
xm dx =

xm+1

m+ 1
,

In =

∫ (
xm+1

m+ 1

)′

(log x)n dx =
xm+1(log x)n

m+ 1
−
∫
nxm(log x)n−1

m+ 1
dx =

xm+1(log x)n

m+ 1
− n

m+ 1
In−1

(4) I0 =

∫
1 dx = x, I1 =

∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx =

∫
1

2

(
sinx

1− cosx
+

sinx

1 + cosx

)
dx =

1

2
(log(1− cosx)− log(1 + cosx)) =

1

2
log

1− cosx

1 + cosx
= log

∣∣∣tan x
2

∣∣∣.
In−2 =

∫
1

sinn−2 x
dx =

∫
(− cosx)′

sinn−1 x
dx = − cosx

sinn−1 x
−
∫

(n− 1) cos2 x

sinn x
dx

= − cosx

sinn−1 x
−
∫

(n− 1)(1− sin2 x)

sinn x
dx = − cosx

sinn−1 x
− (n− 1)

∫
1

sinn x
dx+ (n− 1)

∫
1

sinn−2 x
dx

だから In−2 = − cosx

sinn−1 x
− (n−1)In+(n−1)In−2 である. 従って In =

n− 2

n− 1
In−2−

cosx

(n− 1) sinn−1 x
が得られる.

(5) I0 =

∫
1 dx = x, I1 =

∫
sinx

cosx
dx = − log | cosx|. n ≧ 2 の場合, tan2 x =

1

cos2 x
− 1 = (tanx)′ − 1 より

In =

∫
tan2 x tann−2 x dx =

∫
(tanx)′ tann−2 x dx−

∫
tann−2 x dx

= tann−1 x−
∫

(n− 2) tann−2 x

cos2 x
dx− In−2 = tann−1 x− (n− 2)

∫
tann−2 x(1 + tan2 x) dx− In−2

= tann−1 x− (n− 2)In − (n− 1)In−2

である. 従って In =
tann−1 x

n− 1
− In−2 である.
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5. In =

∫
xn(− cosx)′dx = −xn cosx+

∫
nxn−1 cosxdx = −xn cosx+ nJn−1,

Jn =

∫
xn(sinx)′dx = xn sinx−

∫
nxn−1 sinxdx = xn sinx− nIn−1 より

In = −xn cosx+ nJn−1

Jn = xn sinx− nIn−1

故に In−1 = −xn−1 cosx+ (n− 1)Jn−2, Jn−1 = xn−1 sinx− (n− 1)In−2 だから

In = −xn cosx+ nxn−1 sinx− n(n− 1)In−2, Jn = xn sinx+ nxn−1 cosx− n(n− 1)Jn−2.

n < −1 のとき In =

∫ (
xn+1

n+ 1

)′

sinxdx =
xn+1

n+ 1
sinx−

∫
xn+1

n+ 1
cosxdx =

xn+1

n+ 1
sinx− Jn+1

n+ 1
,

Jn =

∫ (
xn+1

n+ 1

)′

cosxdx =
xn+1

n+ 1
cosx+

∫
xn+1

n+ 1
sinxdx =

xn+1

n+ 1
cosx+

In+1

n+ 1
より

In =
xn+1

n+ 1
sinx− Jn+1

n+ 1

Jn =
xn+1

n+ 1
cosx+

In+1

n+ 1

故に In+1 =
xn+2

n+ 2
sinx− Jn+2

n+ 2
, Jn+1 =

xn+2 cosx

n+ 2
+
In+2

n+ 2
だから

In =
xn+1 sinx

n+ 1
− xn+2 cosx

(n+ 1)(n+ 2)
− In+2

(n+ 1)(n+ 2)
, Jn =

xn+1 cosx

n+ 1
+

xn+2 sinx

(n+ 1)(n+ 2)
− Jn+2

(n+ 1)(n+ 2)
.

6. I0 = J0 = λ, I1 =

∫ λ

0

cosx dx = sinλ, J1 =

∫ λ

0

sinx dx = 1− cosλ であり,

I−1 =

∫ λ

0

cosx

1− sin2 x
dx =

1

2
[log(1 + sinx)− log(1− sinx)]

λ
0 = log

1 + sinλ

cosλ

I−2 =

∫ λ

0

1

cos2 x
dx = [tanx]λ0 = tanλ

n ̸= 0,±1, k ≧ 2 とする. cosn x = (sinx)′ cosn−1 x, sink x = (− cosx)′ sink−1 x として, 部分積分を行う.

In = [sinx cosn−1 x]λ0 + (n− 1)

∫ λ

0

sin2 x cosn−2 x dx = sinλ cosn−1λ+ (n− 1)

∫ λ

0

(1− cos2 x) cosn−2 x dx

= sinλ cosn−1λ+ (n− 1)(In−2 − In)

Jk = [− cosx sink−1 x]λ0 + (k − 1)

∫ λ

0

cos2 x sink−2 x dx = − cosλ sink−1λ+ (k − 1)

∫ λ

0

(1− cos2 x) cosk−2 x dx

= − cosλ sink−1λ+ (k − 1)(Jk−2 − Jk)

より nIn = (n−1)In−2+sinλ cosn−1λ, kJk = (k−1)Jk−2− cosλ sink−1λ だから In =
n− 1

n
In−2+

sinλ cosn−1λ

n
,

Jk =
k − 1

k
Jk−2 −

cosλ sink−1λ

k
であり, In =

n+ 2

n+ 1
In+2 −

sinλ cosn+1λ

n+ 1
が成り立つ. 従って, 以下の漸化式が得

られる.

I2n =
2n− 1

2n
I2(n−1) +

sinλ cos2n−1λ

2n
I2n+1 =

2n

2n+ 1
I2n−1 +

sinλ cos2nλ

2n+ 1

I−2n =
2n− 2

2n− 1
I−2(n−1) +

sinλ

(2n− 1) cos2n−1λ
I−2n−1 =

2n− 1

2n
I−2n+1 +

sinλ

2n cos2nλ

J2k =
2k − 1

2k
J2(k−1) −

cosλ sin2k−1λ

2k
J2k+1 =

2k

2k + 1
J2k−1 −

cosλ sin2kλ

2k + 1

そこで xn=
(2n)!!

(2n− 1)!!
I2n, yn=

(2n+ 1)!!

(2n)!!
I2n+1, zn=

(2n− 1)!!

(2n− 2)!!
I−2n, wn=

(2n)!!

(2n− 1)!!
I−2n−1, uk=

(2k)!!

(2k − 1)!!
J2k,

vk=
(2k + 1)!!

(2k)!!
J2k+1, とおけば, 上式から {xn}∞n=0, {yn}∞n=0, {zn}∞n=0, {wn}∞n=0, {un}∞n=0, {vn}∞n=0 はそれぞれ次

の漸化式をみたす.
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xn = xn−1 +
(2n− 2)!! sinλ cos2n−1λ

(2n− 1)!!
yn = yn−1 +

(2n− 1)!! sinλ cos2nλ

(2n)!!

zn = zn−1 +
(2n− 3)!! sinλ

(2n− 2)!! cos2n−1λ
wn = wn−1 +

(2n− 2)!! sinλ

(2n− 1)!! cos2nλ

un = un−1 −
(2n− 2)!! cosλ sin2n−1λ

(2n− 1)!!
vn = vn−1 −

(2n− 1)!! cosλ sin2nλ

(2n)!!

さらに x0 = I0 = λ, y0 = I1 = sinλ, z1 = I−2 = tanλ, w0 = I−1 = log
1 + sinλ

cosλ
, u0 = J0 = λ, v0 = J1 = 1− cosλ

だから, n ≧ 1 に対して以下の等式が成り立つ. ただし (−1)!! = 1 とする.

xn = λ+
n∑
i=1

(2i− 2)!! sinλ cos2i−1λ

(2i− 1)!!
yn = sinλ+

n∑
i=1

(2i− 1)!! sinλ cos2iλ

(2i)!!

zn = tanλ+
n∑
i=2

(2i− 3)!! sinλ

(2i− 2)!! cos2i−1λ
wn = log

1 + sinλ

cosλ
+

n∑
i=1

(2i− 2)!! sinλ

(2i− 1)!! cos2iλ

un = λ−
n∑
i=1

(2i− 2)!!µ2i−1

(2i− 1)!!(1 + µ2)i
vn = 1− cosλ−

n∑
i=1

(2i− 1)!!µ2i

(2i)!!(1 + µ2)i+
1
2

従って n ≧ 1 に対して I2n, I2n+1, I−2n, I−2n−1, J2n, J2n+1 は以下の式で与えられる.

I2n =
(2n− 1)!!

(2n)!!

(
λ+

n∑
i=1

(2i− 2)!! sinλ cos2i−1λ

(2i− 1)!!

)
I2n+1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!

(
sinλ+

n∑
i=1

(2i− 1)!! sinλ cos2iλ

(2i)!!

)
I−2n =

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!

(
tanλ+

n∑
i=2

(2i− 3)!! sinλ

(2i− 2)!! cos2i−1λ

)
I−2n−1 =

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
log

1 + sinλ

cosλ
+

n∑
i=1

(2i− 2)!! sinλ

(2i− 1)!! cos2iλ

)
J2n =

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
λ−

n∑
i=1

(2i− 2)!! cosλ sin2i−1λ

(2i− 1)!!

)
J2n+1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!

(
1− cosλ−

n∑
i=1

(2i− 1)!! cosλ sin2iλ

(2i)!!

)

7. A, Bをそれぞれx軸上の点 (−r, 0), (0, r)とし,半円の弧が上半平面にあるとき, Pk の座標は
(
r cos

πk

n
, r sin

πk

n

)
で与えられる. このとき Sk = r2 sin

πk

n
だから

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Sk = lim
n→∞

n∑
k=1

r2 sin
πk

n

1

n
=

∫ 1

0

r2 sin(πx) dx =

[
−r

2

π
cos(πx)

]1
0

=
2r2

π
.

8. (1)
n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n であり, この両辺の 0から 1までの積分は

∫ 1

0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
xk

)
dx =

n∑
k=0

(
n

k

)∫ 1

0

xk dx =

n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
,

∫ 1

0

(1 + x)n dx =

[
(1 + x)n+1

n+ 1

]1
0

=
2n+1 − 1

n+ 1

だから,

(
n

0

)
+

1

2

(
n

1

)
+

1

3

(
n

2

)
+ · · ·+ 1

n+ 1

(
n

n

)
=

2n+1 − 1

n+ 1
が得られる.

(2) 初項が 1, 公比が 1− x で項数が n の等比数列の和は
n∑
k=1

(1− x)k−1 =
1− (1− x)n

x
であり, 2項定理により

1− (1− x)n

x
= −

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
xk−1 =

n∑
k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
xk−1 だから,

n∑
k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
xk−1 =

n∑
k=1

(1− x)k−1 が成

り立つ. この両辺の 0から 1までの積分は∫ 1

0

(
n∑
k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
xk−1

)
dx =

n∑
k=1

(−1)k−1

(
n

k

)∫ 1

0

xk−1 dx =

n∑
k=1

(−1)k−1 1

k

(
n

k

)
∫ 1

0

(
n∑
k=1

(1− x)k−1

)
dx =

n∑
k=1

∫ 1

0

(1− x)k−1 dx =

n∑
k=1

[
− (1− x)k

k

]1
0

=

n∑
k=1

1

k

だから,

(
n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1

3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1 1

n

(
n

n

)
= 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
が得られる.
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9. f の c における連続性から, c ̸= a ならば 0 < δ ≦ c − a で, 条件「c − δ ≦ x ≦ c ならば f(x) ≧ f(c)

2
」を満た

すものが存在する. 従って
∫ c

c−δ
f(x) dx ≧

∫ c

c−δ

f(c)

2
である. また, すべての x ∈ [a, b] に対して f(x) ≧ 0 だから,∫ c−δ

a

f(x) dx と
∫ b

c

f(x) dx はともに 0以上である. 故

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c−δ

a

f(x) dx+

∫ c

c−δ
f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx ≧ 0 +

∫ c

c−δ

f(c)

2
+ 0 =

δf(c)

2
> 0

が成り立つ. c = aの場合は, f の aにおける連続性から, 0 < δ ≦ b−aで,条件「a ≦ x ≦ a+δならば f(x) ≧ f(a)

2
」を

満たすものが存在する. 従って
∫ a+δ

a

f(x) dx ≧
∫ a+δ

a

f(a)

2
である. また,すべての x ∈ [a, b]に対して f(x) ≧ 0だか

ら,

∫ b

a+δ

f(x) dx は 0以上である. 故に
∫ b

a

f(x) dx =

∫ a+δ

a

f(x) dx+

∫ b

a+δ

f(x) dx ≧
∫ a+δ

a

f(a)

2
+ 0 =

δf(a)

2
> 0

が成り立つ.

10. (1) k − 1 < x < k ならば
√
k − 1 <

√
x <

√
k であり, k − 1 < x < k ならば

√
k − 1 <

√
x <

√
k だから, 問題

9の結果から
∫ k

k−1

√
k − 1 dx <

∫ k

k−1

√
x dx <

∫ k

k−1

√
k dx が成り立つ.

∫ k

k−1

√
k − 1 dx =

√
k − 1,

∫ k

k−1

√
x dx =

2

3

(
k
√
k − (k − 1)

√
k − 1

)
,

∫ k

k−1

√
k dx =

√
k

だから, 上の不等式から
√
k − 1 <

2

3

(
k
√
k − (k − 1)

√
k − 1

)
と

2

3

(√
k −

√
k − 1

)
<

√
k が得られる. 前者の不

等式の k を k + 1 で置き換えれば
√
k <

2

3

(
(k + 1)

√
k + 1− k

√
k
)
が得られ, これに k = 1, 2, . . . , n を代入し

て辺々加えれば
n∑
k=1

√
k <

n∑
k=1

2

3

(
(k + 1)

√
k + 1− k

√
k
)
=

2

3

(
(n+ 1)

√
n+ 1− 1

)
が得られる. また, 後者の不

等式に k = 1, 2, . . . , n を代入して辺々加えれば
2

3
n
√
n =

n∑
k=1

2

3

(√
k −

√
k − 1

)
<

n∑
k=1

√
k が得られる. 以上から

2

3
n
√
n <

n∑
k=1

√
k <

2

3

(
(n+ 1)

√
n+ 1− 1

)
である.

(2) k − 1 ≦ x ≦ k ならば
1√
k
≦ 1√

x
≦ 1√

k − 1
であり k − 1 < x < k ならば

1√
k
<

1√
x
<

1√
k − 1

だから, 問

題 9の結果から
∫ k

k−1

1√
k
dx <

∫ k

k−1

1√
x
dx <

∫ k

k−1

1√
k − 1

dx が成り立つ.

∫ k

k−1

1√
k
dx =

1√
k
,

∫ k

k−1

1√
x
dx = 2

(√
k −

√
k − 1

)
,

∫ k

k−1

1√
k − 1

dx =
1√
k − 1

だから, 上の不等式から
1√
k
< 2

(√
k −

√
k − 1

)
と 2

(√
k −

√
k − 1

)
<

1√
k − 1

が得られる. 前者の不等式に

k = 2, . . . , n を代入して辺々加えれば
n∑
k=2

1√
k
<

n∑
k=2

2
(√

k −
√
k − 1

)
= 2

√
n − 2 が得られ, この両辺に 1を加え

て,
n∑
k=1

1√
k
< 2

√
n − 1 を得る. また, 後者の不等式の k を k + 1 で置き換えれば 2

(√
k + 1−

√
k
)
<

1√
k
が得ら

れ, これに k = 1, 2, . . . , n を代入して辺々加えれば 2
(√
n+ 1− 1

)
=

n∑
k=1

2
(√

k + 1−
√
k
)
<

n∑
k=1

1√
k
が得られる.

以上から 2
(√
n+ 1− 1

)
<

n∑
k=1

1√
k
< 2

√
n− 1 である.

(3) n > 2より 0 ≦ x ≦ 1ならば 1 ≦
√
1 + xn ≦

√
1 + x2だから

1√
1 + x2

≦ 1√
1 + xn

≦ 1であり, x ̸= 0, 1のとき,

1√
1 + x2

<
1√

1 + xn
< 1 が成り立つため, 問題 9により

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx <

∫ 1

0

1√
1 + xn

dx <

∫ 1

0

1 dx = 1 である.
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一方
∫ 1

0

1√
1 + x2

dx =
[
log
(
x+

√
1 + x2

)]1
0
= log

(
1 +

√
2
)
が成り立つため, log

(
1 +

√
2
)
<

∫ 1

0

1√
1 + xn

dx < 1

が得られる.

(4) n > 2 より, 0 ≦ x ≦ 1

2
ならば

√
1− x2 ≦

√
1− xn ≦ 1 だから 1 ≦ 1√

1− xn
≦ 1√

1− x2
であり, x ̸= 0 の

とき, 1 <
1√

1− xn
<

1√
1− x2

が成り立つため, 問題 9により
1

2
=

∫ 1
2

0

1 dx <

∫ 1
2

0

1√
1− xn

dx <

∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx

である. 一方
∫ 1

2

0

1√
1− x2

dx =
[
sin−1 x

] 1
2

0
=
π

6
が成り立つため,

1

2
<

∫ 1
2

0

1√
1− xn

dx <
π

6
が得られる.

(5) 0 ≦ x ≦ π

2
ならば

2

π
x ≦ sinx ≦ x だから, e−x ≦ e− sin x ≦ e−

2
π x が成り立つ. また, x ̸= 0,

π

2
ならば

sinx ̸= x,
2

π
x だから, e− sin x ̸= e−x, e−

2
π x である. 従って問題 9より

∫ π
2

0

e−x dx <

∫ π
2

0

e− sin x dx <

∫ π
2

0

e−
2
π x dx

が得られる. 一方
∫ π

2

0

e−x dx =
[
−e−x

]π
2

0
= 1− e−

π
2 > 1− 1

e
,

∫ π
2

0

e−
2
π x dx =

[
−π
2
e−

2
π x
]π

2

0
=
π

2

(
1− 1

e

)
だから

1− 1

e
<

∫ π
2

0

e− sin xdx <
π

2

(
1− 1

e

)
が得られる.

(6) テイラーの定理から sinx = x− x3

6
+

cos θx

5!
x5 を満たす 0 < θ < 1 がある. 0 < x ≦ π

2
ならば

cos θx

5!
x5 > 0

だから, 上式から sinx > x− x3

6
が得られ,

sinx

x
> 1− x2

6
が成り立つことがわかる. f : R → R を f(0) = 1, x ̸= 0

ならば f(x) =
sinx

x
で定めれば, f は原点で連続であり, 上のことから 0 ≦ x ≦ π

2
ならば f(x) > 1− x2

6
が成り立

つ. 従って問題 9より
∫ π

2

0

sinx

x
dx =

∫ π
2

0

f(x) dx >

∫ π
2

0

(
1− x2

6

)
dx =

π

2
− π3

144
が得られる. 一方, x > 0 ならば

sinx < x だから f(x) < 1 となり, 問題 9より
∫ π

2

0

sinx

x
dx =

∫ π
2

0

f(x) dx <

∫ π
2

0

1 dx =
π

2
である.

11. f は単調減少関数だから k ≦ x ≦ k + 1 ならば f(k + 1) ≦ f(x) ≦ f(k) である. 従って次の不等式が成り立つ.

f(k + 1) =

∫ k+1

k

f(k) dx ≦
∫ k+1

k

f(x) dx ≦
∫ k+1

k

f(k) dx = f(k)

an =

n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx とおけば, 上の不等式から ak+1 − ak = f(k + 1)−
∫ k+1

k

f(x)dx ≦ 0 だから, {an}∞n=1

は単調減少数列である. 上の不等式の中央の辺と右辺に k = 1, 2, . . . , n−1を代入して加えれば
∫ n

1

f(x) dx ≦
n∑
k=1

f(k)

が得られるため, an ≧ 0 で, {an}∞n=1 は下に有界である. 故に {an}∞n=1 は収束する.

12. g がつねに値が 0 である定数値関数ならば任意の c ∈ [a, b] に対して
∫ b

a

f(x)g(x) dx = 0 = f(c)

∫ b

a

g(x) dx

が成り立つため, g(α) > 0 を満たす α ∈ [a, b] が存在する場合を考える. このとき, g の連続性から α を含む半

開区間 I で, x ∈ I ならば g(x) > 0 となるものが存在する. f の連続性から, 最大値・最小値の定理によって

p, q ∈ [a, b] で, すべての x ∈ [a, b] に対して f(p) ≦ f(x) ≦ f(q) が成り立つようなものがある. よって, 仮定から

f(p)g(x) ≦ f(x)g(x) ≦ f(q)g(x) がすべての x ∈ [a, b] に対して成り立つため,

f(p)

∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

f(p)g(x) dx ≦
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≦
∫ b

a

f(q)g(x) dx = f(q)

∫ b

a

g(x) dx

である. そこで関数 F : [a, b] → Rを F (t) = f(t)

∫ b

a

g(x) dxで定めれば F は連続で, F (p) ≦
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≦ F (q)

だから,中間値の定理により F (ξ) =

∫ b

a

f(x)g(x) dxを満たす ξが pと qの間に存在する. p < ξ < qまたは q < ξ < p

ならば, p, q ∈ [a, b] より ξ ̸= a, b だから c = ξ とおけば, c ∈ (a, b) であり,

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a

g(x) dx が成
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り立つ. もし ξ = p ならば
∫ b

a

(f(x)− f(p))g(x) dx = 0 が得られ, ξ = q ならば
∫ b

a

(f(q)− f(x))g(x) dx = 0 が得

られる. 一方, すべての x ∈ [a, b] に対して (f(x)− f(p))g(x) ≧ 0 かつ (f(q)− f(x))g(x) ≧ 0 だから, 問題 9により

ξ = p ならば (f(x) − f(p))g(x) = 0 がすべての x ∈ [a, b] に対して成り立ち, ξ = q ならば (f(q) − f(x))g(x) = 0

がすべての x ∈ [a, b] に対して成り立つ. ここで, x ∈ I ならば g(x) > 0 だから, ξ = p の場合は a, b と異なる c ∈ I

を選べば f(c) = f(p) であり, ξ = q の場合は a, b と異なる c ∈ I を選べば f(c) = f(q) である. いずれの場合にし

ても, すべての x ∈ [a, b] に対して f(x)g(x) = f(c)g(x) が成り立つため, 区間 [a, b] におけるこの等式の両辺の積分

を考えれば
∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a

g(x) dx が成り立つ.

13. f は連続で, y を |y| に対応させる関数も連続であり, 連続関数の合成関数は連続だから x を |f(x)| に対応
させる関数 |f | も連続である. 最大値・最小値の定理によって |f | の [0, 1] における最大値は存在する. そこで

K を |f | の最大値とすると, n > K ならば, k = 1, 2, . . . , n に対して

∣∣∣∣f(kn
)

1

n

∣∣∣∣ < 1 である. |y| < 1 ならば

log(1 + y) =
∞∑
m=1

(−1)m−1

m
ym が成り立ち, この右辺は絶対収束するため, n > K のとき y に f

(
k

n

)
1

n
を代入し,∣∣∣∣f(kn

)∣∣∣∣ ≦ K であることを用いれば

∣∣∣∣log(1 + f

(
k

n

)
1

n

)
− f

(
k

n

)
1

n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑
m=2

(−1)m−1

m

(
f

(
k

n

)
1

n

)m∣∣∣∣∣
≦

∞∑
m=2

1

m

∣∣∣∣(f(kn
)

1

n

)m∣∣∣∣ ≦ ∞∑
m=2

(
K

n

)m
=

K2

n(n−K)

である. 従って ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

log

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
−

n∑
k=1

f

(
k

n

)
1

n

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
k=1

∣∣∣∣log(1 + f

(
k

n

)
1

n

)
− f

(
k

n

)
1

n

∣∣∣∣
≦ nK2

n(n−K)
=

K2

n−K

を得る. さらに∣∣∣∣∣log
n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
−
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≦
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

log

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
−

n∑
k=1

f

(
k

n

)
1

n

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f

(
k

n

)
1

n
−
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣
≦ K2

n−K
+

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f

(
k

n

)
1

n
−
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣
となるため, lim

n→∞

K2

n−K
= 0, lim

n→∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)
1

n
=

∫ 1

0

f(x)dx および対数関数の連続性から,

log

(
lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

))
= lim
n→∞

log

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
=

∫ 1

0

f(x)dx

が得られる. 従って lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
= exp

(∫ 1

0

f(x)dx

)
が示された.

(2) (i) f(x) = x の場合, lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
= lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
= exp

(∫ 1

0

x dx

)
=

√
e である.

(ii) f(x) =
a

a− x
の場合, lim

n→∞

n∏
k=1

an+ a− k

an− k
= lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + f

(
k

n

)
1

n

)
= exp

(∫ 1

0

a

a− x
dx

)
= ea log a

a−1 =
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(
a

a− 1

)a
である. 求める極限値 lim

n→∞

n∏
k=1

an− k

an+ a− k
は lim

n→∞

n∏
k=1

an+ a− k

an− k
の逆数だから lim

n→∞

n∏
k=1

an− k

an+ a− k
=(

a− 1

a

)a
である.

14. (1) 第 8回の演習問題 7の (1)の不等式において i = 1, 2, . . . , n に対し, ai =
1

n
, xi = f

(
a+

i(b− a)

n

)
とすれば

φ

(
1

b− a

n∑
i=1

f

(
a+

i(b− a)

n

)
b− a

n

)
= φ

(
n∑
i=1

f

(
a+

i(b− a)

n

)
1

n

)

≦
n∑
i=1

φ

(
f

(
a+

i(b− a)

n

))
1

n
=

1

b− a

n∑
i=1

φ

(
f

(
a+

i(b− a)

n

))
b− a

n

が得られる. φ の連続性と連続関数の積分可能性から

lim
n→∞

φ

(
1

b− a

n∑
i=1

f

(
a+

i(b− a)

n

)
b− a

n

)
= φ

(
1

b− a
lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
a+

i(b− a)

n

)
b− a

n

)
= φ

(
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)

lim
n→∞

1

b− a

n∑
i=1

φ

(
f

(
a+

i(b− a)

n

))
b− a

n
=

1

b− a
lim
n→∞

n∑
i=1

φ

(
f

(
a+

i(b− a)

n

))
b− a

n
=

1

b− a

∫ b

a

φ(f(x))dx

が成り立つため, 上の不等式から φ

(
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)
≦ 1

b− a

∫ b

a

φ(f(x))dx が得られる.

(2) φ(x) = ex によって, 関数 φ : R → R を定めれば, φ′′(x) = ex > 0 だから, 教科書の定理 2.16より, φ は凸で

ある. (1)の結果から, e
1
b−a

∫ b
a
f(x)dx ≦ 1

b− a

∫ b

a

ef(x)dx が得られ, この両辺の対数をとれば

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≦ log

(
1

b− a

∫ b

a

ef(x)dx

)
が得られる.

(3) φ(x) = x
p
q によって, 関数 φ : [0,∞) → R を定めれば, φ′′(x) =

p(p− q)

q2
x
p−2q
q ≧ 0 だから, 教科書の定理

2.16より, φ は凸である. (1)の結果から,

(
1

b− a

∫ b

a

|f(x)|qdx

) p
q

≦ 1

b− a

∫ b

a

|f(x)|pdx が得られ, この両辺を
1

p
乗

すれば

1

(b− a)
1
q

(∫ b

a

|f(x)|qdx

) 1
q

≦ 1

(b− a)
1
p

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

が得られる.

15. (1) x ∈ [a, b] に対し, 0 ≦ f(x) ≦ max(f) だから f(x)p ≦ (max(f))p である. 従って(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≦
(∫ b

a

(max(f))pdx

) 1
p

= ((b− a)(max(f))p)
1
p = (b− a)

1
p max(f).

(2) x ∈ [a, b] に対し, 0 ≦ f(x) ≦ max(f) だから, max(f) = 0 の場合は f はつねに値が 0である定数値関数

だから, 主張は明らかである. 従って, 以後 max(f) > 0 と仮定する. F (t) =
1

(b− a)
1
t

(∫ b

a

f(x)tdx

) 1
t

によって

関数 F : (0,∞) → R を定めれば, 問題 14の (3)から, F は単調増加関数である. また, (1)の不等式から, 任意の

p > 0 に対して F (p) ≦ max(f) だから, F は上に有界である. 従って lim
p→∞

F (p) は存在して, この値を m とおけば,

m ≦ max(f) であり, lim
p→∞

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

= lim
p→∞

(b− a)
1
pF (p) =

(
lim
p→∞

(b− a)
1
p

)(
lim
p→∞

F (p)

)
= m が成り立つ.
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ここで, m < max(f) と仮定して f(c) = max(f) を満たす c ∈ [a, b] をとれば f の連続性から, δ > 0 で c ̸= b の

場合は条件「c − δ ≦ x ≦ c ならば f(x) >
max(f) +m

2
」を満たし, c ̸= a の場合は条件「c ≦ x ≦ c + δ ならば

f(x) >
max(f) +m

2
」を満たすものがある. 前者の場合は

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≧
(∫ c

c−δ
f(x)pdx

) 1
p

≧
(∫ c

c−δ

(
max(f) +m

2

)p
dx

) 1
p

=
δ

1
p (max(f) +m)

2

が得られ, 後者の場合も次の不等式が得られる.(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≧
(∫ c+δ

c

f(x)pdx

) 1
p

≧
(∫ c+δ

c

(
max(f) +m

2

)p
dx

) 1
p

=
δ

1
p (max(f) +m)

2

上の不等式で p→ ∞ とすれば,

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

は m に近付き, δ
1
p は 1に近付くため, m ≧ max(f) +m

2
が成り

立ち, m ≧ max(f) が得られる. これは m < max(f) と仮定したことと矛盾するため, m ≧ max(f) である. 故に

m = max(f) である.

(3) 正の実数 q に対し, fq(x) =

(
x− a

b− a

) q
p

によって fq : [a.b] → [0,∞) を定めれば max(fq) = 1 であり,

(∫ b

a

fq(x)
pdx

) 1
p

=

(∫ b

a

(
x− a

b− a

)q
dx

) 1
p

=

(
b− a

q + 1

) 1
p

· · · (∗)

が成り立つ. 正の定数 K で, [a, b] で定義されたすべての連続関数 f に対して不等式

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≧ Kmax(f)

が成り立つようなものが存在すると仮定すれば, f = f b−a
Kp
の場合, 仮定と (∗)から

(
b− a
b−a
Kp + 1

) 1
p

≧ K が成り立つ.

この不等式の左辺は K

(
b− a

b− a+Kp

) 1
p

であるが,
b− a

b− a+Kp
< 1 だから, この左辺は K より小さいので, 矛盾が

生じる. 故に正の定数 K で, [a, b] で定義されたすべての連続関数 f に対して不等式

(∫ b

a

f(x)pdx

) 1
p

≧ Kmax(f)

が成り立つようなものは存在しない.
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微積分学 I 演習問題 第10回 有理関数の積分

1. 次の関数の原始関数を求めよ. ただし (2)では q ̸= 0, (3), (6)では pq(p−q) ̸= 0, (5)では pqr(p−q)(q−r)(p−r) ̸= 0,

(7), (12)では p ̸= 0, (9)では r(p− q) ̸= 0, (10)では p ̸= 0 または q ̸= 0, (11)では p ̸= ±r または q ̸= 0 とする.

(1)
ax+ b

(x− p)(x− q)
(2)

ax+ b

(x− p)2 + q2
(3)

ax2 + bx+ c

x(x− p)(x− q)
(4)

ax2 + bx+ c

(x− p)(x2 + q2)

(5)
ax3 + bx2 + cx+ d

x(x− p)(x− q)(x− r)
(6)

ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)(x− q)
(7)

ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)2
(8)

ax3 + bx2 + cx+ d

x3(x− p)

(9)
ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)(x− q)(x2 + r2)
(10)

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
(11)

ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)((x− q)2 + r2)
(12)

ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)2

2. 次の積分を求めよ.

(1)

∫ 1

0

x+ 7

(x+ 2)2(x2 + 1)
dx (2)

∫ 1

0

x(x+ 7)

(x+ 2)2(x2 + 1)
dx (3)

∫ 1

0

x2

(x2 − 2x+ 2)2
dx (4)

∫ 3

1

x2

x2 − 4x+ 5
dx

(5)

∫ 2

1

2x2 − 2

x2(x2 − 2x+ 2)
dx (6)

∫ 1

0

1

(x− 2)2(x− 3)
dx (7)

∫ 1

0

1

(x− 2)(x− 3)2
dx (8)

∫ 2

1

1

x(x+ 1)2
dx

(9)

∫ 1

0

4

(x+ 1)(x2 + 1)
dx (10)

∫ 1

0

4x+ 2

(x+ 1)2(x2 + 1)
dx (11)

∫ 1

0

1

(x+ 1)2(x+ 2)
dx (12)

∫ 1

−1

x2 + 1

x2 − x− 6
dx

3.

∫ 1

0

2x(2x+ 1)

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx と

1

2
の大小を判定せよ. ただし，π = 3.14 · · · , e = 2.71 · · · である.

4.
ax2 + 2bx+ c

(x2 + x+ 1)2
の原始関数が有理関数になるための必要十分条件は a+ c = bであることを証明せよ.

5. (発展問題) l, m, n は 0 以上の整数で n < m であるとする.

(1)
xn

xm − 1
を部分分数で表せ. (2)

xn

xm − 1
の原始関数を求めよ. (3)

xlm+n

xm − 1
の原始関数を求めよ.

6. (発展問題) a, m を 0 でない実数とし, f は n 回微分可能な関数であるとする. n 以下の自然数 k に対して

xkm−1f (k)(axm) の原始関数を, f の n 次以下の導関数を用いて表せ.

7. (発展問題) 常に 0 の値をとる定数値関数とは異なる連続関数 f と 0 でない実数 λ が次の等式を満たすとき, λ

と f を求めよ.

λf(x) =

∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt

8. (発展問題) 関数 f : [0, 1] → R は連続で, (0, 1) の各点で微分可能であるとし, f の導関数 f ′ : (0, 1) → R は有界

であるとする. また, g : R → R は周期が 1 の連続な周期関数とする. このとき次の等式が成り立つことを示せ.

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx
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第 10回の演習問題の解答

1. (1) p ̸= q の場合,
ax+ b

(x− p)(x− q)
=

A

x− p
+

B

x− q
とおくと, (右辺) =

(A+B)x− qA− pB

(x− p)(x− q)
より A + B = a,

−qA− pB = b. 従って A =
ap+ b

p− q
, B = −aq + b

p− q
となるため∫

ax+ b

(x− p)(x− q)
dx =

1

p− q

(∫
ap+ b

x− p
dx−

∫
aq + b

x− q
dx

)
=

(ap+ b) log |x− p| − (aq + b) log |x− q|
p− q

.

p = q の場合,
ax+ b

(x− p)2
=

A

x− p
+

B

(x− p)2
とおくと, (右辺) =

Ax− pA+B

(x− p)(x− q)
より A = a, −pA+B = b. 従って

A = a, B = ap+ b となるため∫
ax+ b

(x− p)2
dx =

∫
a

x− p
dx+

∫
ap+ b

(x− p)2
dx = a log |x− p| − ap+ b

x− p
.

(2)

∫
ax+ b

(x− p)2 + q2
dx =

∫
a(x− p)

(x− p)2 + q2
dx+

∫
ap+ b

(x− p)2 + q2
dx =

a

2
log((x− p)2 + q2) +

ap+ b

q
tan−1 x− p

q

(3)
ax2 + bx+ c

x(x− p)(x− q)
=
A

x
+

B

x− p
+

C

x− q
とおくと, 右辺は

(A+B + C)x2 − ((p+ q)A+ qB + pC)x+ pqA

x(x− p)(x− q)
に

等しいため, A+B + C = a, (p+ q)A+ qB + pC = −b, pqA = c である. 従って A =
c

pq
, B =

ap2 + bp+ c

p(p− q)
, C =

−aq
2 + bq + c

q(p− q)
だから,

∫
ax2 + bx+ c

x(x− p)(x− q)
dx =

1

pq(p− q)

∫ (
c(p− q)

x
+
q(ap2 + bp+ c)

x− p
− p(aq2 + bq + c)

x− q

)
dx =

1

pq(p− q)

(
c(p− q) log |x|+ q(ap2 + bp+ c) log |x− p| − p(aq2 + bq + c) log |x− q|

)
である.

(4)
ax2 + bx+ c

(x− p)(x2 + q2)
=

A

x− p
+
Bx+ C

x2 + q2
とおくと, 右辺は

(A+B)x2 + (−pB + C)x+ q2A− pC

(x− p)(x2 + q2)
に等しいため,

A+B = a, −pB+C = b, q2A−pC = cである. 従って A =
ap2 + bp+ c

p2 + q2
, B =

aq2 − bp− c

p2 + q2
, C =

apq2 + bq2 − cp

p2 + q2

だから, q ̸= 0ならば
∫

ax2 + bx+ c

(x− p)(x2 + q2)
dx =

1

p2 + q2

∫ (
ap2 + bp+ c

x− p
+

(aq2 − bp− c)x+ apq2 + bq2 − cp

x2 + q2

)
dx =

ap2 + bp+ c

p2 + q2
log |x− p|+ aq2 − bp− c

2(p2 + q2)
log(x2 + q2) +

apq2 + bq2 − cp

q(p2 + q2)
tan−1 x

q
である. q = 0 の場合,∫

ax2 + bx+ c

x2(x− p)
dx =

1

p2

∫ (
ap2 + bp+ c

x− p
− (bp+ c)x+ cp

x2

)
dx = a log |x− p|+ bp+ c

p2
log
∣∣∣1− p

x

∣∣∣+ c

px
である.

(5)
ax3 + bx2 + cx+ d

x(x− p)(x− q)(x− r)
=
A

x
+

B

x− p
+

C

x− q
+

D

x− r
とおくと, この等式の右辺は

(A+B+C+D)x3−((p+q+r)A+(q+r)B+(p+r)C+(p+q)D)x2+((pq+qr+pr)A+qrB+prC+pqD)x−pqrA
x(x−p)(x−q)(x−r)

に等しいため,

{
A+B+C+D=a

(p+q+r)A+(q+r)B+(p+r)C+(p+r)D=−b
(pq+qr+pr)A+qrB+prC+pqD=c

pqrA=−d
. 従って A = − d

pqr
, B =

ap3 + bp2 + cp+ d

p(p− q)(p− r)
,

C = −aq
3 + bq2 + cq + d

q(p− q)(q − r)
, D =

ar3 + br2 + cr + d

r(p− r)(q − r)
となる.∫

ax3 + bx2 + cx+ d

x(x− p)(x− q)(x− r)
dx =

∫
A

x
dx+

∫
B

x− p
dx+

∫
C

x− q
dx+

∫
D

x− r
dx

= A log |x|+B log |x− p|+ C log |x− q|+D log |x− r|

= − d

pqr
log |x|+ ap3 + bp2 + cp+ d

p(p− q)(p− r)
log |x− p| − aq3 + bq2 + cq + d

q(p− q)(q − r)
log |x− q|+ ar3 + br2 + cr + d

r(p− r)(q − r)
log |x− r|

(6)
ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)(x− q)
=
A

x
+
B

x2
+

C

x− p
+

D

x− q
とおくと, この等式の右辺は

(A+ C +D)x3 + (−(p+ q)A+B − qC − pD)x2 + (pqA− (p+ q)B)x+Bpq

x2(x− p)(x− q)
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に等しいため,

{
A+C+D=a

(p+q)A−B+qC+pD=−b
pqA−(p+q)B=c

pqB=d

. 従って A =
cpq + d(p+ q)

p2q2
, B =

d

pq
, C =

ap3 + bp2 + cp+ d

p2(p− q)
,

D = −aq
3 + bq2 + cq + d

q2(p− q)
となる.

∫
ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)(x− q)
dx =

∫
A

x
dx+

∫
B

x2
dx+

∫
C

x− p
dx+

∫
D

x− q
dx

= A log |x| − B

x
+ C log |x− p|+D log |x− q|

=
cpq + d(p+ q)

p2q2
log |x| − d

pqx
+
ap3 + bp2 + cp+ d

p2(p− q)
log |x− p| − aq3 + bq2 + cq + d

q2(p− q)
log |x− q|

(7)
ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)2
=
A

x
+
B

x2
+

C

x− p
+

D

(x− p)2
とおくと, この等式の右辺は

(A+ C)x3 + (−2pA+B − pC +D)x2 + (p2A− 2pB)x+ p2B

x2(x− p)2

に等しいため,

{
A+C=a

−2pA+B−pC+D=b

p2A−2pB=c

p2B=d

. 従って A =
cp+ 2d

p3
, B =

d

p2
, C =

ap3 − cp− 2d

p3
, D =

ap3 + bp2 + cp+ d

p2
と

なる. ∫
ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)2
dx =

∫
A

x
dx+

∫
B

x2
dx+

∫
C

x− p
dx+

∫
D

(x− p)2
dx

= A log |x| − B

x
+ C log |x− p| − D

x− p

=
cp+ 2d

p3
log

∣∣∣∣ x

x− p

∣∣∣∣+ a log |x− p| − d

p2x
− ap3 + bp2 + cp+ d

p2(x− p)

(8) p ̸= 0 の場合,
ax3 + bx2 + cx+ d

x3(x− p)
=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

x− p
とおくと, この等式の右辺は

(A+D)x3 + (−pA+B)x2 + (−pB + C)x− pC

x3(x− p)

に等しいため,

{
A+D=a

−pA+B=b
−pB+C=c
−pC=d

. 従って A = −bp
2 + cp+ d

p3
, B = −cp+ d

p2
, C = −d

p
, D =

ap3 + bp2 + cp+ d

p3
となる.

∫
ax3 + bx2 + cx+ d

x3(x− p)
dx =

∫
A

x
dx+

∫
B

x2
dx+

∫
C

x3
dx+

∫
D

x− p
dx

= A log |x| − B

x
− C

2x2
+D log |x− p|

=
bp2 + cp+ d

p3
log

∣∣∣∣x− p

x

∣∣∣∣+ a log |x− p|+ cp+ d

p2x
+

d

2px2

p = 0 の場合,

∫
ax3 + bx2 + cx+ d

x4
dx = a log |x| − b

x
− c

2x2
− d

3x3
.

(9)
ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)(x− q)(x2 + r2)
=

A

x− p
+

B

x− q
+
Cx+D

x2 + r2
とおくと, この等式の右辺は

(A+B + C)x3 + (−qA− pB − (p+ q)C +D)x2 + (r2A+ r2B + pqC − (p+ q)D)x− qr2A− pr2B + pqD

(x− p)(x− q)(x2 + r2)

に等しいため

{ A+B+C=a
−qA−pB−(p+q)C+D=b

r2A+r2B+pqC−(p+q)D=c

−qr2A−pr2B+pqD=d

. 従って A =
ap3 + bp2 + cp+ d

(p2 + r2)(p− q)
, B = −aq

3 + bq2 + cq + d

(p− q)(q2 + r2)
,
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C = − (ar2 − c)(pq − r2) + (br2 − d)(p+ q)

(p2 + r2)(q2 + r2)
, D =

r2(ar2 − c)(p+ q)− (br2 − d)(pq − r2)

(p2 + r2)(q2 + r2)
となるため,∫

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)(x− q)(x2 + r2)
dx =

∫
A

x− p
dx+

∫
B

x− q
dx+

∫
Cx+D

x2 + r2
dx

= A log |x− p|+B log |x− q|+ C

2
log(x2 + r2) +

D

r
tan−1 x

r

=
ap3 + bp2 + cp+ d

(p− q)(p2 + r2)
log |x− p| − aq3 + bq2 + cq + d

(p− q)(q2 + r2)
log |x− q|

− (ar2 − c)(pq − r2) + (br2 − d)(p+ q)

2(p2 + r2)(q2 + r2)
log(x2 + r2) +

r2(ar2 − c)(p+ q)− (br2 − d)(pq − r2)

r(p2 + r2)(q2 + r2)
tan−1 x

r

(10)
ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
=

A

x− p
+

B

(x− p)2
+
Cx+D

x2 + q2
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (−pA+B − 2pC +D)x2 + (q2A+ p2C − 2pD)x− pq2A+ q2B + p2D

(x− p)2(x2 + q2)

より

{
A+C=a

−pA+B−2pC+D=b

q2A+p2C−2pD=c

−pq2A+q2B+p2D=d

. 従って A =
a(p2 + q2)2 + (aq2 − c)(p2 − q2) + 2p(bq2 − d)

(p2 + q2)2
, B =

ap3 + bp2 + cp+ d

p2 + q2
,

C =
−(aq2 − c)(p2 − q2)− 2p(bq2 − d)

(p2 + q2)2
, D =

2pq2(aq2 − c)− (p2 − q2)(bq2 − d)

(p2 + q2)2
となるため, q ̸= 0 の場合,∫

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
dx =

∫
A

x− p
dx+

∫
B

(x− p)2
dx+

∫
Cx

x2 + q2
dx+

∫
D

x2 + q2
dx

= A log |x− p| − B

x− p
+
C

2
log(x2 + q2) +

D

q
tan−1 x

q

=
a(p2 + q2)2 + (aq2 − c)(p2 − q2) + 2p(bq2 − d)

(p2 + q2)2
log |x− p| − ap3 + bp2 + cp+ d

(p2 + q2)(x− p)

− (aq2 − c)(p2 − q2) + 2p(bq2 − d)

2(p2 + q2)2
log(x2 + q2) +

2pq2(aq2 − c)− (p2 − q2)(bq2 − d)

q(p2 + q2)2
tan−1 x

q

= a log |x− p|+ (aq2 − c)(p2 − q2) + 2p(bq2 − d)

2(p2 + q2)2
log

(x− p)2

x2 + q2
− ap3 + bp2 + cp+ d

(p2 + q2)(x− p)

+
2pq2(aq2 − c)− (p2 − q2)(bq2 − d)

q(p2 + q2)2
tan−1 x

q
.

q = 0 の場合,∫
ax3 + bx2 + cx+ d

x2(x− p)2
dx =

∫
A

x− p
dx+

∫
B

(x− p)2
dx+

∫
C

x
dx+

∫
D

x2
dx

= A log |x− p| − B

x− p
+ C log |x| − D

x

=
ap3 − cp− 2d

p3
log |x− p| − ap3 + bp2 + cp+ d

p2(x− p)
+
cp+ 2d

p3
log |x| − d

p2x

= a log |x− p|+ cp+ 2d

p3
log

∣∣∣∣ x

x− p

∣∣∣∣− ap3 + bp2 + cp+ d

p2(x− p)
− d

p2x
.

(11)
ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)((x− q)2 + r2)
=
Ax+B

x2 + p2
+
C(x− q) +D

(x− q)2 + r2
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (−2qA+B − qC +D)x2 + ((q2 + r2)A− 2qB + p2C)x+ (q2 + r2)B − p2qC + p2D

(x2 + p2)((x− q)2 + r2)

より

{ A+C=a
−2qA+B−qC+D=b

(q2+r2)A−2qB+p2C=c

(q2+r2)B−p2qC+p2D=d

. 従って

A =
(ap2 − c)(p2 − q2 − r2)− 2q(bp2 − d)

((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
, B =

2p2q(ap2 − c) + (bp2 − d)(p2 − q2 − r2)

((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
,
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C =
a((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)− (ap2 − c)(p2 − q2 − r2) + 2q(bp2 − d)

((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
,

D =
aq(p2(q2 − 3r2) + (q2 + r2)2) + b(p2(q2 − r2) + (q2 + r2)2) + cq(p2 + q2 + r2) + d(p2 + q2 − r2)

((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
となるため,

∫
ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)((x− q)2 + r2)
dx =

∫
Ax+B

x2 + p2
dx+

∫
C(x− q) +D

(x− q)2 + r2
dx

=
A

2
log(x2 + p2) +

B

p
tan−1 x

p
+
C

2
log((x− q)2 + r2) +

D

r
tan−1 x− q

r

=
(ap2 − c)(p2 − q2 − r2)− 2q(bp2 − d)

2((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
log(x2 + p2) +

2p2q(ap2 − c) + (bp2 − d)(p2 − q2 − r2)

p((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
tan−1 x

p

+
a((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)− (ap2 − c)(p2 − q2 − r2) + 2q(bp2 − d)

2((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
log((x− q)2 + r2)+

+
aq(p2(q2 − 3r2)+ (q2 + r2)2)+ b(p2(q2 − r2)+ (q2 + r2)2)+ cq(p2 + q2 + r2)+ d(p2 + q2 − r2)

r((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
tan− 1 x− q

r

=
(ap2 − c)(p2 − q2 − r2)− 2q(bp2 − d)

2((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
log

x2 + p2

((x− q)2 + r2)
+
a

2
log((x− q)2 + r2)

+
2p2q(ap2 − c) + (bp2 − d)(p2 − q2 − r2)

p((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
tan−1 x

p

+
aq(p2(q2 − 3r2)+ (q2 + r2)2)+ b(p2(q2 − r2)+ (q2 + r2)2)+ cq(p2 + q2 + r2)+ d(p2 + q2 − r2)

r((p+ r)2 + q2)((p− r)2 + q2)
tan− 1 x− q

r

(12)
ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)2
=
Ax+B

x2 + p2
+

Cx+D

(x2 + p2)2
とおくと,

(右辺) =
Ax3 +Bx2 + (p2A+ C)x+ p2B +D

(x2 + p2)2

より A = a, B = b, C = c− ap2, D = d− bp2 である. 従って教科書の問 3.10の結果から∫
ax3 + bx2 + cx+ d

(x2 + p2)2
dx =

∫
ax

x2 + p2
dx+

∫
b

x2 + p2
dx+

∫
(c− ap2)x

(x2 + p2)2
dx+

∫
d− bp2

(x2 + p2)2
dx

=
a

2
log(x2 + p2)− c− ap2

2(x2 + p2)
+

(d− bp2)x

2p2(x2 + p2)
+
d+ bp2

2p3
tan−1 x

p

2. (1)
x+ 7

(x+ 2)2(x2 + 1)
=

A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
+
Cx+D

x2 + 1
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (2A+B + 4C +D)x2 + (A+ 4C + 4D)x+ 2A+B + 4D

(x+ 2)2(x2 + 1)
より

{
A+C=0

2A+B+4C+D=0
A+4C+4D=1
2A+B+4D=7

. これを

解けば, A = B = D = 1, C = −1. 従って,

∫ 1

0

x+ 7

(x+ 2)2(x2 + 1)
dx =

∫ 1

0

(
1

x+ 2
+

1

(x+ 2)2
+

−x+ 1

x2 + 1

)
dx =[

log |x+ 2| − 1

x+ 2
− 1

2
log(x2 + 1) + tan−1 x

]1
0

= log 3− 3

2
log 2 +

1

6
+
π

4

(2)
x(x+ 7)

(x+ 2)2(x2 + 1)
=

A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
+
Cx+D

x2 + 1
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (2A+B + 4C +D)x2 + (A+ 4C + 4D)x+ 2A+B + 4D

(x+ 2)2(x2 + 1)
より

{
A+C=0

2A+B+4C+D=1
A+4C+4D=7
2A+B+4D=0

. これを

解けば, A = −1, B = −2, C = 1, D = 1. 従って,

∫ 1

0

x(x+ 7)

(x+ 2)2(x2 + 1)
dx =

∫ 1

0

(
−1

x+ 2
+

−2

(x+ 2)2
+

x+ 1

x2 + 1

)
dx =[

− log |x+ 2|+ 2

x+ 2
+

1

2
log(x2 + 1) + tan−1 x

]1
0

=
3

2
log 2− log 3− 1

3
+
π

4
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(3)

∫ 1

0

x2

(x2 − 2x+ 2)2
dx =

∫ 1

0

x2 − 2x+ 2 + 2x− 2

(x2 − 2x+ 2)2
dx =

∫ 1

0

1

(x− 1)2 + 1
dx+

∫ 1

0

2x− 2

(x2 − 2x+ 2)2
dx =

[tan−1(x− 1)]10 +

[
− 1

x2 − 2x+ 2

]1
0

=
π

4
− 1

2

(4)

∫ 3

1

x2

x2 − 4x+ 5
dx =

∫ 3

1

(
1 +

4x− 5

x2 − 4x+ 5

)
dx =

∫ 3

1

(
1 +

4x− 8

x2 − 4x+ 5
+

3

(x− 2)2 + 1

)
dx =[

x+ 2 log(x2 − 4x+ 5) + 3 tan−1(x− 2)
]3
1
= 2 +

3π

2

(5)
2x2 − 2

x2(x2 − 2x+ 2)
=
A

x
+
B

x2
+

Cx+D

x2 − 2x+ 2
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (−2A+B +D)x2 + (2A− 2B)x+B

x2(x2 − 2x+ 2)
より

{
A+C=0

−2A+B+D=2
2A−2B=0
2B=−2

. これを解けば, A = B = −1,

C = D = 1. 従って,

∫ 2

1

2x2 − 2

x2(x2 − 2x+ 2)
dx =

∫ 2

1

(
− 1

x
− 1

x2
+

x+ 1

(x− 1)2 + 1

)
dx =∫ 2

1

(
− 1

x
− 1

x2
+

x− 1

(x− 1)2 + 1
+

2

(x− 1)2 + 1

)
dx =

[
− log x+

1

x
+

1

2
log((x− 1)2 + 1) + 2 tan−1(x− 1)

]2
1

=

π

2
− log 2

2
− 1

2
.

(6)
1

(x− 2)2(x− 3)
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2
+

C

x− 3
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x2 + (−5A+B − 4C)x+ 6A− 3B + 4C

(x− 2)2(x− 3)
より

{ A+C=0
−5A+B−4C=0
6A−3B+4C=1

. これを解けば, A = B = −1, C =

1. 従って,

∫ 1

0

1

(x− 2)2(x− 3)
dx =

∫ 1

0

(
− 1

x− 2
− 1

(x− 2)2
+

1

x− 3

)
dx =

[
− log |x− 2|+ 1

x− 2
+ log |x− 3|

]1
0

=

2 log 2− log 3− 1

2
.

(7)
1

(x− 2)(x− 3)2
=

A

x− 3
+

B

(x− 3)2
+

C

x− 2
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x2 + (−5A+B − 6C)x+ 6A− 2B + 9C

(x− 2)2(x− 3)
より

{ A+C=0
−5A+B−6C=0
6A−2B+9C=1

. これを解けば, A = −1, B = C =

1. 従って,

∫ 1

0

1

(x− 2)(x− 3)2
dx =

∫ 1

0

(
− 1

x− 3
+

1

(x− 3)2
+

1

x− 2

)
dx =

[
− log |x− 3| − 1

x− 3
+ log |x− 2|

]1
0

=

log 3− 2 log 2 +
1

6
.

(8)
1

x(x+ 1)2
=
A

x
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
とおくと, (右辺) =

(A+B)x2 + (2A+B + C)x+A

x(x+ 1)2
より

{
A+B=0

2A+B+C=0
A=1

.

これを解けば, A = 1, B = C = −1. 従って,

∫ 2

1

1

x(x+ 1)2
dx =

∫ 2

1

(
1

x
− 1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2

)
dx =[

log x− log(x+ 1) +
1

x+ 1

]2
1

= 2 log 2− log 3− 1

6
.

(9)
4

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+
Bx+ C

x2 + 1
とおくと,

(右辺) =
(A+B)x2 + (B + C)x+A+ C

(x+ 1)(x2 + 1)
より

{A+B=0
B+C=0
A+C=4

. これを解けば, A = 2, B = −2, C = 2. 従って,∫ 1

0

4

(x+ 1)(x2 + 1)
dx =

∫ 1

0

(
2

x+ 1
− 2x

x2 + 1
+

2

x2 + 1

)
dx =

[
2 log(x+ 1)− log(x2 + 1) + 2 tan−1x

]1
0
= log 2 +

π

2
.

(10)
4x+ 2

(x+ 1)2(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (A+B + 2C +D)x2 + (A+ C + 2D)x+A+B +D

(x+ 1)2(x2 + 1)
より

{
A+C=0

A+B+2C+D=0
A+C+2D=4
A+B+D=2

. これを解けば,

A = 1, B = C = −1, D = 2. 従って,

∫ 1

0

4x+ 2

(x+ 1)2(x2 + 1)
dx =

∫ 1

0

(
1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2
+

−x+ 2

x2 + 1

)
dx =
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[
log |x+ 1|+ 1

x+ 1
− 1

2
log(x2 + 1) + 2 tan−1 x

]1
0

=
log 2

2
+
π

2
− 1

2

(11)
1

(x+ 1)2(x+ 2)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x+ 2
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x2 + (3A+B + 2C)x+ 2A+ 2B + C

(x+ 1)2(x+ 2)
より

{ A+C=0
3A+B+2C=0
2A+2B+C=1

. これを解けば, A = −1, B = C = 1.

従って,

∫ 1

0

1

(x+ 1)2(x+ 2)
dx =

∫ 1

0

(
− 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

1

x+ 2

)
dx =

[
− log |x+ 1| − 1

x+ 1
+ log |x+ 2|

]1
0

=

1

2
+ log 3− 2 log 2.

(12)
x2 + 1

x2 − x− 6
= 1+

x+ 7

x2 − x− 6
であり, x2 − x+ 6 = (x− 3)(x+ 2) だから

x+ 7

x2 − x− 6
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
とお

けば, (右辺) =
(A+B)x+ 2A− 3B

x2 − x− 6
より

{
A+B=1

2A−3B=7 . これを解けば, A = 2, B = −1.

従って
∫ 1

−1

x2 + 1

x2 − x− 6
dx =

∫ 1

−1

(
1 +

2

x− 3
− 1

x+ 2

)
dx = [x+ 2 log |x− 3| − log |x+ 2|]1−1 = 2− 2 log 2− log 3.

3.
2x(2x+ 1)

(x2 + 1)(x+ 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
とおくと,

(右辺) =
(A+ C)x3 + (A+B + 2C +D)x2 + (A+ C + 2D)x+A+B +D

(x2 + 1)(x+ 1)2
より

{
A+C=0

A+B+2C+D=4
A+C+2D=2
A+B+D=0

. これを解けば,

A = −2, B = 1, C = 2, D = 1. 従って,

∫
2x(2x+ 1)

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx =

∫ (
−2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

2x+ 1

x2 + 1

)
dx =

−2 log |x+ 1| − 1

x+ 1
+ log(x2 + 1) + tan−1 x である. 故に

∫ 1

0

2x(2x+ 1)

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx =[

−2 log |x+ 1| − 1

x+ 1
+ log(x2 + 1) + tan−1 x

]1
0

=
π

4
− log 2+

1

2
だから log 2と

π

4
の大小を比較すればよい. log 2

と
π

4
の大小関係と 4 log 2 = log 16 と π の大小関係は同じで, ex は単調増加関数だから log 16 と π の大小関係

と elog 16 = 16 と eπ の大小関係は同じである. π > 3, e > 2.7 より eπ > e3 > (2.7)3 = 19.683 > 16 であるため,
π

4
> log 2. 従って

∫ 1

0

2x(2x+ 1)

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx >

1

2
である.

4. y = x+
1

2
とおけば

ax2 + 2bx+ c

(x2 + x+ 1)2
=
ay2 − (a− 2b)y + a

4 − b+ c(
y2 + 3

4

)2 であり, この右辺が
Ay +B

y2 + 3
4

+
Cy +D(
y2 + 3

4

)2 に
等しいとすれば ay2− (a− 2b)y+

a

4
− b+ c = Ay3+By2+

(
3

4
A+ C

)
y+

3

4
B+D が成り立つため, A = 0, B = a,

C = −a + 2b, D = −a
2
− b + c である.

1

y2 + 3
4

,
y(

y2 + 3
4

)2 , 1(
y2 + 3

4

)2 の原始関数はそれぞれ,
2√
3
tan−1 2y√

3
,

− 1

2
(
y2 + 3

4

) , 2

3

(
2√
3
tan−1 2y√

3
+

y

y2 + 3
4

)
だから,

ay2 − (a− 2b)y + a
4 − b+ c(

y2 + 3
4

)2 の原始関数は
2a√
3
tan−1 2y√

3
+

a− 2b

2
(
y2 + 3

4

) + −a− 2b+ 2c

3

(
2√
3
tan−1 2y√

3
+

y

y2 + 3
4

)
=

4(a− b+ c)

3
√
3

tan−1 2y√
3
− 2(a+ 2b− 2c)y − 3a+ 6b

6
(
y2 + 3

4

) であ

る. 従って
ax2 + 2bx+ c

(x2 + x+ 1)2
の原始関数は

4(a− b+ c)

3
√
3

tan−1 2x+ 1√
3

− (a+ 2b− 2c)x− a+ 4b− c

3
(
y2 + 3

4

) であり, この関数

が有理関数であるためには a− b+ c = 0 であることが必要十分である.

5. (1) ζ = cos
2π

m
+ i sin

2π

m
とおけば, xm− 1 = (x− 1)(x− ζ)(x− ζ2) · · · (x− ζm−1) =

m−1∏
j=0

(x− ζj) である. 一方,

xm − 1 = (x − 1)
m−1∑
k=0

xk より,
m−1∏
j=1

(x − ζj) =
m−1∑
k=0

xk だから, x に 1を代入すれば
m−1∏
j=1

(1 − ζj) = m が得られる.
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xn

xm − 1
=
m−1∑
j=0

Aj
x− ζj

とおけば, xn =
m−1∑
j=0

Aj
j−1∏
k=0

(x− ζk)
m−1∏
k=j+1

(x− ζk) だから, この等式の x に ζj を代入すれば

ζjn = Aj

j−1∏
k=0

(ζj − ζk)

m−1∏
k=j+1

(ζj − ζk) = ζj(m−1)Aj

j−1∏
k=0

(1− ζk−j)

m−1∏
k=j+1

(1− ζk−j)

= ζ−jAj

−1∏
k=−j

(1− ζk)

m−j−1∏
k=1

(1− ζk) = ζ−jAj

m−1∏
k=m−j

(1− ζk)

m−j−1∏
k=1

(1− ζk) = ζ−jAj

m−1∏
k=1

(1− ζk) = mζ−jAj

が得られる. 従って Aj =
ζj(n+1)

m
である. ζj = cos

2πj

m
+ i sin

2πj

m
, ζm = 1 だから, 次の等式が得られる.

Aj
x− ζj

+
Am−j

x− ζm−j =
(ζj(n+1) + ζ(m−j)(n+1))x− ζm+jn − ζmn+m−jn

m(x− ζj)(x− ζm−j)

=
(ζj(n+1) + ζ−j(n+1))x− ζjn − ζ−jn

m(x− ζj)(x− ζ−j)
=

2 cos 2πj(n+1)
m x− 2 cos 2πjn

m

m
(
x2 − 2 cos 2πj

m x+ 1
)

m が奇数の場合,
xn

xm − 1
=

A0

x− 1
+

m−1
2∑
j=1

(
Aj

x− ζj
+

Am−j

x− ζm−j

)
=

1

m(x− 1)
+

2

m

m−1
2∑
j=1

cos 2πj(n+1)
m x− cos 2πjn

m

x2 − 2 cos 2πj
m x+ 1

で

あり, m が偶数の場合は Am
2
=

(−1)n+1

m
であることに注意すれば

xn

xm − 1
=

A0

x− 1
+

Am
2

x+ 1
+

m
2 −1∑
j=1

(
Aj

x− ζj
+

Am−j

x− ζm−j

)
=

1

m(x− 1)
+

(−1)n+1

m(x+ 1)
+

2

m

m
2 −1∑
j=1

cos 2πj(n+1)
m x− cos 2πjn

m

x2 − 2 cos 2πj
m x+ 1

が得られる.

(2)
cos 2πj(n+1)

m x− cos 2πjn
m

x2 − 2 cos 2πj
m x+ 1

=
cos 2πj(n+1)

m

(
x− cos 2πj

m

)
+ cos 2πj

m cos 2πj(n+1)
m − cos 2πjn

m(
x− cos 2πj

m

)2
+ sin2 2πj

m

であり,

cos
2πj

m
cos

2πj(n+ 1)

m
− cos

2πjn

m
= cos

(
2πj(n+ 1)

m
− 2πj

m

)
− sin

2πj

m
sin

2πj(n+ 1)

m
− cos

2πjn

m

= − sin
2πj

m
sin

2πj(n+ 1)

m

だから, y = x− cos
2πj

m
とおけば,

∫
cos 2πj(n+1)

m x− cos 2πjn
m

x2 − 2 cos 2πj
m x+ 1

dx =

∫ cos 2πj(n+1)
m y − sin 2πj

m sin
2πj(n+ 1)

m
y2 + sin2 2πj

m

dy

=

∫
cos 2πj(n+1)

m y

y2 + sin2 2πj
m

dy −
∫

sin 2πj
m sin 2πj(n+1)

m

y2 + sin2 2πj
m

dy

=
1

2
cos

2πj(n+ 1)

m
log

(
y2 + sin2

2πj

m

)
− sin

2πj(n+ 1)

m
tan−1

(
y

sin 2πj
m

)

=
1

2
cos

2πj(n+ 1)

m
log

(
x2 − 2 cos

2πj

m
x+ 1

)
− sin

2πj(n+ 1)

m
tan−1

(
x− cos 2πj

m

sin 2πj
m

)
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が成り立つ. 従って (1)の結果から,
xn

xm − 1
の原始関数は以下で与えられる.

∫
xn

x2k+1 − 1
dx =

∫
1

(2k + 1)(x− 1)
dx+

2

2k + 1

k∑
j=1

∫
cos 2πj(n+1)

2k+1 x− cos 2πjn
2k+1

x2 − 2 cos 2πj
2k+1x+ 1

dx

=
log |x− 1|
2k + 1

+
1

2k + 1

k∑
j=1

cos
2πj(n+ 1)

2k + 1
log

(
x2 − 2 cos

2πj

2k + 1
x+ 1

)

− 2

2k + 1

k∑
j=1

sin
2πj(n+ 1)

2k + 1
tan−1

(
x− cos 2πj

m

sin 2πj
m

)
∫

xn

x2k − 1
dx =

∫
1

2k(x− 1)
dx+

∫
(−1)n+1

2k(x+ 1)
dx+

1

k

k−1∑
j=1

∫
cos πj(n+1)

k x− cos πjnk
x2 − 2 cos πjk x+ 1

dx

=
log |x− 1|

2k
+

(−1)n+1 log |x+ 1|
2k

+
1

2k

k−1∑
j=1

cos
πj(n+ 1)

k
log

(
x2 − 2 cos

πj

k
x+ 1

)

− 1

k

k−1∑
j=1

sin
πj(n+ 1)

k
tan−1

(
x− cos 2πj

m

sin 2πj
m

)

(3) Ik =

∫
xk

xm − 1
dx とおくと, k ≧ m ならば Ik =

∫
xk−m(xm − 1) + xk−m

xm − 1
dx =

xk−m+1

k −m+ 1
+ Ik−m だから,

∫
xlm+n

xm − 1
dx = Ilm+n =

x(l−1)m+n+1

(l − 1)m+ n+ 1
+ I(l−1)m+n

=
x(l−1)m+n+1

(l − 1)m+ n+ 1
+

x(l−2)m+n+1

(l − 2)m+ n+ 1
+ I(l−2)m+n = · · · =

l−1∑
i=0

xim+n+1

im+ n+ 1
+ In

が成り立つ. 従って (2)の結果から, 以下の結果が得られる.∫
xl(2k+1)+n

x2k+1 − 1
dx =

l−1∑
i=0

xi(2k+1)+n+1

i(2k + 1) + n+ 1
+

log |x− 1|
2k + 1

+
1

2k + 1

k∑
j=1

cos
2πj(n+ 1)

2k + 1
log

(
x2 − 2 cos

2πj

2k + 1
x+ 1

)

− 2

2k + 1

k∑
j=1

sin
2πj(n+ 1)

2k + 1
tan−1

(
x− cos 2πj

m

sin 2πj
m

)
∫

x2kl+n

x2k − 1
dx =

l−1∑
i=0

x2ik+n+1

2ik + n+ 1
+

log |x− 1|
2k

+
(−1)n+1 log |x+ 1|

2k

+
1

2k

k−1∑
j=1

cos
πj(n+ 1)

k
log

(
x2 − 2 cos

πj

k
x+ 1

)
− 1

k

k−1∑
j=1

sin
πj(n+ 1)

k
tan−1

(
x− cos 2πj

m

sin 2πj
m

)

6. Ik =

∫
xkm−1f (k)(axm)dx とおけば, I1 =

∫
xm−1f ′(axm)dx =

1

am
f(axm) であり, k ≧ 2 ならば部分積分法に

より Ik =

∫
x(k−1)m

(
1

am
f (k−1)(axm)

)′

dx =
x(k−1)m

am
f (k−1)(axm)−

∫
k − 1

a
x(k−1)m−1f (k−1)(axm)dx =

x(k−1)m

am
f (k−1)(axm)−k − 1

a
Ik−1だから Ik =

x(k−1)m

am
f (k−1)(axm)−k − 1

a
Ik−1である. Jk =


(−a)kIk
(k−1)! 1 ≦ k ≦ n

0 k = 0

とおけば, 上式から Jk − Jk−1 =
−(−a)k−1x(k−1)m

m(k − 1)!
f (k−1)(axm) だから Jk = −

k∑
i=1

(−a)i−1x(i−1)m

m(i− 1)!
f (i−1)(axm) が

得られる. 従って Ik =
(k − 1)!

(−a)k
Jk =

k∑
i=1

(−1)k−i(k − 1)!x(i−1)m

ak−i+1m(i− 1)!
f (i−1)(axm) である.
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7.

∫ 1

−1

(x− t)2f(t)dt = x2
∫ 1

−1

f(t)dt− 2x

∫ 1

−1

tf(t)dt+

∫ 1

−1

t2f(t)dt より a =

∫ 1

−1

f(t)dt, b =

∫ 1

−1

tf(t)dt,

c =

∫ 1

−1

t2f(t)dt とおくと, 仮定から λf(x) = ax2 − 2bx+ c である. λ ̸= 0 ならば f(x) =
a

λ
x2 − 2b

λ
x+

c

λ
となる

ため, a =

∫ 1

−1

(
a

λ
t2 − 2b

λ
t+

c

λ

)
dt =

2a

3λ
+

2c

λ
より c =

(
λ

2
− 1

3

)
a, b =

∫ 1

−1

(
a

λ
t3 − 2b

λ
t2 +

c

λ
t

)
dt = − 4b

3λ
より

(3λ+ 4)b = 0, c =

∫ 1

−1

(
a

λ
t4 − 2b

λ
t3 +

c

λ
t2
)
dt =

2a

5λ
+

2c

3λ
より −6a+ (15λ− 10)c = 0 が得られる.

c =

(
λ

2
− 1

3

)
a を −6a + (15λ − 10)c = 0 に代入すると (45λ2 − 60λ − 16)a = 0 となるため a = 0 または

λ =
2

3
± 2

√
5

5
である. a = 0 の場合は c =

(
λ

2
− 1

3

)
a から c = 0 であるため, f についての仮定から b ̸= 0 であ

る. このとき, (3λ + 4)b = 0 から λ = −4

3
である. λ =

2

3
± 2

√
5

5
の場合は c =

(
λ

2
− 1

3

)
a から c = ±

√
5

5
a であ

り, (3λ + 4)b = 0 から b = 0 である. 以上から, C を 0 でない任意定数とすると「λ = −4

3
, f(x) = Cx」または

「λ =
2

3
± 2

√
5

5
, f(x) = C

(
x2 ±

√
5

5

)
(複号同順)」が求めるものである.

8.

∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

f(x)g(nx)dx であり, y = nx とおいて
∫ k

n

k−1
n

f(x)g(nx)dx の置換積分を考えると∫ k
n

k−1
n

f(x)g(nx)dx =

∫ k

k−1

1

n
f
( y
n

)
g(y)dy である. 従って

∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f
( y
n

)
g(y)dy · · · (1)

が成り立つ. 一方
∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
であることと, g の周期性から y = x+ k − 1 とおいて置換積分

すれば,

∫ 1

0

g(x)dx =

∫ k

k−1

g(y)dy が成り立つことから

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx =

(
lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
f

(
k

n

))∫ 1

0

g(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)∫ 1

0

g(x)dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)∫ k

k−1

g(y)dy = lim
n→∞

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy.

故に ∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy · · · (2)

が成り立つ. f ′ : (0, 1) → R は有界であるという仮定から, 正の実数 K で, すべての x ∈ (0, 1) に対して |f ′(x)| ≦ K

を満たすものがある. y ∈ [k− 1, k] に対し, 平均値の定理から f
( y
n

)
− f

(
k

n

)
=

(
y

n
− k

n

)
f ′(ξ) を満たす

k − 1

n
<

ξ <
k

n
がある. 従って y ∈ [k − 1, k] ならば

∣∣∣∣f( yn)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ ≦ K(k − y)

n
≦ K

n
が成り立つ. この不等式と,∫ k

k−1

|g(y)|dy =

∫ 1

0

|g(x)|dx を用いると∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f
( y
n

)
g(y)dy −

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n

∣∣∣∣f( yn)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ |g(y)|dy
≦

n∑
k=1

K

n2

∫ k

k−1

|g(y)|dy =

n∑
k=1

K

n2

∫ 1

0

|g(y)|dy =
K

n

∫ 1

0

|g(x)|dx
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となる. 故に (1)から∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)g(nx)dx −
∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx

∣∣∣∣ ≦
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f
( y
n

)
g(y)dy −

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy −

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx

∣∣∣∣∣
≦ K

n

∫ 1

0

|g(x)|dx+

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ k

k−1

1

n
f

(
k

n

)
g(y)dy −

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx

∣∣∣∣∣
となり, lim

n→∞

K

n

∫ 1

0

g(x)dx = 0 と (2)から lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx が得られる.
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微積分学 I 演習問題 第11回 三角関数と無理関数の積分

1. 次の関数の原始関数を求めよ. ただし, (19)の n は 0 以上の整数, (23)と (24)の n は自然数とする.

(1)
3

tanx(2 + cos2 x)
(2)

2− sinx

2 + cosx
(3)

1

a2 cos2x+ b2 sin2x
(4)

2

4 cos2 x+ tanx− 3

(5)
3 tanx− 5

tanx+ 2 cos2 x
(6)

tanx

a− cos2x
(7)

cos2 x

a− cos2 x
(8)

2 tan2 x

2 tanx− 2 sin2 x− 1

(9)
1 + sinx

sinx(1 + cosx)
(10)

sinnx

sinx
(11)

1

sin2 x(1 + tanx)
(12)

sinx

(1 + cosx)(3− sinx+ 2 cosx)

(13)
1

a cosx+ b sinx+ c
(14)

x

1 + cosx
(15)

cosx

a cosx+ b sinx+ c
(16)

2x sinx cosx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2

(17)

√
cosx sinx

cosx+ sinx
(18)

x

1 + sinx
(19)

cosm x sinn x

(cosx+ sinx)m+n+2
(20)

tanx

a cosx+ b sinx+ c

(21)
√
tanx (22)

1√
tanx

(23)
tan−1 x

x2n
(24)

tan−1 x

x2n+1

2. 次の関数の原始関数を求めよ. ただし (4), (8), (39)の n は自然数, (5), (9)では a ̸= 0, (6)では b ̸= ac かつ

a ̸= 0, (11)では a < b, (17), (18), (19)では a > 0, (28)では p < q とする.

(1)
x2 − 4√

1− (x− 2)2
(2)

1

x 4
√
x+ 1

(3)
x(1 + x2)√

1 + x4
(4)

(
x+

√
x2 + a

)n
√
x2 + a

(5) (x+ c)
√
ax+ b (6)

x+ c√
ax+ b

(7)
px+ q

ax+ b+ 2
√
x− c

(8) xn−1 log
(
x+

√
x2 + a

)
(9)

√
ax+ b

x+ c
(10)

√
ax+ b

x+ c
(11)

px+ q√
(x− a)(b− x)

(12)
1(

1 +
√
2x− x2

)√
2x− x2

(13)
px+ q√

x2 + 2ax+ b
(14)

log x

2
√
x− 1

(15)
x2 + b√
x2 + a

(16) (x2 + b)
√
x2 + a

(17)
x2√

a2 − x2
(18)

√
a2 − x2

x2 − b
(19) x2

√
a2 − x2 (20)

√
x2 + a

x2 + b

(21)
1

(x2 + b)
√
x2 + a

(22)
2x− 1

x2
√
x− 1

(23)
1

(x2 − b)
√
a2 − x2

(24)
1

(x− r)
√
x2 + 2ax+ b

(25)
1

(x+ c)
√
ax+ b

(26) xe
√
x−2 (27)

x2 + 1√
x2 − 2x+ 2

(28)
1

(x− r)
√

(x− p)(q − x)

(29)
1

x
√
x ( 3

√
x+ 4)

(30)

√
x2 − 1

x(x+ 1)
(31)

√
1− x2

x(1 + x)
(32)

cx+ d

2
(
x+ 2a

√
x− b

)√
x− b

(33) 2x tan−1
√
x+ 1 (34)

4
√
x− 1√
x+ 1

(35)
3

x+ 4− 3 3
√
x+ 2

(36)
x2(

x+
√
x+ 2

)√
x+ 2

(37) log
∣∣x+ 2

√
x+ 3

∣∣ (38)
log x3

4 4
√
x+ 1

(39)
log x

(1 + x)n
(40)

1− x2

(1+ ax+x2)
√
1+ bx+ cx2 + bx3 +x4

3. (発展問題) 次の積分を求めよ. ただし (5)では 0 < a <
π

2
, (6)では 0 < a < r とする.

(1)

∫ π
3

π
4

cosx

1 + cosx
dx (2)

∫ π
2

0

cos6 x

sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x
dx (3)

∫ 1

0

log(x+ 1)

x2 + 1
dx (4)

∫ 1

0

x3 sin−1x

(3x2 + 1)4
dx

(5)

∫ a

−a

√
1− cos2 a

cos2 x
dx (6)

∫ r

r−a
x cos−1 r

2 − a2 − x2

2ax
dx

4. (発展問題) 連続関数 f と R(X,Y ) = R(Y,X) を満たす X, Y の有理式 R(X,Y )について, 次の等式を示せ.

(1)

∫ 2π

0

f(a sinx+ b cosx)dx = 2

∫ π
2

−π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx (a, b は定数)

(2) f が偶関数ならば
∫ π

0

x sinxf(cosx)dx = π

∫ 1

0

f(x)dx (3)

∫ π
2

0

xR(sinx, cosx)dx =
π

4

∫ π
2

0

R(sinx, cosx)dx

5. (発展問題) 前問を用いて次の積分を求めよ.

(1)

∫ 2π

0

(sinx+ cosx)10dx (2)

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx (3)

∫ π

0

x sin3 x

2 + sin2 x
dx (4)

∫ π
2

0

x sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx
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第 11回の演習問題の解答

1. (1) t = tanxとおくと dx =
dt

1 + t2
だから

∫
3

tanx(2 + cos2 x)
dx =

∫
3

t
(
2 + 1

1+t2

)
(1 + t2)

dt =

∫
3

t(3 + 2t2)
dt

· · · (∗). 3

t(3 + 2t2)
=
A

t
+
Bt+ C

3 + 2t2
とおくと (右辺) =

(2A+B)t2 + Ct+ 3A

t(3 + 2t2)
より

{
2A+B=0
C=0
3A=3

. これを解けば, A = 1,

B = −2, C = 0. 従って (∗) =
∫ (

1

t
− 2t

3 + 2t2

)
dt = log |t| − 1

2
log(3 + 2t2) = log | tanx| − 1

2
log(3 + 2 tan2 x)

(2) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
より

∫
2− sinx

2 + cosx
dx =∫ 2

(
2− 2t

1+t2

)
(1 + t2)

(
2 + 1−t2

1+t2

)dt = ∫ 4(1− t+ t2)

(3 + t2)(1 + t2)
dt · · · (∗). 4(1− t+ t2)

(3 + t2)(1 + t2)
=
At+B

3 + t2
+
Ct+D

1 + t2
とおくと (右辺) =

(A+ C)t3 + (B +D)t2 + (A+ 3C)t+ (B + 3D)

(3 + t2)(1 + t2)
より

{
A+C=0
B+D=4
A+3C=−4
B+3D=4

. これを解けば, A = 2, B = 4, C = −2, D = 0.

従って (∗) =
∫ (

2t+ 4

3 + t2
− 2t

1 + t2

)
dt =

∫
2t

3 + t2
dt+

∫
4

3 + t2
dt−

∫
2t

1 + t2
dt =

log(3 + t2) +
4√
3
tan−1 t√

3
− log(1 + t2) = log

(
3 + tan2

x

2

)
+

4√
3
tan−1

(
1√
3
tan

x

2

)
− log

(
1 + tan2

x

2

)
.

(3) t = tanx とおくと cos2 x =
1

1 + t2
, sin2 x =

t2

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
だから

∫
dx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
=∫

1

a2 1
1+t2 + b2 t2

1+t2

1

1 + t2
dt =

∫
dt

a2 + b2t2
=

1

b2

∫
dt(

a
b

)2
+ t2

=
1

ab
tan−1 bt

a
=

1

ab
tan−1

(
b

a
tanx

)
(4) t = tanx とおくと dx =

dt

1 + t2
だから

∫
2

4 cos2 x+ tanx− 3
dx =

∫
2(

4
1+t2 + t− 3

)
(1 + t2)

dt =∫
2

(t− 1)
(
t− 1−

√
2
)(
t− 1 +

√
2
)dt · · · (∗). 2

(t− 1)
(
t− 1−

√
2
) (
t− 1 +

√
2
) =

A

t− 1
+

B

t− 1−
√
2
+

C

t− 1 +
√
2

とおくと (右辺) =
(A+B + C)t2 +

(
−2A+B

(
−2 +

√
2
)
+ C

(
−2−

√
2
))
t−A+B

(
1−

√
2
)
+ C

(
1 +

√
2
)

(t− 1)
(
t− 1−

√
2
) (
t− 1 +

√
2
) よ

り

{
A+B+C=0

−2A+B(−2+
√
2)+C(−2−

√
2)=0

−A+B(1−
√
2)+C(1+

√
2)=2

. これを解けば, A = −1, B = C =
1

2
. 従って

(∗) =
∫

1

2

(
− 2

t− 1
+

1

t− 1−
√
2
+

1

t− 1 +
√
2

)
dt = − log |t− 1|+ 1

2
log |t2 − 2t− 1| =

1

2
log | tan2 x− 2 tanx− 1| − log | tanx− 1|

(5) t = tanx とおくと dx =
dt

1 + t2
だから

∫
3 tanx− 5

tanx+ 2 cos2 x
dx =

∫
3t− 5(

t+ 2
1+t2

)
(1 + t2)

dt =

∫
3t− 5

t3 + t+ 2
dt =∫

3t− 5

(t+ 1)(t2 − t+ 2)
dt · · · (∗). 3t− 5

(t+ 1)(t2 − t+ 2)
=

A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − t+ 2
とおくと (右辺) =

(A+B)t2 + (−A+B + C)t+ 2A+ C

(t+ 1)(t2 − t+ 2)
より

{ A+B=0
−A+B+C=3
2A+C=−5

. これを解けば, A = −2, B = 2 C = −1. 従って

(∗) =
∫ (

− 2

t+ 1
+

2t− 1

t2 − t+ 2

)
dt = −2 log |1 + t|+ log(t2 − t+ 2) = −2 log |1 + tanx|+ log(tan2 x− tanx+ 2)

(6) t = cosx とおくと sinx dx = −dt だから
∫

tanx

a− cos2 x
dx =

∫
1

t(t2 − a)
dt · · · (∗)

a ̸= 0 の場合, (∗) =
∫

1

a

(
t

t2 − a
− 1

t

)
dt =

1

2a
(log |t2 − a| − 2 log |t|) = 1

2a
log |1− a− a tan2 x|.

a = 0 の場合, (∗) =
∫

1

t3
dt =

1

2
− 1

2t2
= − tan2 x

2
.

(7) t = tanx とおけば cos2 x =
1

t2 + 1
, dx =

1

t2 + 1
dt より

∫
cos2 x

a− cos2 x
dx =

1

a

∫
1

(t2 + 1)
(
t2 + a−1

a

) dt · · · (∗)
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a = 1 の場合, (∗) =
∫

1

t2(t2 + 1)
dt =

∫ (
1

t2
− 1

t2 + 1

)
dt = −1

t
− tan−1 t = −x− 1

tanx
.

0 < a < 1 の場合, (∗) =
∫ 1

2

√
a

1− a

 1

t−
√

1−a
a

− 1

t+
√

1−a
a

− 1

t2 + 1

dt =
1

2

√
a

1− a
log

∣∣∣∣√at−√
1− a

√
at+

√
1− a

∣∣∣∣− tan−1 t =
1

2

√
a

1− a
log

∣∣∣∣√a tanx−
√
1− a

√
a tanx+

√
1− a

∣∣∣∣− x

a < 0 または a > 1 の場合, (∗) =
∫ (

1

t2 + a−1
a

− 1

t2 + 1

)
dt =

√
a

a− 1
tan−1

(√
a

a− 1
t

)
− tan−1 t =√

a

a− 1
tan−1

(√
a

a− 1
tanx

)
− x.

(8) t = tanx とおくと sinx =
t2

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
だから

∫
2 tan2 x

2 tanx− 2 sin2 x− 1
dx =∫

2t2

(1 + t2)
(
2t− 2t2

1+t2 − 1
)dt = ∫ 2t2

(t− 1)(2t2 − t+ 1)
dt · · · (∗). 2t2

(t− 1)(2t2 − t+ 1)
=

A

t− 1
+

Bt+ C

2t2 − t+ 1
とおく

と (右辺) =
(2A+B)t2 + (−A−B + C)t+A− C

(t− 1)(2t2 − t+ 1)
より

{ 2A+B=2
−A−B+C=0
A−C=0

. これを解けば, A = 1, B = 0, C = 1. 従っ

て (∗) =
∫ (

1

t− 1
+

1

2t2 − t+ 1

)
dt =

∫
1

t− 1
dt+

1

2

∫
1(

t− 1
4

)2
+
(√

7
4

)2 dt = log |t− 1|+ 2√
7
tan−1 4t− 1√

7
=

log | tanx− 1|+ 2√
7
tan−1 4 tanx− 1√

7

(9) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
より

∫
1 + sinx

sinx(1 + cosx)
dx =∫

2 + 4t
1+t2

2t
1+t2

(
1 + 1−t2

1+t2

)
(1 + t2)

dx =

∫ (
1

2t
+ 1 +

t

2

)
dx =

1

2
log |t|+ t+

1

4
t2 =

1

2
log
∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ tan
x

2
+

1

4
tan2

x

2

(10) In =

∫
sinnx

sinx
dx とおくと I1 =

∫
dx = x, I2 =

∫
2 cosx dx = 2 sinx である. 加法定理より

sin(n+ 2)x = sin(n+ 1)x cosx+ cos(n+ 1)x sinx = sinnx cos2 x+ 2 cosnx sinx cosx− sinnx sin2 x

= sinnx+ 2 cosnx cosx sinx− 2 sinnx sin2 x = sinnx+ 2 cos(n+ 1)x sinx

だから In+2 =

∫ (
sinnx

sinx
+ 2 cos(n+ 1)x

)
dx = In +

2 sin(n+ 1)x

n+ 1
が得られる. 従って

I2n = I2 +
n∑
k=2

(I2k − I2k−2) = 2 sinx+
n∑
k=2

2 sin(2k − 1)x

2k − 1
, I2n+1 = I1 +

n∑
k=1

(I2k+1 − I2k−1) = x+
n∑
k=1

sin 2kx

k
.

(11) t = tanx とおくと sinx =
t2

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
だから

∫
1

sin2 x(1 + tanx)
dx =

∫
1

t2

1+t2 (1 + t)(1 + t2)
dt =∫

1

t2(1 + t)
dt · · · (∗). 1

t2(1 + t)
=
A

t
+
B

t2
+

C

t+ 1
とおくと (右辺) =

(A+ C)t2 + (A+B)t+B

t2(t+ 1)
より

{
A+C=0
A+B=0
B=1

.

これを解けば, A = −1, B = 1, C = 1. 従って (∗) =
∫ (

−1

t
+

1

t2
+

1

t+ 1

)
dt = − log |t| − 1

t
+ log |t+ 1| =

log | tanx+ 1| − log | tanx| − 1

tanx

(12) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
より

∫
sinx

(1 + cosx)(3− sinx+ 2 cosx)
dx =∫ 2t

1+t2(
1 + 1−t2

1+t2

)(
3− 2t

1+t2 + 2−2t2

1+t2

)
(1 + t2)

dt =

∫
t

t2 − 2t+ 5
dt =

∫
t− 1

(t− 1)2 + 22
dt+

∫
1

(t− 1)2 + 22
dt =

1

2
log((t− 1)2 + 4) +

1

2
tan−1 t− 1

2
=

1

2
log

((
tan

x

2
− 1
)2

+ 4

)
+

1

2
tan−1

(
1

2
tan

x

2
− 1

2

)
(13) t = tan

x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
より

∫
1

a cosx+ b sinx+ c
dx =
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∫
2

(c− a)t2 + 2bt+ c+ a
dt · · · (∗). a = c, b = 0 の場合, (∗) =

∫
1

a
dt = t =

1

a
tan

x

2
. a = c, b ̸= 0 の場合,

(∗) =
∫

1

bt+ a
dt =

log |bt+ a|
b

=
1

b
log
∣∣∣b tan x

2
+ a
∣∣∣. a ̸= c, a2 + b2 > c2 の場合, D = a2 + b2 − c2 とおくと

(∗) =
∫

2

(c− a)
(
t− b−

√
D

a−c

)(
t− b+

√
D

a−c

)dt = ∫ 1√
D

(
1

t− b−
√
D

a−c

− 1

t− b+
√
D

a−c

)
dt =

1√
D

(
log

∣∣∣∣∣t− b−
√
D

a− c

∣∣∣∣∣− log

∣∣∣∣∣t− b+
√
D

a− c

∣∣∣∣∣
)

=
1√
D

(
log

∣∣∣∣∣tan x2 − b−
√
D

a− c

∣∣∣∣∣− log

∣∣∣∣∣tan x2 − b+
√
D

a− c

∣∣∣∣∣
)
.

a ̸= c, a2 + b2 = c2 の場合, (∗) =
∫

2

(c− a)
(
t− b

a−c

)2 dt = 2

(a− c)t− b
=

2

(a− c) tan x
2 − b

. a ≠ c, a2 + b2 < c2

の場合, (∗) =
∫

2

(c− a)

((
t+ b

c−a

)2
+ c2−a2−b2

(c−a)2

) dt =
2√

c2 − a2 − b2
tan−1

(
(c− a)t+ b√
c2 − a2 − b2

)
=

2√
c2 − a2 − b2

tan−1

(
(c− a) tan x

2 + b
√
c2 − a2 − b2

)
.

(14) t = tan
x

2
とおくと, cosx =

1− t2

1 + t2
, x = 2 tan−1 t, dx =

2

1 + t2
dt より

∫
x

1 + cosx
dx =∫

2 tan−1 t

1 + 1−t2
1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
2 tan−1 tdt =

∫
2(t)′ tan−1 tdt = 2t tan−1 t−

∫
2t

1 + t2
dt = 2t tan−1 t− log(1 + t2) =

x tan
x

2
− log

(
1 + tan2

x

2

)
= x tan

x

2
+ log

(
cos2

x

2

)
= x tan

x

2
+ log(1 + cosx)− log 2. 従って, 定数の差を無視す

れば
∫

x

1 + cosx
dx = x tan

x

2
+ log(1 + cosx) である.

(15) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, tanx =

2t

1− t2
, dx =

2

1 + t2
dt より

∫
cosx

a cosx+ b sinx+ c
dx =

∫ 2−2t2

1+t2

(1 + t2)
(
a(1−t2)
1+t2 + 2bt

1+t2 + c
)dt = ∫ 2t2 − 2

(t2 + 1)((a− c)t2 − 2bt− a− c)
dt · · · (∗).

a = c ̸= 0, b = 0 の場合, (∗) = 1

a

∫ (
2

t2 + 1
− 1

)
dt =

1

a

(
2 tan−1 t− t

)
=

1

a

(
x− tan

x

2

)
.

a = c, b ̸= 0 の場合, 第 10回の問題 1.(4)の結果から (∗) = −
∫

t2 − 1

(t2 + 1)(bt+ a)
dt =

−a2 + b2

b(a2 + b2)
log |bt+ a|−

b

a2 + b2
log(t2 + 1) +

2a

a2 + b2
tan(t) =

−a2 + b2

b(a2 + b2)
log
∣∣∣b tan x

2
+ a
∣∣∣− b

a2 + b2
log
(
tan2

x

2
+ 1
)
+

ax

a2 + b2
.

a ̸= cかつ c2 > a2+b2の場合,第10回の問題1.(11)の結果から (∗) =
∫

2(a− c)(t2 − 1)

(t2 + 1)(((a− c)t− b)2 + c2 − a2 − b2)
dt =

b

a2 + b2
log

(
(a− c)x2 − 2bx− a− c

x2 + 1

)
+

2a tan−1 x

a2 + b2
+

2ac

(a2 + b2)
√
c2 − a2 − b2

tan

(
(a− c)x− b√
c2 − a2 − b2

)
=

b

a2 + b2
log

(
(a− c) tan2 x2 − 2bx− a− c

x2 + 1

)
+

ax

a2 + b2
+

2ac

(a2 + b2)
√
c2 − a2 − b2

tan

(
(a− c) tan x

2 − b
√
c2 − a2 − b2

)
.

a ̸= c かつ c2 = a2 + b2 の場合, 第 10回の問題 1.(10)の結果から (∗) =
∫

2(a− c)(t2 − 1)

(t2 + 1)((a− c)t− b)2
dt =

4b(a− c)2

((a− c)2 + b2)2
log

(
((a− c)x− b)2

x2 + 1

)
+

2((a− c)2 − b2)

((a− c)2 + b2)((a− c)x− b)
+

4(a− c)((a− c)2 − b2)

((a− c)2 + b2)2
tan−1 x =

4b(a− c)2

((a− c)2 + b2)2
log

((
(a− c) tan x

2 − b
)2

tan2 x2 + 1

)
+

2((a− c)2 − b2)

((a− c)2 + b2)
(
(a− c) tan x

2 − b
) + 2x(a− c)((a− c)2 − b2)

((a− c)2 + b2)2
.

a ̸= c かつ c2 < a2 + b2 の場合, α =
b−

√
a2 + b2 − c2

a− c
, β =

b+
√
a2 + b2 − c2

a− c
とおくと, 第 10回の問題 1.(9)の

結果から (∗) =
∫

2t2 − 2

(a− c)(t2 + 1)(t− α)(t− β)
dt =
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1

a− c

(
2(α2 − 1) log |t− α|
(α− β)(α2 + 1)

− 2(β2 − 1) log |t− β|
(α− β)(β2 + 1)

− 2(α+ β) log(t2 + 1)

(α2 + 1)(β2 + 1)
− 4(αβ − 1) tan−1 t

(α2 + 1)(β2 + 1)

)
=

ax

a2 + b2
+

b
√
a2 + b2 − c2 + ca+ b2 − c2(

b
√
a2 + b2 − c2 + a2 − ca+ b2

)√
a2 + b2 − c2

log

(
tan

x

2
− b+

√
a2 + b2 − c2

a− c

)
−

b
√
a2 + b2 − c2 − ca− b2 + c2(

b
√
a2 + b2 − c2 − a2 + ca− b2

)√
a2 + b2 − c2

log

(
tan

x

2
− b−

√
a2 + b2 − c2

a− c

)
− b

a2 + b2
log
(
tan2

x

2
+ 1
)

(16) t = tanx とおけば x = tan−1 t, dx =
1

1 + t2
dt, sin2 x =

t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
, sinx cosx =

t

1 + t2
だか

ら, a2 ̸= b2 かつ ab ̸= 0 の場合, 第 10回の問題 1.(11)の結果より∫
2x sinx cosx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2
dx =

∫
2t tan−1 t

(a2t2 + b2)2
dt = − tan−1 t

a2(a2t2 + b2)
+

∫
1

a2(t2 + 1)(a2t2 + b2)
dt

= − tan−1 t

a2(a2t2 + b2)
+

1

a2b(a2 − b2)

(
a tan−1 at

b
− b tan−1 t

)
= − x

a2(a2 tan2 x+ b2)
+

1

a2b(a2 − b2)

(
a tan−1 a tanx

b
− bx

)
a ̸= 0, b = 0 の場合, 第 10回の問題 1.(10)の結果より∫

2x sinx cosx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2
dx =

∫
2 tan−1 t

a4t3
dt = − tan−1 t

a4t2
+

∫
1

a4t2(t2 + 1)
dt = − tan−1 t

a4t2
+

1

a4

(
−1

t
− tan−1 t

)
= − x

a4 tan2 x
− 1

a4 tanx
− x

a4

a = 0, b ̸= 0 の場合,∫
2x sinx cosx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2
dx =

∫
2t tan−1 t

b4
dt =

t2 tan−1 t

b4
−
∫

t2

b4(t2 + 1)
dt =

t2 tan−1 t

b4
− 1

b4
(
t− tan−1 t

)
=
x tan2 x− tanx+ x

b4

a2 = b2 ̸= 0 の場合,∫
2x sinx cosx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2
dx =

∫
2t tan−1 t

a4
dt =

t2 tan−1 t

a4
−
∫

t2

a4(t2 + 1)
dt =

t2 tan−1 t

a4
− 1

a4
(
t− tan−1 t

)
=
x tan2 x− tanx+ x

a4

(17) t =
√
tanx とおけば x = tan−1 t2 より dx =

2t

1 + t4
dt であり,

∫ √
cosx sinx

cosx+ sinx
dx =

∫ √
tanx

1 + tanx
dx =∫

2t2

(1 + t2)(1 + t4)
dt =

∫ (
1

2
(
1 +

√
2t+ t2

) + 1

2
(
1−

√
2t+ t2

) − 1

1 + t2

)
dt =

1

2

∫
1(

t+ 1√
2

)2
+ 1

2

dt+

1

2

∫
1(

t− 1√
2

)2
+ 1

2

dt−
∫

1

1 + t2
dt =

1√
2
tan−1

(√
2t+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2t− 1

)
− tan−1 t =

1√
2
tan−1

(√
2 tanx+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx− 1

)
− tan−1

√
tanx.

(18) t = tan
x

2
とおくと sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt より,

∫
x

1 + sinx
dx =

∫
4 tan−1 t

(1 + t)2
dt =∫

4 tan−1 t

(
− 1

1 + t

)′

dt = −4 tan−1 t

1 + t
+

∫
4

(1 + t)(1 + t2)
dt.

4

(1 + t)(1 + t2)
=

A

1 + t
+
Bt+ C

1 + t2
とおけば, (右辺) =

(A+B)t2 + (B + C)t+A+ C

(1 + t)(1 + t2)
より

{A+B=0
B+C=0
A+C=4

. これを解けば, A = C = 2, B = −2 である. 従って∫
4

(1 + t)(1 + t2)
dt =

∫
2

1 + t
dt−

∫
2x

1 + t2
dt+

∫
2

1 + t2
dt = 2 log |1 + t| − log(1 + t2) + 2 tan−1 t =

133



log(1 + t2 + 2t)− log(1 + t2) + 2 tan−1 t = log

(
1 +

2t

1 + t2

)
+ 2 tan−1 t = log(1 + sinx) + x,

2

1 + t
=

2

1 + tan x
2

=

2 cos2 x2
(
1 + tan x

2

)
cos2 x2

(
1 + tan x

2

)2 =
2 cos2 x2 + 2 cos x2 sin x

2(
cos x2 + sin x

2

)2 =
1 + cosx+ sinx

1 + sinx
= 1 +

cosx

1 + sinx
であることと, 2 tan−1 t = x に

注意すれば,

∫
x

1 + sinx
dx = −x

(
1 +

cosx

1 + sinx

)
+ log(1 + sinx) + x = − x cosx

1 + sinx
+ log(1 + sinx).

(19) t = tanx とおけば x = tan−1 t より dx =
1

1 + t2
dt, cos2 x =

1

1 + t2
, sin2 x =

t2

1 + t2
, cosx sinx =

t

1 + t2

だから,

∫
cosm x sinn x

(cosx+ sinx)m+n+2
dx =

∫ (
1

1+t2

)m
2
(

t2

1+t2

)n
2

(
1 + 2t

1+t2

)m
2 +n

2 +1

(1 + t2)

dt =

∫
tn

(1 + t)m+n+2
dt =

∫
(s− 1)n

sm+n+2
ds =

∫ ( n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

sk+m+2

)
ds =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k+1

(k +m+ 1)sk+m+1
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k+1

(k +m+ 1)(1 + tanx)k+m+1
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k+1 cosk+m+1 x

(k +m+ 1)(cosx+ sinx)k+m+1
.

(20) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, tanx =

2t

1− t2
, dx =

2

1 + t2
dt より

∫
tanx

a cosx+ b sinx+ c
dx =

∫ 4t
1−t2

(1 + t2)
(
a(1−t2)
1+t2 + 2bt

1+t2 + c
)dt = ∫ 4t

(t2 − 1)((a− c)t2 − 2bt− a− c)
dt · · · (∗).

b = c = 0 の場合, (∗) =
∫

4t

a(t2 − 1)2
dt = − 2

a(t2 − 1)
− 1

a
=

2

a
(
1− tan2 x2

) − 1

a
=

cosx+ 1

a cosx
− 1

a
=

1

a cosx
.

b = −c ̸= 0, a = c の場合, 第 10回の問題 1.(4)の結果から (∗) =
∫

2t

a(t+ 1)(t− 1)2
dt =

1

2a
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣−
1

a(t− 1)
=

1

2a
log

∣∣∣∣ tan x
2 − 1

tan x
2 + 1

∣∣∣∣− 1

a
(
tan x

2 − 1
) =

1

2a
log

∣∣∣∣ cosx

1 + sinx

∣∣∣∣− 1

a
(
tan x

2 − 1
) .

b = −c ̸= 0 かつ a = 0 の場合, 第 10回の問題 1.(8)の結果から (∗) =
∫

4t

b(t+ 1)(t− 1)3
dt =

1

2b
log

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣− 1

b(t− 1)
− 1

b(t− 1)2
=

1

2b
log

∣∣∣∣ tan x
2 + 1

tan x
2 − 1

∣∣∣∣− 1

b
(
tan x

2 − 1
) − 1

b
(
tan x

2 − 1
)2 =

1

2b
log

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣− 1

b
(
tan x

2 − 1
) − 1

b
(
tan x

2 − 1
)2

b = −c ̸= 0 かつ a ̸= c かつ a ̸= 0の場合, 第 10回の問題 1.(6)の結果から

(∗) =
∫

4t

(t+ 1)(t− 1)2((a− c)t+ a+ c)
dt =

c log |t− 1|
2a2

− 1

a(t− 1)
− log |t+ 1|

2c
+
a2 − c2

2a2c
log

∣∣∣∣t+ a+ c

a− c

∣∣∣∣ =
c

2a2
log
∣∣∣tan x

2
− 1
∣∣∣− 1

a
(
tan x

2 − 1
) − 1

2c
log
∣∣∣tan x

2
+ 1
∣∣∣+ a2 − c2

2a2c
log

∣∣∣∣tan x2 +
a+ c

a− c

∣∣∣∣.
a = b = c ̸= 0 の場合, 第 10回の問題 1.(4)の結果から (∗) = −

∫
2t

a(t− 1)(t+ 1)2
dt =

− 1

2a
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣− 1

a(t+ 1)
=

1

2a
log

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣+ 1

a
(
tan x

2 + 1
) .

b = c ̸= 0 かつ a = 0 の場合, 第 10回の問題 1.(8)の結果から (∗) = −
∫

4t

b(t− 1)(t+ 1)3
dt =

− 1

2b
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣− 1

b(t+ 1)
+

1

b(t+ 1)2
=

1

2b
log

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣− 1

b
(
tan x

2 + 1
) + 1

b
(
tan x

2 + 1
)2

b = c ̸= 0 かつ a ̸= c かつ a ̸= 0 の場合, 第 10回の問題 1.(6)の結果から

(∗) =
∫

4t

(t− 1)(t+ 1)2((a− c)t− a− c)
dt =

c log |t+ 1|
2a2

+
1

a(t+ 1)
− log |t− 1|

2c
+
a2 − c2

2a2c
log

∣∣∣∣t+ a+ c

a− c

∣∣∣∣ =
c

2a2
log
∣∣∣tan x

2
+ 1
∣∣∣+ 1

a
(
tan x

2 + 1
) − 1

2c
log
∣∣∣tan x

2
− 1
∣∣∣+ a2 − c2

2a2c
log

∣∣∣∣tan x2 +
a+ c

a− c

∣∣∣∣.
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b ̸= ±c かつ a = c の場合, 第 10回の問題 1.(3)の結果から (∗) = −
∫

2t

(t− 1)(t+ 1)(bt+ a)
dt =

log |t+ 1|
b− a

− log |t− 1|
b+ a

− 2a

b2 − a2
log
∣∣∣t+ a

b

∣∣∣ = 1

b− a
log
∣∣∣tan x

2
+ 1
∣∣∣− 1

b+ a
log
∣∣∣tan x

2
− 1
∣∣∣− 2a

b2 − a2
log
∣∣∣tan x

2
+
a

b

∣∣∣.
a ̸= c かつ c2 > a2 + b2 の場合, 第 10回の問題 1.(9)の結果から

(∗) =
∫

4(a− c)t

(t− 1)(t+ 1)(((a− c)t− b)2 + c2 − a2 − b2)
dt =

log |t+ 1|
b− c

− log |t− 1|
b+ c

− c log(((a− c)t− b)2 + c2 − a2 − b2)

b2 − c2
+

2ab

(b2 − c2)
√
c2 − a2 − b2

tan−1

(
(a− c)t− b√
c2 − a2 − b2

)
=

log
∣∣tan x

2 + 1
∣∣

b− c
−

log
∣∣tan x

2 − 1
∣∣

b+ c
−
c log

((
(a− c) tan x

2 − b
)2

+ c2 − a2 − b2
)

b2 − c2
+

2ab

(b2 − c2)
√
c2 − a2 − b2

tan−1

(
(a− c) tan x

2 − b
√
c2 − a2 − b2

)
.

a ̸= 0, c かつ c2 = a2 + b2 の場合, 第 10回の問題 1.(6)の結果から

(∗) =
∫

4(a− c)t

(t− 1)(t+ 1)((a− c)t− b)2
dt =

4b(a− c)

((a− c)2 − b2)((a− c)t− b)
− 4(a− c)((a− c)2 + b2)

((a− c)2 − b2)2
log |(a− c)t− b|+

2(a− c)

(a− b− c)2
log |(a− c)t− a+ c|+ 2(a− c)

(a+ b− c)2
log |(a− c)t+ a− c| = 4b(a− c)

((a− c)2 − b2)
(
(a− c) tan x

2 − b
)−

4(a− c)((a− c)2 + b2)

((a− c)2 − b2)2
log
∣∣∣(a− c) tan

x

2
− b
∣∣∣+ 2(a− c)

(a− b− c)2
log
∣∣∣tan x

2
− 1
∣∣∣+ 2(a− c)

(a+ b− c)2
log
∣∣∣tan x

2
+ 1
∣∣∣.

b ̸= ±c かつ a ̸= c かつ c2 < a2 + b2 の場合, α =
b−

√
a2 + b2 − c2

a− c
, β =

b+
√
a2 + b2 − c2

a− c
とおけば α, β ̸= ±1

であり, 第 10回の問題 1.(5)の結果から (∗) =
∫

4t

(a− c)(t− 1)(t+ 1)(t− α)(t− β)
dt =

2 log |t+ 1|
(a− c)(α+ 1)(β + 1)

+
2 log |t− 1|

(a− c)(α− 1)(β − 1)
+

4α log |t− α|
(a− c)(α2 − 1)(α− β)

− 4β log |t− β|
(a− c)(β2 − 1)(α− β)

=

log
∣∣tan x

2 + 1
∣∣

b− c
−

log
∣∣tan x

2 − 1
∣∣

b+ c
+

4α log
∣∣tan x

2 − α
∣∣

(a− c)(α2 − 1)(α− β)
−

4β log
∣∣tan x

2 − β
∣∣

(a− c)(β2 − 1)(α− β)
.

(21) t =
√
tanx とおけば x = tan−1 t2 より dx =

2t

1 + t4
dt であり, 第 10回の問題 1.(11)の結果より∫ √

tanx dx =

∫
2t2

1 + t4
dt =

1

2
√
2
log

(
t2 −

√
2t+ 1

t2 +
√
2t+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2t− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2t+ 1

)
=

1

2
√
2
log

(
tanx−

√
2 tanx+ 1

tanx+
√
2 tanx+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx+ 1

)
.

(22) t =
√
tanx とおけば x = tan−1 t2 より dx =

2t

1 + t4
dt であり, 第 10回の問題 1.(11)の結果より∫

1√
tanx

dx =

∫
2

1 + t4
dt =

1

2
√
2
log

(
t2 +

√
2t+ 1

t2 −
√
2t+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2t− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2t+ 1

)
=

1

2
√
2
log

(
tanx+

√
2 tanx+ 1

tanx−
√
2 tanx+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx+ 1

)
.

[別解] x =
π

2
− t とおくと (18)の結果から

∫
1√
tanx

dx = −
∫

1√
tan
(
π
2 − t

) dt = −
∫ √

tan t dt =

1

2
√
2
log

(
tan t+

√
2 tan t+ 1

tan t−
√
2 tan t+ 1

)
− 1√

2
tan−1

(√
2 tan t− 1

)
− 1√

2
tan−1

(√
2 tan t+ 1

)
=

1

2
√
2
log

(
1 +

√
2 tanx+ tanx

1−
√
2 tanx+ tanx

)
− 1√

2
tan−1

( √
2√

tanx
− 1

)
− 1√

2
tan−1

( √
2√

tanx
+ 1

)
.

(23)

∫
tan−1x

x2n
dx =

∫ (
− 1

(2n− 1)x2n−1

)′
tan−1x dx = − tan−1x

(2n− 1)x2n−1
+

∫
(tan−1x)′

(2n− 1)x2n−1
dx =

− tan−1x

(2n− 1)x2n−1
+

1

2(2n− 1)

∫
2x

x2n(1 + x2)
dx = − tan−1x

(2n− 1)x2n−1
+

1

2(2n− 1)

∫
1

tn(1 + t)
dx · · · (∗).
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1

tn(1 + t)
=

a0
1 + t

+
n∑
k=1

ak
tk
とおけば, 右辺は

1

tn(1 + t)

(
an +

n∑
k=1

(ak−1 + ak)t
n−k+1

)
に等しいため ak = (−1)n−k

(k = 0, 1, . . . , n) である. 故に (∗) = − tan−1x

(2n− 1)x2n−1
+

1

2(2n− 1)

(∫ (−1)n

1 + t
dt+

n∑
k=1

∫
(−1)n−k

tk
dt
)
=

1

2n− 1

(
− tan−1x

x2n−1
+

(−1)n log(1 + t)

2
+

(−1)n−1 log t

2
+

n∑
k=2

(−1)n−k+1

(2k − 2)tk−1

)
=

1

2n− 1

(
− tan−1x

x2n−1
+

(−1)n log(1 + x2)

2
+ (−1)n−1 log |x|+

n∑
k=2

(−1)n−k+1

(2k − 2)x2k−2

)
.

(24)

∫
tan−1x

x2n+1
dx =

∫ ( −1

2nx2n

)′
tan−1x dx = − tan−1x

2nx2n
+

∫
(tan−1x)′

2nx2n
dx = − tan−1x

2nx2n
+

1

2n

∫
1

x2n(1 + x2)
dx

であり, (23)の解答から
1

x2n(1 + x2)
=

(−1)n

1 + x2
+

n∑
k=1

(−1)n−k

x2k
だから上式は以下の式に等しい.

− tan−1x

2nx2n
+

1

2n

(∫ (−1)n

1 + x2
dx+

n∑
k=1

∫
(−1)n−k

x2k
dx
)
=

1

2n

(
− tan−1x

x2n
+ (−1)n tan−1x+

n∑
k=1

(−1)n−k+1

(2k − 1)x2k−1

)
.

2. (1) x = sin t+ 2 とおくと dx = cos tdt より
∫

x2 − 4√
1− (x− 2)2

dx =

∫
(sin2 t+ 4 sin t)dt =∫ (

1− cos 2t

2
+ 4 sin t

)
dt =

t

2
+

sin 2t

4
− 4 cos t =

t

2
+

sin t cos t

2
− 4 cos t =

t

2
+

1

2

√
1− sin2 t(sin t− 8) =

1

2
sin−1(x− 2) +

1

2
(x− 10)

√
1− (x− 2)2

(2) t = 4
√
x+ 1とおくと x = t4−1, dx = 4t3dtより

∫
1

x 4
√
x+ 1

dx =

∫
4t3

t(t4 − 1)
dt =

∫
4t2

(t2 − 1)(t2 + 1)
dt · · · (∗).

4t2

t4 − 1
=

A

t2 − 1
+

B

t2 + 1
とおけば (右辺) =

(A+B)t2 +A−B

t4 − 1
より

{
A+B=4
A−B=0 . これを解けば, A = B = 2. 従っ

て (∗) =
∫ (

2

t2 − 1
+

2

t2 + 1

)
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1
+

2

t2 + 1

)
dt = log |t− 1| − log |t+ 1|+ 2 tan−1 t =

log
∣∣ 4
√
x+ 1− 1

∣∣− log
∣∣ 4
√
x+ 1 + 1

∣∣+ 2 tan−1 4
√
x+ 1

(3) t = x2 とおくと, 教科書の 104ページの結果から
∫
x(1 + x2)√

1 + x4
dx =

1

2

∫
1 + t√
1 + t2

dt =

1

2

∫
1√

1 + t2
dt+

1

2

∫
t√

1 + t2
dt =

1

2
log
(
t+
√
1 + t2

)
+

1

2

√
1 + t2 =

1

2
log
(
x2 +

√
1 + x4

)
+

1

2

√
1 + x4

(4) t = x+
√
x2 + aとおけば

x+
√
x2+ a√

x2+ a
dx = dtだから n ̸= 0の場合,

∫ (
x+

√
x2+ a

)n
√
x2+ a

dx =

∫
tn−1dt =

tn

n
=

1

n

(
x+

√
x2 + a

)n
. n = 0 の場合,

∫ (
x+

√
x2 + a

)n
√
x2 + a

dx =

∫
1

t
dt = log t = log

(
x+

√
x2 + a

)
.

(5) t =
√
ax+ b とおくと x =

t2− b

a
, dx =

2t

a
dt より

∫
(x+ c)

√
ax+ b dx =

∫ (
t2− b

a
+ c

)
2t2

a
dt =

2

a2

∫
(t4 + (ac− b)t2) dt =

2

a2

(
t5

5
+

(ac− b)t3

3

)
=

2(ax+ b)
3
2 (3ax+ 5ac− 2b)

15a2
.

(6) t =
√
ax+ b とおくと x =

t2− b

a
, dx =

2t

a
dt より

∫
x+ c√
ax+ b

dx =

∫ (
t2 − b

a
+ c

)
2

a
dt =

2

a2

(
t3

3
+ (ac− b)t

)
=

2
√
ax+ b (ax+ 3ac− 2b)

3a2
.

(7) t =
√
x− c とおくと x = t2 + c, dx = 2tdt より

∫
px+ q

ax+ b+ 2
√
x− c

dx =

∫
2pt3 + 2(cp+ q)t

at2 + 2t+ ac+ b
dt · · · (∗)

a = 0 の場合, (∗) =
∫

2pt3 + 2(cp+ q)t

2t+ b
dt =

∫ (
pt2 − bp

2
t+

b2p+ 4cp+ 4q

4
− b(b2p+ 4cp+ 4q)

4(2t+ b)

)
dt =

p

3
t3 − bp

4
t2 +

b2p+ 4cp+ 4q

4
t− b(b2p+ 4cp+ 4q)

8
log |2t+ b| =

p

3
(x− c)

3
2 − bp

4
(x− c) +

b2p+ 4cp+ 4q

4

√
x− c− b(b2p+ 4cp+ 4q)

8
log
∣∣2√x− c+ b

∣∣
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a ̸= 0, a(ac+ b) < 1 の場合, α =
1

a

(
−1−

√
1− a(ac+ b)

)
, β =

1

a

(
−1 +

√
1− a(ac+ b)

)
とおけば

(∗) = 2p

a2

∫
(at− 2) dt+

2

a3

∫
(a2q − abp+ 4p)t+ 2p(ac+ b)

(t− α)(t− β)
dt =

p

a2
(at2 − 4t)− 1

a2
√
1− a(ac+ b)

∫ (
α(a2q − abp+ 4p) + 2p(ac+ b)

t− α
− β(a2q − abp+ 4p) + 2p(ac+ b)

t− β

)
dt =

p

a2
(at2 − 4t)− α(a2q − abp+ 4p) + 2p(ac+ b)

a2
√
1− a(ac+ b)

log |t− α|+ β(a2q − abp+ 4p) + 2p(ac+ b)

a2
√
1− a(ac+ b)

log |t− β| =

p

a2
(
a(x− c)− 4

√
x− c

)
+

(a2q − abp+ 4p)

a2
√

1− a(ac+ b)
log

∣∣√x− c− β
∣∣β∣∣√x− c− α
∣∣α +

2p(ac+ b)

a2
√

1− a(ac+ b)
log

∣∣∣∣√x− c− β√
x− c− α

∣∣∣∣
a(ac+ b) = 1 の場合, (∗) = 2p

a2

∫
(at− 2) dt+

2

a2

∫ (
a2q + a2cp+ 3p

at+ 1
− a2q + a2cp+ p

(at+ 1)2

)
dt =

p

a2
(at2 − 4t) +

2(a2q + a2cp+ 3p)

a3
log |at+ 1|+ 2(a2q + a2cp+ p)

a3(at+ 1)
=

p

a2
(
a(x− c)− 4

√
x− c

)
+

2(a2q + a2cp+ 3p)

a3
log
∣∣a√x− c+ 1

∣∣+ 2(a2q + a2cp+ p)

a3
(
a
√
x− c+ 1

)
a(ac+ b) > 1 の場合, (∗) = 2p

a2

∫
(at− 2) dt+

2

a3

∫
(a2q − abp+ 4p)

(
t+ 1

a

)
+ 2a2cp−a2q+3abp−4p

a(
t+ 1

a

)2
+ a(ac+b)−1

a2

dt =

p

a2
(at2 − 4t) +

a2q − abp+ 4p

a3
log(at2 + 2t+ ac+ b) +

2(2a2cp− a2q + 3abp− 4p)

a3
√
a(ac+ b)− 1

tan−1

(
at+ 1√

a(ac+ b)− 1

)
=

p

a2
(
a(x− c)− 4

√
x− c

)
+
a2q − abp+ 4p

a3
log
(
ax+ 2

√
x− c+ b

)
+

2(2a2cp− a2q + 3abp− 4p)

a3
√
a(ac+ b)− 1

tan−1

(
a
√
x− c+ 1√

a(ac+ b)− 1

)
(8)

∫
xn−1 log

(
x+

√
x2 + a

)
dx =

∫ (
xn

n

)′

log
(
x+

√
x2 + a

)
dx =

xn

n
log
(
x+

√
x2 + a

)
−∫ xn + xn+1

√
x2+a

n
(
x+

√
x2 + a

)dx =
xn

n
log
(
x+

√
x2 + a

)
−
∫

xn

n
√
x2 + a

dx t = x +
√
x2 + a とおくと x =

t2 − a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt だから

∫
xn

n
√
x2 + a

dx =

∫
(t2 − a)n

2nntn
2t

t2 + 1

t2 + 1

2t2
dt =

1

2nn

n∑
i=0

(−a)i
(
n

i

)∫
tn−2i−1dt · · · (∗) を得る. n

が奇数ならば (∗) = 1

2nn

n∑
i=0

(−1)i

n− 2i

(
n

i

)
tn−2i =

1

2nn

n∑
i=0

(−a)i

n− 2i

(
n

i

)(
x+

√
x2 + a

)n−2i

であり, n が偶数ならば

(∗) = 1

2nn

 ∑
0≦i≦n, i ̸=n

2

(−a)i

n− 2i

(
n

i

)
tn−2i + (−a)n2

(
n
n
2

)
log t


=

1

2nn

 ∑
0≦i≦n, i ̸=n

2

(−a)i

n− 2i

(
n

i

)(
x+

√
x2 + a

)n−2i

+ (−a)n2
(
n
n
2

)
log
(
x+

√
x2 + a

)
となるため,

∫
xn−1 log

(
x+

√
x2 + 1

)
dx は n が奇数ならば

xn

n
log
(
x+

√
x2 + a

)
− 1

2nn

n∑
i=0

(−a)i

n− 2i

(
n

i

)(
x+

√
x2 + a

)n−2i

で与えられ, n が偶数ならば

xn

n
log
(
x+

√
x2 + a

)
− 1

2nn

 ∑
0≦i≦n, i ̸=n

2

(−a)i

n− 2i

(
n

i

)(
x+

√
x2 + a

)n−2i

+ (−a)n2
(
n
n
2

)
log
(
x+

√
x2 + a

)
で与えられる.
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(9) t =
√
ax+ b とおくと x =

t2− b

a
,
dx

dt
=

2t

a
より

∫ √
ax+b

x+ c
dx=

∫
2t2

t2−b+ac
dt=

∫ (
2+

2(b− ac)

t2−b+ac

)
dt · · · (∗)

だから, b > ac の場合, (∗) =
∫ (

2 +

√
b− ac

t−
√
b− ac

−
√
b− ac

t+
√
b− ac

)
dt = 2t+

√
b− ac

(
log

∣∣∣∣ t−√
b− ac

t+
√
b− ac

∣∣∣∣) =

2
√
ax+ b +

√
b− ac

(
log

∣∣∣∣√ax+ b−
√
b− ac√

ax+ b+
√
b− ac

∣∣∣∣). b = ac の場合, (∗) =
∫

2 dt = 2t = 2
√
ax+ b. b < ac の場合,

(∗) =
∫ (

2− 2(ac− b)

t2 +
(√
ac− b

)2
)
dt = 2t− 2

√
ac− b tan−1 t√

ac− b
= 2

√
ax+ b− 2

√
ac− b tan−1

√
ax+ b√
ac− b

.

(10) t =

√
ax+ b

x+ c
とおけば x =

−ct2 + b

t2 − a
, dx =

2(ac− b)t

(t2 − a)2
dt だから

∫ √
ax+ b

x+ c
dx =

∫
2(ac− b)t2

(t2 − a)2
dt · · · (∗)

である. a > 0 の場合,
t2

(t2 − a)2
=

A

t−
√
a
+

B

t+
√
a
+

C

(t−
√
a)2

+
D

(t+
√
a)2
とおけば, 左辺は次の式に等しい.

(A+B)t3 + (
√
aA−

√
aB + C +D)t2 + (−aA− aB + 2

√
aC − 2

√
aD)t− a

√
aA+ a

√
aB + aC + aD

(t2 − a)2

故に A+B = −aA− aB + 2
√
aC − 2

√
aD = −a

√
aA+ a

√
aB + aC + aD = 0,

√
aA−

√
aB +C +D = 1 だから

A =
1

4
√
a
, B = − 1

4
√
a
, C = D =

1

4
となるため (∗) = ac− b

2
√
a

∫ (
1

t−
√
a
− 1

t+
√
a
+

√
a

(t−
√
a)2

+

√
a

(t+
√
a)2

)
dt =

ac− b

2
√
a

log

∣∣∣∣ t−√
a

t+
√
a

∣∣∣∣− (ac− b)t

t2 − a
=
ac− b

2
√
a

(
log

∣∣∣∣∣
√
ax+ b

x+ c
−
√
a

∣∣∣∣∣− log

∣∣∣∣∣
√
ax+ b

x+ c
+

√
a

∣∣∣∣∣
)

+ (x+ c)

√
ax+ b

x+ c
.

a < 0 の場合, 教科書の問 3.10の結果を用いれば, (∗) = 2(ac− b)

(∫
1

t2 − a
dt+

∫
a

(t2 − a)2
dt

)
=

ac− b√
−a

tan−1 t√
−a

− (ac− b)t

t2 − a
=
ac− b√

−a
tan−1

√
ax+ b

−a(x+ c)
+ (x+ c)

√
ax+ b

x+ c
.

(11) t =

√
b− x

x− a
とおくと x =

at2 + b

t2 + 1
,
√
(x− a)(b− x) =

(b− a)t

t2 + 1
, dx = −2(b− a)t

(t2 + 1)2
dtであり,教科書の問 3.10

の結果を用いると
∫

px+ q√
(x− a)(b− x)

dx =

∫ (
p(at2+b)
t2+1 + q

)
(−2(b− a)t)

(b−a)t
t2+1 (t2 + 1)2

dt = −
∫

2p(b− a)

(t2 + 1)2
−
∫

2(ap+ q)

t2 + 1
dt =

−p(b− a)t

t2 + 1
− (p(a+ b) + 2q) tan−1 t = −p

√
(b− x)(x− a)− (p(a+ b) + 2q) tan−1

√
b− x

x− a

(別解)

∫
px+ q√

(x− a)(b− x)
dx =

∫ (
p(a+ b) + 2q

2
√
(x− a)(b− x)

− p(−2x+ a+ b)

2
√
(x− a)(b− x)

)
dx =∫

p(a+ b) + 2q

2

√(
b−a
2

)2 − (x− a+b
2

)2 dx−
∫
p((x− a)(b− x))′

2
√
(x− a)(b− x)

dx =
p(a+ b) + 2q

2
sin−1 2x− a− b

b− a
− p
√
(x− a)(b− x)

(注意)第 3回の演習問題 5の (4)の xに
2x− a− b

b− a
を代入して,教科書の問 1.11の (4)を用いれば 2 tan−1

√
b− x

x− a
=

π

2
− sin−1 2x− a− b

b− a
が得られる.

(12) t =

√
2− x

x
とおくと x =

2

1 + t2
,
√
2x− x2 =

2t

1 + t2
, dx = − 4t

(1 + t2)2
dt より∫

1(
1 +

√
2x− x2

)√
2x− x2

dx =

∫
−4t(

1 + 2t
1+t2

)
2t

1+t2 (1 + t2)2
dt =

∫
−2

(1 + t)2
dt =

2

1 + t
=
x−

√
2x− x2

x− 1

(13) t = x+
√
x2 + 2ax+ b とおくと x =

t2 − b

2(t+ a)
,
√
x2 + 2ax+ b =

t2 + 2at+ b

2(t+ a)
, dx =

t2 + 2at+ b

2(t+ a)2
dt より∫

px+ q√
x2 + 2ax+ b

dx =

∫ (
p(t2−b)
2(t+a) + q

)
(t2 + 2at+ b)

t2+2at+b
2(t+a) 2(t+ a)2

dt =

∫
p(t2 − b) + 2q(t+ a)

2(t+ a)2
dt =∫ (

p

2
− ap− q

t+ a
+
p(a2 − b)

2(t+ a)2

)
dt =

pt

2
− (ap− q) log |t+ a| − p(a2 − b)

2(t+ a)
=
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p

2

(
x+

√
x2 + 2ax+ b

)
− (ap− q) log

∣∣x+ a+
√
x2 + 2ax+ b

∣∣− p(a2 − b)

2
(
x+ a+

√
x2 + 2ax+ b

) .
(14) t =

√
x− 1 とおくと x = t2 + 1, dx = 2tdt より

∫
log x

2
√
x− 1

dx =

∫
log(t2 + 1)dt =

∫
t′ log(t2 + 1)dt =

t log(t2 + 1)−
∫

2t2

t2 + 1
dt = t log(t2 + 1)−

∫ (
2− 2

t2 + 1

)
dt = t log(t2 + 1)− 2t+ 2 tan−1 t =

√
x− 1(log x− 2) + 2 tan−1

√
x− 1

(15) t = x+
√
x2 + a とおくと x =

t2 − a

2t
,
√
x2 + a =

t2 + a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt より, s = t2 と変数変換すれば∫

x2 + b√
x2 + a

dx =

∫
(t2 − a)2 + 4bt2

4t3
dt =

∫
(s− a)2 + 4bs

8s2
ds =

∫ (
1

8
− a− 2b

4s
+

a2

8s2

)
ds =

s

8
− a− 2b

4
log s− a2

8s
=
t4 − a2

8t2
− a− 2b

2
log |t| = x

2

√
x2 + a− a− 2b

2
log
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣
(16) t = x+

√
x2 + a とおくと x =

t2 − a

2t
,
√
x2 + a =

t2 + a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt より, s = t2 と変数変換すれば∫

(x2 + b)
√
x2 + a dx =

∫
(t2 + a)2((t2 − a)2 + 4bt2)

16t5
dt =

∫
(s+ a)2((s− a)2 + 4bs)

32s3
ds =∫

(s2 − a2)2 + 4bs(s+ a)2

32s3
ds =

∫ (
s

32
+
b

8
− a(a− 4b)

16s
+
a2b

8s2
+

a4

32s3

)
ds =

s2

64
+
bs

8
− a(a− 4b)

16
log s− a2b

8s
− a4

64s2
=
t4

64
+
bt2

8
− a(a− 4b)

8
log |t| − a2b

8t2
− a4

64t4
=

t4 − a2

8t2

(
t4 − a2

8t2
+
a2

4t2
+ b

)
− a(a− 4b)

8
log |t| = x

8

√
x2 + a(2x2 + a+ 4b)− a(a− 4b)

8
log
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣
(17) x = a sin t とおくと dx = a cos t dt より

∫
x2√

a2 − x2
dx =

∫
a2 sin2 t dt =

a2

2

∫
(1− cos 2t) dt =

a2

4
(2t− sin 2t) =

a2

2
(t− sin t cos t) =

1

2

(
a2 sin−1 x

a
− x

√
a2 − x2

)
.

(18) x = a sin t とおくと dx = a cos t dt より
∫ √

a2 − x2

x2 − b
dx =

∫
cos2 t

a2−b
a2 − cos2 t

dt · · · (∗)

b = a2 の場合, (∗) = −t = − sin−1 x

a
. b = 0 の場合, 1の (7)と第 2回の問題 2の (4)より

(∗) = −t− 1

tan t
= − sin−1 x

a
− 1

tan
(
sin−1 x

a

) = − sin−1 x

a
−

√
a2 − x2

x
.

0 < b < a2 の場合, 1の (7)と第 2回の問題 2の (4)より (∗) =
√
a2 − b

2
√
b

log

∣∣∣∣∣
√
a2 − b tan t−

√
b√

a2 − b tan t+
√
b

∣∣∣∣∣− t =

√
a2 − b

2
√
b

log

∣∣∣∣∣
√
a2 − b tan

(
sin−1 x

a

)
−
√
b

√
a2 − b tan

(
sin−1 x

a

)
+
√
b

∣∣∣∣∣− sin−1 x

a
=

√
a2 − b

2
√
b

log

∣∣∣∣∣
√
a2 − b x−

√
b
√
a2 − x2√

a2 − b x+
√
b
√
a2 − x2

∣∣∣∣∣− sin−1 x

a

b < 0 または b > a2 の場合, 1の (7)と第 2回の問題 2の (4)より (∗) =
√
b− a2

b
tan−1

(√
b− a2

b
tan t

)
− t =√

b− a2

b
tan−1

(√
b− a2

b
tan
(
sin−1 x

a

))
− sin−1 x

a
=

√
b− a2

b
tan−1

(√
b− a2

b

x√
a2 − x2

)
− sin−1 x

a

(19) x = a sin t とおくと dx = a cos t dt より
∫
x2
√
a2 − x2 dx =

∫
a4 sin2 t cos2 t dt =

a4

4

∫
sin2 2t dt =

a4

8

∫
(1− cos 4t) dt =

a4

32
(4t− sin 4t) =

a4

16
(2t− cos 2t sin 2t) =

a4

8
(t− cos t sin t(1− 2 sin2 t)) =

1

8

(
a4 sin−1 x

a
− x(a2 − 2x2)

√
a2 − x2

)
.

(20) t = x+
√
x2 + a とおくと x =

t2 − a

2t
,
√
x2 + a =

t2 + a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt より, s = t2 と変数変換すれば∫ √

x2 + a

x2 + b
dx =

∫
(t2 + a)2

t((t2 − a)2 + 4bt2)
dt =

∫
(s+ a)2

2s((s− a)2 + 4bs)
ds =

∫
s2 + 2as+ a2

2s(s2 − 2(a− 2b)s+ a2)
ds · · · (∗)

b(b− a) > 0 の場合, p = a− 2b− 2
√
b(b− a), q = a− 2b+ 2

√
b(b− a) とおけば
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(∗) =
∫ (

1

2s
+

b− a

2
√
b(b− a)(s− p)

− b− a

2
√
b(b− a)(s− q)

)
ds =

1

2
log |s|+ b− a

2
√
b(b− a)

log

∣∣∣∣s− p

s− q

∣∣∣∣ =
log |t|+ b− a

2
√
b(b− a)

log

∣∣∣∣ t2 − p

t2 − q

∣∣∣∣ = log
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣+ b− a

2
√
b(b− a)

log

∣∣∣∣∣2x2 + 2x
√
x2 + a+ 2b+

√
b(b− a)

2x2 + 2x
√
x2 + a+ 2b−

√
b(b− a)

∣∣∣∣∣.
b = 0 の場合, (∗) =

∫
s2 + 2as+ a2

2s(s2 − 2as+ a2)
ds =

∫ (
1

2s
+

2a

(s− a)2

)
ds =

1

2
log |s| − 2a

s− a
= log |t| − 2a

t2 − a
=

log
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣− a

x2 + x
√
x2 + a

. b = a の場合, (∗) =
∫

1

2s
ds =

1

2
log |s| = log |t| = log

∣∣∣x+
√
x2 + a

∣∣∣.
b(b− a) < 0 の場合, (∗) =

∫ (
1

2s
+

2(a− b)

(s− a+ 2b)2 + 4b(a− b)

)
ds =

log |s|
2

+
a− b√
b(a− b)

tan−1 s− a+ 2b

2
√
b(a− b)

=

log |t|+ a− b√
b(a− b)

tan−1 t
2 − a+ 2b

2
√
b(a− b)

= log
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣+ a− b√
b(a− b)

tan−1 x
2 + x

√
x2 + a+ b√

b(a− b)

(21) t = x+
√
x2 + a とおくと x =

t2 − a

2t
,
√
x2 + a =

t2 + a

2t
, dx =

t2 + a

2t2
dt より, s = t2 と変数変換すれば∫

1

(x2 + b)
√
x2 + a

dx =

∫
t2 + a

(t2−a)2+4bt2

4t2
t2+a
2t 2t2

dt =

∫
4t

t4 − 2(a− 2b)t2 + a2
dt =

∫
2

s2 − 2(a− 2b)s+ a2
ds · · · (∗).

b = 0 の場合, (∗) =
∫

2

(s− a)2
ds = − 1

s− a
− 1

a
= − 1

t2 − a
− 1

a
= − 1

x
(
x+

√
x2 + a

) − 1

a
= −

√
x2 + a

ax
.

a = b の場合 (∗) =
∫

2

(s+ a)2
ds = − 1

s+ a
− 1

a
= − 1

t2 + a
− 1

a
= − 1

x2 + a+ x
√
x2 + a

− 1

a
=

x

a
√
x2 + a

.

b(a− b) < 0 の場合, p = a− 2b− 2
√
b(b− a), q = a− 2b+ 2

√
b(b− a) とおけば (∗) =

∫
2

(s− p)(s− q)
ds =

2(log |s− q| − log |s− p|)
q − p

=
1

2
√
b(b− a)

log

∣∣∣∣∣x2 + x
√
x2 + a+ b−

√
b(b− a)

x2 + x
√
x2 + a+ b+

√
b(b− a)

∣∣∣∣∣
b(a− b) > 0 の場合, (∗) =

∫
2

(s− a+ 2b)2 + 4b(a− b)
ds =

1√
b(a− b)

tan−1

(
s− a+ 2b

2
√
b(a− b)

)
=

1√
b(a− b)

tan−1

(
x2 + x

√
x2 + a+ b√

b(a− b)

)
(22) t =

√
x− 1 とおくと x = t2 + 1, dx = 2tdt であり, 教科書の問 3.10の結果を用いると

∫
2x− 1

x2
√
x− 1

dx =∫
4t2 + 2

(t2 + 1)2
dt =

∫
4(t2 + 1)− 2

(t2 + 1)2
dt =

∫
4

t2 + 1
dt−

∫
2

(t2 + 1)2
dt = 4 tan−1 t− t

t2 + 1
− tan−1 t =

3 tan−1
√
x− 1−

√
x− 1

x

(23) a2−x2 = (a−x)(x+a)だから t =

√
a− x

x+ a
とおくとx =

a(1− t2)

1 + t2
,
√
a2 − x2 =

2at

1 + t2
, dx =

−4at

(1 + t2)2
dtよ

り
∫

1

(x2 − b)
√
a2 − x2

dx =

∫
−4at

a2(1−t2)2−b(1+t2)2
(1+t2)2

2at
1+t2 (1 + t2)2

dt =

∫
−2(t2 + 1)

(a2 − b)t4 − 2(a2 + b)t2 + a2 − b
dt · · · (∗)

b > 0, b ̸= a2 の場合, p =
a2 + b− 2a

√
b

a2 − b
, q =

a2 + b+ 2a
√
b

a2 − b
とおけば, b < a2 ならば p, q > 0, b > a2 ならば

p, q < 0 である. このとき (∗) =
∫

−2(t2 + 1)

(a2 − b)(t2 − p)(t2 − q)
dt =

∫
2

(a2 − b)(q − p)

(
p+ 1

t2 − p
− q + 1

t2 − q

)
dt · · · (∗∗).

0 < b < a2 の場合, pq = 1 より (∗∗) =
∫

1

4a
√
b

(
p+ 1
√
p

(
1

t−√
p
− 1

t+
√
p

)
− q + 1

√
q

(
1

t−√
q
− 1

t+
√
q

))
dt =

1

4a
√
b

(
p+ 1
√
p

log

∣∣∣∣ t−√
p

t+
√
p

∣∣∣∣− q + 1
√
q

log

∣∣∣∣ t−√
q

t+
√
q

∣∣∣∣) =

√
p+

√
q

4a
√
b

log

∣∣∣∣∣ t2 −
(√
p−√

q
)
t− 1

t2 +
(√
p−√

q
)
t− 1

∣∣∣∣∣ =
√
p+

√
q

4a
√
b

log

∣∣∣∣∣∣
a−x
x+a −

(√
p−√

q
)√

a−x
x+a − 1

a−x
x+a +

(√
p−√

q
)√

a−x
x+a − 1

∣∣∣∣∣∣ =
√
p+

√
q

4a
√
b

log

∣∣∣∣∣2x+
(√
p−√

q
)√

a2 − x2

2x−
(√
p−√

q
)√

a2 − x2

∣∣∣∣∣
b > a2 の場合, (∗∗) = 1

2a
√
b

(
p+ 1√
−p

tan−1 t√
−p

− q + 1√
−q

tan−1 t√
−q

)
=
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√
−q −

√
−p

2a
√
b

(
tan−1 t√

−p
+ tan−1 t√

−q

)
=

√
−q −

√
−p

2a
√
b

(
tan−1 1√

−p

√
a− x

x+ a
+ tan−1 1√

−q

√
a− x

x+ a

)
b = a2 の場合, (∗) =

∫
t2 + 1

2a2t2
dt =

1

2a2

(
t− 1

t

)
=

1

2a2

(√
a− x

x+ a
−
√
x+ a

a− x

)
b = 0 の場合 (∗) = −

∫
(1 + t)2 + (1− t)2

a2(1− t2)2
dt = −

∫
1

a2(1− t)2
dt−

∫
1

a2(1 + t)2
dt =

1

a2

(
1

t− 1
+

1

t+ 1

)
=

2t

a2(t2 − 1)
=

2
a2

√
a−x
x+a

a−x
x+a − 1

= −
√
a2 − x2

a2x

b < 0 の場合, r =
a√
a2 − b

とおくと (∗) =
∫

−2(t2 + 1)(√
a2 − b t2 − 2at+

√
a2 − b

)(√
a2 − b t2 + 2at+

√
a2 − b

)dt =
−1√
a2 − b

∫ (
1√

a2 − b t2 − 2at+
√
a2 − b

+
1√

a2 − b t2 + 2at+
√
a2 − b

)
dt =

−1

a2 − b

∫ (
1

(t− r)2 + 1− r2
+

1

(t+ r)2 + 1− r2

)
dt =

−1

(a2 − b)
√
1− r2

(
tan−1 t− r√

1− r2
+ tan−1 t+ r√

1− r2

)
=

−1√
−b(a2 − b)

(
tan−1

√
a2 − b

−b

(√
a− x

x+ a
− a√

a2 − b

)
+ tan−1

√
a2 − b

−b

(√
a− x

x+ a
+

a√
a2 − b

))
=

−1√
−b(a2 − b)

(
tan−1

(√
a2 − b

−b

√
a− x

x+ a
− a√

−b

)
+ tan−1

(√
a2 − b

−b

√
a− x

x+ a
+

a√
−b

))
(24) t = x +

√
x2 + 2ax+ b とおくと, x =

t2 − b

2(t+ a)
,
√
x2 + 2ax+ b =

t2 + 2at+ b

2(t+ a)
, dx =

t2 + 2at+ b

2(t+ a)2
dt

より
∫

dx

(x− r)
√
x2 + 2ax+ b

=

∫
2

t2 − 2rt− 2ar − b
dt · · · (∗). r2 + 2ar + b > 0 の場合, p = r −

√
r2 + 2ar + b,

q = r+
√
r2 + 2ar + bとおけば第 10回の問題 1の (1)より (∗) =

∫
2

(t− p)(t− q)
dt =

1√
r2 + 2ar + b

log

∣∣∣∣ t− q

t− p

∣∣∣∣ =
1√

r2 + 2ar + b
log

∣∣∣∣∣x− r +
√
x2 + 2ax+ b−

√
r2 + 2ar + b

x− r +
√
x2 + 2ax+ b+

√
r2 + 2ar + b

∣∣∣∣∣. r2+2ar+b = 0の場合, (∗) =
∫

2

(t− r)2
dt =

−2

t− r
=

− 2

x− r +
√
x2 + 2ax+ b

. r2 + 2ar + b < 0 の場合, (∗) =
∫

2

(t− r)2 +
(√

−r2 − 2ar − b
)2 dt =

2√
−r2 − 2ar − b

tan−1

(
t− r√

−r2 − 2ar − b

)
=

2√
−r2 − 2ar − b

tan−1

(
x− r +

√
x2 + 2ax+ b√

−r2 − 2ar − b

)
.

(25) t =
√
ax+ b とおくと x =

t2 − b

a
,

1√
ax+ b

dx =
2

a
dt より

∫
1

(x+ c)
√
ax+ b

dx =

∫
2

t2 + ac− b
dt · · · (∗).

ac > b の場合, (∗) = 2√
ac− b

tan−1 t√
ac− b

=
2√
ac− b

tan−1

√
ax+ b√
ac− b

. ac = b の場合, (∗) = −2

t
= − 2√

ax+ b
.

ac < b の場合, (∗) =
∫

2(
t−

√
b− ac

)(
t+

√
b− ac

)dt = 1√
b− ac

∫ (
1

t−
√
b− ac

− 1

t+
√
b− ac

)
dt =

log
∣∣t−√

b− ac
∣∣− log

∣∣t+√
b− ac

∣∣
√
b− ac

=
1√
b− ac

log

∣∣∣∣√x+ b−
√
b− ac√

x+ b+
√
b− ac

∣∣∣∣.
(26) t =

√
x− 2 とおくと x = t2 + 2, dx = 2tdt より

∫
xe

√
x−2dx =

∫
(2t3 + 4t)etdt =

∫
(2t3 + 4t)(et)′dt =

(2t3 + 4t)et −
∫
(6t2 + 4)etdt = (2t3 + 4t)et −

∫
(6t2 + 4)(et)′dt = (2t3 + 4t)et − (6t2 + 4)et +

∫
12tetdt =

(2t3 − 6t2 + 4t− 4)et +

∫
12t(et)′dt = (2t3 − 6t2 + 4t− 4)et + 12tet −

∫
12etdt = 2(t3 − 3t2 + 8t− 8)et =

2
(
(x+ 6)

√
x− 2− 3x− 2

)
e
√
x−2

(27) t = x+
√
x2 − 2x+ 2 とおくと x =

t2 − 2

2t− 2
,
√
x2 − 2x+ 2 =

t2 − 2t+ 2

2t− 2
, dx =

t2 − 2t+ 2

2(t− 1)2
dt より∫

x2 + 1√
x2 − 2x+ 2

dx =

∫ (
(t2−2)2

4(t−1)2 + 1
)
(t2 − 2t+ 2)

t2−2t+2
2t−2 2(t− 1)2

dt =

∫
t4 − 8t+ 8

4(t− 1)3
dt. s = t − 1 とおけば, t = s + 1, dt = ds
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より (上式) =
1

4

∫
(s+ 1)4 − 8s

s3
ds =

1

4

∫ (
s+ 4 +

6

s
− 4

s2
+

1

s3

)
ds =

s2

8
+ s+

3

2
log |s|+ 1

s
− 1

8s2
=

1

8

(
s− 1

s

)(
s+

1

s

)
+ s+

1

s
+

3

2
log |s| = 1

8

(
s− 1

s
+ 8

)(
s+

1

s

)
+

3

2
log |s| · · · (∗). ここで s = t− 1 = x− 1 +

√
x2 − 2x+ 2 だから

1

s
=

1√
x2 − 2x+ 2 + x− 1

=
√
x2 − 2x+ 2 − x + 1 であるため s +

1

s
= 2

√
x2 − 2x+ 2,

s− 1

s
= 2x− 2 である. 従って (∗) = 1

2
(x+ 3)

√
x2 − 2x+ 2 +

3

2
log
(
x− 1 +

√
x2 − 2x+ 2

)
.

(28) t =

√
x− p

q − x
とおくと, x =

qt2 + p

t2 + 1
= q +

p− q

t2 + 1
,
dx

dt
=

2(q − p)t

(t2 + 1)2
より

∫
dx

(x− r)
√
(x− p)(q − x)

=∫
2(q − p)t(

q − r + p−q
t2+1

)√(
q − p− q−p

t2+1

)
q−p
t2+1 (t

2 + 1)2
dt =

∫
2

(q − r)t2 + p− r
dt · · · (∗). r < p または r > q の場合,

(∗) = 2

q − r

∫
1

t2 + p−r
q−r

dt =
2

q − r

√
q − r

p− r
tan−1

(√
q − r

p− r
t

)
=

2

q − r

√
q − r

p− r
tan−1

(√
q − r

p− r

√
x− p

q − x

)
.

r = p の場合, (∗) = 2

q − p

∫
1

t2
dt =

2

(p− q)t
=

2

p− q

√
q − x

x− p
. r = q の場合, (∗) = 2t

p− q
=

2

p− q

√
x− p

q − x
.

p < r < q の場合, (∗) = 2

q − r

∫
1

t2 − r−p
q−r

dt =
1

q − r

∫ √
q − r

r − p

 1

t−
√

r−p
q−r

− 1

t+
√

r−p
q−r

dt =
1

q − r

√
q − r

r − p
log

∣∣∣∣∣ t−
√
r−p
q−r

t+
√
r−p
q−r

∣∣∣∣∣ = 1

q − r

√
q − r

r − p
log

∣∣∣∣∣
√
x−p
q−x−

√
r−p
q−r√

x−p
q−x+

√
r−p
q−r

∣∣∣∣∣ = 1√
(q − r)(r − p)

log

∣∣∣∣√(q−r)(x−p)−
√

(r−p)(q−x)√
(q−r)(x−p)+

√
(r−p)(q−x)

∣∣∣∣.
(29) t = 6

√
x とおくと x = t6, dx = 6t5dt より

∫
1

x
√
x ( 3

√
x+ 4)

dx =

∫
6

t4(t2 + 4)
dt · · · (∗). 6

t4(t2 + 4)
=

A

t2
+
B

t4
+

C

t2 + 4
とおけば (右辺) =

(A+ C)t4 + (4A+B)t2 + 4B

t4(t2 + 4)
より

{
A+C=0
4A+B=0
4B=6

. これを解けば, A = −3

8
, B =

3

2
,

C =
3

8
. 従って (∗) =

∫
3

8

(
− 1

t2
+

4

t4
+

1

t2 + 4

)
dt =

3

8t
− 1

2t3
+

3

16
tan−1 t

2
=

3

8 6
√
x
− 1

2
√
x
+

3

16
tan−1

6
√
x

2
.

(30) t = x+
√
x2 − 1 とおくと x =

t2 + 1

2t
,
√
x2 − 1 =

t2 − 1

2t
, dx =

t2 − 1

2t2
dt より

∫ √
x2 − 1

x(x+ 1)
dx =∫ t2−1

2t (t2 − 1)
t2+1
2t

(
t2+1
2t + 1

)
2t2

dt =

∫
(t− 1)2

t(t2 + 1)
dt · · · (∗). (t− 1)2

t(t2 + 1)
=
A

t
+
Bt+ C

t2 + 1
とおけば (右辺) =

(A+B)t2 + Ct+A

t(t2 + 1)

より A = 1, B = 0 C = −2. 従って (∗) =
∫ (

1

t
− 2

t2 + 1

)
dt = log |t| − 2 tan−1 t =

log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣− 2 tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
. x > 0 の場合, 第 3回の演習問題 5の (3)の等式の x に x+

√
x2 − 1 を

代入すれば 2 tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
= tan−1

√
x2 − 1 +

π

2
が得られる. また, x < 0 の場合は −x−

√
x2 − 1 > 0 だ

から上記の等式の x に −x −
√
x2 − 1 を代入すれば 2 tan−1

(
x+

√
x2 − 1

)
= tan−1

√
x2 − 1 − π

2
が得られる. 以

上から, 関数 2 tan−1
(
x+

√
x2 − 1

)
は定義域 (−∞,−1] ∪ [1,∞) のそれぞれの区間 (−∞,−1], [1,∞) において, 関

数 tan−1
√
x2 − 1 と定数の違いしかないため, 上の結果から

∫ √
x2 − 1

x(x+ 1)
dx = log

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣− tan−1
√
x2 − 1.

(31) t =

√
1− x

1 + x
とおけば x =

1− t2

1 + t2
, dx = − 4t

(1 + t2)2
dt であり, 第 10 回の問題 1.(9) の結果を用いると∫ √

1− x2

x(1 + x)
dx =

∫
1

x

√
1− x

1 + x
dx =

∫
4t2

(t2 − 1)(t2 + 1)
dt = log |t− 1| − log |t+ 1|+ 2 tan−1 t =

log

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1−x
1+x

1 +
√

1−x
1+x

∣∣∣∣∣∣+ 2 tan−1

√
1− x

1 + x
= log

(
1−

√
1− x2

)
− log |x| − sin−1 x+

π

2
.

[注意] 第 3回の演習問題 5の (4)と教科書の問 1.11の (4)から 2 tan−1

√
1− x

1 + x
=
π

2
− sin−1 x が得られる.

(32) t =
√
x− b とおくと x = t2 + b, dx = 2tdt より

∫
cx+ d

2
(
x+ 2a

√
x− b

)√
x− b

dx =

∫
ct2 + bc+ d

t2 + 2at+ b
dt =
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ct+

∫
−2act+ d

t2 + 2at+ b
dt · · · (∗) 第 10回の演習問題 1の (1), (2)の結果を用いる. a2 > b の場合,

(∗) = ct+

(
2a2c− 2ac

√
a2 − b+ d

)
log
∣∣t+ a−

√
a2 − b

∣∣− (2a2c+ 2ac
√
a2 − b+ d

)
log
∣∣t+ a+

√
a2 − b

∣∣
2
√
a2 − b

=

c
√
x− b+

(
2a2c− 2ac

√
a2 − b+ d

)
log
∣∣√x− b+ a−

√
a2 − b

∣∣ − (2a2c+2ac
√
a2 − b+ d

)
log
∣∣√x− b+ a+

√
a2 − b

∣∣
2
√
a2 − b

a2 = b の場合, (∗) = ct− 2ac log |t+ a| − −2a2c+ d

t+ a
= c

√
x− a2 − 2ac log

∣∣√x− a2 + a
∣∣− 2a2c+ d√

x− a2 + a

a2 < b の場合, (∗) = ct − ac log(t2 + 2at + b) +
2a2c+ d√
b2 − a

tan−1 t+ a√
b2 − a

= c
√
x− b − ac log

(
x+ 2a

√
x− b

)
+

2a2c+ d√
b2 − a

tan−1

√
x− b+ a√
b2 − a

(33) t =
√
x+ 1 とおくと x = t2 − 1, dx = 2tdt より

∫
2x tan−1

√
x+ 1dx =

∫
(4t3 − 4t) tan−1 tdt =∫

(t4 − 2t2)′ tan−1 tdt = (t4 − 2t2) tan−1 t−
∫
t4 − 2t2

t2 + 1
dt = (t4 − 2t2) tan−1 t−

∫ (
t2 − 3 +

3

t2 + 1

)
dt =

(t4−2t2) tan−1 t− t3

3
+3t−3 tan−1 t = (t2−3)(t2+1) tan−1 t− 1

3
t(t2−9) = (x2−4) tan−1

√
x− 1− 1

3
(x−8)

√
x− 1

(34) t = 4
√
xとおくと x = t4, dx = 4t3dtより

∫
4
√
x− 1√
x+ 1

dx =

∫
4t4 − 4t3

t2 + 1
dt =

∫ (
4t2 − 4t− 4 +

4t+ 4

t2 + 1

)
dt =

4

3
t3 − 2t2 − 4t+ 2 log(t2 + 1) + 4 tan−1 t =

4

3
4
√
x3 − 2

√
x− 4 4

√
x+ 2 log(

√
x+ 1) + 4 tan−1 4

√
x

(35) t = 3
√
x+ 2 とおくと x = t3 − 2, dx = 3t2dt より

∫
3

x+ 4− 3 3
√
x+ 2

dx =

∫
9t2

t3 − 3t+ 2
dt =∫

9t2

(t− 1)2(t+ 2)
dt · · · (∗). 9t2

(t− 1)2(t+ 2)
=

A

t− 1
+

B

(t− 1)2
+

C

t+ 2
とおけば (右辺) =

(A+ C)t2 + (A+B − 2C)t− 2A+ 2B + C

(t− 1)2(t+ 2)
より

{ A+C=9
A+B−2C=0

−2A+2B+C=0
. これを解けば, A = 5, B = 3, C = 4. 従って

(∗) =
∫ (

5

t− 1
+

3

(t− 1)2
+

4

t+ 2

)
dt = 5 log |t− 1| − 3

t− 1
+ 4 log |t+ 2| =

5 log
∣∣ 3
√
x+ 2− 1

∣∣+ 4 log
∣∣ 3
√
x+ 2 + 2

∣∣− 3
3
√
x+ 2− 1

(36) t =
√
x+ 2 とおくと x = t2 − 2, dx = 2tdt より

∫
x2(

x+
√
x+ 2

)√
x+ 2

dx =

∫
2t4 − 8t2 + 8

t2 + t− 2
dt =∫ (

2t2 − 2t− 2 +
−2t+ 4

(t− 1)(t+ 2)

)
dt · · · (∗). −2t+ 4

(t− 1)(t+ 2)
=

A

t− 1
+

B

t+ 2
とおけば (右辺) =

(A+B)t+ 2A−B

(t− 1)(t+ 2)

より
{
A+B=−2
2A−B=4 . これを解けば, A =

2

3
, B = −8

3
. 従って (∗) =

∫ (
2t2 − 2t− 2 +

2

3(t− 1)
− 8

3(t+ 2)

)
dt =

2

3
t3 − t2 − 2t+

2

3
log |t− 1| − 8

3
log |t+ 2| = 2

3
(x− 1)

√
x+ 2− x− 2 +

2

3
log
∣∣√x+ 2− 1

∣∣− 8

3
log
(√
x+ 2 + 2

)
(37) t =

√
x+ 3 とおくと x = t2 − 3, dx = 2tdt より

∫
log
∣∣x+ 2

√
x+ 3

∣∣ dx =

∫
2t log |t2 + 2t− 3|dt =∫

(t2)′ log |t2 + 2t− 3|dt = t2 log |t2 + 2t− 3| −
∫

2t3 + 2t2

t2 + 2t− 3
dt = t2 log |t2 + 2t− 3|−∫ (

2t− 2 +
10t− 6

(t− 1)(t+ 3)

)
dt · · · (∗). 10t− 6

(t− 1)(t+ 3)
=

A

t− 1
+

B

t+ 3
とおけば (右辺) =

(A+B)t+ 3A−B

(t− 1)(t+ 3)
より{

A+B=10
3A−B=−6 . これを解けば, A = 1, B = 9. 従って (∗) = t2 log |(t− 1)(t+ 3)| −

∫ (
2t− 2 +

1

t− 1
+

9

t+ 3

)
dt =

t2 log |t− 1|+ t2 log |t+ 3| − t2 + 2t− log |t− 1| − 9 log |t+ 3| =
(x+ 2) log

∣∣√x+ 3− 1
∣∣+ (x− 6) log

(√
x+ 3 + 3

)
− x− 3 + 2

√
x+ 3

(38) t = 4
√
x+ 1 とおくと x = t4 − 1, dx = 4t3dt だから

∫
log x3

4 4
√
x+ 1

dx =

∫
3t2 log(t4 − 1)dt =∫

(t3)′ log(t4 − 1)dt = t3 log(t4 − 1)−
∫

4t6

t4 − 1
dt = t3 log(t4 − 1)−

∫ (
4t2 +

1

t− 1
− 1

t+ 1
+

2

t2 + 1

)
dt =
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t3 log(t4 − 1)− 4

3
t3 − log |t− 1|+ log |t+ 1| − 2 tan−1 t =

4
√
(x+ 1)3 log x− 4

3
4
√

(x+ 1)3 − log
∣∣ 4
√
x+ 1− 1

∣∣+ log
∣∣ 4
√
x+ 1 + 1

∣∣− 2 tan−1 4
√
x+ 1

(39)

∫
log x

(1 + x)n
dx =

log x

(1− n)(1 + x)n−1
+

1

n− 1

∫
1

x(1 + x)n−1
dx · · · (∗) 1

x(1 + x)n−1
=
A0

x
+
n−1∑
k=1

Ak
(1 + x)k

と

おくと,
1

(1 + x)n−1
= A0 +

n−1∑
k=1

Akx

(1 + x)k
だから x に 0を代入して A0 = 1 を得る. 従って,

1 = (1 + x)n−1+

n−1∑
k=1

Akx(1 + x)n−k−1 = (1 + x)n−1 +

n−1∑
k=1

Ak(1 + x− 1)(1 + x)n−k−1

= (1 + x)n−1+

n−1∑
k=1

Ak(1 + x)n−k −
n−1∑
k=1

Ak(1 + x)n−k−1 = (1 + x)n−1+

n−1∑
k=1

Ak(1 + x)n−k−
n∑
k=2

Ak−1(1 + x)n−k

= (A1 + 1)(1 + x)n−1+

n−1∑
k=2

(Ak −Ak−1)(1 + x)n−k −An−1

が得られるため, A1 = An−1 = −1, Ak = Ak−1 (2 ≦ k ≦ n− 1) が成り立つ. 故に Ak = −1 (1 ≦ k ≦ n− 1) だか

ら
1

x(1 + x)n−1
=

1

x
−
n−1∑
k=1

1

(1 + x)k
が成り立つため (∗)により

∫
log x

(1 + x)n
dx =

log x

(1− n)(1 + x)n−1
+

1

n− 1

(
log x− log(1 + x) +

n−1∑
k=2

1

(k − 1)(1 + x)k−1

)
.

(40) x = tan θ とおけば
dx

dθ
=

1

cos2 θ
であり, cos4 θ + sin4 θ = (cos2 θ + sin2 θ)2 − 2 cos2 θ sin2 θ だから,∫

1−x2

(1+ ax+x2)
√
1+ bx+ cx2 + bx3 +x4

dx =

∫
1− tan2 θ

(1+ a cos θ sin θ)
√

1+ b tan θ(1+ tan2 θ)+ c tan2 θ+ tan4 θ
dθ

=

∫
cos2 θ− sin2 θ

(1+ a cos θ sin θ)
√

1+ b cos θ sin θ+(c− 2) cos2 θ sin2 θ
dθ

=

∫
4 cos 2θ

(2+ a sin 2θ)
√

4+2 sin 2θ+(c− 2) sin2 2θ
dθ

が得られる. y = sin 2θ とおけば 2 cos 2θ dθ = dy だから, 上式は
∫

2

(2 + ay)
√

4 + 2by + (c− 2)y2
dy に等しい.

c > 2 または「c = 2 かつ b ̸= 0」の場合, z =
√
c− 2y +

√
4 + 2by + (c− 2)y2 とおけば y =

z2 − 4

2
(√
c− 2z+ b

) ,
dy

dz
=

√
c− 2z2 +2bz+4

√
c− 2

2
(√
c− 2z + b

)2 ,
√
4 + 2by + (c− 2)y2 =

√
c− 2z2 + 2bz + 4

√
c− 2

2
(√
c− 2z + b

) だから

∫
2

(2 + ay)
√
4 + 2by + (c− 2)y2

dy =

∫
4

az2 + 4
√
c− 2z + 4b− 4a

dz · · · (i)

であり, 第 3回の問題 2の (5)と (6)の結果から y = sin(2 tan−1 x) = 2 sin(tan−1 x) cos(tan−1 x) =
2x

1 + x2
だから

z =
2
√
c− 2x+ 2

√
x4 + bx3 + cx2 + bx+ 1

1 + x2
が成り立つ.

a = 0, c = 2 ならば, (i) =
z

b
=

2
√
(1 + x2)2 + bx(1 + x2)

b(1 + x2)
=

2
√
1 + bx+ x2

b
√
1 + x2

.

a = 0, c > 2 ならば, (i) =

∫
1√

c− 2z + b
dz =

log
∣∣√c− 2z + b

∣∣
√
c− 2

=
log
∣∣∣ 2(c−2)x+2

√
c−2

√
x4+bx3+cx2+bx+1

1+x2 + b
∣∣∣

√
c− 2

=

1√
c− 2

(
log
∣∣bx2 + 2(c− 2)x+ b+ 2

√
c− 2

√
x4 + bx3 + cx2 + bx+ 1

∣∣− log(1 + x2)
)
.
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a ̸= 0, c − 2 > a(b − a) ならば, α =
−2

√
c− 2− 2

√
c− 2− a(b− a)

a
, β =

−2
√
c− 2 + 2

√
c− 2− a(b− a)

a
とお

けば (i) =

∫
4

a(z − α)(z − β)
dz =

∫
4

a(β − α)

(
1

z − β
− 1

z − α

)
dz =

log |z − β| − log |z − α|√
c− 2− a(b− a)

=

1√
c− 2− a(b− a)

log

∣∣∣∣∣∣
a
√
c− 2x+ a

√
x4 + bx3 + cx2 + bx+ 1 +

(√
c− 2−

√
c− 2− a(b− a)

)
(1 + x2)

a
√
c− 2x+ a

√
x4 + bx3 + cx2 + bx+ 1 +

(√
c− 2 +

√
c− 2− a(b− a)

)
(1 + x2)

∣∣∣∣∣∣.
a ̸= 0, c−2 = a(b−a)ならば, (i)=

∫
4a(

az+2
√
c− 2

)2 dz = −4

az+2
√
c− 2

=
−2

a
√
c−2x+a

√
x4+bx3+cx2+bx+1
1+x2 +

√
c− 2

=

−2(1 + x2)√
a(b− a)(x2 + ax+ 1) + a

√
x4 + bx3 + (ab− a2 + 2)x2 + bx+ 1

.

a ̸= 0, c− 2 < a(b− a) ならば, (i) =

∫
4a(

az + 2
√
c− 2

)2
+ 4(a(b− a)− c+ 2)

dz =

2 tan−1

(
az+2

√
c−2

2
√
a(b−a)−c+2

)
√
a(b− a)− c+ 2

=

2√
a(b− a)− c+ 2

tan−1

(√
c− 2(x2 + ax+ 1) + a

√
x4 + bx3 + cx2 + bx+ 1√

a(b− a)− c+ 2(1 + x2)

)
.

c < 2 の場合, α =
b−

√
b2 − 4c+ 8

2− c
, β =

b+
√
b2 − 4c+ 8

2− c
とおき, z =

√
β − y

y − α
とおけば y =

β + αz2

1 + z2
,

dy

dz
=

2(α− β)z

(1 + z2)2
だから

∫
2

(2 + ay)
√
4 + 2by + (c− 2)y2

dy =

∫
2

√
2− c(2 + ay)(y − α)

√
β−y
y−α

dy

=

∫
4(α− β)z

√
2− cz(1 + z2)2

(
2 + aβ+αz

2

1+z2

)(
β+αz2

1+z2 − α
)dz

=

∫
−4√

2− c((aα+ 2)z2 + aβ + 2)
dz · · · (ii)

ここで, z =

√
β − y

y − α
=

√(
b+

√
b2 − 4c+ 8

)
(1 + x2)− 2(2− c)x

2(2− c)x−
(
b−

√
b2 − 4c+ 8

)
(1 + x2)

と (aβ + 2)(aα + 2) =
4(2− c+ ab− a2)

2− c
が成

り立つことに注意すると, 2− c+ ab− a2 > 0 ならば aβ + 2 と aα+ 2 は同符号だから

(ii) =
−4√

2− c(aα+ 2)

∫
1

z2 + aβ+2
aα+2

dz =
−4√

2− c(aα+ 2)

√
aα+ 2

aβ + 2
tan−1

(√
aα+ 2

aβ + 2
z

)

=


−2√

2− c+ a(b− a)
tan−1

(√√
b2 − 4c+ 8(1 + ax+ x2) + (b− 2a)(1 + x2)− (2(2− c) + ab)x√
b2 − 4c+ 8(1 + ax+ x2)− (b− 2a)(1 + x2) + (2(2− c) + ab)x

)
aα > −2

2√
2− c+ a(b− a)

tan−1

(√√
b2 − 4c+ 8(1 + ax+ x2) + (b− 2a)(1 + x2)− (2(2− c) + ab)x√
b2 − 4c+ 8(1 + ax+ x2)− (b− 2a)(1 + x2) + (2(2− c) + ab)x

)
aα < −2
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が得られる. 2− c+ ab− a2 < 0 ならば aβ + 2 と aα+ 2 は異符号だから

(ii) =
−4√

2− c(aα+ 2)

∫
1

z2 −
(
− aβ+2
aα+2

)dz = −2√
2− c(aα+ 2)

√
−aα+ 2

aβ + 2

∫  1

z −
√
− aβ+2
aα+2

− 1

z +
√
− aβ+2
aα+2

 dz

=


−1√

c− 2− a(b− a)
log

∣∣∣∣∣
√
2− c(aα+ 2)z − 2

√
c− 2− a(b− a)

√
2− c(aα+ 2)z + 2

√
c− 2− a(b− a)

∣∣∣∣∣ aα > −2

1√
c− 2− a(b− a)

log

∣∣∣∣∣
√
2− c(aα+ 2)z + 2

√
c− 2− a(b− a)

√
2− c(aα+ 2)z − 2

√
c− 2− a(b− a)

∣∣∣∣∣ aα < −2

=
1√

c− 2− a(b− a)
log

∣∣∣∣∣∣∣∣
2(2−c)+ab−a

√
b2−4c+8√

2−c

√
(b+

√
b2−4c+8)(1+x2)−2(2−c)x

2(2−c)x−(b−
√
b2−4c+8)(1+x2)

+ 2
√
c− 2− a(b− a)

2(2−c)+ab−a
√
b2−4c+8√

2−c

√
(b+

√
b2−4c+8)(1+x2)−2(2−c)x

2(2−c)x−(b−
√
b2−4c+8)(1+x2)

− 2
√
c− 2− a(b− a)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2− c+ ab− a2 = 0 ならば α =

 2
a−b b ≧ 2a

− 2
a b < 2a

, β =

− 2
a b ≧ 2a

2
a−b b < 2a

であり, z =


√

(a−b)(1+ax+x2)
a(1−(a−b)x+x2) b ≧ 2a√
a(1−(a−b)x+x2)
(a−b)(1+ax+x2) b < 2a

が成

り立つ. b = 2a ならば 2 − c = −a2 ≦ 0 となり, c < 2 であるという仮定と矛盾するため, b ̸= 2a である. b > 2a

のとき (ii) =

∫
−2(a− b)√

a(a− b)(2a− b)z2
dz =

2(a− b)√
a(a− b)(2a− b)z

=
2(a− b)

(2a− b)|a− b|

√
1− (a− b)x+ x2

1 + ax+ x2
, b < 2a のと

き (ii) =

∫
−2(a− b)√

a(a− b)(2a− b)
dz =

−2(a− b)√
a(a− b)(2a− b)

z =
−2(a− b)

(2a− b)|a− b|

√
1− (a− b)x+ x2

1 + ax+ x2
だから, c < 2 かつ

2− c+ ab− a2 = 0 の場合は (ii) =
−2(a− b)

|2a− b||a− b|

√
1− (a− b)x+ x2

1 + ax+ x2
である.

3. (1) t = tan
x

2
とおくと cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
であり, xが

π

4
から

π

3
まで動くとき, tは tan

π

8
から tan

π

6
=

1√
3
まで動く. ここで,

2 tan π
8

1− tan2 π8
= tan

π

4
= 1だから tan2

π

8
+2 tan

π

8
−1 = 0が成り立つため tan

π

8
は 2次方程式

x2+2x−1 = 0の正の解である. 従って tan
π

8
=

√
2−1である.

∫ π
3

π
4

cosx

1 + cosx
dx =

∫ tan π
6

tan π
8

2(1− t2)

(1 + t2)2
(
1 + 1−t2

1+t2

)dt =
∫ tan π

6

tan π
8

1− t2

1 + t2
dt =

∫ tan π
6

tan π
8

(
−1 +

2

1 + t2

)
dt =

[
2 tan−1 t− t

]tan π
6

tan π
8

=
π

12
− 1√

3
+

√
2− 1

(2) R(X,Y ) =
Y 6

X4 −X2Y 2 + Y 4
として教科書の問 3.21の (iv)を用いると,∫ π

2

0

cos6 x

sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x
dx =

∫ π
2

0

sin6 x

cos4 x− cos2 x sin2 x+ sin4 x
dx だから

∫ π
2

0

cos6 x

sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x
dx =

1

2

(∫ π
2

0

cos6 x

sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x
dx

+

∫ π
2

0

sin6 x

cos4 x− cos2 x sin2 x+ sin4 x
dx

)

=
1

2

∫ π
2

0

cos6 x+ sin6 x

sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x
dx

=

∫ π
2

0

(
cos2 x+ sin2 x

) (
sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x

)
2(sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x)

dx

=
π

4

(3) x = tan t とおけば t = tan−1 x より
1

x2 + 1
dx = dt であり, x が 0 から 1 まで動くとき, t は 0 から

π

4
まで
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動くため,

∫ 1

0

log(x+ 1)

x2 + 1
dx =

∫ π
4

0

log(tan t+ 1)dt =

∫ π
4

0

log(sin t+ cos t)dt−
∫ π

4

0

log cos tdt · · · (∗).

ここで sin t + cos t =
√
2 sin

(
t+

π

4

)
だから s = t +

π

4
とおけば, dt = ds であり, t が 0 から

π

4
まで動くとき, s

は
π

4
から

π

2
まで動くため,

∫ π
4

0

log(sin t+ cos t)dt =

∫ π
2

π
4

log
(√

2 sin s
)
ds =

∫ π
2

π
4

(
log

√
2 + log sin s

)
ds =

π log 2

8
+

∫ π
2

π
4

log sin sds. 一方, cos t = sin
(π
2
− t
)
だから s =

π

2
− t とおけば, dt = −ds であり, t が 0 から

π

4

まで動くとき, s は
π

2
から

π

4
まで動くため,

∫ π
4

0

log cos tdt = −
∫ π

4

π
2

log sin sds =

∫ π
2

π
4

log sin sds. 従って (∗) から∫ 1

0

log(x+ 1)

x2 + 1
dx =

π log 2

8
+

∫ π
2

π
4

log sin sds−
∫ π

2

π
4

log sin sds =
π log 2

8
.

(4) y = 3x2 + 1 とおけば xdx =
1

6
dy, x2 =

y − 1

3
だから

∫
x3

(3x2 + 1)4
dx =

∫
y − 1

18y4
dy =

1

18

∫ (
1

y3
− 1

y4

)
dy =

1

18

(
1

3y3
− 1

2y2

)
=

−9x2 − 1

108(3x2 + 1)3

が得られる. 従って, 部分積分を行った後, y =

√
1− x

1 + x
と変数変換を行えば x =

1− y2

1 + y2
, dx =

−4y

(1 + y2)2
dy だから

∫ 1

0

x3 sin−1 x

(3x2 + 1)4
dx =

[
−(9x2 + 1) sin−1 x

108(3x2 + 1)3

]1
0

+

∫ 1

0

9x2 + 1

108(3x2 + 1)3
√
1− x2

dx

= − 5π

6912
+

1

1728

∫ 1

0

(y2 + 1)3(5y4 − 8y2 + 5)

(y4 − y2 + 1)3
dy · · · (i)

が得られる. y4 − y2 + 1 = (y2 + 1)2 − 3y2 =
(
y2 −

√
3y + 1

) (
y2 +

√
3y + 1

)
だから

(y2 + 1)3(5y4 − 8y2 + 5)

(y4 − y2 + 1)3
=

Ay +B

y2 −
√
3y + 1

+
A′y +B′

y2 +
√
3y + 1

+
Cy +D(

y2 −
√
3y + 1

)2 +
C ′y +D′(

y2 +
√
3y + 1

)2
+

Ey + F(
y2 −

√
3y + 1

)3 +
E′y + F ′(

y2 +
√
3y + 1

)3
を満たす実数 A, A′, B, B′, C, C ′, D, D′, E, E′, F , F ′ が存在するが, 左辺は y の偶関数であることから A′ = −A,
B′ = B, C ′ = −C, D′ = D, E′ = −E, F ′ = F である. このとき,

(y2 + 1)3(5y4 − 8y2 + 5)

(y4 − y2 + 1)3
=

Ay +B

y2 −
√
3y + 1

+
−Ay +B

y2 +
√
3y + 1

+
Cy +D(

y2 −
√
3y + 1

)2 +
−Cy +D(

y2 +
√
3y + 1

)2
+

Ey + F(
y2 −

√
3y + 1

)3 +
−Ey + F(

y2 +
√
3y + 1

)3
となり, 左辺の分子は 5y10 + 7y8 − 4y6 − 4y4 + 7y2 + 5 であり, 右辺を通分したときの分子は

(
2
√
3A+ 2B

)
y10 −(

4
√
3A+ 2B − 4

√
3C − 2D

)
y8+

(
6
√
3A+ 2B + 8D + 6

√
3E + 2F

)
y6−

(
4
√
3A− 2B + 6D − 18

√
3E − 24F

)
y4+(

2
√
3A− 2B + 4

√
3C + 8D + 6

√
3E + 24F

)
y2 + 2B + 2D + 2F となるため, A, B, C, D, E, F は

2
√
3 2 0 0 0 0 5

−4
√
3 −2 4

√
3 2 0 0 7

6
√
3 2 0 8 6

√
3 2 −4

−4
√
3 2 0 −6 18

√
3 24 −4

2
√
3 −2 4

√
3 8 6

√
3 24 7

0 2 0 2 0 2 5
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を拡大係数行列とする連立一次方程式の解である. 従って A = 0, B =
5

2
, C =

17
√
3

16
, D = −3

8
, E = −3

√
3

8
, F =

3

8
が得られる. 一方, y = −z と変数変換すれば,∫ 1

0

−Py +Q(
y2 +

√
3y + 1

)k dy =

∫ −1

0

Pz +Q(
z2 −

√
3z + 1

)k (−1)dz =

∫ 0

−1

Py +Q(
y2 −

√
3y + 1

)k dy
だから, 次の等式が成り立つ.∫ 1

0

(y2 + 1)3(5y4 − 8y2 + 5)

(y4 − y2 + 1)3
dy =

5

2

∫ 1

−1

1

y2 −
√
3y + 1

dy+

∫ 1

−1

17
√
3

16 y − 3
8(

y2 −
√
3y + 1

)2 dy+∫ 1

−1

− 3
√
3

8 y + 3
8(

y2 −
√
3y + 1

)3 dy · · · (ii)

さらに t = y −
√
3

2
と変数変換し, 2 +

√
3 =

1

2−
√
3
> 0 であることに注意すれば, tan−1 x+ tan−1 1

x
=
π

2
より

∫ 1

−1

1

y2 −
√
3y + 1

dy =

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

1

t2 + 1
4

dt =
[
2 tan−1 2t

]1−√
3

2

−1−
√

3
2

= 2
(
tan−1

(
2−

√
3
)
+ tan−1

(
2 +

√
3
))

= π

となる. 同様に t = y −
√
3

2
と変数変換すれば, 次が得られる.

∫ 1

−1

17
√
3

16 y − 3
8(

y2 −
√
3y + 1

)2 dy =

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

17
√
3

16 t+ 39
32(

t2 + 1
4

)2 =
17
√
3

16

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

t(
t2 + 1

4

)2 dt+ 39

32

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

1(
t2 + 1

4

)2 dt
∫ 1

−1

− 3
√
3

8 y + 3
8(

y2 −
√
3y + 1

)3 dy =

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

− 3
√
3

8 t− 3
16(

t2 + 1
4

)3 dt = −3
√
3

8

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

t(
t2 + 1

4

)3 dt− 3

16

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

1(
t2 + 1

4

)3 dt
ここで,

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

t(
t2 + 1

4

)2 dt = [− 2

4t2 + 1

]1−√
3

2

−1−
√

3
2

= −
√
3,

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

t(
t2 + 1

4

)3 dt =
[
− 4

(4t2 + 1)
2

]1−√
3

2

−1−
√

3
2

= −2
√
3

であり, Ik =

∫ 1−
√

3
2

−1−
√

3
2

1(
t2 + 1

4

)k dt とおけば, I1 = π, Ik+1 =
1

k

((
2 +

√
3
)k−1

+
(
2−

√
3
)k−1

)
+

4k − 2

k
Ik だから

I2 = 2 + 2I1 = 2π + 2, I3 = 2 + 3I2 = 6π + 8 が得られる. 故に (ii)から∫ 1

0

(y2 + 1)3(5y4 − 8y2 + 5)

(y4 − y2 + 1)3
dy =

5π

2
+

17
√
3

16

(
−
√
3
)
+

39

32
(2π + 2)− 3

√
3

8

(
−2

√
3
)
− 3

16
(6π + 8) =

61π

16

となるため, (i)により
∫ 1

0

x3 sin−1 x

(3x2 + 1)4
dx = − 5π

6912
+

1

1728

61π

16
=

41π

27648
.

(5)

√
1− cos2 a

cos2 x
=
√
1− cos2 a(1 + tan2 x) =

√
sin2 a− cos2 a tan2 x = cos a

√
tan2 a− tan2 x より

x = tan−1(tan a sin t) とおくと, dx =
tan a cos t

1 + tan2 a sin2 t
dt,

√
tan2 a− tan2 x = tan a cos t であり, t が −π

2
から

π

2
まで動けば, x は −a から a まで動くため, 次の等式が成り立つ.∫ a

−a

√
1− cos2 a

cos2 x
dx =

∫ a

−a
cos a

√
tan2 a− tan2 xdx =

∫ π
2

−π
2

cos a tan2 a cos2 t

1 + tan2 a sin2 t
dt = 2

∫ π
2

0

sin2 a cos a cos2 t

1− sin2 a cos2 t
dt · · · (∗)

ここで,
sin2 a cos a cos2 t

1− sin2 a cos2 t
= cos a

(
−1 +

1

1− sin2 a cos2 t

)
=

cos a

2

(
1

1− sin a cos t
+

1

1 + sin a cos t
− 2

)
だから,
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問題 1の (11)の結果と x > 0 ならば tan−1 x+ tan−1 1

x
=
π

2
であることを用いれば

(∗) =
∫ π

2

0

cos a

(
1

1− sin a cos t
+

1

1 + sin a cos t
− 2

)
dt

= cos a

[
2

cos a

(
tan−1

(√
1 + sin a

1− sin a
tan

t

2

)
+ tan−1

(√
1− sin a

1 + sin a
tan

t

2

))
− 2t

]π
2

0

= cos a

(
2

cos a

(
tan−1

(√
1 + sin a

1− sin a

)
+ tan−1

(√
1− sin a

1 + sin a

))
− π

)
= π(1− cos a)

(6) t = r2 + a2 − x2 とおくと dt = −2xdx であり, x が r − a から r まで動けば t は 2ar から a2 まで動くため,∫ r

r−a

x(x2 + r2 − a2)

2
√

4a2x2 − (r2 − a2 − x2)2
dx =

∫ 2ar

a2

2r2 − t

4
√
4a2r2 − t2

dt =

∫ 2ar

a2

r2

2
√
4a2r2 − t2

dt−
∫ 2ar

a2

t

4
√
4a2r2 − t2

dt =[
r2

2
sin−1 t

2ar

]2ar
a2

+

[
1

4

√
4a2r2 − t2

]2ar
a2

=
πr2

4
− r2

2
sin−1 a

2r
− a

4

√
4r2 − a2. cos−1 −a

2r
=
π

2
+ sin−1 a

2r
だから∫ r

r−a
x cos−1 r

2 − a2 − x2

2ax
dx =

[
x2

2
cos−1 r

2 − a2 − x2

2ax

]r
r−a

−
∫ r

r−a

x(x2 + r2 − a2)

2
√
4a2x2 − (r2 − a2 − x2)2

dx =
r2

2
cos−1−a

2r
−∫ r

r−a

x(x2 + r2 − a2)

2
√

4a2x2 − (r2 − a2 − x2)2
dx =

r2

2

(π
2
+ 2 sin−1 a

2r

)
− πr2

4
+
a

4

√
4r2 − a2 = r2 sin−1 a

2r
+
a

4

√
4r2 − a2

4. (1)

(
a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

)
は単位円上の点だから cos θ =

a√
a2 + b2

, sin θ =
b√

a2 + b2
を満たす 0 ≦ θ < 2π が

ある. このとき, 加法定理から次の等式が成り立つ.

a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinx+

b√
a2 + b2

cosx

)
=
√
a2 + b2(cos θ sinx+ sin θ cosx) =

√
a2 + b2 sin(x+ θ)

一般に φ を周期 τ をもつ連続な周期関数とすれば, θ ∈ R に対して, y = x+ θ, z = y − τ と変数変換すれば∫ τ

0

φ(x+ θ)dx =

∫ τ+θ

θ

φ(y)dy =

∫ τ

θ

φ(y)dy +

∫ τ+θ

τ

φ(y)dy =

∫ τ

θ

φ(y)dy +

∫ τ+θ

τ

φ(y − τ)dy

=

∫ τ

θ

φ(y)dy +

∫ θ

0

φ(z)dz =

∫ τ

θ

φ(x)dx+

∫ θ

0

φ(x)dx =

∫ τ

0

φ(x)dx

だから, α ∈ R に対し, y = x− α と変数変換すれば
∫ τ+α

α

φ(x)dx =

∫ τ

0

φ(y + α)dy =

∫ τ

0

φ(x)dx が成り立つ. 従っ

て
∫ τ

0

φ(x+ θ)dx =

∫ τ+α

α

φ(x)dx が得られる. また, y = π − x と変数変換すれば

∫ 3π
2

π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx = −

∫ −π
2

π
2

f
(√

a2 + b2 sin(π − y)
)
dy =

∫ π
2

−π
2

f
(√

a2 + b2 sin y
)
dy

が成り立つことに注意すると, 以上のことから,∫ 2π

0

f(a sinx+ b cosx)dx =

∫ 2π

0

f
(√

a2 + b2 sin(x+ θ)
)
dx =

∫ 3π
2

−π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx

=

∫ π
2

−π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx+

∫ 3π
2

π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx

= 2

∫ π
2

−π
2

f
(√

a2 + b2 sinx
)
dx
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(2) I =

∫ π

0

x sinxf(cosx)dx とおく. y = π − x と変数変換すれば

I = −
∫ 0

π

(π − y) sin(π − y)f(cos(π − y))dy =

∫ π

0

(π − y) sin yf(− cos y)dy

=

∫ π

0

(π − x) sinxf(cosx)dx = π

∫ π

0

sinxf(cosx)dx−
∫ π

0

x sinxf(cosx)dx

= π

∫ π

0

sinxf(cosx)dx− I

だから 2I = π

∫ π

0

sinxf(cosx)dx である. さらに, z = cosx と変数変換して, f が偶関数であることを用いれば,

2I = −π
∫ −1

1

f(z)dz = 2π

∫ 1

0

f(x)dx だから I = π

∫ 1

0

f(x)dx が得られる.

(3) J =

∫ π
2

0

xR(sinx, cosx)dx とおく. y =
π

2
− x と変数変換すれば, R(Y,X) = R(X,Y ) より

J = −
∫ 0

π
2

(π
2
− y
)
R
(
sin
(π
2
− y
)
, cos

(π
2
− y
))

dy =

∫ π
2

0

(π
2
− y
)
R(cos y, sin y)dy

=

∫ π
2

0

(π
2
− x
)
R(sinx, cosx)dx =

π

2

∫ π
2

0

R(sinx, cosx)dx−
∫ π

2

0

xR(sinx, cosx)dx

=
π

2

∫ π
2

0

R(sinx, cosx)dx− J

だから 2J =
π

2

∫ π
2

0

R(sinx, cosx)dx である. 故に J =
π

4

∫ π
2

0

R(sinx, cosx)dx.

5. (1) a = b = 1, f(x) = x10 として前問の (1)を用い, さらに
(√

2 sinx
)10
が偶関数であることと, 教科書の 91ペー

ジの公式から∫ 2π

0

(sinx+ cosx)10dx = 2

∫ π
2

−π
2

(√
2 sinx

)10
dx = 4

∫ π
2

0

32 sin10 xdx = 128
9!!

10!!

π

2
=

63π

4
.

(2) f(x) =
1

1 + x2
として前問の (2)を用いると,

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx = π

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = π

[
tan−1 x

]1
0
=
π2

4
.

(3)
x sin3 x

2 + sin2 x
=
x sinx(1− cos2 x)

3− cos2 x
だから f(x) =

1− x2

3− x2
として前問の (2)を用いると,∫ π

0

x sin3 x

2 + sin2 x
dx = π

∫ 1

0

1− x2

3− x2
dx = π

∫ 1

0

(
1− 2

3− x2

)
dx = π

∫ 1

0

(
1− 1√

3

(
1√
3 + x

+
1√
3− x

))
dx =

π

[
x− 1√

3

(
log
(√

3 + x
)
− log

(√
3− x

))]1
0

= π

(
1− 1√

3
log
(√

3 + 2
))

.

(4) R(X,Y ) =
XY

X4 + Y 4
として前問の (3)を用い, y = sin2 x と変数変換すれば,

∫ π
2

0

x sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx =

π

4

∫ π
2

0

sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx =

π

4

∫ π
2

0

sinx cosx

sin4 x+ (1− sin2 x)2
dx =

π

8

∫ 1

0

1

y2 + (1− y)2
dy =

π

16

∫ 1

0

1(
y − 1

2

)2
+ 1

4

dy =

π

16

[
2 tan−1(2y − 1)

]1
0
=
π2

16
.
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微積分学 I 演習問題 第12回 広義積分

1. 次の広義積分を求めよ. ただし a, b, c, k, α は定数で, a > 0, c > 1, 1 < α < π, (24), (25)では n は 2以上の自

然数, (54)では 0 ≦ a < b ≦ 2π − a, (55)では a > 1 とする.

(1)

∫ ∞

2

8x+ 64

x(x2 + 4)2
dx (2)

∫ π
2

0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
dx (3)

∫ ∞

0

xk−1

x2k + 2xk + 2
dx (4)

∫ 1

1
2

sin−1 x

x2
√
1− x2

dx

(5)

∫ log 2

0

1

ex
√
ex − 1

dx (6)

∫ α

0

(
1

x
− cosx

sinx

)
dx (7)

∫ ∞

√
3

8x− 16

x6 + x4 − x2 − 1
dx (8)

∫ ∞

0

tan−1 x

(1 + x2)2
dx

(9)

∫ ∞

0

e−ax cos bxdx (10)

∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx (11)

∫ 2

1

x√
x2 + 2x− 3

dx (12)

∫ 1

−1

x sin−1 x√
1− x2

dx

(13)

∫ 1

0

4 sin−1 x− 1√
1− x2

dx (14)

∫ ∞

0

x7

(1 + x4)4
dx (15)

∫ 1

0

x+ (sin−1 x)3√
1− x2

dx (16)

∫ ∞

1

tan−1 x

x2
dx

(17)

∫ 2

0

x√
2x− x2

dx (18)

∫ √
2

1

1

x
√
2− x2

dx (19)

∫ ∞

0

x2

(x2 + 2x+ 2)2
dx (20)

∫ 9

0

1
3
√
x− 1

dx

(21)

∫ 1

0

log(1 + x2)

x2
dx (22)

∫ ∞

1

1

x(x+ 1)2
dx (23)

∫ ∞

1

1 + (tan−1 x)2

1 + x2
dx (24)

∫ ∞

1

log x

(1 + x)n
dx

(25)

∫ 1

0

log x

(1 + x)n
dx (26)

∫ π
2

0

1− cosx

sinx
dx (27)

∫ π
2

0

sinx log sinxdx (28)

∫ 1

0

x(log x)2dx

(29)

∫ ∞

2

1

x
√
x2 − 4

dx (30)

∫ ∞

0

x2n−1e−ax
n

dx (31)

∫ ∞

2

2x− 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx (32)

∫ ∞

1

1

x
√
x2+ 3

dx

(33)

∫ ∞

1

log(x2 + 1)

x3
dx (34)

∫ ∞

1

1

e2x − ex
dx (35)

∫ ∞

1

(1 + log x)2

x2
dx (36)

∫ 2

1

log x√
x− 1

dx

(37)

∫ 1

0

log x

xk
dx (38)

∫ ∞

1

log x

xk
dx (39)

∫ 1

−1

1

(c− x)
√
1− x2

dx (40)

∫ 1

0

x log x

(1 + x)4
dx

(41)

∫ ∞

0

1

ex
√
ex + 1

dx (42)

∫ ∞

1

(
log x

x

)2

dx (43)

∫ ∞

1

log(x2a + 1)

xa+1
dx (44)

∫ ∞

1

tan−1 x

x3
dx

(45)

∫ ∞

0

cos
(
tan−1 x

)
1 + x2

dx (46)

∫ ∞

2

1

x(log x)n
dx (47)

∫ e

1

(
1

x log x
− 1

x− 1

)
dx (48)

∫ 1

0

sin−1 x√
1− x2

dx

(49)

∫ ∞

1

π − 2 tan−1x

x2
dx (50)

∫ ∞

0

1

ex + 1
dx (51)

∫ log 3

−∞
e2x log(ex + 1)dx (52)

∫ 1

0

axa−1

√
1− xa

dx

(53)

∫ π
2

0

√
tanx dx (54)

∫ b

a

√
1− cosx

cos a− cosx
dx (55)

∫ 1

−1

1

(a− x)
√
1− x2

dx (56)

∫ π
2

0

1√
tanx

dx

2. 次の広義積分の収束・発散を調べよ. ただし α > 0 とする.

(1)

∫ 2

0

2

1− x2
dx (2)

∫ π
2

−π
2

sin2 x tanxdx (3)

∫ ∞

0

tan−1 xdx (4)

∫ π

0

1

cosx
dx

(5)

∫ ∞

2

x− 1√
x2 − 1

dx (6)

∫ 2

0

2(x2 + 1)

(x2 − 1)2
dx (7)

∫ 1

0

ex√
x
dx (8)

∫ ∞

0

1√
x4 + 1

dx

(9)

∫ 2

0

2x log xdx (10)

∫ ∞

0

x

1 + x6 sin2 x
dx (11)

∫ π
4

0

√
1− x2

sinx
dx (12)

∫ π

0

1√
sinx

dx

(13)

∫ ∞

0

x√
x5 + 1

dx (14)

∫ ∞

2

1

(x+ 1) log x
dx (15)

∫ ∞

0

tan−1 x

x
dx (16)

∫ ∞

1

1√
x4 − 1

dx

(17)

∫ ∞

1

tan−1 x

x
√
x− 1

dx (18)

∫ ∞

0

log x
3
√
x2(x+ 1)

dx (19)

∫ π
2

0

log
x

sinx
dx (20)

∫ 1

0

log x

x
√
x+ 1

dx

(21)

∫ 1

0

sinx√
1− x

dx (22)

∫ ∞

1

1
3
√
x(x+ 1)

dx (23)

∫ ∞

0

xe−x
3

dx (24)

∫ ∞

0

sin
1

x2
dx

(25)

∫ ∞

1

1

1 + log x
dx (26)

∫ 1

0

log x

x− 1
dx (27)

∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx (28)

∫ π
2

0

xα

(sinx)α+1
dx

(29)

∫ ∞

0

sinx cosx

x
dx (30)

∫ 1

0

1√
x(1− x2)

dx (31)

∫ ∞

0

xα

sinhx
dx (32)

∫ ∞

0

sinx2dx

3. 広義積分
∫ ∞

r

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
dx (ただし r > p) を求めよ.
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4. ベータ関数 B(p, q) (p > 0, q > 0)に関する次の等式を示せ.

(1) B(p, q) = 2

∫ π
2

0

sin2p−1θ cos2q−1θ dθ =

∫ π
2

0

cosp−1θ sinq−1θ

(cos θ + sin θ)p+q
dθ

(2) B(p, q) = B(q, p)

(3) p, q が自然数の場合, B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

5. s > 0 とするとき, 次の級数の収束発散を判定せよ. (1)
∞∑
n=1

log n

ns
(2)

∞∑
n=3

1

n(log n)(log(log n))s

6. 以下の各問で与えられたの広義積分と級数の収束・発散を判定せよ.

(1)

∫ ∞

0

1√
x3 + x+ 1

dx,
∞∑
n=0

1√
n3 + n+ 1

(2)

∫ ∞

1

log x√
x4 + 1

dx,
∞∑
n=1

log n√
n4 + 1

(3)

∫ ∞

1

1

x
log

(
1 +

1

x

)
dx,

∞∑
n=1

1

n
log

(
1 +

1

n

)
(4)

∫ ∞

2

1√
x2 + 1(log x)2

dx,
∞∑
n=2

1√
n2 + 1(log n)2

(5)

∫ ∞

1

1

x
sin

1

x
dx,

∞∑
n=1

1

n
sin

1

n

7. a > −1 かつ a ̸= 0 とするとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 広義積分
∫ ∞

1

(
log(x+ a)− log x− a

x+ a

)
dx の値を求めよ.

(2) 級数
∞∑
n=1

(
log
(
1 +

a

n

)
− a

n+ a

)
の収束・発散を判定せよ.

8. 一般項が an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− log n で与えられる数列 {an}∞n=1 について次の問いに答えよ.

(1) log x =

∫ x

1

dt

t
であることを用いて, an > log(n+ 1)− log n が成り立つことを示せ.

(2) {an}∞n=1 は単調減少数列であることを示すことにより, {an}∞n=1 は収束することを示せ.

(3)
1

2
< lim
n→∞

an <
5

6
であることを示せ.

9. (発展問題) (1) 0 < x ≦ π

2
ならば

2

π
x ≦ sinx であることを用いて I =

∫ π
2

0

log sinx dx は収束することを示せ.

(2) 2I =

∫ π
2

0

log

(
sin 2x

2

)
dx を示し, I の値を求めよ.

10. (発展問題) 前問の結果を用いて, 次の積分の値を求めよ. ただし (14)の a は −1 ≦ a ≦ 1 を満たすとする.

(1)

∫ π
2

0

x

tanx
dx (2)

∫ π
2

0

( x

sinx

)2
dx (3)

∫ ∞

0

(π
2
− tan−1 x

)2
dx (4)

∫ π

0

log(1− cosx)dx

(5)

∫ π

0

log(1 + cosx)dx (6)

∫ π

0

x sinx

1− cosx
dx (7)

∫ 1

0

log x√
1− x2

dx (8)

∫ 1

0

sin−1 x

x
dx

(9)

∫ π
2

0

(π
2
− x
)
tanx dx (10)

∫ π

0

x log sinx dx (11)

∫ π
2

0

log tanx dx (12)

∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx

(13)

∫ π
2

0

sin2 x log sinx dx (14)

∫ 1

−1

log |a− x|√
1− x2

dx

11. (発展問題) f : (a, b] → R は単調減少関数であり, 広義積分
∫ b

a

f(x)dx は収束するとする.

(1) lim
x→a+0

(x− a)f(x) = 0 であることを示せ.

(2) 命題「単調減少関数 g : (0, 1] → R が lim
x→+0

xg(x) = 0 を満たせば, 広義積分
∫ 1

0

g(x)dx は収束する.」が正し

ければ証明をし, 正しくなければ, 反例を挙げよ.

(3)

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n
が成り立つことを示せ.

(4) lim
n→∞

n
√
n!

n
を求めよ.
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第 12回の演習問題の解答

1. (1)
8x+ 64

x(x2 + 4)2
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 4
+

Dx+ E

(x2 + 4)2
とおくと,

(右辺) =
(A+B)x4 + Cx3 + (8A+ 4B +D)x2 + (4C + E)x+ 16A

x(x2 + 4)2

より,

{ A+B=0
C=0

8A+4B+D=0
4C+E=8
16A=64

. これを解けば, A = 4, B = −4, C = 0, D = −16, E = 8 となるため
8x+ 64

x(x2 + 4)2
=

4

x
− 4x

x2 + 4
− 16x− 8

(x2 + 4)2
である. 教科書の問 3.10 の結果から

∫
1

(x2 + 4)2
dx =

x

8(x2 + 4)
+

1

16
tan−1 x

2
より∫ ∞

2

8x+ 64

x(x2 + 4)2
dx =

∫ ∞

2

(
4

x
− 4x

x2 + 4
− 16x− 8

(x2 + 4)2

)
dx =

[
2 log

x2

x2 + 4
+

8

x2 + 4
+

x

x2 + 4
+

1

2
tan−1 x

2

]∞
2

=

π

8
+ 2 log 2− 5

4
.

(2)

∫ (
1

sin2 x
− 1

x2

)
dx = −cosx

sinx
+

1

x
=

sinx− x cosx

x sinx
=

sinx− x cosx

x2
x

sinx
であり, ロピタルの定理から

lim
x→+0

sinx− x cosx

x2
= lim
x→+0

sinx

2
= 0 だから

∫ π
2

0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
dx =

[
sinx− x cosx

x2
x

sinx

]π
2

0

=

2

π
− lim
x→+0

sinx− x cosx

x2
x

sinx
=

2

π

(3) k = 0 ならば与えられた広義積分は発散するため, k ̸= 0 の場合を考える. t = xk とおくと xk−1dx =
t

k
dt だ

から
∫

xk−1

x2k + 2xk + 2
dx =

∫
1

k((t+ 1)2 + 1)
dt =

1

k
tan−1(t+ 1)t =

1

k
tan−1(xk + 1) である. 従って∫ ∞

0

xk−1

x2k + 2xk + 2
dx =

1

k

(
lim
t→∞

tan−1(tk + 1)− lim
s→+0

tan−1(sk + 1)

)
=

π

4|k|
.

(4) θ = sin−1 x とおくと x =
1

2
のとき θ =

π

6
であり, x → 1 − 0 のとき, θ → π

2
− 0 である. また x = sin θ,

1√
1− x2

dx = dθ だから
∫ 1

1
2

sin−1 x

x2
√
1− x2

dx =

∫ π
2

π
6

θ

sin2 θ
dθ である.∫

θ

sin2 θ
dθ =

∫
θ

(
−cos θ

sin θ

)′

dθ = −θ cos θ
sin θ

+

∫
cos θ

sin θ
dθ = −θ cos θ

sin θ
+ log | sin θ| だから∫ π

2

π
6

θ

sin2 θ
dθ =

[
−θ cos θ

sin θ
+ log | sin θ|

]π
2

π
6

=

√
3π

6
+ log 2

(5) t =
√
ex − 1 とおくと, x→ +0 のとき, t→ +0 であり, x = log 2 ならば t = 1 である. また, x = log(t2 +1),

dx =
2t

t2 + 1
dtだから

∫ log 2

0

1

ex
√
ex − 1

dx =

∫ 1

0

2

(t2 + 1)2
dtである. さらに t = tan θと変数変換すれば tが 0から 1

まで動くとき, θは 0から
π

4
まで動き, dt =

1

cos2 θ
dθだから

∫ 1

0

2

(t2 + 1)2
dt =

∫ π
4

0

2 cos2 θdθ =

∫ π
4

0

(1 + cos 2θ)dθ =[
θ +

sin 2θ

2

]π
4

0

=
π

4
+

1

2

(6)

∫ (
1

x
− cosx

sinx

)
dx =

∫ (
1

x
− (sinx)′

sinx

)
dx = log |x| − log | sinx| = − log

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ だから∫ α

0

(
1

x
− cosx

sinx

)
dx =

[
− log

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣]α

0

= − log

∣∣∣∣ sinαα
∣∣∣∣+ lim

x→+0
log

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ = logα− log sinα.

(7)
8x− 16

x6 + x4 − x2 − 1
=

8x− 16

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)2
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+
Cx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2
とおいて右辺を通分

すれば, 分子は (A+B + C)x5 + (A−B +D)x4 + (2A+ 2B + E)x3 + (2A− 2B + F )x2 + (A+B − C − E)x+

A − B − D − F となるため,


A+B+C=0
A−B+D=0

2A+2B+E=0
2A−2B+F=0
A+B−C−E=8

A−B−D−F=−16

. これを解けば, A = −1, B = 3, C = −2, D = 4, E = −4,
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F = 8 となるため
8x− 16

x6 + x4 − x2 − 1
= − 1

x− 1
+

3

x+ 1
− 2x− 4

x2 + 1
− 4x− 8

(x2 + 1)2
である. 教科書の問 3.10の結果から∫

1

(x2 + 1)2
dx =

x

2(x2 + 1)
+

1

2
tan−1 x より

∫ ∞

√
3

8x− 16

x6 + x4 − x2 − 1
dx =∫ ∞

√
3

(
− 1

x− 1
+

3

x+ 1
− 2x− 4

x2 + 1
− 4x− 8

(x2 + 1)2

)
dx =

[
log

(x+ 1)3

(x− 1)(x2 + 1)
+ 8 tan−1 x+

4x+ 2

x2 + 1

]∞
√
3

=

4π

3
− log

7 + 4
√
3

2
− 2

√
3 + 1

2
.

(8) t = tan−1 x とおくと x = 0 のとき t = 0 であり, x → ∞ のとき, t → π

2
− 0 である. また x = tan t,

1

1 + x2
dx = dt だから

∫ ∞

0

tan−1 x

(1 + x2)2
dx =

∫ π
2

0

t cos2 tdx =

∫ π
2

0

t

(
1

2
+

cos 2t

2

)
dx =

∫ π
2

0

t

(
t

2
+

sin 2t

4

)′

dx =[
t

(
t

2
+

sin 2t

4

)]π
2

0

−
∫ π

2

0

(
t

2
+

sin 2t

4

)
dx =

π2

8
−
[
t2

4
− cos 2t

8

]π
2

0

=
π2

16
− 1

4

(9)

∫
e−ax cos bxdx =

∫
e−ax

(
1

b
sin bx

)′

dx =
1

b
e−ax sin bx+

a

b

∫
e−ax sin bxdx =

1

b
e−ax sin bx+

a

b

∫
e−ax

(
−1

b
cos bx

)′

dx =
1

b
e−ax sin bx− a

b2
e−ax cos bx− a2

b2

∫
e−ax cos bxdx だから(

1 +
a2

b2

)∫
e−ax cos bxdx =

1

b
e−ax sin bx− a

b2
e−ax cos bx である. 従って

∫
e−ax cos bxdx =

e−ax

a2 + b2
(b sin bx− a cos bx) が成り立つため

∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =

[
e−ax

a2 + b2
(b sin bx− a cos bx)

]∞
0

=
a

a2 + b2
.

(10) 教科書の問題 3.2の (1)の結果から
∫

1

ex + e−x
dx = tan−1 ex だから

∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx =∫ 0

−∞

1

ex + e−x
dx+

∫ ∞

0

1

ex + e−x
dx =

π

4
− lim
x→−∞

tan−1 ex + lim
x→∞

tan−1 ex − π

4
=
π

2

(11) t = x+
√
x2 + 2x− 3 とおくと x =

t2 + 3

2t+ 2
,
√
x2 + 2x− 3 =

t2 + 2t− 3

2t+ 2
, dx =

t2 + 2t− 3

2(t+ 1)2
dt より∫

x√
x2 + 2x− 3

dx =

∫ t2+3
2t+2 (t

2 + 2t− 3)
t2+2t−3
2t+2 2(t+ 1)2

dt =

∫
t2 + 3

2(t+ 1)2
dt =

1

2

∫ (
1− 2t− 2

(t+ 1)2

)
dt =

1

2

∫ (
1− 2

t+ 1
+

4

(t+ 1)2

)
dt =

t

2
− log |t+ 1| − 2

t+ 1
=

1

2

(
x+

√
x2 + 2x− 3

)
− log

∣∣∣x+ 1 +
√
x2 + 2x− 3

∣∣∣
− 2

x+ 1 +
√
x2 + 2x− 3

=
√
x2 + 2x− 3− log

∣∣x+ 1 +
√
x2 + 2x− 3

∣∣− 1

2
だから

∫ 2

1

x√
x2 + 2x− 3

dx =
√
5− log

(
3 +

√
5
)
− lim
x→1+0

(√
x2 + 2x− 3− log

∣∣x+ 1 +
√
x2 + 2x− 3

∣∣) = √
5− log

(
3 +

√
5
)
+ log 2

(12) t = sin−1 x とおくと
1√

1− x2
dx = dt, x = sin t であり, 第 3回の演習問題 2の (1)から

∫
x sin−1 x√
1− x2

dx =∫
t sin tdt =

∫
t(− cos t)′dt = −t cos t+

∫
cos tdt = −t cos t+ sin t = x− sin−1x cos(sin−1x) = x− sin−1x

√
1− x2

だから
∫ 1

−1

x sin−1 x√
1− x2

dx =

∫ 0

−1

x sin−1 x√
1− x2

dx+

∫ 1

0

x sin−1 x√
1− x2

dx = lim
x→−1+0

(
−x+ sin−1x

√
1− x2

)
+

lim
x→1−0

(
x− sin−1x

√
1− x2

)
= 2

(13) t = sin−1 x とおくと
1√

1− x2
dx = dt, x = sin t より

∫
4 sin−1 x− 1√

1− x2
dx =

∫
(4t− 1)dt = 2t2 − t =

2(sin−1 x)2 − sin−1 x だから
∫ 1

0

4 sin−1 x− 1√
1− x2

dx = lim
x→1−0

(
2(sin−1 x)2 − sin−1 x

)
=
π2 − π

2

(14) t = 1+ x4 とおくと, x3dx =
1

4
dt より

∫
x7

(1 + x4)4
dx =

∫
t− 1

4t4
dt =

∫ (
1

4t3
− 1

4t4

)
dt = − 1

8t2
+

1

12t3
=

− 1

8(1 + x4)2
+

1

12(1 + x4)3
だから

∫ ∞

0

x7

(1 + x4)4
dx = lim

x→∞

(
− 1

8(1 + x4)2
+

1

12(1 + x4)3
+

1

24

)
=

1

24

(15) t = sin−1 x とおくと
1√

1− x2
dx = dt, x = sin t であり, 第 3回の演習問題 2の (1)から
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∫
x+ (sin−1 x)3√

1− x2
dx =

∫
(sin t+ t3)dt = − cos t+

t4

4
= − cos(sin−1 x) +

1

4
(sin−1 x)4 = −

√
1− x2 +

1

4
(sin−1 x)4

だから,

∫ 1

0

x+ (sin−1 x)3√
1− x2

dx = lim
x→1−0

(
−
√
1− x2 +

1

4
(sin−1 x)4 + 1

)
=
π4

64
+ 1

(16)

∫
tan−1 x

x2
dx =

∫
tan−1 x

(
− 1

x

)′

dx = − tan−1 x

x
+

∫
1

x(x2 + 1)
dx = − tan−1 x

x
+

∫ (
1

x
− x

x2 + 1

)
dx =

− tan−1 x

x
+log |x|− 1

2
log(x2+1)だから

∫ ∞

1

tan−1 x

x2
dx = lim

x→∞

(
− tan−1 x

x
+ log |x| − 1

2
log(x2 + 1) +

π

4
+

log 2

2

)
= lim
x→∞

(
− tan−1 x

x
− 1

2
log

(
1 +

1

x2

)
+
π

4
+

log 2

2

)
=
π

4
+

log 2

2

(17)

∫
x√

2x− x2
dx =

∫
1√

1− (x− 1)2
dx−

∫
1− x√
2x− x2

dx = sin−1(x− 1)−
√

2x− x2 だから∫ 2

0

x√
2x− x2

dx =

∫ 1

0

x√
2x− x2

dx+

∫ 2

1

x√
2x− x2

dx = lim
x→+0

(
−1− sin−1(x− 1) +

√
2x− x2

)
+

lim
x→2−0

(
sin−1(x− 1)−

√
2x− x2 + 1

)
= π

(18) t =
√
2− x2 とおくと xdx = −tdt, x2 = 2− t2 だから

∫
1

x
√
2− x2

dx =

∫
x

x2
√
2− x2

dx =

∫
1

t2 − 2
dt =∫

1

2
√
2

(
1

t−
√
2
− 1

t+
√
2

)
dt =

1

2
√
2

(
log
∣∣∣t−√

2
∣∣∣− log

∣∣∣t+√
2
∣∣∣) =

1

2
√
2
log

√
2−

√
2− x2√

2 +
√
2− x2

=

1√
2
log

√
2−

√
2− x2

|x|
だから

∫ √
2

1

1

x
√
2− x2

dx = lim
x→

√
2−0

(
1√
2
log

√
2−

√
2− x2

|x|
−

log
(√

2− 1
)

√
2

)
=

log
(√

2 + 1
)

√
2

(19)

∫
x2

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

∫
x2 + 2x+ 2− (2x+ 2)

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

∫
1

(x+ 1)2 + 1
dx−

∫
2x+ 2

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

tan−1(x+1)+
1

x2 + 2x+ 2
だから

∫ ∞

0

x2

(x2 + 2x+ 2)2
dx = lim

x→∞

(
tan−1(x+ 1) +

1

x2 + 2x+ 2
− π

4
− 1

2

)
=
π

4
− 1

2

(20)

∫
1

3
√
x− 1

dx =
3

2
(x− 1)

2
3 だから

∫ 9

0

1
3
√
x− 1

dx =

∫ 1

0

1
3
√
x− 1

dx+

∫ 9

1

1
3
√
x− 1

dx =

lim
x→1−0

(
3

2
(x− 1)

2
3 − 3

2

)
+ lim
x→1+0

(
6− 3

2
(x− 1)

2
3

)
=

9

2

(21)

∫
log(1 + x2)

x2
dx =

∫
log(1 + x2)

(
− 1

x

)′

dx = − log(1 + x2)

x
+

∫
2

1 + x2
dx = − log(1 + x2)

x
+ 2 tan−1 x

だから lim
x→+0

log(1 + x2)

x
= lim
x→+0

log(1 + x2)

x2
x =

(
lim
x→+0

log(1 + x2)

x2

)(
lim
x→+0

x

)
= 1·0 = 0 であることに注意すれ

ば,

∫ 1

0

log(1 + x2)

x2
dx = lim

x→+0

(
π

2
− log 2 +

log(1 + x2)

x
− 2 tan−1 x

)
=
π

2
− log 2

(22)
1

x(1 + x)2
=
A

x
+

B

1 + x
+

C

(1 + x)2
とおくと (右辺) =

(A+B)x2 + (2A+B + C)x+A

x(1 + x)2
より,

{
A+B=0

2A+B+C=0
A=1

.

これを解けば, A = 1, B = C = − となる. 従って
∫

1

x(x+ 1)2
dx =

∫ (
1

x
− 1

1 + x
− 1

(1 + x)2

)
dx =

log

∣∣∣∣ x

1 + x

∣∣∣∣+ 1

1 + x
だから

∫ ∞

1

1

x(x+ 1)2
dx = lim

x→∞

(
log

∣∣∣∣ x

1 + x

∣∣∣∣+ 1

1 + x
+ log 2− 1

2

)
= log 2− 1

2

(23) t = tan−1 x とおくと dt =
1

1 + x2
dx より

∫
1 + (tan−1 x)2

1 + x2
dx =

∫
(1 + t2)dt = t+

t3

3
=

tan−1 x+
1

3
(tan−1 x)3 だから

∫ ∞

1

1 + (tan−1 x)2

1 + x2
dx = lim

x→∞

(
tan−1 x+

1

3
(tan−1 x)3 − π

4
− π3

192

)
=
π

4
+

7π3

192
(24) 第 11回の問題 1.(58)の結果から

∫ t

1

log x

(1 + x)n
dx =

[
log x

(1− n)(1 + x)n−1
+

1

n− 1

(
log x− log(1 + x) +

n−1∑
k=2

1

(k − 1)(1 + x)k−1

)]t
1

=
log t

(1− n)(1 + t)n−1
+

1

n− 1

(
log

2t

1 + t
+

n−1∑
k=2

1

(k − 1)

(
1

(1 + t)k−1
− 1

2k−1

))
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であり, 教科書の問 1.18より lim
x→∞

log x

(1 + x)n−1
= lim

x→∞

log x

x

x

(1 + x)n−1
=

(
lim
x→∞

log x

x

)(
lim
x→∞

x

(1 + x)n−1

)
= 0

だから
∫ ∞

1

log x

(1 + x)n
dx = lim

x→∞

(
log t

(1− n)(1 + t)n−1
+

1

n− 1

(
log

2t

1 + t
+

n−1∑
k=2

1

(k − 1)

(
1

(1 + t)k−1
− 1

2k−1

)))
=

1

n− 1

(
log 2−

n−1∑
k=2

1

2k−1(k − 1)

)
.

(25) 第 11回の問題 1.(58)の結果から

∫ 1

t

log x

(1 + x)n
dx =

[
log x

(1− n)(1 + x)n−1
+

1

n− 1

(
log x− log(1 + x) +

n−1∑
k=2

1

(k − 1)(1 + x)k−1

)]1
t

=
1

n− 1

(
n−1∑
k=2

1

(k − 1)

(
1

2k−1
− 1

(1 + t)k−1

)
+ log

1 + t

2
+

log t(1− (1 + t)n−1)

(1 + t)n−1

)

であり, 教科書の問 1.18より lim
t→0

log t(1− (1 + t)n−1) = lim
t→0

t log t(tの n− 2次多項式) = 0 だから∫ 1

0

log x

(1 + x)n
dx = lim

x→+0

(
1

n− 1

(
n−1∑
k=2

1

(k − 1)

(
1

2k−1
− 1

(1 + t)k−1

)
+ log

1 + t

2
+

log t(1− (1 + t)n−1)

(1 + t)n−1

))
=

1

n− 1

(
n−1∑
k=2

1

(k − 1)

(
1

2k−1
− 1

)
− log 2

)
.

(26)

∫
1− cosx

sinx
dx =

∫
(1− cosx) sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1 + cosx
dx = − log(1 + cosx) だから

∫ π
2

0

1− cosx

sinx
dx =

lim
x→+0

log(1 + cosx) = log 2

(27) 教科書の例題 3.12から
∫

sinx log sinxdx =

∫
(− cosx)′ log sinxdx = − cosx log sinx+

∫
cos2 x

sinx
dx =∫

1− sin2 x

sinx
dx− cosx log sinx =

∫
1

sinx
dx−

∫
sinxdx− cosx log sinx = log

∣∣∣tan x
2

∣∣∣+ cosx− cosx log sinx.

0 < x < π ならば log
∣∣∣tan x

2

∣∣∣ − cosx log sinx = log
(
tan

x

2

)
− cosx log

(
2 sin

x

2
cos

x

2

)
= (1 − cosx) log

(
sin

x

2

)
−

(1+cosx) log
(
cos

x

2

)
− log 2 cosx = 2 sin2

x

2
log
(
sin

x

2

)
−2 cos2

x

2
log
(
cos

x

2

)
− log 2 cosxであり, 教科書の問 1.18

より lim
x→+0

sin2
x

2
log
(
sin

x

2

)
= 0 であることに注意すれば

∫ π
2

0

sinx log sinxdx =

lim
x→+0

(
(log 2− 1) cosx− 2 sin2

x

2
log
(
sin

x

2

)
+ 2 cos2

x

2
log
(
cos

x

2

))
= log 2− 1

(28)

∫
x(log x)2dx =

∫ (
x2

2

)′

(log x)2dx =
x2

2
(log x)2 −

∫
x log xdx =

x2

2
(log x)2 −

∫ (
x2

2

)′

log xdx =

x2

2
(log x)2 − x2

2
log x+

∫
x

2
dx =

x2

2
(log x)2 − x2

2
log x+

x2

4
だから, 教科書の問 1.18 より

∫ 1

0

x(log x)2dx =

lim
x→+0

(
1

4
− x2

2
(log x)2 +

x2

2
log x− x2

4

)
=

1

4

(29) t =
√
x2 − 4とおくと x2 = t2+4,

x√
x2 − 4

dx = dtより
∫

1

x
√
x2 − 4

dx =

∫
x

x2
√
x2 − 4

dx =

∫
1

t2 + 4
dt =

1

2
tan−1 t

2
=

1

2
tan−1

√
x2 − 4

2
だから

∫ ∞

2

1

x
√
x2 − 4

dx = lim
x→∞

1

2
tan−1

√
x2 − 4

2
=
π

4

(30) t = xn とおくと xn−1dx =
1

n
dt より

∫
x2n−1e−ax

n

dx =

∫
t

n
e−atdt =

∫
t

an
(−e−at)′dt = − t

an
e−at+∫

1

an
e−atdt = − t

an
e−at − 1

a2n
e−at = −x

n

an
e−ax

n

− 1

a2n
e−ax

n

だから, 教科書の問 1.17から lim
x→∞

xn

an
e−ax

n

= 0 で

あることに注意すれば
∫ ∞

0

x2n−1e−ax
n

dx = lim
x→∞

(
1

a2n
− xn

an
e−ax

n

− 1

a2n
e−ax

n

)
=

1

a2n

(31)
2x− 1

(x+ 1)2(x− 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
とおいて右辺を通分すれば, 分子は (A+B)x2 + (2A+C)x+

A − B − C となるため,
{ A+B=0

2A+C=2
A−B−C=−1

. これを解けば, A =
1

4
, B = −1

4
, C =

3

2
となるため

2x− 1

(x+ 1)2(x− 1)
=
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1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
+

3

2(x+ 1)2
である.

∫ ∞

2

2x− 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx =

∫ ∞

2

(
1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
+

3

2(x+ 1)2

)
dx =[

1

4
log

x− 1

x+ 1
− 3

2(x+ 1)

]∞
2

=
1

4
log 3 +

1

2
.

(32) t =
√
x2 + 3とおくと x2 = t2−3,

x√
x2 + 3

dx = dtより
∫

1

x
√
x2 + 3

dx =

∫
x

x2
√
x2 + 3

dx =

∫
1

t2 − 3
dt =∫

1

2
√
3

(
1

t−
√
3
− 1

t+
√
3

)
dt =

1

2
√
3

(
log
∣∣∣t−√

3
∣∣∣− log

∣∣∣t+√
3
∣∣∣) =

1

2
√
3
log

(√
x2 + 3−

√
3√

x2 + 3 +
√
3

)
だから∫ ∞

1

1

x
√
x2 + 3

dx = lim
x→∞

(
1

2
√
3
log

(√
x2 + 3−

√
3√

x2 + 3 +
√
3

)
+

log
(
2 +

√
3
)

√
3

)
=

log
(
2 +

√
3
)

√
3

(33)

∫
log(x2 + 1)

x3
dx =

∫ (
− 1

2x2

)′

log(x2 + 1)dx = − log(x2 + 1)

2x2
+

∫
1

x(x2 + 1)
dx =

− log(x2 + 1)

2x2
+

∫ (
1

x
− x

x2 + 1

)
dx = − log(x2 + 1)

2x2
+

1

2
log

x2

x2 + 1
であり,教科書の問 1.18から lim

x→∞

log(x2 + 1)

2x2

= lim
x→∞

log(x2 + 1)

x2 + 1

x2 + 1

2x2
=

(
lim
x→∞

log(x2 + 1)

x2 + 1

)(
lim
x→∞

x2 + 1

2x2

)
= 0·1

2
= 0 だから

∫ ∞

1

log(x2 + 1)

x3
dx =

lim
x→∞

(
− log(x2 + 1)

2x2
+

1

2
log

x2

x2 + 1
+ log 2

)
= log 2

(34) t = ex とおくと exdx = dt より
∫

1

e2x − ex
dx =

∫
ex

e3x − e2x
dx =

∫
1

t2(t− 1)
dt =

∫
t− (t− 1)

t2(t− 1)
dt =∫ (

1

t(t− 1)
− 1

t2

)
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t
− 1

t2

)
dt = log |t− 1| − log |t|+ 1

t
= log |1− e−x|+ e−x だから∫ ∞

1

1

e2x − ex
dx = lim

x→∞

(
log |1− e−x|+ e−x − log(1− e−1)− e−1

)
= 1− 1

e
− log(e− 1)

(35)

∫
(1 + log x)2

x2
dx =

∫ (
− 1

x

)′

(1 + log x)2dx = − (1 + log x)2

x
+ 2

∫
1 + log x

x2
dx = − (1 + log x)2

x
+

2

∫ (
− 1

x

)′

(1 + log x)dx = − (1 + log x)2

x
− 2 + 2 log x

x
+ 2

∫
1

x2
dx = − 5

x
− 4 log x

x
− (log x)2

x
であり, 教科書の

問 1.18から
∫ ∞

1

(1 + log x)2

x2
dx = lim

x→∞

(
5− 5

x
− 4 log x

x
− 4(log x)2

x

)
= 5

(36) t =
√
x− 1 とおくと, x = t2 + 1,

1√
x− 1

dx = 2dt より
∫

log x√
x− 1

dx =

∫
2 log(t2 + 1)dt =∫

(2t)′ log(t2 + 1)dt = 2t log(t2 + 1)−
∫

4t2

t2 + 1
dt = 2t log(t2 + 1)−

∫ (
4− 4

t2 + 1

)
dt =

2t log(t2 + 1)− 4t+ 4 tan−1 t = 2
√
x− 1 log x− 4

√
x− 1 + 4 tan−1

√
x− 1 だから

∫ 2

1

log x√
x− 1

dx =

lim
x→1+0

(
2 log 2 + π − 4− 2

√
x− 1 log x+ 4

√
x− 1− 4 tan−1

√
x− 1

)
= 2 log 2 + π − 4

(37) k = 1 ならば
∫

log x

x
dx =

(log x)2

2
だから,

∫ 1

0

log x

xk
dx = lim

x→+0

(
−1

2
(log x)2

)
= −∞, k ̸= 1 ならば∫

log x

xk
dx =

∫ (
x1−k

1− k

)′

log x dx =
x1−k log x

1− k
−
∫

1

(1− k)xk
=
x1−k

1− k
log x− x1−k

(1− k)2
だから, k < 1 ならば教科書

の問 1.18から,

∫ 1

0

log x

xk
dx = lim

x→+0

(
x1−k

(1− k)2
− x1−k

1− k
log x− 1

(1− k)2

)
= − 1

(1− k)2
, k > 1 ならば

∫ 1

0

log x

xk
dx =

lim
x→+0

(
x1−k

(1− k)2
− x1−k

1− k
log x− 1

(1− k)2

)
= lim
x→+0

(
1

xk−1(k − 1)

(
log x+

1

k − 1

)
− 1

(1− k)2

)
= −∞.

(38) 上の問題より
∫

log x

xk
dx =

x1−k

1−k log x− x1−k

(1−k)2 k ̸= 1

1
2 (log x)

2 k = 1
だから, k < 1 ならば∫ ∞

1

log x

xk
dx = lim

x→∞

(
x1−k

1− k
log x− x1−k

(1− k)2
+

1

(1− k)2

)
= lim
x→∞

(
x1−k

1− k

(
log x− 1

1− k

)
+

1

(1− k)2

)
= ∞,

k = 1 ならば
∫ ∞

1

log x

xk
dx = lim

x→∞

1

2
(log x)2 = ∞, k > 1 ならば教科書の問 1.18から,

∫ ∞

1

log x

xk
dx =
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lim
x→∞

(
x1−k

1− k
log x− x1−k

(1− k)2
+

1

(1− k)2

)
= lim
x→∞

(
− log x

xk−1(k − 1)
− 1

xk−1(k − 1)2
+

1

(k − 1)2

)
=

1

(1− k)2
.

(39) x = sin t とおけば dx = cos tdt より
∫

1

(c− x)
√
1− x2

dx =

∫
1

c− sin t
dt · · · (∗). さらに s = tan

t

2
とおけ

ば sin t =
2s

1 + s2
, dt =

2

1 + s2
ds だから (∗) =

∫
2(

c− 2s
1+s2

)
(1 + s2)

ds =
2

c

∫
1(

s− 1
c

)2
+
(√

c2−1
c

)2 ds =
2√
c2 − 1

tan−1

(
cs− 1√
c2 − 1

)
=

2√
c2 − 1

tan−1

(
c tan

(
1
2 sin

−1 x
)
− 1

√
c2 − 1

)
である. 従って

∫ 1

−1

1

(c− x)
√
1− x2

dx =

∫ 0

−1

1

(c− x)
√
1− x2

dx+

∫ 1

0

1

(c− x)
√
1− x2

dx

= lim
x→−1+0

(
− 2√

c2 − 1
tan−1

(
1√
c2 − 1

)
− 2√

c2 − 1
tan−1

(
c tan

(
1
2 sin

−1 x
)
− 1

√
c2 − 1

))

+ lim
x→1+0

(
2√
c2 − 1

tan−1

(
c tan

(
1
2 sin

−1 x
)
− 1

√
c2 − 1

)
+

2√
c2 − 1

tan−1

(
1√
c2 − 1

))

=
2√
c2 − 1

(
tan−1

(
c+ 1√
c2 − 1

)
+ tan−1

(
c− 1√
c2 − 1

))
.

c+ 1√
c2 − 1

c− 1√
c2 − 1

= 1であることに注意すれば,教科書の問 1.11の (4)と上式から
∫ 1

−1

1

(c− x)
√
1− x2

dx =
π√
c2 − 1

.

(40)第 11回の問題 1の (61)より,
x log x

(1 + x)4
の原始関数は

x2 log x(x+ 3)

6(1 + x)3
− 1

6
log(1+x)+

1

6(1 + x)
− 1

6(1 + x)2
だ

から, 教科書の問 1.18から,

∫ 1

0

x log x

(1 + x)4
dx= lim

x→+0

(
−1

6
log 2 +

1

24
− x2(x+ 3) log x

6(1 + x)3
+

1

6
log(1 + x)− x

6(1 + x)2

)
= −1

6

(
log 2− 1

4

)
.

(41) t =
√
ex + 1 とおくと ex = t2 − 1,

ex√
ex + 1

dx = 2dt であり, 第 10 回の演習問題 1 の (7) の結果から∫
1

ex
√
ex + 1

dx =

∫
ex

e2x
√
ex + 1

dx =

∫
2

(t2 − 1)2
dt =

1

2

(
− log |t− 1| − 1

t− 1
+ log |t+ 1| − 1

t+ 1

)
=

1

2

(
log

√
ex + 1 + 1√
ex + 1− 1

− 1√
ex + 1− 1

− 1√
ex + 1 + 1

)
だから

∫ ∞

0

1

ex
√
ex + 1

dx =

lim
x→∞

(
1

2

(
log

√
ex + 1 + 1√
ex + 1− 1

− 1√
ex + 1− 1

− 1√
ex + 1 + 1

)
+
√
2− log

(√
2 + 1

))
=

√
2− log

(√
2 + 1

)
(42) t > 1 とする.

∫ t

1

(
log x

x

)2

dx =

∫ t

1

(
− 1

x

)′

(log x)2dx =

[
− (log x)2

x

]t
1

+

∫ t

1

((log x)2)′

x
dx = − (log t)2

t
+∫ t

1

2 log x

x2
dx = − (log t)2

t
+

∫ t

1

(
− 2

x

)′

log xdx = − (log t)2

t
+

[
−2 log x

x

]t
1

+

∫ t

1

2

x2
dx = − (log t)2

t
− 2 log t

t
+[

− 2

x

]t
1

= − (log t)2

t
− 2 log t

t
− 2

t
+ 2 だから, 教科書の問 1.18から

∫ ∞

1

(
log x

x

)2

dx = lim
t→∞

∫ t

1

(
log x

x

)2

dx =

lim
t→∞

(
− (log t)2

t
− 2 log t

t
− 2

t
+ 2

)
= 2.

(43)

∫ t

1

log(x2a + 1)

xa+1
dx =

∫ t

1

(
− 1

axa

)′

log(x2a + 1)dx =

[
− log(x2a + 1)

axa

]t
1

+

∫ t

1

2xa−1

x2a + 1
dx =

1

a
log 2− log(t2a + 1)

ata
+

[
2

a
tan−1 xa

]t
1

=
1

a
log 2− log(t2a + 1)

ata
+

2

a
tan−1 ta − π

2a
だから∫ ∞

1

log(x2a + 1)

xa+1
dx = lim

t→∞

1

a

(
log 2− log(t2a + 1)

ta
+ 2 tan−1 ta − π

2

)
=

log 2

a
+

π

2a

(44) t > 1とする.

∫ t

1

tan−1 x

x3
dx =

∫ t

1

tan−1 x

(
− 1

2x2

)′

dx =

[
− tan−1 x

2x2

]t
1

+

∫ t

1

(
tan−1 x

)′
2x2

dx =
π

8
− tan−1 t

2t2
+
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∫ t

1

1

2x2(x2 + 1)
dx =

π

8
− tan−1 t

2t2
+

∫ t

1

1

2

(
1

x2
− 1

x2 + 1

)
dx =

π

8
− tan−1 t

2t2
+

[
1

2

(
− 1

x
− tan−1 x

)]t
1

=

π

4
+

1

2
− tan−1 t

2t2
− 1

2t
− 1

2
tan−1 t だから∫ ∞

1

tan−1 x

x3
dx = lim

t→∞

∫ t

1

tan−1 x

x3
dx = lim

t→∞

(
π

4
+

1

2
− tan−1 t

2t2
− 1

2t
− 1

2
tan−1 t

)
=

1

2
.

(45) y = tan−1 x とおくと, dy =
1

1 + x2
dx であり x が 0 から t まで動けば y は 0 から tan−1 t まで動くため,∫ t

0

cos
(
tan−1 x

)
1 + x2

dx =

∫ tan−1 t

0

cos ydy = sin(tan−1 t). 従って
∫ ∞

0

cos
(
tan−1 x

)
1 + x2

dx = lim
t→∞

sin(tan−1 t) = 1.

(46) y = log x とおくと, dy =
1

x
dx であり x が 2 から t まで動けば y は log 2 から log t まで動くため,∫ t

2

1

x(log x)n
dx =

∫ log t

log 2

1

yn
dy =

log(log t)− log(log 2) n = 1

1
(n−1)(log 2)n−1 − 1

(n−1)(log t)n−1 n ̸= 1
である.

従って n < 1 ならば
∫ ∞

2

1

x(log x)n
dx = lim

t→∞

(
(log t)1−n

1− n
− (log 2)1−n

1− n
− 1

(n− 1)(log t)n−1

)
= ∞,

n = 1 ならば
∫ ∞

2

1

x log x
dx = lim

t→∞
(log(log t)− log(log 2)) = ∞,

n > 1 ならば
∫ ∞

2

1

x(log x)n
dx = lim

t→∞

(
1

(n− 1)(log 2)n−1
− 1

(n− 1)(log t)n−1

)
=

1

(n− 1)(log 2)n−1
.

(47) y = log x とおくと, dy =
1

x
dx であり x が t から e まで動けば y は log t から 1 まで動くため,∫ e

t

(
1

x log x
− 1

x− 1

)
dx =

∫ 1

log t

1

y
dy −

∫ e

t

1

x− 1
dx = − log

∣∣∣∣ log tt− 1

∣∣∣∣− log(e− 1). 従って∫ e

1

(
1

x log x
− 1

x− 1

)
dx = lim

t→1+0

(
− log

∣∣∣∣ log tt− 1

∣∣∣∣− log(e− 1)

)
= − log(e− 1).

(48) y = sin−1 x とおくと, dy =
1√

1− x2
dx であり x が 0 から t まで動けば y は 0 から sin−1 t まで動くため,∫ t

0

sin−1 x√
1− x2

dx =

∫ sin−1 t

0

ydy =
1

2
(sin−1 t)2. 従って

∫ 1

0

sin−1 x√
1− x2

dx = lim
t→1−0

1

2
(sin−1 t)2 =

π2

8
.

(49) y = x2 とおけば
∫ t

1

π − 2 tan−1x

x2
dx =

∫ t

1

(
− 1

x

)′

(π − 2 tan−1x)dx =

[
2 tan−1x− π

x

]t
1

−
∫ t

1

2

x(1 + x2)
dx =

2 tan−1t− π

t
+
π

2
−
∫ t2

1

1

y(1 + y)
dy =

2 tan−1t− π

t
+
π

2
− [log y − log(1 + y)]

t2

1 =
2 tan−1t− π

t
+
π

2
+

log

(
1

t2
+ 1

)
− log 2. 従って

∫ ∞

1

π − 2 tan−1x

x2
dx = lim

t→∞

(
2 tan−1t− π

t
+
π

2
+ log

(
1

t2
+ 1

)
− log 2

)
=
π

2
− log 2.

(50) y = ex とおくと, dx =
1

y
dy であり x が 0 から t まで動けば y は 1 から et まで動くため,

∫ t

0

1

ex + 1
dx =∫ et

1

1

y(y + 1)
dy =

[
log

y

y + 1

]et
1

= log
et

et + 1
+ log 2. 従って

∫ ∞

0

1

ex + 1
dx = lim

t→∞

(
log

et

et + 1
+ log 2

)
= log 2.

(51) y = ex とおくと, dx =
1

y
dy であり x が t から log 3 まで動けば y は et から 3 まで動くため,∫ log 3

t

e2x log(ex + 1)dx =

∫ 3

et
y log(y + 1)dy =

∫ 3

et

(
y2

2

)′

log(y + 1)dy =

[
y2 log(y + 1)

2

]3
et
−
∫ 3

et

y2

2(y + 1)
dy =

9 log 2− e2t log(et + 1)

2
− 1

2

∫ 3

et

(
y − 1 +

1

y + 1

)
dy = 9 log 2− e2t log(et + 1)

2
− 1

2

[
y2

2
− y + log(y + 1)

]3
et

=

9 log 2− e2t log(et + 1)

2
− 1

2

(
3

2
+ 2 log 2− e2t

2
+ et − log(et + 1)

)
= 8 log 2−1+

(1− e2t) log(et + 1)

2
+

(1− et)2

4
.

従って
∫ log 3

−∞
e2x log(ex + 1)dx = lim

t→−∞

(
8 log 2− 1 +

(1− e2t) log(et + 1)

2
+

(1− et)2

4

)
= 8 log 2− 3

4
.

(52) 0 < t < 1 とする. y = xa とおくと, dy = axa−1dx であり x が 0 から t まで動けば y は 0 から ta まで動
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くため,

∫ t

0

axa−1

√
1− xa

dx =

∫ ta

0

1√
1− y

dy =
[
−2
√
1− y

]ta
0

= 2− 2
√
1− ta.

従って
∫ 1

0

axa−1

√
1− xa

dx = lim
t→1−0

(
2− 2

√
1− ta

)
= 2

(53) 第 11回の問題 1.(62)の結果より,

∫ t

0

√
tanx dx =

[
1

2
√
2
log

(
tanx−

√
2 tanx+ 1

tanx+
√
2 tanx+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tanx+ 1

)]t
0

=
1

2
√
2
log

(
tan t−

√
2 tan t+ 1

tan t+
√
2 tan t+ 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tan t− 1

)
+

1√
2
tan−1

(√
2 tan t+ 1

)

であり, lim
t→π

2 −0

tan t−
√
2 tan t+ 1

tan t+
√
2 tan t+ 1

= lim
t→π

2 −0

1−
√
2√

tan t
+ 1

tan t

1 +
√
2√

tan t
+ 1

tan t

= 1 だから
∫ π

2

0

√
tanx dx =

π√
2
.

(54) 仮定から
a

2
<
b

2
≦ π− a

2
だから, a ≦ x ≦ b ならば sin

x

2
≧ 0 である. 従って t = cos

x

2
と変数変換を行えば,

x→ a+ 0 のとき, t→ cos
a

2
− 0, x = b のとき t = cos

b

2
であり, sin

x

2
dx = −2dt だから

∫ b

a

√
1− cosx

cos a− cosx
dx =∫ b

a

√
2 sin2 x2

2 cos2 a2 − 2 cos2 x2
dx =

∫ cos b2

cos a2

−2√
cos2 a2 − t2

dt =

[
−2 sin−1

(
t

cos a2

)]cos b2
cos a2

= π − 2 sin−1

(
cos b2
cos a2

)
.

(55) 第 11回の問題 1.(36)の結果より,

∫
dx

(a− x)
√
1− x2

=
2√

a2 − 1
tan−1

(√
a− 1

a+ 1

√
1 + x

1− x

)
だから

∫ 1

−1

1

(a− x)
√
1− x2

dx = lim
t→−1+0
s→1−0

2√
a2 − 1

(
tan−1

(√
a− 1

a+ 1

√
1 + s

1− s

)
− tan−1

(√
a− 1

a+ 1

√
1 + t

1− t

))
=

π√
a2 − 1

.

(56) y =
π

2
−x とおけば

∫ t

s

1√
tanx

dx = −
∫ π

2 −t

π
2 −s

1√
tan
(
π
2 − y

) dy =

∫ π
2 −s

π
2 −t

√
tan y dy = だから, (53)の結果か

ら
∫ π

2

0

1√
tanx

dx = lim
s→+0

lim
t→π

2 −0

∫ π
2 −s

π
2 −t

√
tan y dy =

∫ π
2

0

√
tanx dx =

π√
2
.

2. (1)

∫ 1

0

2

1− x2
dx =

∫ 1

0

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
dx = [log |1 + x| − log |1− x|]10 = lim

x→1−0
(log |1 + x| − log |1− x|) = ∞,∫ 2

1

2

1− x2
dx =

∫ 2

1

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
dx = [log |1 + x| − log |1− x|]21 = lim

x→1+0
(log 3− log |1 + x|+ log |1− x|) =

−∞ だから
∫ 2

0

2

1− x2
dx は存在しない.

(2) t = cosx とおけば sinxdx = −dt だから
∫

sin2 x tanxdx =

∫
(1− cos2 x) sinx

cosx
dx =

∫ (
t− 1

t

)
dt =

t2

2
− log |t| = cos2 x

2
− log | cosx|. 従って

∫ π
2

0

sin2 x tanxdx = lim
x→π

2 −0

(
cos2 x

2
− log | cosx|

)
− 1

2
= ∞,∫ 0

−π
2

sin2 x tanxdx =
1

2
− lim
x→−π

2 +0

(
cos2 x

2
− log | cosx|

)
= −∞ となるため

∫ π
2

−π
2

sin2 x tanxdx は存在しない.

(3) 第 10回の演習問題 1の (37)から
∫

tan−1 xdx = x tan−1 x− 1

2
log(x2 + 1) である. 一方 x > 0 ならば 0 <

log(x2 + 1)

2x
<

log(x2 + 2x+ 1)

2x
=

log(x+ 1)

x
であり,教科書の問 1.18から lim

x→∞

log(x+ 1)

x
= lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1

x+ 1

x

= 0 だから lim
x→∞

log(x2 + 1)

2x
= 0 である. 従って

∫ ∞

0

tan−1 xdx = lim
x→∞

(
x tan−1 x− 1

2
log(x2 + 1)

)
=

lim
x→∞

x

(
tan−1 x− log(x2 + 1)

2x

)
= ∞.
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(4)教科書の問3.7の結果から
∫

1

cosx
dx = − log

∣∣∣tan(π
4
− x

2

)∣∣∣だから∫ π
2

0

1

cosx
dx =

[
− log

∣∣∣tan(π
4
− x

2

)∣∣∣]π2
0

=

− lim
x→π

2 −0
log
∣∣∣tan(π

4
− x

2

)∣∣∣ = ∞ であり, 同様に
∫ π

π
2

1

cosx
dx = lim

x→π
2 +0

log
∣∣∣tan(π

4
− x

2

)∣∣∣ = −∞ である. 従って,∫ π

0

1

cosx
dx は存在しない.

(5) 教科書の 104ページの結果から
∫

x− 1√
x2 − 1

dx =

∫
x√

x2 − 1
dx−

∫
1√

x2 − 1
dx =

√
x2 − 1− log

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣
である. 一方 x ≧ 1 ならば 0 ≦

log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣
x

<
log 2x

x
であり, 教科書の問 1.18から

lim
x→∞

log 2x

x
= lim
x→∞

(
log x

x
+

log 2

x

)
= 0 となるため, lim

x→∞

log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣
x

= 0 である.

従って
∫ ∞

2

x− 1√
x2 − 1

dx = lim
x→∞

(√
x2 − 1− log

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣−√
3 + log

(
2 +

√
3
))

=

lim
x→∞

x

(√
1− 1

x2
−

log
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣
x

−
√
3− log

(
2 +

√
3
)

x

)
= ∞.

(6)
2(x2 + 1)

(x2 − 1)2
=

(x+ 1)1 + (x− 1)2

(x2 − 1)2
=

1

(x− 1)2
+

1

(x+ 1)2
だから

∫ 1

0

2(x2 + 1)

(x2 − 1)2
dx =

[
− 1

x− 1
− 1

x+ 1

]1
0

=

lim
x→1−0

(
− 1

x− 1
− 1

x+ 1

)
= ∞,

∫ 2

1

2(x2 + 1)

(x2 − 1)2
dx =

[
− 1

x− 1
− 1

x+ 1

]2
1

= lim
x→1+0

(
−4

3
+

1

x− 1
+

1

x+ 1

)
= ∞

だから
∫ 2

0

2(x2 + 1)

(x2 − 1)2
dx = ∞.

(7) 0 < x ≦ 1 ならば 1 < ex ≦ e だから 0 <
ex√
x
≦ e√

x
が成り立つ. 教科書の問 4.1により

∫ 1

0

e√
x
dx は収束す

るため, 教科書の定理 4.2の (1)によって
∫ 1

0

ex√
x
dx も収束する.

(8) x ≧ 1 ならば
1√

x4 + 1
≦ 1√

x4
=

1

x2
であり, 教科書の問 4.3により

∫ ∞

1

1

x2
dx は収束するため, 教科書の定理

4.2の (1)によって
∫ ∞

1

1√
x4 + 1

dx も収束する. 従って
∫ ∞

0

1√
x4 + 1

dx =

∫ 1

0

1√
x4 + 1

dx+

∫ ∞

1

1√
x4 + 1

dx も収

束する.

(9) 0 < x ≦ 1ならば 1 < 2x ≦ 2だから0 ≦ −2x log x ≦ −2 log xが成り立つ.

∫ 1

0

(−2 log x)dx = [−2x log x+ 2x]10

= 2 − lim
x→+0

(−2x log x + 2x) = 2 となって,

∫ 1

0

(−4 log x)dx は収束するため教科書の定理 4.2 の (1) によって∫ 1

0

(−2x log x)dx も収束する. 従って
∫ 2

0

2x log xdx = −
∫ 1

0

(−2x log x)dx+

∫ 2

1

2x log xdx も収束する.

(10) 0 以上の整数 n に対して x ∈ [πn, π(n+ 1)] ならば
x

1 + x6 sin2 x
≦ π(n+ 1)

1 + x6 sin2 x
≦ π(n+ 1)

1 + (πn)6 sin2 x
だから∫ π(n+1)

πn

x

1 + x6 sin2 x
dx ≦

∫ π(n+1)

πn

π(n+ 1)

1 + (πn)6 sin2 x
dx である. y = x− πn− π

2
とおけば, n > 0 の場合∫ π(n+1)

πn

π(n+ 1)

1 + (πn)6 sin2 x
dx =

∫ π
2

−π
2

π(n+ 1)

1 + (πn)6 cos2 y
dy · · · (∗) であり, t = tan y とおくと cos2 y =

1

1 + t2
, dy =

dt

1 + t2
だから

∫
π(n+ 1)

1 + (πn)6 cos2 x
dx =

∫
π(n+ 1)(

1 + (πn)6 1
1+t2

)
(1 + t2)

dt =

∫
π(n+ 1)

t2 + (πn)6
dt =

n+ 1

π2n3
tan−1 t

(πn)3
=

n+ 1

π2n
tan−1 tan y

(πn)3
. 従って (∗) = n+ 1

πn3
≦ 4

πn(n+ 1)
=

4

π

(
1

n
− 1

n+ 1

)
が成り立ち, n = 0 の場合は (∗) = π2 で

ある. 任意の正の実数 Rに対して k ≧ R

π
を満たす自然数 k をとれば,

∫ R

0

x

1 + x6 sin2 x
dx ≦

∫ πk

0

x

1 + x6 sin2 x
dx =

k−1∑
n=0

∫ π(n+1)

πn

x

1 + x6 sin2 x
dx ≦ π2 +

k−1∑
n=1

4

π

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= π2 +

4

π

(
1− 1

k

)
< π2 +

4

π
となるため,
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∫ R

0

x

1 + x6 sin2 x
dx は上に有界である. 故に

∫ ∞

0

x

1 + x6 sin2 x
dx は収束する.

(11) 0 < x ≦ π

4
ならば 0 < sinx ≦ x,

√
16− π2

4
≦

√
1− x2 だから 0 <

√
16− π2

4x
≦

√
1− x2

sinx
である.∫ π

4

0

√
16− π2

4x
dx =

[√
16− π2

4
log x

]π
4

0

=

√
16− π2

4
log

π

4
− lim
x→+0

√
16− π2

4
log x = ∞ となるため, 教科書の定理

4.2の (2)によって
∫ π

4

0

√
1− x2

sinx
dx は発散する.

(12) sinx のグラフは [0, π] において上に凸であるため 0 < x ≦ π

2
ならば 0 <

2

π
x ≦ sinx が成り立つ.

従って 0 < x ≦ π

2
ならば 0 <

1√
sinx

≦
√
π√
2x
であり,

∫ π
2

0

√
π√
2x
dx =

[√
2πx

]π
2

0
= π となるため, 教科書

の定理 4.2 の (1) によって
∫ π

2

0

1√
sinx

dx は収束する.
π

2
< t < π に対し, y = π − x と変数変換すれば∫ t

π
2

1√
sinx

dx =

∫ π−t

π
2

−1√
sin(π − y)

dy =

∫ π
2

π−t

1√
sin y

dyであり,上の結果から
∫ π

π
2

1√
sinx

dx = lim
t→π−0

∫ π
2

π−t

1√
sin y

dy

は収束するため,

∫ π

0

1√
sinx

dx =

∫ π
2

0

1√
sinx

dx+

∫ π

π
2

1√
sinx

dx も収束する.

(13) x ≧ 1 ならば
x√

x5 + 1
<

x√
x5

=
1

x
3
2

であり, 教科書の問 4.3により
∫ ∞

1

1

x
3
2

dx は収束するため, 教科書の

定理 4.2の (1)によって
∫ ∞

1

x√
x5 + 1

dx も収束する. 従って
∫ ∞

0

x√
x5 + 1

dx =

∫ 1

0

x√
x5 + 1

dx+

∫ ∞

1

x√
x5 + 1

dx

も収束する.

(14) lim
x→∞

1
x log x

1
(x+1) log x

= lim
x→∞

x+ 1

x
= 1 だから

1

(x+ 1) log x
≃ 1

x log x
(x→ ∞) である.

また
∫

1

x log x
dx =

∫
(log x)′

log x
dx = log(log x) より

∫ ∞

2

1

x log x
dx = lim

x→∞
log(log x)− log(log 2) = ∞ だから教科

書の定理 4.3によって
∫ ∞

2

1

(x+ 1) log x
dx は発散する.

(15) x ≧ 1 ならば tan−1 x ≧ π

4
だから

tan−1 x

x
≧ π

4x
である.

∫ ∞

1

π

4x
dx =

[π
4
log x

]∞
1

= lim
x→∞

π

4
log x = ∞ と

なるため, 教科書の定理 4.2の (2)によって
∫ ∞

1

tan−1 x

x
dx は発散する.

従って
∫ ∞

0

tan−1 x

x
dx =

∫ 1

0

tan−1 x

x
dx+

∫ ∞

1

tan−1 x

x
dx も発散する.

(16) lim
x→∞

1
x2

1√
x4−1

= lim
x→∞

√
1− 1

x2
= 1 だから

1√
x4 − 1

≃ 1

x2
(x→ ∞) である. また

∫ ∞

2

1

x2
dx =

[
− 1

x

]∞
2

=

1

2
− lim
x→∞

1

x
= 2 となって

∫ ∞

2

1

x2
dx は収束するため, 教科書の定理 4.3によって

∫ ∞

2

1√
x4 − 1

dx は収束する. 一

方, x > 1 ならば 0 <
1√

x4 − 1
=

1√
(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

≦ 1√
x− 1

であり,

∫ 2

1

1√
x− 1

dx =
[
2
√
x− 1

]2
1
= 2 だ

から教科書の定理 4.2の (1)によって∫ 2

1

1√
x4 − 1

dx は収束する. 従って
∫ ∞

1

1√
x4 − 1

dx =

∫ 2

1

1√
x4 − 1

dx+

∫ ∞

2

1√
x4 − 1

dx も収束する.

(17) x ≧ 2 ならば 0 < tan−1 x <
π

2
, 0 <

1

x
√
x− 1

<
1

(x− 1)
3
2

だから 0 <
tan−1 x

x
√
x− 1

<
π

2(x− 1)
3
2

である.∫ ∞

2

π

2(x− 1)
3
2

dx =

[
− π√

x− 1

]∞
2

= π − lim
x→∞

π√
x− 1

= π だから教科書の定理 4.2の (1)により
∫ ∞

2

tan−1 x

x
√
x− 1

dx

は収束する. 一方 1 < x ≦ 2 ならば tan−1 x ≦ x だから
tan−1 x

x
√
x− 1

≦ 1√
x− 1

である.∫ 2

1

1√
x− 1

dx =
[
2
√
x− 1

]2
1
= 2 だから教科書の定理 4.2の (1)によって

∫ 2

1

tan−1 x

x
√
x− 1

dx は収束する.
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従って
∫ ∞

1

tan−1 x

x
√
x− 1

dx =

∫ 2

1

tan−1 x

x
√
x− 1

dx+

∫ ∞

2

tan−1 x

x
√
x− 1

dx も収束する.

(18) x ≧ e ならば log x ≧ 1,
1

3
√
x2(x+ 1)

≧ 1

x+ 1
だから

log x
3
√
x2(x+ 1)

≧ 1

x+ 1
である.

∫ ∞

e

1

x+ 1
dx =

[log(1 + x)]∞e = lim
x→∞

log(1 + x) − log(1 + e) = ∞ だから教科書の定理 4.2の (2)によって
∫ ∞

e

log x
3
√
x2(x+ 1)

dx は

発散する. 従って
∫ ∞

0

log x
3
√
x2(x+ 1)

dx =

∫ e

0

log x
3
√
x2(x+ 1)

dx+

∫ ∞

e

log x
3
√
x2(x+ 1)

dx も発散する.

(19) sinx のグラフは [0, π] において上に凸であり, 直線 y = x は原点で sinx のグラフに接するため, 0 < x ≦ π

2

ならば
2

π
x ≦ sinx < x が成り立つ. 従って 0 < x ≦ π

2
ならば 1 <

x

sinx
≦ π

2
だから 0 < log

x

sinx
≦ log

π

2
が成り

立ち,

∫ π
2

0

log
π

2
dx は存在するため, 教科書の定理 4.2の (1)によって

∫ π
2

0

log
x

sinx
dx は収束する.

(20) 0 < x ≦ 1

e
ならば

√
e

x
√
1 + e

=
1

x
√

1
e + 1

≦ 1

x
√
x+ 1

≦ − log x

x
√
x+ 1

であり,

∫ 1
e

0

√
e

x
√
1 + e

dx =

[√
e log x√
1 + e

] 1
e

0

=

−
√
e√

1 + e
− lim

x→+0

√
e log x√
1 + e

= ∞ だから, 教科書の定理 4.2 の (2) によって
∫ 1

e

0

log x

x
√
x+ 1

dx は発散する. 従って∫ 1

0

log x

x
√
x+ 1

dx =

∫ 1
e

0

log x

x
√
x+ 1

dx+

∫ 1

1
e

log x

x
√
x+ 1

dx も発散する.

(21) 0 ≦ x < 1 ならば
sinx√
1− x

≦ 1√
1− x

であり,

∫ 1

0

1√
1− x

dx =
[
−2

√
1− x

]1
0
= 2− lim

x→1−0
2
√
1− x = 2 と

なって
∫ 1

0

1√
1− x

dx は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1) によって
∫ 1

0

sinx√
1− x

dx は収束する.

(22) x ≧ 1 ならば
1

3
√
x(x+ 1)

≧ 1

(x+ 1)
2
3

であり, 教科書の問 4.3により
∫ ∞

1

1

(x+ 1)
2
3

dx =

∫ ∞

2

1

x
2
3

dx は発散

するため, 教科書の定理 4.2の (2)によって
∫ ∞

1

1
3
√
x(x+ 1)

dx も発散する.

(23) x ≧ 1 ならば xe−x
3 ≦ x2e−x

3

であり,

∫ ∞

1

x2e−x
3

dx =

[
−1

3
e−x

3

]∞
1

=
1

3e
− lim
x→∞

1

3
e−x

3

=
1

3e
となって∫ ∞

1

x2e−x
3

dx は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1)によって
∫ ∞

1

xex
3

dx は収束する. 従って
∫ ∞

0

xex
3

dx =∫ 1

0

xex
3

dx+

∫ ∞

1

xex
3

dx も収束する.

(24) 0 < x ≦ 1 ならば

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ ≦ 1 だから, 教科書の定理 4.2の (1)によって
∫ 1

0

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ dx は収束する. ま

た, x ≧ 1 ならば 0 <
1

x2
≦ 1 < π であり, 任意の正の実数 t に対して sin t < t が成り立つため, x ≧ 1 なら

ば 0 < sin
1

x2
<

1

x2
である. 教科書の問 4.3により,

∫ ∞

1

1

x2
dx は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1)によって∫ ∞

1

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ dx は収束する. 従って
∫ ∞

0

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ dx+

∫ ∞

1

∣∣∣∣sin 1

x2

∣∣∣∣ dx は収束するため, 教科書の

定理 4.4によって
∫ ∞

0

sin
1

x2
dx は絶対収束する.

(25) x ≧ 1 ならば x ≧ log x+ 1 > 0 だから
1

x
≦ 1

1 + log x
である.

∫ ∞

1

1

x
dx は発散するため,

∫ ∞

1

1

1 + log x
dx

も発散する.

(26) log x のグラフは上に凸だから, log x のグラフ上の 2点
(
1
e ,−1

)
, (1, 0) を通る直線 y =

e(x− 1)

e− 1
を考えれば,

1

e
≦ x ≦ 1ならば

e(x− 1)

e− 1
≦ log xであることがわかる. 従って

1

e
≦ x < 1ならば 0 <

log x

x− 1
≦ e

e− 1
が成り立つた

め,

∫ 1

1
e

log x

x− 1
dxは収束する. 0 < x ≦ 1

e
ならば log x < 0, 1−x ≧ 1− 1

e
>

1

2
だから 0 <

log x

x− 1
=

− log x

1− x
≦ −2 log x
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である. また,

∫ 1
e

0

(−2 log x)dx = lim
t→+0

∫ 1
e

t

(−2 log x)dx = lim
t→+0

[2x− 2x log x]
1
e
t = lim

t→+0

(
4

e
− 2t+ 2t log t

)
=

4

e
だ

から
∫ 1

e

0

(−2 log x)dx は収束するため,

∫ 1
e

0

log x

x− 1
dx も収束する. 故に

∫ 1

0

log x

x− 1
dx は収束する.

(27) 0 < α < 1の場合, 0 < x ≦ 1ならば 0 <
xα−1

1 + x
≦ xα−1であり,

∫ 1

0

xα−1dx = lim
t→+0

∫ 1

t

xα−1dx= lim
t→+0

[
xα

α

]1
t

=

lim
t→+0

1− tα

α
=

1

α
より

∫ 1

0

xα−1dx は収束するため,

∫ 1

0

xα−1

1 + x
dx も収束する. x ≧ 1 ならば 0 <

xα−1

1 + x
≦ xα−2

であり,

∫ ∞

1

xα−2dx = lim
t→∞

∫ t

1

xα−2dx = lim
t→∞

[
xα−1

α− 1

]t
1

= lim
t→∞

tα−1 − 1

α− 1
=

1

1− α
より

∫ ∞

1

xα−1dx は収束するた

め,

∫ ∞

1

xα−1

1 + x
dx も収束する. 故に 0 < α < 1 ならば

∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx は収束する. α ≧ 1 の場合, x ≧ 1 ならば

xα−1

1 + x
≧ xα−1

2x
=
xα−2

2
≧ 1

2x
であり,

∫ ∞

1

1

2x
dx = lim

t→∞

∫ t

1

1

2x
dx = lim

t→∞

[
log x

2

]t
1

= lim
t→∞

log t

2
= ∞ より

∫ ∞

1

1

2x
dx

は発散するため,

∫ ∞

1

xα−1

1 + x
dx も発散する. 故に α ≧ 1 ならば

∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx は発散する.

(28) 0 < x ≦ π

2
ならば

x

sinx
> 0 であり, lim

x→+0

x

sinx
= 1 だから, f :

[
0, π2

]
→ R を f(x) =

( x

sinx

)α
で定

めれば, f はつねに正の値をとる連続関数である. f の最小値を m とすれば m > 0 であり, 0 < x ≦ π

2
ならば

0 < sinx < x だから
xα

(sinx)α+1
=
f(x)

sinx
≧ m

x
が成り立つ.

∫ π
2

0

m

x
dx は発散するため,

∫ π
2

0

xα

(sinx)α+1
dx も発散

する.

(29) t > s > 0 のとき, y =
x

2
と変数変換を行えば

∫ t

s

sinx cosx

x
dx =

∫ t

s

sin x
2

x
2

dx = 2

∫ t
2

s
2

sin y

y
dy である.∫ ∞

0

sin y

y
dy = lim

t→∞
lim
s→+0

∫ t
2

s
2

sin y

y
dy は存在するため,

∫ ∞

0

sinx cosx

x
dx は存在する.

(30) 0 < x ≦ 1

2
ならば

√
1− x2 ≧

√
3

2
だから

1√
x(1− x2)

≦ 2√
3x
であり,

∫ 1
2

0

2√
3x
dx =

2√
3

∫ 1
2

0

1√
x
dx は収

束するため,

∫ 1
2

0

1√
x(1− x2)

dx も収束する.
1

2
≦ x < 1 ならば

√
x ≧ 1√

2
だから

1√
x(1− x2)

≦
√
2√

1− x2
であり,∫ 1

1
2

√
2√

1− x2
dx = lim

t→1−0

∫ t

1
2

√
2√

1− x2
dx = lim

t→1−0

√
2
(
sin−1 t− π

6

)
=

√
2π

3
である. 従って

∫ 1

1
2

1√
x(1− x2)

dx も収

束するため,

∫ 1

0

1√
x(1− x2)

dx は収束する.

(31) sinhx =
ex − e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
だから, x ≧ 0 ならば任意の 0以上の整数 n に対して sinhx ≧ x2n+1

(2n+ 1)!

が成り立つ. 従って n >
α

2
を満たす自然数 nを選べば, x ≧ 1ならば

xα

sinhx
≦ (2n+ 1)!

x2n−α+1
であり,

∫ ∞

1

(2n+ 1)!

x2n−α+1
dx=

lim
t→∞

∫ t

1

(2n+ 1)!

x2n−α+1
dx = lim

t→∞

[
− (2n+ 1)!

(2n− α)x2n−α

]t
1

= lim
t→∞

(
(2n+ 1)!

2n− α
− (2n+ 1)!

(2n− α)t2n−α

)
=

(2n+ 1)!

2n− α
より∫ ∞

1

(2n+ 1)!

x2n−α+1
dx は収束するため,

∫ ∞

1

xα

sinhx
dx も収束する. sinhx のグラフは x ≧ 0 の範囲で下に凸だから, sinhx

のグラフ上の 2点 (0, 0), (1, sinh 1) を通る直線 y = (sinh 1)x を考えれば, 0 ≦ x ≦ 1 ならば sinhx ≦ (sinh 1)x であ

ることがわかる. 従って 0 < x ≦ 1 ならば 0 <
xα

sinhx
≦ xα−1

sinh 1
が成り立ち,

∫ 1

0

xα−1

sinh 1
dx = lim

t→+0

∫ 1

t

xα−1

sinh 1
dx =

lim
t→+0

[
xα

α sinh 1

]1
t

= lim
t→+0

1− tα

α sinh 1
=

1

α sinh 1
より

∫ 1

0

xα−1

sinh 1
dx は収束するため,

∫ 1

0

xα

sinhx
dx も収束する. 故に∫ ∞

0

xα

sinhx
dx は収束する.

(32) R > 0 に対し,

∫ R

0

sin(x2)dx =

∫ R

0

1

2x

(
1− cos(x2)

)′
dx =

[
1− cos(x2)

2x

]R
0

+

∫ R

0

1− cos(x2)

2x2
dx =
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1− cos(R2)

2R
+

∫ R

0

1− cos(x2)

2x2
dx が成り立つ. lim

x→0

1− cos(x2)

2x2
= lim
y→+0

1− cos y

2y
= 0 だから

∫ 1

0

1− cos(x2)

2x2
dx は

存在する. また
1− cos(x2)

2x2
≦ 1

x2
で,

∫ ∞

1

1

x2
dxは収束するため,教科書の定理4.2の (1)によって

∫ ∞

1

1− cos(x2)

2x2
dx

も収束する. 従って
∫ ∞

0

1− cos(x2)

2x2
dxは収束し,さらに lim

R→∞

1− cos(R2)

2R
= 0だから,最初の等式から

∫ ∞

0

sin(x2)dx

は収束する.

n = 0, 1, 2, . . . に対し
π

4
+nπ ≦ x2 ≦ 3π

4
+nπ すなわち

√
π

4
+ nπ ≦ x ≦

√
3π

4
+ nπ ならば | sin(x2)| ≧ 1√

2
だか

ら
∫ √

3π
4 +nπ

√
π
4 +nπ

| sin(x2)|dx ≧
∫ √

3π
4 +nπ

√
π
4 +nπ

1√
2
dx =

√
3π

4
+ nπ −

√
π

4
+ nπ =

√
π√

3 + 4n+
√
1 + 4n

>

√
π

4
√
n
が成り立

つ. 従って R ≧
√

3π

4
+Nπ ならば

∫ R

0

| sin(x2)|dx ≧
N∑
n=1

∫ √
3π
4 +nπ

√
π
4 +nπ

| sin(x2)|dx >
N∑
n=1

√
π

4
√
n
が成り立つ.

∞∑
n=1

√
π

4
√
n

は発散するため, 上の不等式により
∫ ∞

0

| sin(x2)|dx は発散することがわかる. 以上から,

∫ ∞

0

sin(x2)dx は条件収束

する.

3. 第 10回の問題 1.(10)の結果から次の等式が得られる.∫ t

r

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
dx =

[
a log |x− p|+ (aq2 − c)(p2 − q2) + 2p(bq2 − d)

2(p2 + q2)2
log

(x− p)2

x2 + q2
− ap3 + bp2 + cp+ d

(p2 + q2)(x− p)

+
2pq2(aq2 − c)− (p2 − q2)(bq2 − d)

q(p2 + q2)2
tan−1 x

q

]t
r

= a log
|t− p|
|r − p|

+
2pq2(aq2 − c)− (p2 − q2)(bq2 − d)

q(p2 + q2)2

(
tan−1 t

q
− tan−1 r

q

)
+

(aq2− c)(p2− q2) + 2p(bq2− d)

2(p2 + q2)2
log

(t− p)2(r2+ q2)

(r − p)2(t2+ q2)
+

(ap3+ bp2+ cp+ d)(t− r)

(p2+ q2)(t− p)(r − p)

従って, a > 0 ならば
∫ ∞

r

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
dx = ∞, a < 0 ならば

∫ ∞

r

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 − q2)
dx = −∞ であり,

a = 0 ならば
∫ ∞

r

ax3 + bx2 + cx+ d

(x− p)2(x2 + q2)
dx =

bp2+ cp+ d

(p2+ q2)(r − p)
− 2cpq2 + (p2 − q2)(bq2 − d)

q(p2 + q2)2

(
π

2
− tan−1 r

q

)
−

c(p2− q2)− 2p(bq2− d)

2(p2 + q2)2
log

r2+ q2

(r − p)2
.

4. (1) t = cos2 θ と変数変換すれば, dt = −2 sin θ cos θdθ であり, θ が 0 から
π

2
まで動けば t は 1 から 0 まで動く

ため, 2

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ =

∫ π
2

0

(
cos2 θ

)p−1 (
1− cos2 θ

)q−1
2 sin θ cos θ dθ =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt = B(p, q)

が得られる. x =
1

1 + tan θ
とおけば θ = tan−1

(
1

x
− 1

)
より dθ = − 1

x2 + (1− x)2
dx, cos2 θ =

x2

x2 + (1− x)2
,

sin2 θ =
(1− x)2

x2 + (1− x)2
, cos θ sin θ =

x(1− x)

x2 + (1− x)2
だから, 0 < t <

π

2
に対して次の等式が成り立つ.

∫ t

0

cosp−1θ sinq−1θ

(cos θ + sin θ)p+q
dθ =

∫ t

0

(cos2θ)
p−1
2 (sin2θ)

q−1
2

(1 + 2 cos θ + sin θ)
p+q
2

dθ = −
∫ 1

1+tan t

1

(
x2

x2+(1−x)2

) p−1
2
(

(1−x)2
x2+(1−x)2

) q−1
2

(
1 + 2x(1−x)

x2+(1−x)2

) p+q
2

(x2 + (1− x)2)

dx

=

∫ 1

1
1+tan t

xp−1(1− x)q−1 dx

t → π

2
− 0 のとき,

1

1 + tan t
→ +0 だから, 上式から

∫ π
2

0

cosp−1θ sinq−1θ

(cos θ + sin θ)p+q
dθ =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx = B(p, q)

が得られる.
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(2) t = 1− x とおく. x→ r のとき t→ 1− r, x→ 1

2
のとき t→ 1

2
, x→ R のとき t→ 1−R であり, dx = −dt

だから,

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx = lim
r→+0

∫ 1
2

r

xp−1(1− x)q−1dx+ lim
R→1−0

∫ R

1
2

xp−1(1− x)q−1dx

= lim
r→+0

∫ 1
2

1−r
−(1− t)p−1tq−1dt+ lim

R→1−0

∫ 1−R

1
2

−(1− t)p−1tq−1dt

= lim
R→1−0

∫ 1
2

1−R
tq−1(1− t)p−1dt+ lim

r→+0

∫ 1−r

1
2

tq−1(1− t)p−1dt

= lim
s→+0

∫ 1
2

s

tq−1(1− t)p−1dt+ lim
S→1−0

∫ S

1
2

tq−1(1− t)p−1dt =

∫ 1

0

xq−1(1− x)p−1dx = B(q, p).

(3) p, q > 0 ならば B(p+ 1, q) =
p

q
B(p, q + 1) が成り立つことを示す.

B(p+ 1, q) =

∫ 1

0

xp(1− x)q−1dx = lim
r→+0

∫ 1
2

r

xp
(
− (1− x)q

q

)′

dx+ lim
R→1−0

∫ R

1
2

xp
(
− (1− x)q

q

)′

dx

= lim
r→+0

[
−x

p(1− x)q

q

] 1
2

r

+ lim
r→+0

∫ 1
2

r

p

q
xp−1(1− x)qdx+ lim

R→1−0

[
−x

p(1− x)q

q

]R
1
2

+ lim
R→1−0

∫ R

1
2

p

q
xp−1(1− x)qdx

= lim
r→+0

1

q

(
rp(1− r)q − 1

2p+q

)
+ lim
R→1−0

1

q

(
1

2p+q
−Rp(1−R)q

)
+
p

q

(
lim
r→+0

∫ 1
2

r

xp−1(1− x)qdx+ lim
R→1−0

∫ R

1
2

xp−1(1− x)qdx

)

=
p

q

∫ 1

0

xp−1(1− x)qdx =
p

q
B(p, q + 1)

従って p, q が自然数ならば, 教科書の問題 4.13の (2)の結果から

B(p, q) =
p− 1

q
B(p− 1, q + 1) =

p− 1

q

p− 2

q + 1
B(p− 2, q + 2) = · · · = p− 1

q

p− 2

q + 1
· · · 2

p+ q − 2
B(1, p+ q − 1)

=
(p− 1)(p− 2) · · · 2

(p+ q − 2)(p+ q − 3) · · · q

∫ 1

0

(1− x)p+q−2dx =
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 2)!

[
− (1− x)p+q−1

p+ q − 1

]1
0

=
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 1)!
=

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

5. (1) f : (0,∞) → R を f(x) =
log x

xs
で定めれば f ′(x) =

1− s log x

xs+1
だから

[
e

1
s ,∞

)
において f は単調減少であ

る. 演習問題 1の (38)から s > 1 の場合は
∫ ∞

1

log x

xs
dx は収束する. よって, s > 1 ならば e

1
s < 3 であることに注

意すれば, 教科書の定理 4.8から,
∞∑
n=3

log n

ns
は収束するため

∞∑
n=1

log n

ns
も収束する.

s ≦ 1 の場合, n ≧ 3 ならば log n ≧ 1 だから,
log n

ns
≧ 1

ns
である. 教科書の 119ページの結果によって

∞∑
n=3

1

ns

は発散するため, 定理 4.6の (2)によって
∞∑
n=3

log n

ns
は発散する. 従って

∞∑
n=1

log n

ns
も発散する.

(2) f : (e,∞) → R を f(x) =
1

x log x(log log x)s
で定める. x, log x, (log log x)s はすべて (e,∞) において正の値

をとる単調増加関数であるため, f は正の値をとる単調減少関数である. log(log x) = t とおくと
1

x log x
dx = dt より

166



∫
1

x log x(log log x)s
dx =

∫
1

ts
dt =

log |t| s = 1

t1−s

1−s s ̸= 1
だから

∫
1

x log x(log log x)s
dx =

log | log(log x)| s = 1

(log(log x))1−s

1−s s ̸= 1
. 故

に s = 1 の場合,

∫ ∞

3

1

x log x(log log x)s
dx = lim

r→∞
[log | log(log x)|]∞3 = lim

r→∞
(log | log(log r)− log | log(log 3)|) = ∞

であり, s ̸= 1 の場合,

∫ ∞

3

1

x log x(log log x)s
dx = lim

r→∞

(log(log r))1−s − (log(log 3))1−s

1− s
=

∞ s < 1

(log(log 3))1−s

s−1 s > 1

である. 以上から
∫ ∞

3

1

x log x(log log x)s
dx は s ≦ 1 ならば発散し, s > 1 ならば

(log(log 3))1−s

s− 1
に収束する. 故に

教科書の定理 4.8から,
∞∑
n=3

1

n(log n)(log(log n))s
は s ≦ 1 ならば発散し, s > 1 ならば収束する.

6. (1) x ≧ 1 ならば 0 <
1√

x3 + x+ 1
≦ 1

x
3
2

であり,

∫ ∞

1

1

x
3
2

は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1)により∫ ∞

1

1√
x3 + x+ 1

dx も収束する. 故に
∫ ∞

0

1√
x3 + x+ 1

dx =

∫ 1

0

1√
x3 + x+ 1

dx+

∫ ∞

1

1√
x3 + x+ 1

dx も収束

する.

f(x) =
1√

x3 + x+ 1
で定義される関数 f [1,∞) → R は明らかに単調減少で, つねに正の値をとる. 故に教科書の

定理 4.8と上の結果から, 級数
∞∑
n=0

1√
n3 + n+ 1

は収束する.

(2) x2 =
√
x4 ≦

√
x4 + 1 だから x ≧ 1 ならば 0 ≦ log x√

x4 + 1
≦ log x

x2
である. 問題 1の (38)の結果から広義積分∫ ∞

1

log x

x2
dx は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1)によって広義積分

∫ ∞

1

log x√
x4 + 1

dx は収束する.

f : [1,∞) → R を f(x) =
log x√
x4 + 1

で定義する. x > e ならば log x > 1 だから

f ′(x) =
x4 + 1− 2x4 log x

x(x4 + 1)
3
2

<
2x4(1− log x)

x(x4 + 1)
3
2

< 0

となるため, f は [e,∞) では単調減少である. 広義積分
∫ ∞

3

log x√
x4 + 1

dx は上の結果から収束するため, 教科書の定

理 4.8によって, 級数
∞∑
n=3

log n√
n4 + 1

は収束する. 故に 級数
∞∑
n=1

log n√
n4 + 1

も収束する.

(3)不等式 log(1+t) ≦ tにおいて t =
1

x
とすれば log

(
1 +

1

x

)
≦ 1

x
だから x > 0ならば 0 <

1

x
log

(
1 +

1

x

)
≦ 1

x2

が成り立つ.

∫ ∞

1

1

x2
dx は収束するため,

∫ ∞

1

1

x
log

(
1 +

1

x

)
dx も収束する.

f : (0,∞) → (0,∞) を f(x) =
1

x
log

(
1 +

1

x

)
で定める. 0 < x < y ならば

1

y
<

1

x
だから log

(
1 +

1

y

)
<

log

(
1 +

1

x

)
であるため, f(y) =

1

y
log

(
1 +

1

y

)
<

1

x
log

(
1 +

1

x

)
= f(x) が成り立つ. 従って f は単調減少である

正値関数である. 上の結果から
∫ ∞

1

f(x)dx は収束するため, 級数
∞∑
n=1

f(n) =

∞∑
n=1

1

n
log

(
1 +

1

n

)
も収束する.

(3の別解)数列
{(

1 +
1

n

)n}∞

n=1

は単調に増加して eに収束するため,任意の自然数 nに対して
(
1 +

1

n

)n
≦ eが

成り立つ. 故に
1

n
log

(
1 +

1

n

)
=

1

n2
log

(
1 +

1

n

)n
≦ 1

n2
である. 級数

∞∑
n=1

1

n2
は収束するため,

∞∑
n=1

1

n
log

(
1 +

1

n

)
も収束する.

0 < x < y ならば
1

y
<

1

x
より log

(
1 +

1

y

)
< log

(
1 +

1

x

)
だから, f(y) =

1

y
log

(
1 +

1

y

)
<

1

x
log

(
1 +

1

x

)
=

f(x) が成り立つ. 従って f は単調減少である正値関数である. 上の結果から
∞∑
n=1

f(n) =

∞∑
n=1

1

n
log

(
1 +

1

n

)
は収束
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するため, 広義積分
∫ ∞

1

f(x)dx =

∫ ∞

1

1

x
log

(
1 +

1

x

)
dx も収束する.

(4) x ≧ 2 ならば x =
√
x2 ≦

√
x2 + 1 だから 0 ≦ 1√

x2 + 1(log x)2
≦ 1

x(log x)2
である. 問題 1の (46)の結果か

ら広義積分
∫ ∞

2

1

x(log x)2
dx は収束するため, 教科書の定理 4.2の (1)によって広義積分

∫ ∞

2

1√
x2 + 1(log x)2

dx は

収束する.

f(x) =
1√

x2 + 1(log x)2
で定義される関数 f : [2,∞) → R は明らかに単調減少で, つねに正の値をとる. 故に教

科書の定理 4.8と上の結果から, 級数
∞∑
n=

1√
n2 + 1(log n)2

は収束する.

(5) t > 0 ならば sin t < t が成り立ち, x >
1

π
ならば 0 <

1

x
< π だから, x ≧ 1 ならば 0 <

1

x
sin

1

x
<

1

x2
が成り

立つ. 広義積分
∫ ∞

1

1

x2
dx が収束するため,

∫ ∞

1

1

x
sin

1

x
dx も収束する. x ≧ 1 ならば 0 <

1

x
≦ 1 <

π

2
だから, x を

1

x
に対応させる関数と, x を sin

1

x
に対応させる関数はともに正の値をとる単調減少関数だから, f(x) =

1

x
sin

1

x
で

定義される関数 f : [1,∞) → R もつねに正の値をとる単調減少関数である. 従って, 広義積分
∫ ∞

1

1

x
sin

1

x
dx が収

束することから, 級数
∞∑
n=1

1

n
sin

1

n
も収束する.

7. (1)

∫ t

1

(
log(x+ a)− log x− a

x+ a

)
dx = [(x+ a) log(x+ a)− x log x− a log(x+ a)]t1 =

[
x log

(
1 +

a

x

)]t
1

= t log
(
1 +

a

t

)
− log(1 + a) だから

∫ ∞

1

(
log(x+ a)− log x− a

x+ a

)
dx = lim

t→∞

(
t log

(
1 +

a

t

)
− log(1 + a)

)
=

lim
t→∞

a log
(
1 +

a

t

) t
a − log(1 + a) = a log

(
lim
t→∞

(
1 +

a

t

) t
a

)
− log(1 + a) = a log e− log(1 + a) = a− log(1 + a).

(2) f : [1,∞) → R を f(x) = log
(
1 +

a

x

)
− a

x+ a
で定めれば, x > 1 のとき

f ′(x) =
−a

x(x+ a)
+

a

(x+ a)2
=

−a2

x(x+ a)2
< 0

となるため f は単調減少関数である. また, lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(
log
(
1 +

a

x

)
− a

x+ a

)
= 0 だから x → ∞ のとき

f は単調に減少して 0 に収束するため, x ≧ 1 ならば f(x) > 0 である. (1)の結果から∫ ∞

1

f(x)dx =

∫ ∞

1

(
log(x+ a)− log x− a

x+ a

)
dx

は収束するため, 級数
∞∑
n=1

f(n) =

∞∑
n=1

(
log
(
1 +

a

n

)
− a

n+ a

)
は収束する.

[注意] 与えられた級数が収束することは, (1)の結果を用いなくても, 以下のように示すことができる. 上の解答の前

半から, 与えられた級数は正項級数であり, x > −1 ならば log(1 + x) ≦ x だから, n = 1, 2, . . . に対して次の不等式

が成り立つ.

log
(
1 +

a

n

)
− a

n+ a
≦ a

n
− a

n+ a
=

a2

n(n+ a)

一方,
a2

n2
と

a2

n(n+ a)
は n→ ∞ のとき, 同位の無限小であり, 教科書の 119ページの結果によって級数

∞∑
n=1

a2

n2
は

収束するため, 教科書の定理 4.7によって, 級数
∞∑
n=1

a2

n(n+ a)
も収束する. 従って, 上の不等式と教科書の定理 4.6に

より, 与えられた級数も収束する.

8. (1) x > k ならば
1

x
<

1

k
だから log(k + 1)− log k =

∫ k+1

k

1

x
dx <

∫ k+1

k

1

k
dx =

1

k
である. この不等式に
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k = 1, 2, . . . , n を代入したものを辺々加えると, log(n+ 1) < 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
が得られ, この両辺から log n を

引けば log(n+ 1)− log n < an が得られる.

(2) x < k + 1 ならば
1

x
>

1

k + 1
だから log(k + 1)− log k =

∫ k+1

k

1

x
dx >

∫ k+1

k

1

k + 1
dx =

1

k + 1
である.

故に ak+1 − ak =
1

k + 1
− log(k + 1) + log k < 0 だから, {an}∞n=1 は単調減少数列である. (1) の結果から

an > log(n+ 1)− log n > 0 であるため, {an}∞n=1 は下に有界である. 故に連続性の公理から {an}∞n=1 は収束する.

(3) a3 = 1 +
1

2
+

1

3
− log 3 < 1 +

1

2
+

1

3
− log e =

5

6
であり, {an}∞n=1 は単調減少数列だから lim

n→∞
an <

5

6
で

ある. n を 8以上の自然数とし, (1)で得た不等式 log(k + 1) − log k <
1

k
に k = 7, 8, . . . , n − 1 を代入したものを

辺々加えると, log n− log 7 <
1

7
+

1

8
+ · · ·+ 1

n− 1
が得られ, この両辺に 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

n
− log n を加

えて, 右辺と左辺を入れ替えれば an >
49

20
− log 7 +

1

n
が得られる. 従って lim

n→∞
an ≧ 49

20
− log 7 である. ここで,

log 7 = 1.9459... < 1.95 =
39

20
だから

49

20
− log 7 =

1

2
+

39

20
− log 7 >

1

2
となるため, lim

n→∞
an >

1

2
である.

(Gauss全集第 3巻, 154ページによると, lim
n→∞

an = 0.5772156649015328606065120900824024310421....)

9. (1) 教科書の問題 3.10の (2)により x ∈
(
0, π2

]
ならば

2

π
x ≦ sinx だから, 両辺の対数を考えれば log sinx ≧

log x+ log 2− log π である. よって 0 < t <
π

2
ならば log t+ log 2− log π − 1 < 0 であることに注意すれば

∫ π
2

t

log sinxdx ≧
∫ π

2

t

(log x+ log 2− log π)dx = [x log x+ x(log 2− log π − 1)]
π
2
t

= −π
2
− t(log t+ log 2− log π − 1) ≧ −π

2

となるため,

∫ π
2

t

log sinxdx は下に有界である. 一方, f(t) =

∫ π
2

t

log sinxdx によって, 関数 f :
(
0, π2

]
→ R を定め

れば f ′(t) = − log sin t ≧ 0 だから f は単調増加関数である. そこで, an = f

(
1

n

)
によって数列 {an}∞n=1 を定め

れば {an}∞n=1 は下に有界な単調減少数列であるため, 連続性の公理によって収束する. lim
n→∞

an = I とおく. 任意の

ε > 0 に対し, 自然数 k で, 条件「n ≧ k ならば |an − I| < ε」を満たすものがある. 0 < t <
1

k
ならば n >

1

t
を満

たす自然数 n をとると, n > k かつ
1

n
< t より −ε < an − I = f

(
1

n

)
− I < f(t)− I < f

(
1

n

)
− I = ak − I < ε

となるため |f(t)− I| < ε である. 故に lim
t→+0

∫ π
2

t

log sinxdx = lim
t→0

f(t) = I となり,

∫ π
2

0

log sinxdx は存在する.

(2) x =
π

2
− y とおくと

∫ π
2

0

log cosxdx = −
∫ 0

π
2

log cos
(π
2
− y
)
dx =

∫ π
2

0

log sin ydy = I であるから∫ π
2

0

log
1

2
sin 2xdx =

∫ π
2

0

log(sinx cosx)dx =

∫ π
2

0

log sinxdx+

∫ π
2

0

log cosxdx = 2I. x =
y

2
とおき, 教科書の問

3.21の (ii)で示したことと,

∫ π
2

0

log cosxdx = I を用いて
∫ π

2

0

log sin 2xdx =

∫ π

0

1

2
log sin ydy =

1

2

∫ π
2

0

(log sin y + log cos y)dy =
1

2

(∫ π
2

0

log sin ydy +

∫ π
2

0

log cos ydy

)
= I を得る. 故に 2I =

∫ π
2

0

log
1

2
sin 2xdx =∫ π

2

0

(log sin 2x− log 2)dx =

∫ π
2

0

log sin 2xdx−
∫ π

2

0

log 2dx = I − π log 2

2
となるため, I = −π log 2

2
である.

10. (1)

∫ π
2

0

x

tanx
dx =

∫ π
2

0

x(log sinx)′dx = [x log sinx]
π
2
0 −

∫ π
2

0

log sinxdx = − lim
x→+0

x log sinx+
π log 2

2
=

− lim
x→+0

x

sinx
sinx log sinx+

π log 2

2
= − lim

x→+0

x

sinx
lim
x→+0

sinx log sinx+
π log 2

2
=

−
(

lim
x→+0

sinx

x

)−1

lim
y→+0

y log y +
π log 2

2
=
π log 2

2
(y = sinx とおき, 教科書の問 1.18の結果を用いた.)
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(2)

∫ π
2

0

( x

sinx

)2
dx =

∫ π
2

0

x2
(

−1

tanx

)′

dx =

[
− x2

tanx

]π
2

0

+

∫ π
2

0

2x

tanx
dx =

[
−x cosx x

sinx

]π
2

0
+ 2

∫ π
2

0

x

tanx
dx =

π log 2 ((1)の結果を用いた.)

(3) y =
π

2
− tan−1 x とおくと x → +0 のとき, y → π

2
− 0, x → ∞ のとき y → +0 であり, x = tan

(π
2
− y
)
=

1

tan y
だから dx = − 1

sin2 y
dy である. 従って (2)の結果から

∫ ∞

0

(π
2
− tan−1 x

)2
dx = −

∫ 0

π
2

(
y

sin y

)2

dy =∫ π
2

0

(
y

sin y

)2

dy = π log 2.

(4) y =
x

2
とおくと

∫ π

0

log(1− cosx)dx =

∫ π

0

log
(
2 sin2

x

2

)
dx =

∫ π
2

0

2(2 log sin y + log 2)dy =

4

∫ π
2

0

log sin ydy + 2

∫ π
2

0

log 2dy = −2π log 2 + π log 2 = −π log 2.

(5) y = π − x, z =
π

2
− y とおくと, (4)の結果より

∫ π

0

log(1 + cosx)dx =

∫ 0

π

− log(1 + cos(π − y))dy =∫ π

0

log(1− cos y)dy = −π log 2.

(6) 教科書の問題 1.6の (1)の結果から lim
x→+0

x log(1− cosx) = lim
x→+0

log(1− cosx)
1
x

= lim
x→+0

sin x
1−cos x

− 1
x2

=

lim
x→+0

−x2 sinx
1− cosx

= − lim
x→+0

x

(
1− cosx

x sinx

)−1

= −0·2 = 0 だから, (4)より
∫ π

0

x sinx

1− cosx
dx =∫ π

0

x(log(1− cosx))′dx = [x log(1− cosx)]π0 −
∫ π

0

log(1− cosx)dx = π log 2 + π log 2 = 2π log 2.

(7) x = sin y とおけば, dx = cos ydy だから
∫ 1

0

log x√
1− x2

dx =

∫ π
2

0

log sin ydy = −π log 2
2

.

(8)

∫
sin−1 x

x
dx =

∫
sin−1 x(log x)′dx = sin−1 x log x−

∫
log x√
1− x2

dxであり, 教科書の問 1.18と問題 1.6の (4)

の結果から lim
x→+0

sin−1 x log x =

(
lim
x→+0

sin−1 x

x

)(
lim
x→+0

x log x

)
= 0 だから, (6)の結果により

∫ 1

0

sin−1 x

x
dx =

lim
x→+0

sin−1 x log x−
∫ 1

0

log x√
1− x2

dx =
π log 2

2
.

(9) y =
π

2
− x とおき, (1)の結果を用いると

∫ π
2

0

(π
2
− x
)
tanxdx =

∫ 0

π
2

(
−y tan

(π
2
− y
))

dy =

∫ π
2

0

y

tan y
dy

=
π log 2

2

(10) y = π − x とおけば
∫ π

π
2

x log sinx dx = −
∫ 0

π
2

(π − y) log sin(π − y) dy =

∫ π
2

0

(π − x) log sinx dx だから∫ π

0

x log sinx dx =

∫ π
2

0

x log sinx dx+

∫ π

π
2

x log sinx dx =

∫ π
2

0

x log sinx dx+

∫ π
2

0

(π − x) log sinx dx =∫ π
2

0

(x log sinx+ (π − x) log sinx) dx =

∫ π
2

0

π log sinx dx = −π
2 log 2

2
.

(11) y =
π

2
− x とおけば

∫ π
2

0

log cosx dx = −
∫ 0

π
2

log cos
(π
2
− y
)
dy =

∫ π
2

0

log sinxdx だから∫ π
2

0

log tanx dx =

∫ π
2

0

(log sinx− log cosx) dx =

∫ π
2

0

log sinx dx−
∫ π

2

0

log cosx dx = 0.

(12) x = sin t とおけば,

∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx =

∫ π
2

0

sin2 t log sin t dt であり, 一方
∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx =∫ 1

0

(
−
√
1− x2

)′
x log x dx =

[(
−
√

1− x2
)
x log x

]1
0
+

∫ 1

0

√
1− x2(log x+ 1) dx = − lim

x→+0

(
−
√
1− x2

)
x log x+∫ 1

0

√
1− x2 log x dx+

∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ π
2

0

cos2 t log sin t dt+

∫ π
2

0

cos2 t dt =

∫ π
2

0

cos2 t log sin t dt+
π

4
だから
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2

∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx =

∫ π
2

0

sin2 t log sin t dt+

∫ π
2

0

cos2 t log sin t dt+
π

4
=

∫ π
2

0

(sin2 t+ cos2 t) log sin t dt+
π

4
=∫ π

2

0

log sin t dt+
π

4
=
π

4
− π log 2

2
が得られる. 従って

∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx =
π

8
− π log 2

4
である.

(13) (12)の結果から
∫ π

2

0

sin2 x log sinx dx =

∫ 1

0

x2 log x√
1− x2

dx =
π

8
− π log 2

4
.

(14) θ = sin−1 a, x = sin t とおけば,

∫ 1

−1

log |y − x|√
1− x2

dx =

∫ π
2

−π
2

log | sin θ − sin t| dt =∫ π
2

−π
2

log

∣∣∣∣2 sin θ − t

2
cos

θ + t

2

∣∣∣∣ dt = ∫ π
2

−π
2

log 2 dt+

∫ π
2

−π
2

log

∣∣∣∣sin θ − t

2

∣∣∣∣ dt+ ∫ π
2

−π
2

log

∣∣∣∣cos θ + t

2

∣∣∣∣ dt =
π log 2 +

∫ θ

−π
2

log sin
θ − t

2
dt+

∫ π
2

θ

log sin
t− θ

2
dt+

∫ π
2

−π
2

log sin
π − θ − t

2
dt である.

φ =
θ − t

2
とおけば

∫ θ

−π
2

log sin
θ − t

2
dt =

∫ 0

π
4 + θ

2

−2 log sinφdφ = 2

∫ π
4 + θ

2

0

log sinφdφ,

φ =
t− θ

2
とおけば

∫ π
2

θ

log sin
t− θ

2
dt =

∫ π
4 − θ

2

0

2 log sinφdφ = 2

∫ π
4 − θ

2

0

log sinφdφ,

φ =
π − θ − t

2
とおけば

∫ π
2

−π
2

log sin
π − θ − t

2
dt =

∫ π
4 − θ

2

3π
4 − θ

2

−2 log sinφdφ = 2

∫ 3π
4 − θ

2

π
4 − θ

2

log sinφdφ だから∫ π
2

θ

log sin
t− θ

2
dt+

∫ π
2

−π
2

log sin
π − θ − t

2
dt = 2

∫ 3π
4 − θ

2

0

log sinφdφ = 2

∫ π
2

0

log sinφdφ+ 2

∫ 3π
4 − θ

2

π
2

log sinφdφ =

−π log 2 + 2

∫ 3π
4 − θ

2

π
2

log sinφdφ である. ψ = π − φ とおけば
∫ 3π

4 − θ
2

π
2

log sinφdφ = −
∫ π

4 + θ
2

π
2

log sinψ dψ =∫ π
2

π
4 + θ

2

log sinψ dψ より,

∫ 1

−1

log |y − x|√
1− x2

dx = π log 2 + 2

∫ π
4 + θ

2

0

log sinφdφ− π log 2 + 2

∫ 3π
4 − θ

2

π
2

log sinφdφ =

2

∫ π
4 + θ

2

0

log sinφdφ+ 2

∫ π
2

π
4 + θ

2

log sinψ dψ = 2

∫ π
2

0

log sinφdφ = −π log 2.

11. (1) g : (a, b] → R を g(x) = f(x) − f(b) で定めれば, f が単調減少関数であることから, g は単調減少関数か

つ正値関数であり, f(x) = g(x) + f(b) だから lim
x→a+0

(x − a)g(x) = 0 ならば lim
x→a+0

(x − a)f(x) = 0 である. さら

に, f と g は定数値関数の差しか違わないので, 広義積分
∫ b

a

g(x)dx も収束する. g が単調減少関数であることから,

a < s < x ≦ b ならば, t ∈ [s, x] に対して g(x) ≦ g(t) だから, 次の不等式が成り立つ.

0 ≦ (x− s)g(x) =

∫ x

s

g(x)dt ≦
∫ x

s

g(t)dt =

∫ b

s

g(t)dt−
∫ b

x

g(t)dt

上の不等式で, xを固定して s→ a+0とすれば 0 ≦ (x− a)g(x) ≦
∫ b

a

g(t)dt−
∫ b

x

g(t)dtが得られ,さらにx→ a+0

のとき,

∫ b

a

g(t)dt−
∫ b

x

g(t)dt は 0 に近づくため, lim
x→a+0

(x− a)g(x) = 0 である.

(2) g : (0, 1] → R を g(x) = − 1

x(log x− 1)
によって定めれば, 0 < x < 1 のとき, g′(x) =

log x

x2(log x− 1)2
< 0

だから g は単調減少関数であり, lim
x→+0

xg(x) = lim
x→+0

(
− 1

log x− 1

)
= 0 が成り立つ. 一方, y = log x とおけば

1

x
dx = dy であり, x が t (0 < t < 1) から 1 まで動けば y は log t から 0 まで動くため,

∫ 1

t

g(x)dx =

∫ 1

t

(
− 1

x(log x− 1)

)
dx =

∫ 0

log t

(
− 1

y − 1

)
dy = [− log |y − 1|]0log t = log(1− log t)

が成り立つ. 従って
∫ 1

0

g(x)dx = lim
t→+0

log(1− log t) = ∞ となって,

∫ 1

0

g(x)dx は発散する.
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(3) f は単調減少関数だから, 自然数 n と k = 2, 3, . . . , n に対し a +
(k − 1)(b− a)

n
≦ x ≦ a +

k(b− a)

n
ならば

f

(
a+

k(b− a)

n

)
≦ f(x) ≦ f

(
a+

(k − 1)(b− a)

n

)
だから

∫ a+
k(b−a)
n

a+
(k−1)(b−a)

n

f(x) dx ≧
∫ a+

k(b−a)
n

a+
(k−1)(b−a)

n

f

(
a+

k(b− a)

n

)
dx = f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n∫ a+
k(b−a)
n

a+
(k−1)(b−a)

n

f(x) dx ≦
∫ a+

k(b−a)
n

a+
(k−1)(b−a)

n

f

(
a+

(k − 1)(b− a)

n

)
dx = f

(
a+

(k − 1)(b− a)

n

)
b− a

n

が成り立つ. 上の 2つの不等式に k = 2, 3, . . . , n を代入して得られる不等式を辺々加えれば

n∑
k=2

f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n
≦
∫ b

a+ b−a
n

f(x) dx · · · (i)
∫ b

a+ b−a
n

f(x) dx ≦
n−1∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n
· · · (ii)

が得られる. (i)の不等式の両辺に f

(
a+

b− a

n

)
b− a

n
を加え, (ii)の不等式の両辺に f(b)

b− a

n
を加えれば,

∫ b

a+ b−a
n

f(x) dx+ f(b)
b− a

n
≦

n∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n
≦
∫ b

a+ b−a
n

f(x) dx+ f

(
a+

b− a

n

)
b− a

n

が得られる. (1)の結果から lim
n→∞

f

(
a+

b− a

n

)
b− a

n
= 0 だから, n→ ∞ のとき, 上の不等式の両端は

∫ b

a

f(x)dx

に近づくため,

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)

n

)
b− a

n
が成り立つ.

(4) an =
n
n
√
n!
とおく. log の連続性と f(x) = − log x で定義される f : (0, 1] → R に (3)の結果を用いると

log
(
lim
n→∞

an

)
= lim
n→∞

log an = lim
n→∞

(
− log

n

√
n!

nn

)
= lim
n→∞

(
− log

n!

nn

)
1

n
= lim
n→∞

n∑
k=1

(
− log

k

n

)
1

n

=

∫ 1

0

(− log x) dx = lim
t→+0

∫ 1

t

(− log x) dx = lim
t→+0

[x− x log x]1t = lim
t→+0

(1− t+ t log t) = 1

だから, lim
n→∞

an = e である. 従って lim
n→∞

n
√
n!

n
= lim
n→∞

1

an
=

1

e
である.
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微積分学 I 演習問題 第13回 級数の収束・発散

1. 次の級数の収束・発散を判定せよ. 一般項に a, b, c, k などの定数が含まれる場合は, 必要ならば場合分けをする

こと. ただし, (2)の kは 0以上の整数, (8)では a > 0 とし, (16)の a, b は負の整数ではないとする.

(1)
∞∑
n=1

n!

nn
(2)

∞∑
n=1

((n+ k)!)2

(2n)!
(3)

∞∑
n=1

an log n (4)
∞∑
n=1

n sin
π

2n
(5)

∞∑
n=1

nk

n!
(6)

∞∑
n=1

π − 2 tan−1n

n

(7)
∞∑
n=1

an

n2 + 1
(8)

∞∑
n=1

(2n+ 1)!!

ann!
(9)

∞∑
n=1

an(n!)2

(2n)!
(10)

∞∑
n=1

an

a2n + 1
(11)

∞∑
n=1

nk

an
(12)

∞∑
n=1

nb

na + 1

(13)
∞∑
n=1

log n

n!
(14)

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
(15)

∞∑
n=1

√
n

n2 + 1
(16)

∞∑
n=1

an

n2 + n
(17)

∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2)· · ·(a+ n)

(b+ 1)(b+ 2)· · ·(b+ n)
cn

2. 次の級数の収束・発散を判定せよ. 一般項に a, b などの定数が含まれる場合は, 必要ならば場合分けをすること.

(1)
∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 4

)n
(2)

∞∑
n=1

(
n+ 3

2n

)n
2

(3)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

(4)
∞∑
n=1

(
n− 1

n

)n2

(5)
∞∑
n=1

(
n2

n2 + 1

)n3

(6)
∞∑
n=1

2n
(

n

n+ 1

)n2

(7)
∞∑
n=1

n

(
n

n+ 1

)n2

(8)
∞∑
n=1

6n
(

n

n+ 2

)n2

(9)
∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n(n+1)

(10)
∞∑
n=1

(
n+ b

an

)n
(11)

∞∑
n=1

1

2nn

(
n+ 1

n

)n2

(12)
∞∑
n=1

an
2

bn

3. 次の級数の収束・発散を判定せよ. ただし (7)では a > 1 とする.

(1)
∞∑
n=1

(−1)n
(√
n2 + 1− n

)
(2)

∞∑
n=1

(−1)n
log n

2n
(3)

∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 3

(4)
∞∑
n=1

(−1)n
cos π

2n

n2 + 1

(5)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n+ 2−

√
n

n
(6)

∞∑
n=2

(−1)n
n− 1

(log n)n
(7)

∞∑
n=1

(−1)n

alogn
(8)

∞∑
n=1

(−1)nnn

(n+ 1)n+1

(9)
∞∑
n=1

(−1)n
(
1− 1√

n+ 1

)n√n
(10)

∞∑
n=1

(−1)n√
n

sin
a

n
(11)

∞∑
n=1

(−1)n

(log n)logn
(12)

∞∑
n=1

(−1)n sin
a

n

(13)
∞∑
n=1

(−1)n−1
(√
n+ 1−

√
n
)

(14)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
sin

nπ

12
(15)

∞∑
n=1

(−1)n(n+1)/2

n(n+ 1)
(16)

∞∑
n=1

(−1)n−1 2n

3n+ 1

4. 次の級数の収束半径を求めよ. ただし, (1), (13), (15)の k は自然数とし, (2) の a は a < 0 または a > 1 であり,

(24)の a は負の整数ではないとする.

(1)
∞∑
n=0

(n!)k

(kn)!
xn (2)

∞∑
n=0

(
an

n

)
xn (3)

∞∑
n=0

(
1 + n

2 + n

)n2

xn (4)
∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)n
xn

(5)
∞∑
n=1

an
2

xn (6)
∞∑
n=0

(n+ a)n

n!
xn (7)

∞∑
n=1

(
n+ 4

n

)n2

x2n (8)
∑

n≧0,n̸=−a

n!

(n+ a)n
x2n+1

(9)
∞∑
n=0

2n
2

(n+ 1)!
xn (10)

∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(n+ 1)n
xn (11)

∞∑
n=1

(
n

n2 + 2

)n
xn (12)

∞∑
n=0

xn(
tan−1n

)n
(13)

∞∑
n=0

(kn)!

(n!)k
xkn (14)

∞∑
n=0

n!

(2n+ 1)!!
xn (15)

∞∑
n=0

(kn)!

nkn
xn (16)

∞∑
n=0

xn

(n+ 1)(n+ 2)

(17)
∞∑
n=2

xn

log n
(18)

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
xn (19)

∞∑
n=0

xn√
n2 − n+ 1

(20)
∞∑
n=0

(√
n+ 1−

√
n
)
xn

(21)
∞∑
n=0

xn

4
√
n

(22)
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k
)
xn (23)

∞∑
n=1

(
2n∑
k=n

1

k2

)
xn (24)

∞∑
n=0

n!xn

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

5. 次の級数の収束半径を求め, さらに x の絶対値が収束半径に一致する場合の級数の収束性を判定せよ. ただし, (4)

と (8)では a の値によって場合分けをすること.

(1)
∞∑
n=0

(
tan

n+ 1

3n

)
x2n (2)

∞∑
n=1

1

n(2n + 1)
x2n+1 (3)

∞∑
n=1

(
n

n+ 2

)n
xn (4)

∞∑
n=1

naxn

(5)
∞∑
n=1

√
2n−

√
n− 1

n
xn (6)

∞∑
n=0

2n

2n+ 1
x2n+1 (7)

∞∑
n=1

log n

n2 + 1
xn (8)

∞∑
n=1

xn

na + 1

(9)
∞∑
n=0

xn√
n3 − n+ 1

(10)
∞∑
n=1

(
1

n
cos

1

n

)
xn (11)

∞∑
n=0

(√
n3 + 1−

√
n3 − 1

)
xn

6. 次の整級数によって表される関数を求めよ.
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(1)
∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn (2)

∞∑
n=1

n2xn (3)
∞∑
n=1

n3xn (4)
∞∑
n=1

n3

n!
xn (5)

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
(6)

∞∑
n=1

n(n+ 1)2

(n− 1)!
xn (7)

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)

7. 0 以上の整数 k に対して整級数 σk(x) を σk(x) =
∞∑
n=0

(
n

k

)
xn で定義する.

(1) σk(x) の収束半径を求めよ.

(2) σk(x) が収束する x に対し, σk(x) を x の有理関数で表せ.

8. 交代級数
∞∑
n=1

(−1)n−1 tan−1 1

n
が収束するかどうかを判定し, 収束する場合は絶対収束するかどうかを判定せよ.

9. {an}∞n=1 が 0 に収束する単調減少数列ならば
∞∑
n=1

(−1)n
a1 + a2 + · · ·+ an

n
は収束することを示せ.

10. (発展問題) 次の級数の収束・発散を判定せよ. ただし, α, β は正の実数, k, l は自然数とする.

(1)
∞∑
n=1

1

nα

(
1 +

1

n

)n
(2)

∞∑
n=1

(
log n√
n+ 1

)n
(3)

∞∑
n=1

sin2
π

n
(4)

∞∑
n=1

sin
n

2n
(5)

∞∑
n=1

(
nk

nk + 1

)nk+l+1

(6)
∞∑
n=1

√
n− [

√
n]− 1

2

([
√
n] + 1)

3 (7)
∞∑
n=1

(−1)n
log n

nα
(8)

∞∑
n=1

1

n
n+1
n

(9)
∞∑
n=1

1
n
√
n!

(10)
∞∑
n=1

1

αnβ

(11)
∞∑
n=1

(−1)n
(
1− 1

n
√
n

)
(12)

∞∑
n=1

( n
√
α− 1) (13)

∞∑
n=2

np
(

1√
n− 1

− 1√
n

)
(14)

∞∑
n=1

(
log n

n+ 1

)2

(15)
∞∑
n=1

log(n+ 1)− log n

n+ 1
(16)

∞∑
n=1

1

n log
(
1 + 1

n

) (17)
∞∑
n=1

sinnα− cosnα

n
3
2

(18)
∞∑
n=1

(
1− cos

α

n

)
(19)

∞∑
n=1

1

1 + log n
(20)

∞∑
n=1

√
n+ 2

n2 − n+ 1
(21)

∞∑
n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)
(22)

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1

n∑
k=1

1

k

11. (発展問題) 級数
∞∑
n=1

an は絶対収束すると仮定する.

(1) 数列 {an}∞n=1 の各項が −1 より大きいとき, 級数
∞∑
n=1

log(1 + an) も絶対収束することを示せ.

(2) すべての自然数 n に対して an ̸= −1 のとき, 数列
{

n∏
k=1

(1 + ak)

}∞

n=1

は 0 でない値に収束することを示せ.

12. (発展問題) a1 > 0, an ≧ 0 (n ≧ 2) とし, sn =
n∑
k=1

ak とおく. このとき,
∞∑
n=1

an が収束するためには
∞∑
n=1

an
sn
が

収束することが必要十分であることを示せ.

13. (発展問題) 級数
∞∑
n=1

an が収束するとき, 等式 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

kak = 0 と lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(n− k + 1)ak =
∞∑
n=1

an が成り

立つことを示せ.

14. (発展問題) an > 0, bn > 0 とし, Sn =
n∑
k=1

ak, Tn =
n∑
k=1

bk とおく.

{
an
bn

}∞

n=1

が単調増加であれば,

{
Sn
Tn

}∞

n=1

も単調増加であることを示せ.

15. (発展問題) n = 1, 2, 3, . . . に対し, S2n, T3n, U3n を以下のように定める.

S2n = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2k − 1
− 1

2k
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n

T3n = 1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ · · ·+ 1

4k − 3
+

1

4k − 1
− 1

2k
+ · · ·+ 1

4n− 3
+

1

4n− 1
− 1

2n

U3n = 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ · · ·+ 1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n

(1) S2n =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

2n
を示せ.

(2) T3n = S4n +
1

2
S2n を示せ.
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(3) U3n =
1

2
S2n を示せ.

16. (発展問題) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b のとき, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akbn+1−k = ab であることを示せ.

17. (発展問題) {an}∞n=1 は単調減少数列で, 各項が 0以上であるとする. このとき, 級数
∞∑
n=1

an が収束するために

は,
∞∑
n=1

2na2n が収束することが必要十分であることを示せ.

18. (発展問題)
∞∑
n=0

anx
n の収束半径が 1であるとき, 以下の問いに答えよ.

(1) |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

anan+1x
n は収束することを示せ. また, 任意の　 1 ≦ r ≦ ∞ に対し,

∞∑
n=0

anx
n の収束半

径が 1で,
∞∑
n=0

anan+1x
n の収束半径が r になるような数列 {an}∞n=0 の例を挙げよ.

(2)
∞∑
n=0

anx
n2

の収束半径を求めよ.

(3) |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

(an+1 − an)x
n は収束することを示せ. また, 任意の　 1 ≦ r ≦ ∞ に対し,

∞∑
n=0

anx
n の収

束半径が 1で,
∞∑
n=0

(an+1 − an)x
n の収束半径が r になるような数列 {an}∞n=0 の例を挙げよ.

(4)
∞∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n の収束半径を求めよ.
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第 13回の演習問題の解答

1. (1) an =
n!

nn
とおくと lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

nn

(n+ 1)n
= lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1 だからダラン

ベールの判定法から
∞∑
n=1

n!

nn
は収束する.

(2) an =
((n+ k)!)2

(2n)!
とおくと, lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ k + 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=

1

4
< 1 だからダランベールの判定法に

よって
∞∑
n=1

((n+ k)!)2

(2n)!
は収束する.

(3) an = |an log n| とおく. lim
n→∞

log(n+ 1)

log n
= lim

n→∞

log n+ log n+1
n

log n
= lim

n→∞

(
1 +

log
(
1 + 1

n

)
log n

)
= 1 より,

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

|a| log(n+ 1)

log n
= |a| だからダランベールの判定法によって |a| < 1 ならば

∞∑
n=1

an log n は絶対収

束する. |a| ≧ 1 ならば lim
n→∞

|an log n| = ∞ だから
∞∑
n=1

an log n は収束しない.

(4) an = n sin
π

2n
とおくと, lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+ 1

n

1

2

sin π
2n+1

π
2n+1

(
sin π

2n

π
2n

)−1

=
1

2
< 1 だからダランベールの判

定法によって
∞∑
n=1

n sin
π

2n
は収束する.

(5) an =
nk

n!
とおくと, lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)k−1

nk
= lim

n→∞

1

n

(
1 +

1

n

)k−1

= 0 < 1 だからダランベールの判

定法によって
∞∑
n=1

nk

n!
は収束する.

(6) 0 < x <
π

2
ならば tanx > x だから x > 0 に対して 0 < tan−1 x < x が成り立つ. また, n > 0 に対して

tan−1n + tan−1 1

n
=
π

2
が成り立つため, 0 <

π − 2 tan−1n

n
=

2 tan−1 1
n

n
<

2

n2
である. 級数

∞∑
n=1

2

n2
は収束するた

め,
∞∑
n=1

π − 2 tan−1n

n
も収束する.

(7) an =

∣∣∣∣ an

n2 + 1

∣∣∣∣ とおくと . lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

∣∣∣∣ an+1(n2 + 1)

an((n+ 1)2 + 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|a|
(
1 + 1

n2

)(
1 + 1

n

)2
+ 1

n2

= |a| だから, ダラ

ンベールの判定法により |a| < 1 ならば
∞∑
n=1

an

n2 + 1
は絶対収束する. a = ±1 ならば an =

1

n2 + 1
<

1

n2
で, 教

科書の 119ページの結果により
∞∑
n=1

1

n2
は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)によって

∞∑
n=1

an

n2 + 1
は絶対収束

する. |a| > 1 ならば, 教科書の問 1.4の (2)により lim
n→∞

1

an
= lim

n→∞

n2 + 1

|a|n
= lim

n→∞
(n2|a|−n + |a|−n) = 0 だから,

lim
n→∞

an

n2 + 1
は 0 に収束しない. 従って教科書の定理 1.5の (2)によって

∞∑
n=1

an

n2 + 1
は収束しない.

(8) an =
(2n+ 1)!!

ann!
とおけば,

an+1

an
=

ann!(2n+ 3)!!

an+1(n+ 1)!(2n+ 1)!!
=

2n+ 3

a(n+ 1)
より, lim

n→∞

an+1

an
=

2

a
だから, ダ

ランベールの判定法により
∞∑
n=1

(2n+ 1)!!

ann!
は, a > 2 ならば収束し, 0 < a < 2 ならば発散する. a = 2 の場合,

lim
n→∞

n

(
an+1

an
− 1

)
= lim
n→∞

n

2n+ 2
=

1

2
> −1 だから, ラーベの判定法によって, 級数

∞∑
n=1

(2n+ 1)!!

2nn!
は発散する.

(9) an =

∣∣∣∣an(n!)2(2n)!

∣∣∣∣ とおくと, lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

|a|n+1(2n)!((n+ 1)!)2

|a|n(2n+ 2)!(n!)2
= lim

n→∞

|a|(n+ 1)

2(2n+ 1)
=

|a|
4
. ダラン

ベールの判定法により
∞∑
n=1

an(n!)2

(2n)!
は |a| < 4 ならば絶対収束し, |a| > 4 ならば収束しない. |a| = 4 のとき,

|an| =
(2nn!)2

(2n)!
=

((2n)!!)2

(2n)!
=

(2n)!!

(2n− 1)!!
> 1 だから {an}∞n=1 は 0 に収束しないため,

∞∑
n=1

an(n!)2

(2n)!
は発散する.
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(10) an =

∣∣∣∣ an

a2n + 1

∣∣∣∣ とおくと, lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

|a|(a2n + 1)

a2a2n + 1
=


|a| |a| < 1

1 a = ±1

1
|a| |a| > 1

だからダランベールの判定法に

よって a ̸= ±1 ならば
∞∑
n=1

an

a2n + 1
は絶対収束する. a = 1 ならば

an

a2n + 1
=

1

2
, a = −1 ならば

an

a2n + 1
=

(−1)n

2

となり,

{
an

a2n + 1

}∞

n=1

は 0 に収束しないため, a = ±1 ならば
∞∑
n=1

an

a2n + 1
は発散する.

(11) an =

∣∣∣∣nkan
∣∣∣∣ とおくと, lim

n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+ 1)k|a|n

nk|a|n+1
= lim
n→∞

1

|a|

(
1 +

1

n

)k
=

1

|a|
である.

|a| > 1 の場合, ダランベールの判定法により
∞∑
n=1

nk

an
は絶対収束する.

0 < |a| < 1 の場合, 教科書の問 1.4の (2)により lim
n→∞

an

nk
= 0 となるため, lim

n→∞

nk

an
は 0 に収束しない. 従って,

教科書の定理 1.5の (2)により
∞∑
n=1

nk

an
は収束しない.

a = ±1 の場合, k < −1 ならば教科書の 119ページの結果により
∞∑
n=1

nk

an
は絶対収束する. k ≧ 0 ならば {nk}∞n=1

は 0 に収束しないため, 教科書の定理 1.5の (2)により
∞∑
n=1

nk

an
は収束しない.

a = −1 の場合, k < 0 ならば {nk}∞n=1 は 0 に収束する単調減少数列だから, ライプニッツの定理によって,
∞∑
n=1

nk

an

は収束する.

a = 1 の場合, −1 ≦ k < 0 ならば教科書の 119ページの結果により
∞∑
n=1

nk

an
は収束しない.

(12) a ≦ b + 1 の場合,
nb

na + 1
≧ nb

na + na
=

1

2na−b
であり, 教科書の 119ページの結果によって

∞∑
n=1

1

na−b
は発

散するため, 教科書の定理 4.6から
∞∑
n=1

nb

na + 1
は発散する. a > b + 1 の場合,

nb

na + 1
≦ nb

na
=

1

na−b
であり, 教科

書の 119ページの結果によって
∞∑
n=1

1

na−b
は収束するため, 教科書の定理 4.6から

∞∑
n=1

nb

na + 1
は収束する.

(13) an =
log n

n!
とおくと, 第 13回の問題 1の (3)の解答から lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

log(n+ 1)

log n

1

n+ 1
= 0 < 1 だか

らダランベールの判定法によって
∞∑
n=1

log n

n!
は収束する.

(14) an =
(2n− 1)!!

(2n)!!
とおけば, n

(
an+1

an
− 1

)
= n

(
(2n+ 1)!!(2n)!!

(2n+ 2)!!(2n− 1)!!
− 1

)
= n

(
2n+ 1

2n+ 2
− 1

)
=

−n
2n+ 2

より,

lim
n→∞

n

(
an+1

an
− 1

)
= lim
n→∞

−n
2n+ 2

= −1

2
> −1 だから, ラーベの判定法によって, 級数

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
は発散する.

(15)

√
n

n2 + 1
<

√
n

n2
=

1

n
3
2

であり, 教科書の 119ページの結果によって
∞∑
n=1

1

n
3
2

は収束するため, 教科書の定理 4.6

から
∞∑
n=1

√
n

n2 + 1
は収束する.

(16) an =

∣∣∣∣ an

n2 + n

∣∣∣∣ とおくと . lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

∣∣∣∣ an+1(n2 + n)

an((n+ 1)2 + n+ 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|a|
(
1 + 1

n

)(
1 + 1

n

)2
+ 1

n + 1
n2

= |a| だか

ら, ダランベールの判定法により |a| < 1 ならば
∞∑
n=1

an

n2 + 1
は絶対収束する. a = ±1 ならば an =

1

n2 + n
<

1

n2

で, 教科書の 119ページの結果により
∞∑
n=1

1

n2
は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)によって

∞∑
n=1

an

n2 + n
は絶対

収束する. |a| > 1 ならば, 教科書の問 1.4の (2)により lim
n→∞

1

an
= lim

n→∞

n2 + n

|a|n
= lim

n→∞
(n2|a|−n + n|a|−n) = 0 だ

から, lim
n→∞

an

n2 + n
は 0 に収束しない. 従って教科書の定理 1.5の (2)によって

∞∑
n=1

an

n2 + n
は収束しない.
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(17) an =

∣∣∣∣ (a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn
∣∣∣∣ とおくと lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
|c|
∣∣∣∣a+ n+ 1

b+ n+ 1

∣∣∣∣ = |c| だから, ダランベール

の判定法によって |c| < 1 ならば
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn は絶対収束する. |c| > 1 のとき, 1 < r < |c|

を満たす r を選べば, 自然数 N で条件「n ≧ N ならば
an+1

an
= |c|

∣∣∣∣a+ n+ 1

b+ n+ 1

∣∣∣∣ > r」を満たすものがある. 従っ

て n > N ならば an > ran−1 > r2an−2 > · · · > rn−NaN であり, r > 1 だから lim
n→∞

rn−NaN = ∞ である.

故に lim
n→∞

an = ∞ となり, lim
n→∞

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn は 0 でないため, 教科書の定理 1.5 の (2) によって

∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn は収束しない.

|c| = 1 のとき, lim
n→∞

n

(
an+1

an
− 1

)
= lim
n→∞

n

(
a+ n+ 1

b+ n+ 1
− 1

)
= lim
n→∞

(a− b)n

b+ n+ 1
= a− b だから, ラーベの判定法

により
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn は a− b < −1 ならば 絶対収束し, a− b > −1 ならば絶対収束しない.

n0 > max{−a,−b}を満たす自然数 n0 をとり, n0 以上の自然数 nに対して bn =
(a+ n0)(a+ n0 + 1) · · · (a+ n)

(b+ n0)(b+ n0 + 1) · · · (b+ n)
とおけば, bn > 0 であり, 次の等式が成り立つ.

∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn =

n0−1∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn +

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n0 − 1)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n0 − 1)

∞∑
n=n0

cnbn

a− b > −1 かつ c = 1 の場合, lim
n→∞

n

(
bn+1

bn
− 1

)
= lim
n→∞

n

(
a+ n+ 1

b+ n+ 1
− 1

)
= lim
n→∞

(a− b)n

b+ n+ 1
= a− b > −1 だ

から, ラーベの判定法により
∞∑

n=n0

bn は発散するため, 上式から
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn も発散する.

a ≧ b かつ c = −1 の場合, n ≧ n0 ならば bn+1 =
a+ n+ 1

b+ n+ 1
bn ≧ bn だから {bn}∞n=n0

は初項が正である単調増

加数列である. 従って lim
n→∞

|cnbn| = lim
n→∞

bn は 0でないため, 教科書の定理 1.5の (2)によって
∞∑

n=n0

cnbn は発散す

る. 故に
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn も発散する.

b > a > b− 1 かつ c = −1 の場合, n ≧ n0 ならば bn+1 =
a+ n+ 1

b+ n+ 1
bn < bn だから {bn}∞n=n0

は各項が正である

単調減少数列である. ck =
b− a

b+ n0 + k − 1
とおけば ck > 0 であり 1− ck =

a+ n0 + k − 1

b+ n0 + k − 1
> 0 だから 0 < ck < 1

かつ bn =
n−n0∏
k=1

(1− ck) である. lim
k→∞

ck
1
k

= lim
k→∞

k(b− a)

b+ n0 + k − 1
= b− a ̸= 0 であり,

∞∑
k=1

1

k
は発散するため, 教科書

の定理 4.7により,
∞∑
k=1

ck も発散する. 従って第 1回の演習問題 8の結果から lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n−n0∏
k=1

(1− ck) = 0 であ

る. 故にライプニッツの定理によって
∞∑

n=n0

(−1)nbn は条件収束するため,
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn も条件収

束する.

a− b = −1 かつ c = 1 の場合, bn =
a+ n0
a+ n+ 1

であり, lim
n→∞

1
a+n+1

1
n

= lim
n→∞

n

a+ n+ 1
= 1 ̸= 0 である.

∞∑
n=1

1

n
は

発散するため, 教科書の定理 4.6から
∞∑

n=n0

1

a+ n+ 1
は発散する. 故に

∞∑
n=n0

cnbn = (a+ n0)
∞∑

n=n0

1

a+ n+ 1
も発散

するため
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn も発散する.

a− b = −1 かつ c = −1 の場合, bn =
a+ n0
a+ n+ 1

だから {bn}∞n=n0
は単調に減少して 0 に収束するため, ライプ

ニッツの定理によって
∞∑

n=n0

(−1)nbn は条件収束する. 故に
∞∑
n=1

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
cn も条件収束する.

以上の結果をまとめると, 与えられた級数は |c| < 1 または「|c| = 1 かつ a− b < −1」ならば絶対収束し, c = −1

かつ −1 ≦ a− b < 0 ならば条件収束する. |c| > 1 または「c = 1 かつ a− b ≧ 1」または「c = −1 かつ a ≧ b」な
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らば, 与えられた級数は発散する.

2. (1) an =

(
2n+ 1

3n+ 4

)n
とおくと, lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

2n+ 1

3n+ 4
=

2

3
< 1 だから, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 4

)n
は収束する.

(2) an =

(
n+ 3

2n

)n
2

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n+ 3

2n

) 1
2

=
1√
2
< 1 だから, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

(
n+ 3

2n

)n
2

は収束する.

(3) an =

(
n

n+ 1

)n2

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1 だから, コーシーの判定

法によって
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

は収束する.

(4) an =

(
n− 1

n

)n2

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n− 1

n

)n
= lim

n→∞

1(
1 + 1

n−1

)n−1 (
1 + 1

n−1

) =
1

e·1
=

1

e
< 1

だから, コーシーの判定法によって
∞∑
n=1

(
n− 1

n

)n2

は収束する.

(5) an =

(
n2

n2 + 1

)n3

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n2

n2 + 1

)n2

=
1

lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)n2 =
1

e
< 1 だから, コーシー

の判定法によって
∞∑
n=1

(
n2

n2 + 1

)n3

は収束する.

(6) an = 2n
(

n

n+ 1

)n2

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
2

(
n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

2(
1 + 1

n

)n =
2

e
< 1 だから, コーシーの

判定法によって
∞∑
n=1

2n
(

n

n+ 1

)n2

は収束する.

(7) 二項定理により, すべての自然数 n に対して 2n = (1 + 1)n = 1 + n +
n∑
k=2

nCk > n が成り立つため,

n

(
n

n+ 1

)n2

< 2n
(

n

n+ 1

)n2

である. (6)によって
∞∑
n=1

2n
(

n

n+ 1

)n2

は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)か

ら
∞∑
n=1

n

(
n

n+ 1

)n2

は収束する.

(8) an = 6n
(

n

n+ 2

)n2

とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
6

(
n

n+ 2

)n
= lim

n→∞

6(
1 + 2

n

)n ここで, an =

(
1 +

1

n

)n
,

bn =

(
1 +

2

n

)n
で与えられる数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 を考えると, これらは収束するため, b2n = a2n であること

に注意すれば lim
n→∞

bn = lim
n→∞

b2n = lim
n→∞

a2n = e2 である. また, {an}∞n=1 は単調に増加して e に収束するため,

e2 > a25 =

(
6

5

)10

= 6.1917364224 > 6 より, 上の式から lim
n→∞

n
√
an =

6

e2
< 1 だから, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

6n
(

n

n+ 2

)n2

は収束する.

(9) an =

(
n− 1

n+ 1

)n(n+1)

とおくと, 前問の解答から lim
n→∞

(
1 +

2

n− 1

)n−1

= e2 だから lim
n→∞

n
√
an =

lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n+1

= lim
n→∞

1(
1 + 2

n−1

)n−1 (
1 + 2

n−1

)2 =
1

e2·12
=

1

e2
< 1. 従って, コーシーの判定法から

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n(n+1)

は収束する.
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(10) an =

∣∣∣∣(n+ b

an

)n∣∣∣∣ とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

∣∣∣∣n+ b

an

∣∣∣∣ =
1

|a|
だから, |a| > 1 ならばコーシーの判定

法によって
∞∑
n=1

(
n+ b

an

)n
は絶対収束する. 0 < |a| ≦ 1 の場合, b ≧ −k を満たす自然数 k をとると, akn =

1

|a|kn

(
1 +

b

kn

)kn
≧
(
1 +

−k
kn

)kn
=

1(
1 + 1

n−1

)k ((
1 + 1

n−1

)n−1
)k ≧ 1

2kek
> 0 だから {akn}∞n=1 は 0 に収束

しない. 従って {an}∞n=1 も 0 に収束しないため,

{(
n+ b

an

)n}∞

n=1

も 0 に収束しない. 故に, 教科書の定理 1.5の

(2)により, 0 < |a| ≦ 1 ならば
∞∑
n=1

(
n+ b

an

)n
は収束しない.

(11) an =
1

2nn

(
n+ 1

n

)n2

とおくと, 教科書問題 1.9より lim
n→∞

n
√
n = 1 であることに注意すれば lim

n→∞
n
√
an =

lim
n→∞

1

2 n
√
an

(
1 +

1

n

)n
=
e

2
> 1 だから, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

1

2nn

(
n+ 1

n

)n2

は発散する.

(12) an = |an2

bn| とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
|a|n|b| =

0 |a| < 1

|b| a = ±1
となるため, |a| < 1 または「a = ±1 か

つ |b| < 1」ならば, コーシーの判定法によって,
∞∑
n=1

an
2

bn は絶対収束する.

b = 0 のときは
∞∑
n=1

an
2

bn は明らかに収束するため, 以後 b ̸= 0 の場合を考える.

|a| > 1 の場合, |a|K >
1

|b|
を満たす自然数 K を選べば, |an2

bn| = (|a|n|b|)n > |a|n(n−K) となるため,

lim
n→∞

|an2

bn| = ∞ である. また, |a| = ±1 かつ |b| ≧ 1 の場合は, |an2

bn| = |b|n ≧ 1 である. いずれの場合に

しても {an2

bn}∞n=1 は 0 に収束しないため, 教科書の定理 1.5の (2)により,
∞∑
n=1

an
2

bn は発散する.

3. (1)
√
n2 + 1− n =

1√
n2 + 1 + n

であり,右辺の分母からなる数列は単調増加数列だから
{√

n2 + 1− n
}∞
n=1
は

0 に収束する単調減少数列である. よって, ライプニッツの定理により, 級数
∞∑
n=1

(−1)n
(√
n2 + 1− n

)
は収束する.

一方 3n2 > 1 だから
√
n2 + 1− n =

1√
n2 + 1 + n

>
1√

4n2 + n
=

1

3n
であり,

∞∑
n=1

1

3n
=

1

3

∞∑
n=1

1

n
は発散するため,

教科書の定理 4.6の (2)によって
∞∑
n=1

(√
n2 + 1− n

)
も発散する. 故に

∞∑
n=1

(−1)n
(√
n2 + 1− n

)
は絶対収束しない.

(2) 1の (3)の結果から
∞∑
n=1

(−1)n
log n

2n
は絶対収束する.

(3)

{
1√

n2 + 3

}∞

n=1

は 0 に収束する単調減少数列だからライプニッツの定理により, 級数
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 3

は収束す

る. 一方 n ≧ 1ならば (n+1)2−
(√
n2 + 3

)2
= 2n−2 ≧ 0だから

1√
n2 + 3

≧ 1

n+ 1
であり,

∞∑
n=1

1

n+ 1
=

∞∑
n=1

1

n
−1

は発散するため, 教科書の定理 4.6の (2)によって
∞∑
n=1

1√
n2 + 3

も発散する. 故に
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 3

は絶対収束しない.

(4) n が自然数 ならば 0 <
π

2n
≦ π

2
だから 0 ≦

cos π
2n

n2 + 1
<

1

n2
であり, 教科書の 119ページの結果から,

∞∑
n=1

1

n2
は

収束するため, 教科書の定理 4.6 の (1)から
∞∑
n=1

cos π
2n

n2 + 1
も収束する. 従って

∞∑
n=1

(−1)n
cos π

2n

n2 + 1
は絶対収束する.

(5)

√
n+ 2−

√
n

n
=

2

n
(√
n+ 2 +

√
n
) < 1

n
3
2

であり, 教科書の 119ページの結果より
∞∑
n=1

1

n
3
2

は収束するため,

教科書の定理 4.6の (1)から
∞∑
n=1

√
n+ 2−

√
n

n
も収束する. 従って

∞∑
n=1

(−1)n
√
n+ 2−

√
n

n
は絶対収束する.

(6) n ≧ 3 ならば log n ≧ log 3 だから (log n)n ≧ (log 3)n が成り立つため,
n− 1

(log n)n
≦ n

(log 3)n
である. log 3 > 1
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だから, an =
n

(log 3)n
とおけば lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+ 1

n log 3
=

1

log 3
< 1 となり, ダランベールの判定法によって

∞∑
n=3

n

(log 3)n
は収束する. 故に教科書の定理 4.6の (1)から, 級数

∞∑
n=2

n− 1

(log n)n
は収束する. 従って

∞∑
n=2

(−1)n
n− 1

(log n)n

は絶対収束する.

(7) a > 1 だから
{

1

alogn

}∞

n=1

は単調減少数列で, 0 に収束する. 故にライプニッツの定理により, 級数
∞∑
n=1

(−1)n

alogn

は収束する. alogn =
(
elog a

)logn
= elog a logn =

(
elogn

)log a
= nlog a だから, 教科書の 119ページの結果によって,

級数
∞∑
n=1

1

alogn
は 1 < a ≦ e のとき発散し, a > e のとき収束する. 故に級数

∞∑
n=1

(−1)n

alogn
は 1 < a ≦ e のとき収束は

するが絶対収束せず, a > e のとき絶対収束する.

(8)
nn

(n+ 1)n+1
の分母と分子を nn で割れば,

nn

(n+ 1)n+1
=

1(
1 + 1

n

)n
(n+ 1)

が得られる. 数列 {n + 1}∞n=1

と
{(

1 +
1

n

)n}∞

n=1

はともに単調増加数列だから,

{
nn

(n+ 1)n+1

}∞

n=1

は単調減少数列であり, lim
n→∞

nn

(n+ 1)n+1
=

lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n
(n+ 1)

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n lim
n→∞

1

n+ 1
=

1

e
·0 = 0 となるため, ライプニッツの定理により, 級数

∞∑
n=1

(−1)nnn

(n+ 1)n+1
は収束する. 一方,任意の自然数 nに対して

(
1 +

1

n

)n
< eだから

nn

(n+ 1)n+1
=

1(
1 + 1

n

)n
(n+ 1)

>

1

e(n+ 1)
であり,

∞∑
n=1

1

e(n+ 1)
=

1

e

∞∑
n=1

1

n
− 1

e
は発散するため, 教科書の定理 4.6の (2)によって

∞∑
n=1

nn

(n+ 1)n+1
も

発散する. 故に
∞∑
n=1

(−1)nnn

(n+ 1)n+1
は絶対収束しない.

(9) an =

(
1− 1√

n+ 1

)n√n
とおくと, lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

(
1− 1√

n+ 1

)√
n

= lim
n→∞

1(
1 + 1√

n

)√n . である. こ

こで m = [
√
n] とおけば m ≦ √

n < m + 1 だから 1 +
1

m+ 1
< 1 +

1√
n

≦ 1 +
1

m
である. この各辺を

√
n 乗す

れば
(
1 +

1

m+ 1

)√
n

<

(
1 +

1√
n

)√
n

≦
(
1 +

1

m

)√
n

であり, 再度 m ≦ √
n < m + 1 を用いると (左辺) ≧(

1 +
1

m+ 1

)m
, (右辺) <

(
1 +

1

m+ 1

)m+1

となるため,

(
1 +

1

m+ 1

)m
<

(
1 +

1√
n

)√
n

≦
(
1 +

1

m

)m+1

が成り立つ. 第 1 回の演習問題 1 の (3) の結果から lim
m→∞

(
1 +

1

m+ 1

)m
= e であり, lim

m→∞

(
1 +

1

m

)m+1

=

lim
m→∞

(
1 +

1

m

)m(
1 +

1

m

)
= e·1 = e だから, n → ∞ のとき m → ∞ となることに注意すれば, はさみう

ちの原理により lim
n→∞

(
1 +

1√
n

)√
n

= e である. 故に lim
n→∞

n
√
an =

1

e
< 1 だから, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

(
1− 1√

n+ 1

)n√n
は収束する. 従って

∞∑
n=1

(−1)n
(
1− 1√

n+ 1

)n√n
は絶対収束する.

(10) x の関数 x− sinx の増減を調べることにより, 任意の正の実数 x に対して sinx < x が成り立つことがわか

る. よって, a > 0 ならば任意の自然数 n に対して 0 <
1√
n
sin

a

n
<

a

n
3
2

が成り立ち, 教科書の 119ページの結果か

ら,
∞∑
n=1

a

n
3
2

は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)から
∞∑
n=1

1√
n
sin

a

n
も収束する. 従って

∞∑
n=1

(−1)n√
n

sin
a

n
は絶

対収束する.

∣∣∣∣ (−1)n√
n

sin
a

n

∣∣∣∣ = 1√
n
sin

|a|
n
だから, 上で示したことから, a < 0 の場合も

∞∑
n=1

(−1)n√
n

sin
a

n
は絶対収束

する.

(11) n ≧ 16 ならば
1

(log n)logn
≦ 1

(log 16)logn
であり, 16 > ee = 15.154262241· · · だから log 16 > e となるため,

(7)の結果から級数
∞∑
n=1

1

(log 16)logn
は収束する. よって, 教科書の定理 4.6の (1)から

∞∑
n=1

1

(log n)logn
は収束するた

め,
∞∑
n=1

(−1)n

(log n)logn
は絶対収束する.
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(12) a > 0 の場合, n ≧ 2a

π
ならば 0 <

a

n+ 1
<
a

n
≦ π

2
だから sin

a

n+ 1
< sin

a

n
となるため,

2a

π
以上である最

小の自然数を Na とおけば
{
sin

a

n

}∞

n=Na
は単調減少数列で, 0 に収束する. 故にライプニッツの定理により, 級数

∞∑
n=1

(−1)n sin
a

n
は収束する. sinx のグラフは 0 ≦ x ≦ π の範囲で上に凸であるため, 原点と点

(π
2
, 1
)
を通る直線

y =
2

π
x は 0 < x <

π

2
の範囲で sinx のグラフより下にある. 従って 0 < x ≦ π

2
ならば sinx ≧ 2

π
x が成り立つため,

Na 以上の自然数 nに対して sin
a

n
≧ 2a

πn
が成り立つ. 級数

∞∑
n=1

2a

πn
=

2a

π

∞∑
n=1

1

n
は発散するため,教科書の定理 4.6の

(2)によって
∞∑
n=1

sin
a

n
は発散する. よって

∞∑
n=1

(−1)n sin
a

n
は絶対収束しない.

∞∑
n=1

(−1)n sin
a

n
= −

∞∑
n=1

(−1)n sin
−a
n

であることに注意すれば, 上で示したことから, a < 0 の場合も
∞∑
n=1

(−1)n sin
a

n
は収束はするが, 絶対収束はしない.

(13)
k∑

n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
=

√
k + 1 − 1 だから

∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
は発散する.

√
n+ 1 −

√
n =

1√
n+ 1 +

√
n

だから, 数列
{√

n+ 1−
√
n
}∞
n=1

は単調に減少して 0 に収束するため,
∞∑
n=1

(−1)n−1
(√
n+ 1−

√
n
)
はライプニッ

ツの定理によって収束する. 以上から
∞∑
n=1

(−1)n−1
(√
n+ 1−

√
n
)
は条件収束する.

(14) an =
(n!)2

(2n)!
とおくと, lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2n)!((n+ 1)!)2

(n!)2(2n+ 2)!
= lim

n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=

1

4
< 1 だから, ダラ

ンベールの判定法により, 正項級数
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
は収束する.

∣∣∣∣ (n!)2(2n)!
sin

nπ

12

∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣ (n!)2(2n)!

∣∣∣∣ だから定理 4.6の (1)によって

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (n!)2(2n)!
sin

nπ

12

∣∣∣∣ は収束する. 故に
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
sin

nπ

12
は絶対収束する.

(15) 教科書の例題 1.5より, 級数
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
は収束するため, 級数

∞∑
n=1

(−1)n(n+1)/2

n(n+ 1)
は絶対収束する.

(16) lim
n→∞

(−1)n−1 2n

3n+ 1
は存在しないため, 定理 1.5の (2)によって,

∞∑
n=1

(−1)n−1 2n

3n+ 1
は収束しない.

4. (1) an =

∣∣∣∣ (n!)k(kn)!

∣∣∣∣とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(kn+ k)!(n!)k

(kn)!((n+ 1)!)k
= lim
n→∞

k(kn+ k − 1)(kn+ k − 2) · · · (kn+ 1)

(n+ 1)k−1
=

lim
n→∞

k
(
k + k−1

n

) (
k + k−2

n

)
· · ·
(
k + 1

n

)(
1 + 1

n

)k−1
= kk. よって与えられた級数の収束半径は kk である.

(2) an =

(
an

n

)
とおくと, 第 9回の演習問題 13の (2)の結果から

lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(
an
n

)(
an+a
n+1

) = lim
n→∞

(n+ 1)!(an)(an− 1) · · · (an− n+ 1)

n!(an+ a)(an+ a− 1) · · · (an+ a− n)

= lim
n→∞

n(an− 1) · · · (an− n+ 1)

(an+ a− 1) · · · (an+ a− n)
=

1

a− 1
lim
n→∞

(an− 1) · · · (an− n+ 1)(an− n)

(an+ a− 1) · · · (an+ a− n)

=
1

a− 1
lim
n→∞

n∏
k=1

an− k

an+ a− k
=

1

a− 1

(
a− 1

a

)a

が成り立つ. 故に
∞∑
n=0

(
an

n

)
xn の収束半径は

∣∣∣∣ 1

a− 1

(
a− 1

a

)a∣∣∣∣ = |a− 1|a−1

|a|a
である.

(3) an =

(
1 + n

2 + n

)n2

とおけば lim
n→∞

1
n
√

|an|
= lim

n→∞

(
2 + n

1 + n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

1 + n

)n+1(
1 +

1

1 + n

)−1

= e と

なり, 与えられた級数の収束半径は e である.

(4) an =

(
n

2n+ 1

)n
とおけば lim

n→∞

1
n
√

|an|
= lim
n→∞

2n+ 1

n
= lim
n→∞

(
2 +

1

n

)
= 2 となり, 与えられた級数の収束

半径は 2 である.
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(5) an = |an2 | とおくと, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
|a|n =


0 |a| < 1

1 a = ±1

+∞ |a| > 1

である. 従って |a| < 1 の場合,
∞∑
n=1

an
2

xn の

収束半径は無限大であり, a = ±1 の場合,
∞∑
n=1

an
2

xn の収束半径は 1 である. |a| > 1 の場合,
∞∑
n=1

an
2

xn の収束半径

は 0 である.

(6) an =
(n+ a)n

n!
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ a)n(n+ 1)!

n!(n+ a+ 1)n+1
= lim
n→∞

n+ 1

n+ a+ 1

(
n+ a

n+ a+ 1

)n
=

lim
n→∞

1 + 1
n

1 + a+1
n

lim
n→∞

(
1 + 1

n+a

)a
(
1 + 1

n+a

)n+a =
1

e
だから,

∞∑
n=0

(n+ a)n

n!
xn の収束半径は

1

e
である.

(7) an =

(
n+ 4

n

)n2

とおけば lim
n→∞

1
n
√

|an|
= lim
n→∞

1(
n+4
n

)n = lim
n→∞

1((
1 + 4

n

)n
4

)4 =
1

e4
だから,

∞∑
n=1

(
n+ 4

n

)n2

yn

の収束半径は
1

e4
である. 従って

∞∑
n=1

(
n+ 4

n

)n2

x2n は |x2| < 1

e4
で収束し, |x2| > 1

e4
発散するため, この級数の

収束半径は
1

e2
である.

(8) an =
n!

(n+ a)n
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

n!(n+ a+ 1)n+1

(n+ a)n(n+ 1)!
= lim
n→∞

(n+ a+ 1)n+a(n+ a)a

(n+ a)n+a(n+ 1)(n+ a+ 1)a−1
=

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ a

)n+a (
1 + a

n

)a(
1 + 1

n

)(
1 + a+1

n

)a−1 = e だから,
∞∑
n=0

n!

(n+ a)n
yn の収束半径は e である. 従って

∞∑
n=0

n!

(n+ a)n
x2n は |x2| < e で収束し, |x2| > e で発散するため

∞∑
n=0

n!

(n+ a)n
x2n+1 の収束半径は

√
e である.

(9) an =
2n

2

(n+ 1)!
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

2n
2

(n+ 2)!

2(n+1)2(n+ 1)!
= lim
n→∞

n+ 2

22n+1
= 0 だから, 与えられた級数の収束

半径は 0 である.

(10) an =
(2n+ 1)!!

(n+ 1)n
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(2n+ 1)!!(n+ 2)n+1

(2n+ 3)!!(n+ 1)n
= lim

n→∞

n+ 1

2n+ 3

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

=
e

2
だ

から, 与えられた級数の収束半径は
e

2
である.

(11) an =

(
n

n2 + 2

)n
とおけば lim

n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

n2 + 2

n
= ∞ だから, 与えられた級数の収束半径は ∞ で

ある.

(12) an =
1(

tan−1n
)n とおけば lim

n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

tan−1n =
π

2
だから, 与えられた級数の収束半径は

π

2
である.

(13) an =
(kn)!

(n!)k
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(kn)!((n+ 1)!)k

(kn+ k)!(n!)k
= lim
n→∞

(n+ 1)k−1

k(kn+ k − 1)(kn+ k − 2) · · · (kn+ 1)
=

1

kk
だから,

∞∑
n=0

(kn)!

(n!)k
yn の収束半径は

1

kk
である. 従って

∞∑
n=0

(kn)!

(n!)k
xkn は |xk| < 1

kk
で収束し, |xk| > 1

kk
で発散

するため, この級数の収束半径は
1

k
である.

(14) an =

∣∣∣∣ n!

(2n+ 1)!!

∣∣∣∣とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(2n+ 3)!!n!

(2n+ 1)!!(n+ 1)!
= lim
n→∞

2n+ 3

n+ 1
= 2. 故に

∞∑
n=0

n!

(2n+ 1)!!
xn

の収束半径は 2 である.

(15) an =

∣∣∣∣ (kn)!nkn

∣∣∣∣とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(kn)!(n+ 1)kn+k

(kn+ k)!nkn
= lim
n→∞

(n+ 1)k(n+ 1)kn

(kn+ k)(kn+ k − 1) · · · (kn+ 1)nkn
=

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)k(
k + k

n

)(
k + k−1

n

)
· · ·
(
k + 1

n

) ((1 + 1

n

)n)k
=

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)k
lim
n→∞

(
k + k

n

)(
k + k−1

n

)
· · ·
(
k + 1

n

) ( lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n)k
=

ek

kk
. 故に

∞∑
n=0

(kn)!

nkn
xn の収束半径は

ek

kk
である.
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(16) an =

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)(n+ 2)

∣∣∣∣ とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 2)(n+ 3)

(n+ 1)(n+ 2)
= lim
n→∞

n+ 3

n+ 1
= 1.

故に
∞∑
n=0

xn

(n+ 1)(n+ 2)
の収束半径は 1 である.

(17) an =

∣∣∣∣ 1

log n

∣∣∣∣ とおくと, (3)の解答の結果を用いると lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

log(n+ 1)

log n
= 1. 故に

∞∑
n=0

xn

log n
の収

束半径は 1 である.

(18) an =

∣∣∣∣ (2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!

∣∣∣∣とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(2n− 1)!!(2n+ 3)(2n+ 2)!!

(2n+ 1)(2n)!!(2n+ 1)!!
= lim
n→∞

(2n+ 3)(2n+ 2)

(2n+ 1)2
=

1. 故に
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
xn の収束半径は 1 である.

(19) an =

∣∣∣∣ 1√
n2 − n+ 1

∣∣∣∣ とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

√
(n+ 1)2 − (n+ 1) + 1√

n2 − n+ 1
= lim

n→∞

√
n2 + n+ 1

n2 − n+ 1
= 1. 故

に
∞∑
n=0

xn√
n2 − n+ 1

の収束半径は 1 である.

(20) an =
∣∣√n+ 1−

√
n
∣∣ とおくと, lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n√

n+ 2−
√
n+ 1

= lim
n→∞

√
n+ 2 +

√
n+ 1√

n+ 1 +
√
n

=

lim
n→∞

√
1 + 2

n +
√
1 + 1

n√
1 + 1

n + 1
= 1. 故に

∞∑
n=0

(√
n+ 1−

√
n
)
xn の収束半径は 1 である.

(21) an =
1

4
√
n
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

4
√
n+1

4
√
n

= lim
n→∞

4
√
n+1−

√
n = lim

n→∞
4

1√
n+1+

√
n = 1 となるため, 与えら

れた級数の収束半径は 1 である.

(22) an =

∣∣∣∣ n∑
k=0

akbn−k
∣∣∣∣ とおく. a ̸= b ならば an =

∣∣∣∣bn+1 − an+1

b− a

∣∣∣∣ だから an
an+1

=

∣∣∣∣bn+1 − an+1

bn+2 − an+2

∣∣∣∣ である. 従って

|a| < |b| ならば lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1−
(
a
b

)n+1

b− a
(
a
b

)n+1

∣∣∣∣∣ = 1

|b|
, |a| > |b| ならば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(
b
a

)n+1 − 1

b
(
b
a

)n+1 − a

∣∣∣∣∣ = 1

|a|

である. また a = −b ならば an =

an nは偶数

0 nは偶数
だから, 与えられた級数は

∞∑
n=0

(ax)2n となるため, 収束半径は

1

|a|
である. a = b ̸= 0 ならば an = (n + 1)|a|n だから lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1)|a|n

(n+ 2)|a|n+1
= lim

n→∞

n+ 1

(n+ 2)|a|
=

1

|a|
である. 以上から, 与えられた級数の収束半径は |a| < |b| ならば 1

|b|
, |a| ≧ |b| かつ a ̸= 0 ならば

1

|a|
, a = b = 0 な

らば ∞ である.

(23) an =
2n∑
k=n

1

k2
とおくと lim

n→∞
nan = lim

n→∞

2n∑
k=n

n

k2
= lim
n→∞

(
1

n
+

n∑
k=1

1(
1 + k

n

)2 1

n

)
=

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2
だか

ら lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

nan
(n+ 1)an+1

n+ 1

n
= 1 となるため

∞∑
n=1

(
2n∑
k=n

1

k2

)
xn の収束半径は 1 である.

(24) an =

∣∣∣∣ n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

∣∣∣∣ とおくと lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

∣∣∣∣ n!(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n+ 1)

(n+ 1)!(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

∣∣∣∣ =
lim
n→∞

∣∣∣∣a+ n+ 1

n+ 1

∣∣∣∣ = 1. 故に
∞∑
n=0

n!xn

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
の収束半径は 1 である.

5. (1) an = tan
n+ 1

3n
とおくと, n → ∞ のとき,

n+ 1

3n
,
n+ 2

3n+1
はともに 0 に収束するため. lim

n→∞

an
an+1

=

lim
n→∞

tan n+1
3n

tan n+2
3n+1

= lim
n→∞

3(n+ 1)

n+ 2

cos n+2
3n+1

cos n+1
3n

sin n+1
3n

n+1
3n

(
sin n+2

3n+1

n+2
3n+1

)−1

= 3 である. 従って
∞∑
n=0

(
tan

n+ 1

3n

)
yn の収束半

径は 3 である. 故に
∞∑
n=0

(
tan

n+ 1

3n

)
x2n は |x2| < 3 で収束し, |x2| > 3 発散でするため, この級数の収束半径は

√
3 である. bn = 3n tan

n+ 1

3n
によって数列 {bn}∞n=1 を定めれば lim

n→∞

bn
n+ 1

= lim
n→∞

1

cos n+1
3n

sin n+1
3n

n+1
3n

= 1 となるた
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め, lim
n→∞

bn = ∞ である. 故に, 教科書の定理 1.5の (2)によって
∞∑
n=0

3n tan
n+ 1

3n
は発散するため, x = ±

√
3 の場

合には
∞∑
n=0

(
tan

n+ 1

3n

)
x2n は発散する.

(2) an =
1

n(2n + 1)
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1)(2n+1 + 1)

n(2n + 1)
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
2 + 2−n

1 + 2−n
= 2 だから

∞∑
n=1

1

n(2n + 1)
yn の収束半径は 2 である. 従って

∞∑
n=1

1

n(2n + 1)
x2n は |x2| < 2 で収束し, |x2| > 2 で発散する

ため,
∞∑
n=1

1

n(2n + 1)
x2n+1 の収束半径は

√
2である. また, 任意の nに対して 2n

√
2 > 2n+1だから

2n
√
2

n(2n + 1)
>

1

n

が成り立つ. ここで
∞∑
n=1

1

n
は発散するため, 教科書の定理 4.6 の (2) によって

∞∑
n=1

2n
√
2

n(2n + 1)
も発散する. 故に

x = ±
√
2 の場合,

∞∑
n=1

1

n(2n + 1)
x2n+1 は発散する.

(3) an =

(
n

n+ 2

)n
とおけば lim

n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

(
1 +

2

n

)
= 1 だから, 与えられた級数の収束半径は 1 である.

lim
n→∞

(
n

n+ 2

)n
= lim

n→∞

1(
n+2
n

)n = lim
n→∞

1((
1 + 2

n

)n
2

)2 =
1

e2
̸= 0 だから, 教科書の定理 1.5の (2)により, x = ±1

の場合は
∞∑
n=1

(
n

n+ 2

)n
xn は発散する.

(4) an = |na| とおくと, lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

na

(n+ 1)a
= lim

n→∞

(
n

n+ 1

)a
=

(
lim
n→∞

1

1 + 1
n

)a
= 1 だから, 与えら

れた級数の収束半径は 1 である.
∞∑
n=0

naxn の収束半径は 1 である. x = 1 のとき, 教科書の 119ページの結果から

∞∑
n=0

naxn は a < −1 ならば収束し, a ≧ −1 ならば発散する. x = −1 のとき, ライプニッツの定理から
∞∑
n=0

naxn は

a < 0 ならば収束し, a ≧ 0 ならば発散する.

(5) an =

√
2n−

√
n− 1

n
とおくと, lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1)
(√

2n−
√
n− 1

)
n
(√

2n+ 2−
√
n
) = lim

n→∞

(
1 +

1

n

) √
2−

√
1− 1

n√
2 + 2

n − 1

= 1 だから, 与えられた級数の収束半径は 1 である. bn =
1√
n
によって数列 {bn}∞n=1 を定めれば lim

n→∞

an
bn

=

lim
n→∞

√
n
(√

2n−
√
n− 1

)
n

= lim
n→∞

(√
2−

√
1− 1

n

)
=

√
2 − 1 ̸= 0 であり, 教科書の 119 ページの結果によって

∞∑
n=0

bn は発散するため, 教科書の定理 4.7から
∞∑
n=0

an も発散する. 故に x = 1 の場合は, 与えられた級数は発散す

る. an =

(
1 +

1

n

)
1√

2n+
√
n− 1

だから, {an}∞n=1 は 0 に収束し, 数列
{
1 +

1

n

}∞

n=1

と
{

1√
2n+

√
n− 1

}∞

n=1

は

ともに正の値をとる単調減少数列だから, {an}∞n=1 も単調減少数列である. 従ってライプニッツの定理から, x = −1

の場合は, 与えられた級数は収束する.

(6) an =
2n

2n+ 1
とおくと, lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

2n(2n+ 3)

2n+1(2n+ 1)
= lim
n→∞

2n+ 3

2(2n+ 1)
=

1

2
だから,

∞∑
n=0

2n

2n+ 1
yn の収束

半径は
1

2
である. 従って

∞∑
n=1

2n

2n+ 1
x2n は |x2| < 1

2
で収束し, |x2| > 1

2
で発散するため,

∞∑
n=0

2n

2n+ 1
x2n+1 の収束半

径は
1√
2
である. 任意の自然数 nに対して

2n

2n+ 1

(
1√
2

)2n+1

=
1√

2(2n+ 1)
>

1

4n
が成り立ち,

∞∑
n=1

1

4n
=

1

4

∞∑
n=1

1

n

は発散するため, 教科書の定理 4.6 の (2) によって
∞∑
n=0

2n

2n+ 1

(
1√
2

)2n+1

は発散する. 故に, 与えられた級数は

x = ± 1√
2
の場合は発散する.

(7) an=
log n

n2+1
とおく. 問題1の (3)の解答から lim

n→∞

log(n+ 1)

log n
=1だから lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

((n+ 1)2+1) log n

(n2 + 1) log(n+ 1)
=
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lim
n→∞

((
1 + 1

n

)2
+ 1

n2

)
(
1 + 1

n2

) log(n+1)
logn

= 1 となるため, 与えられた級数の収束半径は 1 である. bn =
1

n
3
2

によって数列 {bn}∞n=1

を定めれば, 教科書の問 1.18から lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

log n√
n

1

1 + 1
n2

= 0 となるため, 自然数 N で条件「n ≧ N なら

ば
an
bn

≦ 1」を満たすものが存在する. 従って n ≧ N ならば an ≦ bn であり, 教科書の 119ページの結果によって
∞∑
n=1

bn は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)によって
∞∑
n=1

an も収束する. 故に, 与えられた級数は x = ±1 の場

合は絶対収束する.

(8) an =
1

na + 1
とおくと,

an
an+1

=
(n+ 1)a + 1

na + 1
=

(
1 + 1

n

)a
+ 1

na

1 + 1
na

だから aが負でも, 0以上でも lim
n→∞

an
an+1

= 1

となるため, 与えられた級数の収束半径は 1 である. a > 1 の場合, an <
1

na
であり, 教科書の 119 ページの結

果によって
∞∑
n=1

1

na
は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1) から

∞∑
n=1

an は収束する. 故に, a > 1 の場合, 与え

られた級数は x = ±1 のときに絶対収束する. 0 < a ≦ 1 の場合, bn =
1

na
によって数列 {bn}∞n=1 を定めれば,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

na

na + 1
= 1 ̸= 0 であり, 教科書の 119ページの結果によって

∞∑
n=1

bn は発散するため, 教科書の

定理 4.7 から
∞∑
n=1

an も発散する. また, {an}∞n=1 は単調に減少して 0 に収束するため, ライプニッツの定理から

∞∑
n=1

(−1)nan は収束する. 従って, 0 < a ≦ 1 の場合には, 与えられた級数は x = 1 ならば発散し, x = −1 ならば収

束する. a ≦ 0 の場合は, x = ±1 ならば数列
{

xn

na + 1

}∞

n=1

は 0 に収束しないため, 教科書の定理 1.5の (2)によっ

て, 与えられた級数は発散する.

(9) an =
1√

n3 − n+ 1
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

√
(n+ 1)3 − n√
n3 − n+ 1

= lim
n→∞

√(
1 + 1

n

)3 − 1
n2√

1− 1
n2 + 1

n3

= 1 だから, 与え

られた級数の収束半径は 1 である. bn =
1

n
3
2

によって数列 {bn}∞n=1 を定めれば lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
3
2

√
n3 − n+ 1

=

lim
n→∞

1√
1− 1

n2 + 1
n3

= 1 ̸= 0 であり, 教科書の 119ページの結果によって
∞∑
n=0

bn は収束するため, 教科書の定理 4.7

から
∞∑
n=0

an も収束する. 故に x = ±1 のとき, 与えられた級数は絶対収束する.

(10) an =
1

n
cos

1

n
とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1) cos 1
n

n cos 1
n+1

= 1 だから, 与えられた級数の収束半径は 1 である.

任意の自然数 n に対して
1

n
cos

1

n
>

1

n
cos

π

4
=

1√
2n
であり,

∞∑
n=1

1√
2n

=
1

2

∞∑
n=1

1

n
は発散するため, 教科書の定理

4.6の (2)によって
∞∑
n=1

(
1

n
cos

1

n

)
xn は x = 1 の場合は発散する. lim

n→∞

1

n
cos

1

n
= 0 だから, 数列

{
1

n
cos

1

n

}∞

n=1

が単調減少数列であることを示せば, ライプニッツの定理によって
∞∑
n=1

(
1

n
cos

1

n

)
xn は x = 1 の場合には収束する

ことがわかる.

関数 f : R → R を f(x) = x cosx によって定める. f ′(x) = cosx − x sinx = cosx(1 − x tanx) より, g(x) =

1− x tanx とおけば,
[
0, π4

]
における f ′(x) の符号は g(x) の符号と一致する. この区間で tanx, x はともに 0 以上

の値をとり, 単調に増加するため, g(x) は単調に減少して, g
(π
4

)
= 1− π

4
> 0 だから,

[
0, π4

]
において g(x) は常に

正である. 故に f は
[
0, π4

]
で単調に増加する. n ≧ 2 ならば

1

n
,

1

n+ 1
はともに f が単調増加している区間

[
0, π4

]
に

属するため,
1

n
cos

1

n
= f

(
1

n

)
> f

(
1

n+ 1

)
=

1

n+ 1
cos

1

n+ 1
が成り立つ. さらに, cos 1 > cos

π

3
=

1

2
>

1

2
cos

1

2

より,

{
1

n
cos

1

n

}∞

n=1

は単調減少数列である.
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(11) an =
√
n3 + 1−

√
n3 − 1 とおけば lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

√
n3 + 1−

√
n3 − 1√

(n+ 1)3 + 1−
√
(n+ 1)3 − 1

=

lim
n→∞

√
(n+ 1)3 + 1 +

√
(n+ 1)3 − 1√

n3 + 1 +
√
n3 − 1

= lim
n→∞

√(
1 + 1

n

)3
+ 1

n3 +

√(
1 + 1

n

)3
+ 1

n3√
1 + 1

n3 +
√
1− 1

n3

= 1 だから, 与えられた級数の

収束半径は 1 である. bn =
1

n
3
2

によって数列 {bn}∞n=1 を定めれば lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
3
2

(√
n3 + 1−

√
n3 − 1

)
=

lim
n→∞

2n
3
2

√
n3 + 1 +

√
n3 − 1

= lim
n→∞

2√
1 + 1

n3 +
√
1− 1

n3

= 1 ̸= 0 であり, 教科書の 119ページの結果によって
∞∑
n=0

bn

は収束するため, 教科書の定理 4.7から
∞∑
n=0

an も収束する. 故に x = ±1 のとき, 与えられた級数は絶対収束する.

6. (1) (1 + x)m の級数展開 (1 + x)m =
∞∑
n=0

(
m

n

)
xn においてm = −1

2
として, x を −4x で置き換えれば

1√
1− 4x

=

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)
(−4x)n =

∞∑
n=0

(−4)n
(
− 1

2

) (
− 3

2

)
· · ·
(
− 2n−1

2

)
n!

xn =

∞∑
n=0

2n(2n− 1)!!

n!
xn

=

∞∑
n=0

2nn!(2n− 1)!!

(n!)2
xn =

∞∑
n=0

(2n)!!(2n− 1)!!

(n!)2
xn =

∞∑
n=0

(2n)!

(n!)2
xn =

∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

だから
∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn =

1√
1− 4x

(ただし |x| < 1

4
) である.

(2)
1

1− x
の級数展開

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn において, 両辺の導関数を考えれば
1

(1− x)2
=

∞∑
n=1

nxn−1 が得られる. こ

の両辺に x を掛けた等式
x

(1− x)2
=

∞∑
n=1

nxn の両辺の導関数を考えれば
1 + x

(1− x)3
=

∞∑
n=1

n2xn−1 が得られるため,

この等式のこの両辺に x を掛ければ
∞∑
n=1

n2xn =
x+ x2

(1− x)3
が得られる.

(3) (2)の結果
∞∑
n=1

n2xn =
x+ x2

(1− x)3
の両辺の導関数を考えれば

∞∑
n=1

n3xn−1 =
1 + 4x+ x2

(1− x)4
が得られ, この両辺に

x を掛ければ
∞∑
n=1

n3xn =
x+ 4x2 + x3

(1− x)4
が得られる.

(4) ex の級数展開 ex =
∞∑
n=0

xn

n!
において, 両辺の導関数を考えれば ex =

∞∑
n=1

n

n!
xn−1 が得られる. この両辺に x

を掛けた等式 xex =
∞∑
n=1

n

n!
xn の両辺の導関数を考えれば (1 + x)ex =

∞∑
n=1

n2

n!
xn−1 が得られる. この等式の両辺に

x を掛ければ (x+ x2)ex =
∞∑
n=1

n2

n!
xn が得られ, この両辺の導関数を考えれば (1 + 3x+ x2)ex =

∞∑
n=1

n3

n!
xn−1 が得

られる. さらにこの等式の両辺に x を掛ければ
∞∑
n=1

n3

n!
xn = (x+ 3x2 + x3)ex が得られる.

(5) ex の級数展開 ex =
∞∑
n=0

xn

n!
において, x を −x で置き換えれば e−x =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
xn が得られる. 従って

ex + e−x

2
=

∞∑
n=0

1 + (−1)n

2n!
xn =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
だから

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
= coshx である.

(6) ex の級数展開 ex =
∞∑
n=0

xn

n!
=

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
の両辺に xを掛けて得られる等式 xex =

∞∑
n=1

xn

(n− 1)!
の両辺の導関

数を考えれば (x+1)ex =
∞∑
n=1

nxn−1

(n− 1)!
が得られる. この両辺に x2 を掛けて得られる等式 (x3+x2)ex =

∞∑
n=1

nxn+1

(n− 1)!

の両辺の導関数を考えれば (x3+4x2+2x)ex =
∞∑
n=1

n(n+ 1)

(n− 1)!
xn が得られる. さらに, この両辺に xを掛けて得られる

等式 (x4+4x3+2x2)ex =
∞∑
n=1

n(n+ 1)

(n− 1)!
xn+1 の両辺の導関数を考えれば (x4+8x3+14x2+4x)ex =

∞∑
n=1

n(n+ 1)2

(n− 1)!
xn

が得られる.
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(7) log(1 + x) の級数展開 log(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn において, x を −x で置き換えて, 両辺を −1 倍すれ

ば
∞∑
n=1

xn

n
= − log(1 − x) が得られる. 故に

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
xn+1 =

∞∑
n=1

xn+1

n
−

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
=

x
∞∑
n=1

xn

n
−

∞∑
n=1

xn

n
+ x = −x log(1− x) + log(1− x) + x = (1− x) log(1− x) + x である.

[別解] f(x) =
∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
とおけば f ′(x) =

∞∑
n=1

xn

n
= − log(1− x) だから f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt =∫ x

0

(− log(1− t))dt =

∫ x

0

((1− t))′ log(1− t)dt = [(1− t) log(1− t)]x0 −
∫ x

0

(−1)dt = (1− x) log(1− x) + x

7. (1) lim
n→∞

(
n
k

)(
n+1
k

) = lim
n→∞

n− k + 1

n+ 1
= 1 だから, σk(x) の収束半径は 1 である.

(2) σk(x) =
xk

(1− x)k+1
であることを k による帰納法で示す. σ0(x) =

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
だから, k = 0 のと

き, 主張は成り立つ. σk−1(x) =
xk−1

(1− x)k
が成り立つと仮定する. σk−1(x) =

∞∑
n=0

(
n

k − 1

)
xn の両辺を微分すれば

σ′
k−1(x) =

∞∑
n=0

n

(
n

k − 1

)
xn−1 だから, 次の等式が得られる.

σk−1(x) + xσ′
k−1(x) =

∞∑
n=0

(
n

k − 1

)
xn +

∞∑
n=0

n

(
n

k − 1

)
xn =

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
n

k − 1

)
xn =

∞∑
n=0

k

(
n+ 1

k

)
xn

従って xσk−1(x) + x2σ′
k−1(x) =

∞∑
n=0

k

(
n+ 1

k

)
xn+1 = k

∞∑
n=0

(
n

k

)
xn = kσk(x) である. 一方, σk−1(x) =

xk−1

(1− x)k

の両辺を微分すれば σ′
k−1(x) =

(k − 1)xk−1

(1− x)k
+

kxk−1

(1− x)k+1
=

(k − 1)xk−2 + xk−1

(1− x)k+1
だから, 上式より

kσk(x) = xσk−1(x) + x2σ′
k−1(x) =

xk

(1− x)k
+

(k − 1)xk + xk+1

(1− x)k+1
=

kxk

(1− x)k+1

が得られるため, σk(x) =
xk

(1− x)k+1
が成り立つ.

8. 数列
{
1

n

}∞

n=1

は単調に減少して 0 に収束するため, 数列
{
tan−1 1

n

}∞

n=1

も単調に減少して 0 に収束する. 従っ

てライプニッツの定理から交代級数
∞∑
n=1

(−1)n−1 tan−1 1

n
は収束する. n→ ∞ のとき 1

n
→ 0 だから問題 1の (8)の

結果から lim
n→∞

tan−1 1
n

1
n

= 1 ̸= 0 が成り立つ.
∞∑
n=1

1

n
は発散するため, 教科書の定理 4.7によって 級数

∞∑
n=1

tan−1 1

n

も発散する. よって交代級数
∞∑
n=1

(−1)n−1 tan−1 1

n
は絶対収束しない.

9. sn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
とおく. {bn}∞n=1 をすべての項が 1である数列とすれば, 仮定から lim

n→∞

an
bn

= 0 であり,

lim
n→∞

n∑
k=1

bk = ∞ が成り立つため, 第 1回の演習問題 18の結果から lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

= 0 である.

また {an}∞n=1 は単調減少数列だから

sn − sn+1 =
a1 + a2 + · · ·+ an − nan+1

n(n+ 1)
=

(a1 − an+1) + (a2 − an+1) + · · ·+ (an − an+1)

n(n+ 1)
≧ 0

である. 故に {sn}∞n=1 は 0に収束する単調減少数列だから,ライプニッツの定理によって
∞∑
n=1

(−1)n
a1 + a2 + · · ·+ an

n
は収束する.
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10. (1) 任意の自然数 n に対して 2 <

(
1 +

1

n

)n
< e だから,

2

nα
<

1

nα

(
1 +

1

n

)n
<

e

nα
が成り立つ. α ≦ 1 の場

合は教科書の 119ページの結果から,
∞∑
n=1

2

nα
は発散するため, 教科書の定理 4.6の (2)によって

∞∑
n=1

1

nα

(
1 +

1

n

)n
は発散する. α > 1 の場合は教科書の 119ページの結果から,

∞∑
n=1

e

nα
は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)に

よって
∞∑
n=1

1

nα

(
1 +

1

n

)n
は収束する.

(2) x の関数 x− log x の増減を調べることにより, 任意の正の実数 x に対して x > log x が成り立つことがわかる.

n を自然数として, x = n
1
3 を代入すれば

1

3
log n < n

1
3 が得られるため, log n < 3n

1
3 < 3(n + 1)

1
3 である. 従って

0 ≦ log n√
n+ 1

<
3

(n+ 1)
1
6

となり, n→ ∞ のとき, 右辺は 0 に近づくため, はさみうちの原理から lim
n→∞

log n√
n+ 1

= 0

であることがわかる. an =

(
log n√
n+ 1

)n
とおくと, lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

log n√
n+ 1

= 0 < 1 だから, コーシーの判定法に

よって
∞∑
n=1

(
log n√
n+ 1

)n
は収束する.

(3) 3の (10)と同様に, x > 0 ならば sinx < x だから sin2
π

n
≦ π2

n2
であり, 教科書の 119ページの結果から

∞∑
n=1

π2

n2

は収束するため, 定理 4.6の (1)により
∞∑
n=1

sin2
π

n
は収束する.

(4) 3の (10)と同様に, x > 0 ならば sinx < x だから 0 < sin
n

2n
<

n

2n
であり, 教科書の例題 1.4から

∞∑
n=1

n

2n
は

収束するため, 定理 4.6の (1)により
∞∑
n=1

sin
n

2n
は収束する.

(5) an =

(
nk

nk + 1

)nk+l+1

とおくと, 任意の自然数m に対して
(
1 +

1

m

)m
≧ 2 だから n

√
an =

(
nk

nk + 1

)nk+l
=

1((
1 + 1

nk

)nk)nl ≦ 1

2nl
である. 従って 0 < n

√
an <

1

2nl
となり, lim

n→∞

1

2nl
= 0 だから, はさみうちの原理から

lim
n→∞

n
√
an = 0 < 1 となるため, コーシーの判定法によって

∞∑
n=1

(
nk

nk + 1

)n+l+1

は収束する.

(6) [
√
n] ≦ √

n < [
√
n] + 1 より −1

2
≦ √

n − [
√
n] − 1

2
<

1

2
および 0 <

1

([
√
n] + 1)

3 <
1

n
3
2

が成り立つ. 従って∣∣∣∣∣
√
n− [

√
n]− 1

2

([
√
n] + 1)

3

∣∣∣∣∣ ≦ 1

2n
3
2

であり, 教科書の 119ページの結果より
∞∑
n=1

1

2n
3
2

は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)

によって
∞∑
n=1

√
n− [

√
n]− 1

2

([
√
n] + 1)

3 は絶対収束する.

(7) t の関数 t− log t の増減を調べることにより, 任意の正の実数 t に対して t > log t が成り立つことがわかる.

x > 0 として t =
√
xα を代入すれば

α

2
log x <

√
xα が得られるため, 0 ≦ log x

xα
<

2

α
√
xα
である. x → ∞ のとき,

右辺は 0 に近づくため, はさみうちの原理から lim
n→∞

log x

xα
= 0 である.

f(x) =
log x

xα
で与えられる関数 f : (0,∞) → R の導関数は f ′(x) =

1− α log x

xα+1
だから, f は

(
0, e

1
α

)
で単調に

増加し,
(
e

1
α ,∞

)
で単調に減少する. 故に, 数列

{
log n

nα

}∞

n=1

の第
[
e

1
α

]
+ 1項目以降は単調に減少して 0 に収束す

る. 従ってライプニッツの定理により, 級数
∞∑
n=1

(−1)n
log n

nα
は収束する.

0 < α ≦ 1 の場合, n が 3以上ならば
log n

nα
>

1

nα
であり, 級数

∞∑
n=3

1

nα
は発散するため, 教科書の定理 4.6の (2)

により
∞∑
n=1

(−1)n
log n

nα
は絶対収束しない.

α > 1 の場合, 上で得た不等式 t > log t に t = n
α−1
2 を代入すれば

α− 1

2
log n < 2

α−1
2 が得られるため,
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0 ≦ log n

nα
<

2

(α− 1)n
α+1
2

である.
α+ 1

2
> 1 だから, 教科書の 119ページの結果から級数

∞∑
n=1

1

n
α+1
2

は収束するた

め, 教科書の定理 4.6の (1)により
∞∑
n=1

(−1)n
log n

nα
は絶対収束する.

(8) an =
1

n
n+1
n

, bn =
1

n
とおくと, 教科書の問題 1.9 から lim

n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n

n
n+1
n

= lim
n→∞

1
n
√
n

= 1 ̸= 0 となるた

め, an ≃ bn である. 級数
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n
は発散するため, 定理 4.6の (2)によって,

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

1

n
n+1
n

も発散する.

(9) an =
1
n
√
n!
, bn =

1

n
とおくと, 第 1回の問題 26の (2)から lim

n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
n
√
n!

= e ̸= 0 となるため, an ≃ bn

である. 級数
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n
は発散するため, 教科書の定理 4.6の (2)によって,

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

1
n
√
n!
も発散する.

(10) α ≦ 1ならば,任意の自然数 nに対して
1

αnβ
≧ 1であるため,教科書の定理 1.5の (2)によって

∞∑
n=1

1

αnβ
は発散

する. α > 1とする. 任意の正の実数 xに対して x > log xが成り立つため, nを自然数としてx =
βnβ logα

2
代入すれ

ば
βnβ logα

2
> β log n+log(logα)+log

(
β

2

)
が得られる. この両辺に

2

β
をかければ,左辺は logαn

β

となり,右辺は

log

(
n2(logα)

2
β

(
β
2

) 2
β

)
となるため, αn

β

> n2(logα)
2
β

(
β
2

) 2
β

であることがわかる. 従って
1

αnβ
<

1

n2(logα)
2
β

(
β
2

) 2
β

であり, 教科書の 119ページの結果により
∞∑
n=1

1

n2(logα)
2
β

(
β
2

) 2
β

は収束するため, 教科書の定理 4.6の (1)によって

∞∑
n=1

1

αnβ
は収束する.

(11) 教科書の定理 1.3の証明から, すべての自然数 n に対して
(
1 +

1

n

)n
< 3 であるため, n が 3以上ならば

n >

(
1 +

1

n

)n
が成り立つ. この両辺に nn をかければ nn+1 > (n+ 1)n が得られ, 両辺の n(n+ 1) 乗根を考えれ

ば n
√
n > n+1

√
n+ 1 が得られる. これより,

{
1− 1

n
√
n

}∞

n=3

は単調減少数列であり, 教科書の問題 1.9より, この数

列は 0 に収束することがわかる. 従ってライプニッツの定理により, 級数
∞∑
n=1

(−1)n
(
1− 1

n
√
n

)
は収束する.

初項 1,公比 n−
1
n ,項数 nの等比級数を考えると, 1+n−

1
n+n−

2
n+· · ·+n−n−1

n =
1− (n−

1
n )n

1− n−
1
n

=
1− n−1

1− n−
1
n

となるた

め, n−
k
n < 1が k = 1, 2, . . . , n−1に対して成り立つことに注意すれば 1− 1

n
√
n
=

1− n−1

1 + n−
1
n + n−

2
n + · · ·+ n−

n−1
n

>

1

n
− 1

n2
である. 教科書の 119 ページの結果から正項級数

∞∑
n=1

1

n2
は収束するため, 任意の自然数 k に対して

k∑
n=1

(
1− 1

n
√
n

)
>

k∑
n=1

1

n
−

∞∑
n=1

1

n2
が成り立つことがわかる.

∞∑
n=1

1

n
は正の無限大に発散するため, k が大きくなれ

ば
k∑

n=1

1

n
−

∞∑
n=1

1

n2
はいくらでも大きくなる. 故に上の不等式から

∞∑
n=1

(
1− 1

n
√
n

)
は正の無限大に発散する. 従っ

て, 級数
∞∑
n=1

(−1)n
(
1− 1

n
√
n

)
は絶対収束しない.

(12) 初項 1, 公比 α
1
n , 項数 n の等比級数を考えると, 1 + α

1
n + α

α
n + · · · + α

n−1
n =

(
α

1
n

)n − 1

α
1
n − 1

=
α− 1
n
√
α− 1

.

α > 1 の場合は k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 に対して α
k
n < α だから, 1 + α

1
n + α

α
n + · · · + α

n−1
n < αn が成り立つ. 故

に
α− 1
n
√
α− 1

≦ αn より n
√
α − 1 ≧ α− 1

αn
である. 級数

∞∑
n=1

α− 1

αn
=
α− 1

α

∞∑
n=1

1

n
は発散するため, α > 1 ならば

教科書の定理 4.6の (2)により
∞∑
n=1

( n
√
α− 1) は発散する. 0 < α < 1 ならば

1

α
> 1 だから, 上で示したことから,

∞∑
n=1

(
1
n
√
α
− 1

)
=

∞∑
n=1

1− n
√
α

n
√
α
は発散する. そこで, an = 1− n

√
α, bn =

1− n
√
α

n
√
α
によって, 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1
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を定めれば, lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
√
α = 1 ̸= 0 だから, 教科書の定理 4.7により正項級数

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(1− n
√
α) は発散

する. 故に
∞∑
n=1

( n
√
α− 1) = −

∞∑
n=1

(1− n
√
α) も発散する. 以上から, α が 1 と異なる正の実数ならば

∞∑
n=1

( n
√
α− 1)

は発散する. また, α = 1 の場合は明らかに
∞∑
n=1

( n
√
α− 1) = 0 である.

(13) an = np
(

1√
n− 1

− 1√
n

)
, bn =

1

n
3
2−p

とおくと
an
bn

=
n

3
2

(√
n−

√
n− 1

)√
n(n− 1)

=
1√

1− 1
n

(
1 +

√
1− 1

n

) だか
ら lim

n→∞

an
bn

= lim
n→∞

1√
1− 1

n

(
1 +

√
1− 1

n

) =
1

2
̸= 0 である. 従って

∞∑
n=2

np
(

1√
n− 1

− 1√
n

)
と

∞∑
n=2

1

n
3
2−p

は同時

に収束・発散をするため,
∞∑
n=2

np
(

1√
n− 1

− 1√
n

)
は p <

1

2
ならば収束し, p ≧ 1

2
ならば発散する.

(14) 不等式 log x < x に x = 3
√
n を代入すれば

1

3
log n < 3

√
n が得られるため,

(
log n

n+ 1

)2

<

(
3 3
√
n

n+ 1

)2

=

9n
2
3

(n+ 1)2
<

9

n
4
3

であり,
∞∑
n=1

9

n
4
3

は収束するため,
∞∑
n=1

(
log n

n+ 1

)2

も収束する.

(15) log(1 + x) − x の増減を調べることにより, x > −1 ならば log(1 + x) ≦ x が成り立つことがわかる. 従っ

て,
log(n+ 1)− log n

n+ 1
=

1

n+ 1
log

(
1 +

1

n

)
≦ 1

n(n+ 1)
であり,

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1 だから,

∞∑
n=1

log(n+ 1)− log n

n+ 1
は収束する.

(16) lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e だから lim

n→∞

1

n log
(
1 + 1

n

) = lim
n→∞

1

log
(
1 + 1

n

)n =
1

log lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n =
1

log e
= 1 ̸= 0 と

なるため,
∞∑
n=1

1

n log
(
1 + 1

n

) は発散する.

(17)

∣∣∣∣ sinnα− cosnα

n
3
2

∣∣∣∣ ≦ | sinnα|+ | cosnα|
n

3
2

≦ 2

n
3
2

であり,
∞∑
n=1

2

n
3
2

は収束するため,
∞∑
n=1

sinnα− cosnα

n
3
2

は絶対

収束する.

(18) 関数 f : R → R を f(x) =
x2

2
+ cosx− 1 で定める. f ′(x) = x− sinx より x < 0 ならば f ′(x) < 0, x > 0

ならば f ′(x) > 0 だから f は (−∞, 0) で単調に減少し, (0,∞) で単調に増加する. 従って f は 0 で最小値 0 をと

るため, すべての実数 x に対して f(x) ≧ 0 である. 故に, 不等式 1− cosx ≦ x2

2
が成り立つため, すべての自然数

n に対して 1− cos
α

n
≦ α2

2n2
が成り立つ.

∞∑
n=1

α2

2n2
は収束するため,

∞∑
n=1

(
1− cos

α

n

)
も収束する.

(19) すべての自然数 n に対して log n = log(1 + (n− 1)) ≦ n− 1 だから
1

1 + log n
≧ 1

n
が成り立つ.

∞∑
n=1

1

n
は発

散するため,
∞∑
n=1

1

1 + log n
も発散する.

(20) an =

√
n+ 2

n2 − n+ 1
, bn =

1

n
3
2

とおくと lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2 + 2n
3
2

n2 − n+ 1
= lim

n→∞

1 + 2√
n

1− 1
n + 1

n2

= 1 ̸= 0 である.

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n
3
2

は収束するため,
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

√
n+ 2

n2 − n+ 1
も収束する.

(21) f : R → R を f(x) = ex − 1 − x − ex2

2
で定めれば f ′(x) = ex − 1 − ex, f ′′(x) = ex − e である. 従っ

て x < 1 ならば f ′′(x) < 0 だから f ′ は [0, 1] で単調に減少し, f ′(0) = 0 だから 0 < x < 1 ならば f ′(x) < 0

である. 故に f は [0, 1] で単調に減少し, f(0) = 0 だから, 0 < x ≦ 1 ならば f(x) < 0 である. また, 関数

ex − 1− x の増減を調べれば, すべての実数 x に対して ex − 1− x ≧ 0 が成り立つことがわかるため, すべての自然

数 n に対して 0 ≦ e
1
n − 1− 1

n
≦ e

2n2
が成り立つ.

∞∑
n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)
は正項級数であり,

∞∑
n=1

e

2n2
は収束するため

∞∑
n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)
は収束する.
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(22) an =
1

n+ 1

n∑
k=1

1

k
とおくと an−1 − an =

1

n

n−1∑
k=1

1

k
− 1

n+ 1

n∑
k=1

1

k
=

1

n(n+ 1)

n−1∑
k=2

1

k
≧ 0 だから {an}∞n=1 は単

調減少数列である. 2以上の自然数 n に対し, n− 1 ≦ x ≦ n ならば
1

n
≦ 1

x
だから, 次の不等式が成り立つ.

1

n
=

∫ n

n−1

1

n
dx ≦

∫ n

n−1

1

x
dx = log n− log(n− 1)

従って an =
1

n+ 1

n∑
k=1

1

k
≦ 1

n+ 1
+

1

n+ 1

n∑
k=2

(log k − log(k − 1)) =
1

n+ 1
+

log n

n+ 1
であり, lim

n→∞

1

n+ 1
=

lim
n→∞

log n

n+ 1
= 0 だから lim

n→∞
an = 0 である. 故に, ライプニッツの定理によって

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1

n∑
k=1

1

k
は収束する.

すべての自然数 n に対して an ≧ 1

n+ 1
であり,

∞∑
n=1

1

n+ 1
=

∞∑
n=2

1

n
は発散するため,

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

1

n+ 1

n∑
k=1

1

k
は

発散する. よって
∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1

n∑
k=1

1

k
は絶対収束しない.

11. (1) まず |x| < 1

2
ならば | log(1+x)| ≦ 2|x| であることを示す. x の関数 x− log(1+x) の増減を調べることによ

り, x > −1ならば log(1+x) ≦ xが成り立つことがわかる. 従って x ≧ 0ならば | log(1+x)| = log(1+x) ≦ x ≦ 2|x|

であり, −1

2
< x < 0 ならば

1

1 + x
< 2 だから | log(1 + x)| = log

1

1 + x
= log

(
1 +

−x
1 + x

)
≦ −x

1 + x
≦ −2x = 2|x|.

∞∑
n=1

an は収束するため, 条件「n ≧ N ならば |an| <
1

2
」を満たす自然数 N がある. 故に k ≧ N ならば

k∑
n=1

| log(1+an)| =
N−1∑
n=1

| log(1+an)|+
k∑

n=N

| log(1+an)| ≦
N−1∑
n=1

| log(1+an)|+
k∑

n=N

2|an| ≦
N−1∑
n=1

| log(1+an)|+2

∞∑
n=1

|an|

となり,
k∑

n=1
| log(1 + an)| は上に有界であるため, 級数

∞∑
n=1

log(1 + an) は絶対収束する.

(2)
∞∑
n=1

an は収束するため, 条件「n ≧ N ならば |an| < 1」を満たす自然数 N がある. 故に n ≧ N ならば

n∏
k=1

(1 + ak) =

N−1∏
k=1

(1 + ak)

n∏
k=N

(1 + ak) =

N−1∏
k=1

(1 + ak)e
log

(
n∏

k=N

(1+ak)

)
=

N−1∏
k=1

(1 + ak)e

n∑
k=N

log(1+ak)

が成り立ち, (1)の結果より lim
n→∞

n∑
k=N

log(1 + ak) =
∞∑
k=N

log(1 + ak) は収束するため, 指数関数の連続性により

lim
n→∞

n∏
k=1

(1 + ak) = lim
n→∞

N−1∏
k=1

(1 + ak)e

n∑
k=N

log(1+ak)
=

N−1∏
k=1

(1 + ak)e
lim
n→∞

n∑
k=N

log(1+ak)
=

N−1∏
k=1

(1 + ak)e

∞∑
k=N

log(1+ak)

となり, 極限 lim
n→∞

n∏
k=1

(1 + ak) は存在し,
N−1∏
k=1

(1 + ak) ̸= 0 かつ e

∞∑
k=N

log(1+ak)
̸= 0 だから, その値は 0 ではない.

12.
∞∑
n=1

an が収束すると仮定して S =
∞∑
n=1

an とおく. sn ≧ s1 = a1 > 0 だから
n∑
k=1

ak
sk

≦
n∑
k=1

ak
a1

=
1

a1

n∑
k=1

ak ≦ S

a1

が成り立つため,
n∑
k=1

ak
sk
は上に有界な正項級数である. 故に

∞∑
n=1

an
sn
は収束する.

∞∑
n=1

an
sn
が収束すると仮定し, bk =

ak
sk
とおく. k ≧ 2 ならば 0 ≦ bk < 1 であり, 仮定から

∞∑
n=2

(−bn) は絶対収束

するため, 前問の (2)の結果により, 極限 lim
n→∞

n∏
k=2

(1− bk) が存在して 0 ではない. 一方, sk − sk−1 = ak = bksk だ

から,
sk−1

sk
= 1− bk である. 従って

s1
sn

=
s1
s2

s2
s3

· · · sn−1

sn
= (1− b2)(1− b3) · · · (1− bn) =

n∏
k=2

(1− bk) だから

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

s1
n∏
k=2

(1− bk)
=

s1

lim
n→∞

n∏
k=2

(1− bk)
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となり,
∞∑
n=1

an は収束する.

13. S0 = 0, Sn =
n∑
k=1

ak とおけば, an = Sn − Sn−1 だから

n∑
k=1

kak =

n∑
k=1

k(Sk − Sk−1) =

n∑
k=1

kSk −
n∑
k=1

kSk−1 =

n∑
k=1

kSk −
n−1∑
k=0

(k + 1)Sk

=

n∑
k=1

kSk −
n∑
k=1

(k + 1)Sk + (n+ 1)Sn = (n+ 1)Sn −
n∑
k=1

Sk.

lim
n→∞

Sn =
∞∑
n=1

an は存在するため, 第 1回の演習問題 18において an = Sn, bn = 1, c =
∞∑
n=1

an として結果を用い

れば lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Sk =
∞∑
n=1

an が得られる. 従って

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

kak = lim
n→∞

1

n

(
(n+ 1)Sn −

n∑
k=1

Sk

)
= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
Sn − lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

Sk =

∞∑
n=1

an −
∞∑
n=1

an = 0,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(n− k + 1)ak = lim
n→∞

(
1 +

1

n

) n∑
k=1

ak − lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

kak = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
lim
n→∞

n∑
k=1

ak − 0 =

∞∑
n=1

an.

14.
Sn+1

Tn+1
− Sn
Tn

=
Sn + an+1

Tn + bn+1
− Sn
Tn

=
an+1Tn − bn+1Sn
Tn(Tn + bn+1)

だから, an+1Tn ≧ bn+1Sn が成り立つことを n による

数学的帰納法で示せばよい. n = 1 のとき,
a2
b2

≧ a1
b1
より a2T1 = a2b1 = b2

a2
b2
b1 ≧ b2

a1
b1
b1 = b2a1 = b2S1. 故

にこの場合は主張は正しい. an+1Tn ≧ bn+1Sn ならば,
an+2

bn+2
≧ an+1

bn+1
より an+2Tn+1 = bn+2

an+2

bn+2
(Tn + bn+1) ≧

bn+2
an+1

bn+1
(Tn + bn+1) = bn+2

an+1Tn
bn+1

+ an+1bn+2 ≧ bn+2
bn+1Sn
bn+1

+ an+1bn+2 = bn+2(Sn + an+1) = bn+2Sn+1 と

なって, an+2Tn+1 ≧ bn+2Sn+1 が得られる.

15. (1) n による数学的帰納法で S2n =
2n∑

k=n+1

1

k
を示す. n = 1 のとき, S2 = 1 − 1

2
=

1

2
だからこの等式

は成立する. S2n =
2n∑

k=n+1

1

k
が成り立つと仮定する. S2n の定義から, S2(n+1) = S2n +

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

2n∑
k=n+1

1

k
+

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

1

n+ 1
+

2n∑
k=n+2

1

k
+

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

2n∑
k=n+2

1

k
+

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
=

2(n+1)∑
k=(n+1)+1

1

k

となるため, S2n =
2n∑

k=n+1

1

k
の n を n+ 1 で置き換えた等式も成立する.

(2) S2n の定義と (1)より, S4n+
1

2
S2n =

2n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
+

1

2

2n∑
k=n+1

1

k
=

2n∑
k=1

1

2k − 1
−

2n∑
k=1

1

2k
+

2n∑
k=n+1

1

2k
=

2n∑
k=1

1

2k − 1
−

n∑
k=1

1

2k
. 一方, T3n =

n∑
k=1

(
1

4k − 3
+

1

4k − 1
− 1

2k

)
=

2n∑
k=1

1

2k − 1
−

n∑
k=1

1

2k
だから T3n = S4n+

1

2
S2n.

(3) U3n =
n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)
=

n∑
k=1

1

2k − 1
−

n∑
k=1

(
1

4k − 2
+

1

4k

)
=

n∑
k=1

1

2k − 1
−

2n∑
k=1

1

2k
=

n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
−

2n∑
k=n+1

1

2k
= S2n−

1

2

2n∑
k=n+1

1

k
= S2n−

1

2
S2n =

1

2
S2n. (最後から 2つめの等号の根拠は (1)で

示した等式である.)

16. 仮定から, 任意の 0 < ε < 1 に対して, 自然数 N1, N2, N3 で, それぞれ条件「n ≧ N1 ならば |an − a| <
ε

2(1 + |a|+ |b|)
」, 「n ≧ N2 ならば |bn − b| < ε

2(1 + |a|+ |b|)
」, 「n ≧ N3 ならば |an − a| < 1」を満たすもの

がある. ここで, n ≧ N3 ならば |an| = |an − a + a| ≦ |an − a| + |a| < 1 + |a| であることに注意する. さらに
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N = max{N1, N2, N3}, AN = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN−1|}, BN = max{|b1|, |b2|, . . . , |bN−1|} とおく. n ≧ 2N − 1

のとき,

|akbn+1−k − ab| = |akbn+1−k − akb+ akb− ab| ≦ |ak||bn+1−k − b|+ |b||ak − a|

が成り立つことを用いると, 1 ≦ k ≦ N − 1 の場合は n+ 1− k ≧ N + 1 だから次の不等式が成り立つ.

|akbn+1−k − ab| ≦ |ak||bn+1−k − b|+ |b|(|ak|+ |a|) ≦ εAN
2(1 + |a|+ |b|)

+ |b|(AN + |a|)

N ≦ k ≦ n−N + 1 の場合は n+ 1− k ≧ N だから次の不等式が成り立つ.

|akbn+1−k − ab| ≦ ε(1 + |a|)
2(1 + |a|+ |b|)

+
ε|b|

2(1 + |a|+ |b|)
=
ε

2

n−N + 2 ≦ k ≦ n の場合は k ≧ N だから次の不等式が成り立つ.

|akbn+1−k − ab| ≦ |ak|(|bn+1−k|+ |b|) + |b||ak − a| ≦ (1 + |a|)(BN + |b|) + ε|b|
2(1 + |a|+ |b|)

従って∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

akbn+1−k − ab

∣∣∣∣∣ = 1

n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(akbn+1−k − ab)

∣∣∣∣∣ ≦ 1

n

n∑
k=1

|akbn+1−k − ab|

≦
N−1∑
k=1

1

n

(
εAN

2(1 + |a|+ |b|)
+ |b|(AN + |a|)

)
+

n−N+1∑
k=N

ε

2n

+

n∑
k=n−N+2

1

n

(
(1 + |a|)(BN + |b|) + ε|b|

2(1 + |a|+ |b|)

)
=
N − 1

n

(
ε(AN + |b|)

2(1 + |a|+ |b|)
+ (|a|+ 1)BN + |b|(AN + 1) + 2|ab|

)
+
ε(n− 2N + 2)

2n

<
N − 1

n

(
AN + |b|

2(1 + |a|+ |b|)
+ (|a|+ 1)BN + |b|(AN + 1) + 2|ab|

)
+
ε

2

が成り立つ. そこで M ≧ 2(N − 1)

ε

(
AN + |b|

2(1 + |a|+ |b|)
+ (|a|+ 1)BN + |b|(AN + 1) + 2|ab|

)
かつ M ≧ N を満たす

自然数 M を選べば, n ≧ M ならば
N − 1

n

(
AN + |b|

2(1 + |a|+ |b|)
+ (|a|+ 1)BN + |b|(AN + 1) + 2|ab|

)
<
ε

2
となるた

め, 上式より

∣∣∣∣ 1n n∑
k=1

akbn+1−k − ab

∣∣∣∣ < ε が得られる. 故に, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akbn+1−k = ab が成り立つ.

17. Sk =
k∑

n=1
an, Tk =

k∑
n=1

2na2n とおくと, 仮定から s = 1, 2, . . . , 2l−1 に対して a2l ≦ a2l−1+s ≦ a2l−1 だから,

S2k =

2k∑
n=1

an = a1 +

k∑
l=1

2l−1∑
s=1

a2l−1+s ≦ a1 +

k∑
l=1

2l−1a2l−1 = 2a1 +

k−1∑
n=1

2na2n = 2a1 + Tk−1

S2k =

2k∑
n=1

an = a1 +

k∑
l=1

2l−1∑
s=1

a2l−1+s ≧ a1 +

k∑
l=1

2l−1a2l = a1 +
1

2

k∑
l=1

2la2l = a1 +
1

2
Tk

が成り立つ.
∞∑
n=1

2na2n が収束すると仮定して B = lim
n→∞

Tk＝
∞∑
n=1

2na2n とおくと, すべての k に対して Tk ≦ B だ

から, 上の 1つ目の不等式から S2k ≦ 2a1 +B が得られる. 任意の自然数 m に対して 2k ≧ m を満たす自然数 k を

とれば, Sm ≦ S2k ≦ 2a1 +B となるため {Sm}∞m=1 は上に有界な単調増加数列である. 従って
∞∑
n=1

an は収束する.

逆に
∞∑
n=1

an が収束すると仮定して
∞∑
n=1

an = A とおけば, すべての自然数 m に対して Sm ≦ A が成り立つため, 上
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の 2つ目の不等式から Tk ≦ 2(S2k − a1) ≦ 2(A− a1) が得られる. 従って {Tk}∞k=1 は上に有界な単調増加数列だか

ら
∞∑
n=1

2na2n は収束する.

18. (1) |x| < 1 の場合,
√

|x| < r < 1 を満たす r を選ぶ.
∞∑
n=0

anr
n は収束するため, lim

n→∞
anr

n = 0 である. 従っ

て, 自然数 N で条件「n ≧ N ならば |anrn| < 1」を満たすものがある. このとき n ≧ N ならば |an| <
1

rn
かつ

|an+1| <
1

rn+1
だから |anan+1x

n| < |xn|
r2n+1

=
1

r

(
|x|
r2

)n
が成り立つ. 故に m ≧ N ならば

m∑
n=0

|anan+1x
n| <

N−1∑
n=0

|anan+1x
n|+

m∑
n=N

1

r

(
|x|
r2

)n
<

N−1∑
n=0

|anan+1x
n|+

∞∑
n=N

1

r

(
|x|
r2

)n

=

N−1∑
n=0

|anan+1x
n|+ |x|N

r2N−1(r2 − |x|)

となり, 数列
{

m∑
n=0

|anan+1x
n|
}∞

m=1

は上に有界だから,
∞∑
n=0

anan+1x
n は絶対収束する.

1 ≦ r <∞ のとき, an =

 1
rn nは偶数

1 nは奇数
によって {an}∞n=0 を定めれば, x ̸= 1, r ならば

2k−1∑
n=0

anx
n =

k−1∑
i=0

(x
r

)2i
+

k−1∑
i=0

x2i+1 =
1−

(
x
r

)2k
1− x2

r2

+
x− xk+1

1− x
,

2k∑
n=0

anx
n =

1−
(
x
r

)2k
1− x2

r2

+
x− xk+1

1− x
+
(x
r

)2k
だから,

∞∑
n=0

anx
n の収束半径は 1である. 一方

2k−1∑
n=0

anan+1x
n =

k−1∑
i=0

(x
r

)2i
+

k−1∑
i=0

x

r2

(x
r

)2i
=
(
1 +

x

r2

)1− (xr )2k
1− x2

r2

,

2k∑
n=0

anan+1x
n =

(
1 +

x

r2

)1− (xr )2k
1− x2

r2

+
(x
r

)2k

だから
∞∑
n=0

anan+1x
n の収束半径は r である. an =

0 nは偶数

1 nは奇数
によって {an}∞n=0 を定めれば, すべての自然数

n に対して anan+1 = 0 だから
∞∑
n=0

anan+1x
n の収束半径は ∞ である.

(2) |x| < 1 の場合,
∣∣∣anxn2

∣∣∣ ≦ |anxn| であり,
∞∑
n=0

|anxn| は収束するため,
∞∑
n=0

∣∣∣anxn2
∣∣∣ も収束する.

∞∑
n=0

anx
n2

が

収束するような x ∈ (1,∞) が存在すれば, 1 < r < |x| を満たす r に対して
∞∑
n=0

|anrn
2 | は収束し |anrn| <

∣∣∣anrn2
∣∣∣

だから
∞∑
n=0

|anrn| は収束する. このことは
∞∑
n=0

anx
n の収束半径が 1であることと矛盾するため, |x| > 1 ならば

∞∑
n=0

anx
n2

は発散する. 従って
∞∑
n=0

anx
n2

の収束半径は 1 である.

(3) x ̸= 0 ならば

m∑
n=0

(an+1 − an)x
n =

m∑
n=0

an+1x
n −

m∑
n=0

anx
n =

1

x

(
m∑
n=0

anx
n − a0 + am+1x

m+1

)
−

m∑
n=0

anx
n

=

(
1

x
− 1

) m∑
n=0

anx
n − a0

x
+ am+1x

m

であり, |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

anx
n は収束するため, |x| < 1 ならば

∞∑
n=0

(an+1− an)x
n は収束する. 1 ≦ r <∞ のとき,

a0 = 0, an =
n−1∑
k=0

1

rk
(n ≧ 1)によって {an}∞n=0 を定める. r = 1ならば an = nだから lim

n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

n

n+ 1
= 1

195



であり, r > 1 ならば an =
1− 1

rn

1− 1
r

だから lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

1− 1
rn

1− 1
rn+1

= 1 である. 従って,
∞∑
n=0

anx
n の収束半径

は 1である. 一方
∞∑
n=0

(an+1 − an)x
n =

∞∑
n=1

(x
r

)n
だから

∞∑
n=0

(an+1 − an)x
n の収束半径は 1である. {an}∞n=0 をす

べての項が 1である数列とすれば,
∞∑
n=0

anx
n の収束半径は 1であるが, すべての自然数 n に対して an+1 − an = 0

だから
∞∑
n=0

(an+1 − an)x
n の収束半径は ∞ である.

(4) sm =
m∑
n=0

anx
n, tm =

m∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n とおけば

tm − xtm−1 =

m∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n −

m−1∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n+1

=

m∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n −

m∑
n=1

(a0 + a1 + · · ·+ an−1)x
n =

m∑
n=0

anx
n = sm

だから, {tm}∞m=1 が収束すれば sm もする. 故に
∞∑
n=0

anx
n の収束半径が 1 であるという仮定から, |x| > 1 ならば

∞∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n は収束しない. Sm =

m∑
n=0

|an||x|n, Tm =
m∑
n=0

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|)|x|n とおけば

Tm − |x|Tm−1 =

m∑
n=0

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|)|x|n −
m−1∑
n=0

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|)|x|n+1

=

m∑
n=0

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|)|x|n −
m∑
n=1

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|)|x|n =

m∑
n=0

|an||x|n = Sm

だから, x ̸= 0 ならば
Tm
xm

− Tm−1

|x|m−1
=

Sm
|x|m

が成り立つ. 従って
Tm
|x|m

= T0+
m∑
k=1

(
Tk
|x|k

− Tk−1

|x|k−1

)
= |a0|+

m∑
k=1

Sk
|x|k

が得られるため, Tm = |a0||x|m +
m∑
k=1

|x|m−kSk である. 仮定から |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

|an||x|n は収束するため,

S∞ =
∞∑
n=0

|an||x|n とおく. Sk ≦ S∞ がすべての自然数 k に対して成り立つため, |x| < 1 ならば

Tm = |a0||x|m +

m∑
k=1

|x|m−kSk ≦ |a0|+
m∑
k=1

|x|m−kS∞ = |a0|+
S∞(1− |x|m)

1− |x|
≦ |a0|+

S∞

1− |x|

である. 従って {Tm}∞m=0 は上に有界であるため,
∞∑
n=0

(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|)|x|n は収束する. |a0 + a1 + · · ·+ an| ≦

|a0| + |a1| + · · · + |an| だから, |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

(a0 + a1 + · · · + an)x
n は絶対収束することがわかる. 故に

∞∑
n=0

(a0 + a1 + · · ·+ an)x
n の収束半径は 1 である.
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微積分学 I 演習問題 第14回 面積・曲線の長さ・回転体の体積

1. a, b (a ≧ b) を正の実数, m, n を自然数とするとき, 以下の領域の面積を求めよ.

(1) 楕円の内部
x2

a2
+
y2

b2
≦ 1 と

x2

b2
+
y2

a2
≦ 1 の共通部分.

(2) 第一象限の x
1
m + y

1
n ≦ 1 を満たす部分.

(3) 極座標で表された曲線 r = a+ b cos θ (0 ≦ θ ≦ 2π) で囲まれた部分.

(4) 極座標で表された曲線 r = a sinnθ (0 ≦ θ ≦ π
n ) で囲まれた部分.

(5) 媒介変数表示された曲線

x = t3 + 3t

y = 2t− t2
(0 ≦ t ≦ 2) と x軸で囲まれた部分.

(6) 媒介変数表示された曲線

x = t cos t

y = t sin t
(0 ≦ t ≦ π

2 ) と y軸で囲まれた部分.

(7) 媒介変数表示された曲線

x = et cos t

y = et sin t
(0 ≦ t ≦ π) と x軸で囲まれた部分.

(8) 媒介変数表示された曲線

x = cos t+ t sin t

y = sin t
(0 ≦ t ≦ π) と x軸で囲まれた部分.

(9) 媒介変数表示された曲線

x = 2a cos t+ a cos 2t

y = 2a sin t− a sin 2t
(0 ≦ t ≦ 2π) で囲まれた部分.

(10) 媒介変数表示された曲線

x = 2a cos t− a cos 2t

y = 2a sin t− a sin 2t
(0 ≦ t ≦ 2π) で囲まれた部分.

2. 次の曲線の長さを求めよ. ただし a, b, p, q は実数の定数で, (3), (6), (8), (18), (19), (20)では a > 0 とし, (13),

(14)の n は自然数とする.

(1) y = ax
3
2 (0 ≦ x ≦ b) (2) y =

1

4
x2 − 1

2
log x (1 ≦ x ≦ 2)

(3) y = a log(x2 − a2) (2a ≦ x ≦ 3a) (4) y = log(cosx) (0 ≦ x ≦ π
4 )

(5) y = ex (0 ≦ x ≦ log 2) (6) y = a2e
x

2ab + b2e−
x

2ab (2abp ≦ x ≦ 2abq)

(7) y = log x (a ≦ x ≦ b) (8) y =
3a

2
x

2
3 (0 ≦ x ≦ b)

(9) y = (1−
√
x)

2
(0 ≦ x ≦ 1) (10) y = (a− x)

√
x

3a
(0 ≦ x ≦ a)

(11)

x = 1
2 t

4 − t2

y = 4
3 t

3
(−1 ≦ t ≦ 2) (12)

x = 1
2 t

2 − log t

y = 1
3 t

3 − t
(1 ≦ t ≦ 2

√
2)

(13)

x = t2 + 2t

y = 2
3 t

3 + t2
(0 ≦ t ≦

√
3) (14)

x = 3t2

y = 3t− t3
(0 ≦ t ≦

√
3)

(15)

x = (a− b) cos t+ b cos
(
a−b
b t
)

y = (a− b) sin t− b sin
(
a−b
b t
) (0 ≦ t ≦ πbn

a ) (16)

x = (a+ b) cos t− b cos
(
a+b
b t
)

y = (a+ b) sin t− b sin
(
a+b
b t
) (0 ≦ t ≦ πbn

a )

(17)


x = a cos t

y = a sin t

z = bt

(p ≦ t ≦ q) (18)


x = a cosh t

y = b sinh t

z = at

(p ≦ t ≦ q)

(19) r = eaθ (θ ≦ b) (20) r = aθ (0 ≦ θ ≦ b)

(21) r = aθ2 (0 ≦ θ ≦ b) (22) r =
a

θ
(1 ≦ θ ≦ b)

3. a, p, q を正の実数の定数とし, 関数 f : R → R を f(x) =
a

2

(
pe

x
a + qe−

x
a

)
によって定義する. 正の実数 t に対
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し, x軸, y軸, 直線 x = t と f のグラフによって囲まれた部分の面積を S(t) とし, 点 (0, f(0)) から (t, f(t)) まで

の曲線 y = f(x) の長さを L(t) とする.

(1) S(t) を求めよ.

(2) pq = 1 ならば, すべての正の実数 t に対して S(t) = aL(t) が成り立つことを示せ.

4. xy 平面において, 原点を中心とする半径 r の円 O に, 長さ 2πr の伸び縮みしない糸を (r, 0) を一方の端点とし

て時計回りに巻き付ける. 糸のもう一方の端点を P として, O に巻き付けた糸を P からピンと張ったまま点 (r, 0)

から反時計回りにほどいてゆくとき, P が点 (r,−2πr) に到達するまでに P が描いた軌跡の曲線の長さを求めよ.

5. 次の (1)から (8)の曲線を x軸のまわりに 1回転して得られる回転体の体積と表面積を求めよ.

(1) x2 + y2 = r2 (−r ≦ a < b ≦ r, a ≦ x ≦ b) (2)
x2

a2
+
y2

b2
= 1（a, b > 0, a ̸= b）

(3) y = sinx (0 ≦ x ≦ π) (4) y = tanx (0 ≦ x ≦ π

4
)

(5) y = ex (0 ≦ x ≦ log 2) (6)

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(a > 0, 0 ≦ t ≦ 2π)

(7) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 (a > 0) (8) x2 + (y − a)2 = R2 (0 < R ≦ a)

6. 次の回転体の体積を求めよ.

(1) 極座標で表された曲線 r = a(1 + cos θ) (0 ≦ θ ≦ 2π) を x軸を軸として 1回転して得られる回転体.

(2) 双曲線 xy = 1 と y軸と直線 y = 1 で囲まれた部分を y軸を軸として 1回転して得られる回転体.

(3) 曲線 x = a log

(
a+

√
a2 − y2

y

)
−
√
a2 − y2 (a > 0) と x軸と y軸で囲まれた部分を x軸を軸として 1回転

して得られる回転体.

7. a, b を正の実数とし, xy 平面の x 軸上の点 (a, 0) を A, y 軸上の点 (0, b) を B とする. さらに原点を O とし,

0 < s < 1 を満たす実数 s と r > −1 を満たす実数 r に対し, 線分 OA, OB を sr : (1− sr) の比に内分する点をそ

れぞれ P(s), Q(s) で表すことにする.

(1) f , g は閉区間 [0, 1] で定義された連続関数で, ともに開区間 (0, 1) において微分可能であるとし, xy 平面上でx = f(t)

y = g(t)
(0 ≦ t ≦ 1) と媒介変数表示される曲線を C とする. 次の条件 (∗)が満たされるとき, f(t), g(t) を a,

b, t, r の式で表せ.

(∗) 任意の 0 < s < 1 に対し, P(s) と Q(1− s) を通る直線は, 点 (f(s), g(s)) において, C に接する.

(2) 曲線 C と x 軸, y 軸で囲まれた部分の面積をベータ関数を用いて表せ.

(3) 曲線 C と x 軸, y 軸で囲まれた部分を x 軸のまわりに回転させて得られる回転体の体積をベータ関数を用い

て表せ.

8. (1) 関数 f が逆関数 f−1 をもつとき, f の定義域に属する実数 a < b と自然数 n に対して以下の等式が成り立

つことを示せ. ∫ f(b)

f(a)

f−1(y)n dy = bnf(b)− anf(a)− n

∫ b

a

xn−1f(x) dx

(2) x > 0 において定義された関数 f(x) = −x log x を考える. 0 < t <
1

e
に対し, f のグラフ, y軸と x軸に平行

な 2直線 y = f(t), y = f

(
1

e

)
で囲まれた部分を y軸の回りに回転して得られる回転体の体積を求めよ.

(3) x > 0 において定義された関数 f(x) =
ex − 1

x
を考える. 1 < s < t に対し, f のグラフ, y軸と x軸に平行な

2直線 y = f(t), y = f(s) で囲まれた部分を y軸の回りに回転して得られる回転体の体積求めよ.

(4) x > 0 において定義された関数 f(x) =
e−x

x
を考える. 0 < s < t に対し, f のグラフ, y軸と x軸に平行な 2

直線 y = f(t), y = f(s) で囲まれた部分を y軸の回りに回転して得られる回転体の体積を求めよ.
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(5) x ≧ 0 において定義された関数 f(x) = e−x
2

を考える. 0 < t < 1 に対し, f のグラフ, y軸と x軸に平行な直

線 y = f(t) で囲まれた部分を y軸の回りに回転して得られる回転体の体積を求めよ.

9. (発展問題) 関数 f, g : [a, b] → R は連続で, (a, b) の各点で微分可能であり, 導関数 f ′, g′ : (a, b) → R は連続であ

るとする.

x = f(t)

y = g(t)
によって媒介変数表示される曲線を C とし, C は原点を通らないとする.

(1) (a, b) の各点で微分可能な関数 θ : [a, b] → R が, 各 t ∈ [a, b] に対して f(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t),

g(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t) を満たすとき, θ の導関数は θ′(t) =

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)

f(t)2 + g(t)2
で与えられることを示せ.

(2) C が r = ρ(θ) (α ≦ θ ≦ β) の形に極座標表示され, f(a) = ρ(α) cosα, g(a) = ρ(α) sinα, f(b) = ρ(β) cosβ,

g(b) = ρ(β) sinβ であるとき, C と原点を始点として (f(a), g(a)) を通る半直線と原点を始点として (f(b), g(b)) を

通る半直線で囲まれた部分の面積は
1

2

∫ b

a

(f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)) dt で与えられることを示せ.

10. (発展問題) a, b は正の実数で, (1)では a > 2b, (2)では a > b であるとする. 以下の領域の面積を求めよ.

(1) 曲線

x = (a− b) cos t+ b cos
(
a−b
b t
)

y = (a− b) sin t− b sin
(
a−b
b t
) (0 ≦ t ≦ 2πb

a ) と円弧

x = a cos t

y = a sin t
(0 ≦ t ≦ 2πb

a ) で囲まれた部分.

(2) 曲線

x = (a+ b) cos t− b cos
(
a+b
b t
)

y = (a+ b) sin t− b sin
(
a+b
b t
) (0 ≦ t ≦ 2πb

a ) と円弧

x = a cos t

y = a sin t
(0 ≦ t ≦ 2πb

a ) で囲まれた部分.

(3) 曲線 y2(2a− x) = x3 と直線 x = 2a ではさまれた部分.

(4) 曲線 x3 + y3 − 3axy = 0 の第 2象限と第 4象限にある部分と直線 x+ y + a = 0 ではさまれた部分.
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第 14回の演習問題の解答

1. (1) 対称性から第 1 象限の x ≦ y ≦ b

√
1− x2

a2
を満たす部分の面積を求めれば, 与えられた図形の面積はそ

の値の 8倍である. 0 ≦ x ≦ b

√
1− x2

a2
が成り立つのは 0 ≦ x ≦ ab√

a2 + b2
のときであり, x = a sin t とおけば

0 ≦ t ≦ sin−1 b√
a2 + b2

, dx = a cos t dt だから, 求める面積は 8

∫ ab√
a2+b2

0

(
b

√
1− x2

a2
− x

)
dx =

8

∫ sin−1 b√
a2+b2

0

ab cos2 t dt− [4x2]
ab√
a2+b2

0 = 4

∫ sin−1 b√
a2+b2

0

ab(1 + cos 2t) dt− 4a2b2

a2 + b2
=

2 [ab(2t+ sin 2t)]
sin−1 b√

a2+b2

0 − 4a2b2

a2 + b2
= 2ab

(
2 sin−1 b√

a2 + b2
+ sin

(
2 sin−1 b√

a2 + b2

))
− 4a2b2

a2 + b2
=

4ab sin−1 b√
a2 + b2

+ 4ab sin

(
sin−1 b√

a2 + b2

)
cos

(
sin−1 b√

a2 + b2

)
− 4a2b2

a2 + b2
= 4ab sin−1 b√

a2 + b2
である.

(2) 0 ≦ x ≦ 1 かつ 0 ≦ y ≦
(
1− x

1
m

)n
を満たす部分の面積を求めればよい. t = x

1
m とおけば 0 ≦ t ≦ 1, dx =

mtm−1dt だから, 求める面積はベータ関数を用いて
∫ 1

0

(
1− x

1
m

)n
dx = m

∫ 1

0

tm−1(1− t)ndx = mB(m,n+ 1) と

表される. 教科書の問題 4.13の (2)と第 12回の問題 4の (3)の結果から, 上の値は
m!n!

(m+ n)!
に等しい.

(3)教科書の定理 4.18より, 求める面積は
1

2

∫ 2π

0

(a+ b cos θ)2dθ =
1

2

∫ 2π

0

(
a2 + 2ab cos θ +

b2(1 + cos 2θ)

2

)
dθ =

1

2

[
2a2 + b2

2
θ + 2ab sin θ +

b2

4
sin 2θ

]2π
0

=
π(2a2 + b2)

2
.

(4)教科書の定理4.18より,求める面積は
1

2

∫ π
n

0

a2 sin2 nθ dθ =

∫ π
n

0

a2

4
(1− cos 2nθ) dθ =

a2

4

[
θ − sin 2nθ

2n

]π
n

0

=
πa2

4n
.

(5) 0 ≦ t ≦ 2 ならば
dx

dt
= 3t2 + 3 > 0 だから x は 0 から 14 まで単調に増加し, y ≧ 0 だから, 求める面積は∫ 14

0

y dx =

∫ 2

0

y
dx

dt
dt =

∫ 2

0

(2t− t2)(3t2 + 3)dt =

∫ 2

0

(6t− 3t2 + 6t3 − 3t4)dt =

[
3t2 − t3 +

3

2
t4 − 3

5
t5
]2
0

=
44

5
.

(6) y は 0 から
π

2
まで単調に増加するため, 求める面積は

∫ π
2

0

x dy =

∫ π
2

0

x
dy

dt
dt =

∫ π
2

0

t cos t(sin t+ t cos t)dt =∫ π
2

0

1

2
(t sin 2t+ t2(1 + cos 2t))dt =

π3

48
+

[
1

4
(−t cos 2t+ t2 sin 2t)

]π
2

0

+

∫ π
2

0

1

4
(cos 2t− 2t sin 2t)dt =

π3

48
+
π

8
+

[
sin 2t

8
+
t cos 2t

8

]π
2

0

−
∫ π

2

0

cos 2t

8
dt =

π3

48
.

[別解]
√
x2 + y2 = t だから, 与えられた曲線を極座標で表せば r = θ (0 ≦ θ ≦ π

2 ) となるため, 教科書の定理 4.18

より求める面積は
1

2

∫ π
2

0

θ2θdθ = 1
2

[
1
3θ

3
]π

2

0
=
π3

48
である.

(7)
√
x2 + y2 = et だから, 与えられた曲線を極座標で表せば r = eθ (0 ≦ θ ≦ π) となるため, 教科書の定理 4.18

より求める面積は
1

2

∫ π

0

e2θdθ =
1

2

[
1

2
e2θ
]π
0

=
e2π − 1

4
である.

(8) 0 ≦ t ≦ π

2
ならば sin t = y より 0 ≦ y ≦ 1, t = sin−1 y であり, cos t ≧ 0 だから 0 ≦ t ≦ π

2
に対

応する与えられた曲線の部分を C1 とすれば, C1 は方程式 x =
√
1− y2 + y sin−1 y が定める曲線である.

π

2
≦

t ≦ π ならば sin(π − t) = y より 0 ≦ y ≦ 1, t = π − sin−1 y であり, cos t ≦ 0 だから
π

2
≦ t ≦ π に対

応する与えられた曲線の部分を C2 とすれば, C2 は方程式 x = −
√
1− y2 + y(π − sin−1 y) が定める曲線であ

る. ここで関数 f, g : [0, 1] → R を f(y) =
√
1− y2 + y sin−1 y, g(y) = −

√
1− y2 + y(π − sin−1 y) で定めれ

ば, 0 ≦ y < 1 ならば
d

dy
(f(y) − g(y)) = 2 sin−1 y − π < 0 だから f(y) − g(y) は y の単調減少関数であり,

f(1)− g(1) = 0 だから 0 ≦ y ≦ 1 に対して g(y) ≦ f(y) が成り立つ. 故に C1, C2 と x軸で囲まれた部分の面積は
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∫ 1

0

(f(y)− g(y)) dy =

∫ 1

0

(
2
√

1− y2 + 2y sin−1 y − πy
)
dy =

∫ π
2

0

(
2 cos2 θ + 2θ sin θ cos θ

)
dθ −

∫ 1

0

πy dy =∫ π
2

0

(1 + cos 2θ)dθ +

∫ π
2

0

θ sin 2θ dθ − π

2
=

[
−θ cos 2θ

2

]π
2

0

+

∫ π
2

0

cos 2θ

2
dθ =

π

4
である.

(9) 与えられた曲線の π ≦ t ≦ 2π に対応する部分を x軸に関して対称移動した曲線は

x = 2a cos t+ a cos 2t

y = −2a sin t+ a sin 2t

(π ≦ t ≦ 2π) によってパラメータ表示されるが, t = 2π − s (0 ≦ s ≦ π) としてパラメータを t から s に置き換

えれば, 上の曲線は

x = 2a cos s+ a cos 2s

y = 2a sin s− a sin 2s
(0 ≦ s ≦ π) によってパラメータ表示されるため, 与えられた曲線の

0 ≦ t ≦ π に対応する部分に一致する. 従って与えられた曲線で囲まれた部分は x軸に関して対称だから, 与えられ

た曲線の 0 ≦ t ≦ π に対応する部分と x軸で囲まれた部分の面積を求め, それを 2倍したものが求める面積である.
dx

dt
= −2a sin t− 2a sin 2t = −2a sin t(1 + 2 cos t) だから 0 ≦ t ≦ 2π

3
のときに x は 3a から −3a

2
まで単調に減

少し,
2π

3
≦ t ≦ π のときに x は −3a

2
から −a まで単調に増加する. 0 ≦ t ≦ 2π

3
に対応する与えられた曲線の部分

を C1,
2π

3
≦ t ≦ π に対応する与えられた曲線の部分を C2 とする.

2a sin t− a sin 2t+
√
3(2a cos t+ a cos 2t) = 4a

(
cos t cos

π

6
+ sin t sin

π

6

)
− 2a

(
sin 2t cos

π

3
− cos 2t sin

π

3

)
= 4a cos

(
t− π

6

)
− 2a sin

(
2t− π

3

)
= 4a cos

(
t− π

6

)(
1− sin

(
t− π

6

))
だから 0 ≦ t ≦ 2π

3
ならば 2a sin t−a sin 2t ≧ −

√
3(2a cos t+a cos 2t)であり,

2π

3
≦ t ≦ π ならば 2a sin t−a sin 2t ≦

−
√
3(2a cos t + a cos 2t) である. 従って C1 は直線 y = −

√
3x より上にあり, C2 は直線 y = −

√
3x より下にある

ため x座標が −3a

2
≦ x ≦ −a の範囲で C1 は C2 より上にある. また, 0 ≦ t ≦ π ならば y = 2a sin t − a sin 2t =

2a sin t(1− cos t) ≧ 0 だから, 与えられた曲線の 0 ≦ t ≦ π に対応する部分と x軸で囲まれた部分の面積は∫ 3a

− 3a
2

y dx−
∫ −a

− 3a
2

y dx =

∫ 0

2π
3

y
dx

dt
dt−

∫ π

2π
3

y
dx

dt
dt

=

∫ 0

2π
3

(2a sin t− a sin 2t)(−2a sin t− 2a sin 2t)dt−
∫ π

2π
3

(2a sin t− a sin 2t)(−2a sin t− 2a sin 2t)dt

=

∫ 2π
3

0

a2(2 sin t− sin 2t)(2 sin t+ 2 sin 2t)dt+

∫ π

2π
3

a2(2 sin t− sin 2t)(2 sin t+ 2 sin 2t)dt

=

∫ π

0

a2(4 sin2 t+ 2 sin t sin 2t− 2 sin2 2t)dt =

∫ π

0

a2(1− 2 cos 2t+ 4 sin2 t cos t+ cos 4t)dt

= a2
[
t− sin 2t+

4

3
sin3 t+

1

4
sin 4t

]π
0

= πa2.

である. 故に求める面積は 2πa2 である.

(10)与えられた曲線の π ≦ t ≦ 2π に対応する部分を x軸に関して対称移動した曲線は

x = 2a cos t− a cos 2t

y = −2a sin t+ a sin 2t

(π ≦ t ≦ 2π) によってパラメータ表示されるが, t = 2π − s (0 ≦ s ≦ π) としてパラメータを t から s に置き換

えれば, 上の曲線は

x = 2a cos s− a cos 2s

y = 2a sin s− a sin 2s
(0 ≦ s ≦ π) によってパラメータ表示されるため, 与えられた曲線の

0 ≦ t ≦ π に対応する部分に一致する. 従って与えられた曲線で囲まれた部分は x軸に関して対称だから, 与えられ

た曲線の 0 ≦ t ≦ π に対応する部分と x軸で囲まれた部分の面積を求め, それを 2倍したものが求める面積である.
dx

dt
= −2a sin t+ 2a sin 2t = −2a sin t(1− 2 cos t) だから 0 ≦ t ≦ π

3
のときに x は a から

3a

2
まで単調に増加し,

π

3
≦ t ≦ πのときに xは

3a

2
から −3aまで単調に減少する. また,

dy

dt
= 2a cos t−2a cos 2t = 2a(1−cos t)(1+2 cos t)
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だから 0 ≦ t ≦ 2π

3
のときに y は 0 から

3a
√
3

2
まで単調に増加し,

2π

3
≦ t ≦ π のときに x は

3a
√
3

2
から 0 ま

で単調に減少する. 0 ≦ t ≦ π

3
に対応する与えられた曲線の部分を C1,

π

3
≦ t ≦ π に対応する与えられた曲線の

部分を C2 とすれば, C1 は x座標が a ≦ x ≦ 3a

2
の範囲に含まれ, t =

π

2
のとき, x = a だから, C2 の x座標が

a ≦ x ≦ 3a

2
の範囲に含まれる部分は,

π

3
≦ t ≦ π

2
に対応する部分である. 0 ≦ t ≦ 2π

3
の範囲で y は単調に増加

しているので, C2 の x座標が a ≦ x ≦ 3a

2
の範囲に含まれる部分は, C1 より上にある. また, 0 ≦ t ≦ π ならば

y = 2 sin t− sin 2t = 2 sin t(1− cos t) ≧ 0 だから, 与えられた曲線の 0 ≦ t ≦ π に対応する部分と x軸で囲まれた部

分の面積は∫ 3a
2

−3a

y dx−
∫ 3a

2

a

y dx =

∫ π
3

π

y
dx

dt
dt−

∫ π
3

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π
3

π

(2a sin t− a sin 2t)(−2a sin t+ 2a sin 2t)dt−
∫ π

3

0

(2a sin t− a sin 2t)(−2a sin t+ 2a sin 2t)dt

=

∫ π

π
3

a2(2 sin t− sin 2t)(2 sin t− 2 sin 2t)dt+

∫ π
3

0

a2(2 sin t− sin 2t)(2 sin t− 2 sin 2t)dt

=

∫ π

0

a2(4 sin2 t− 6 sin t sin 2t+ 2 sin2 2t)dt =

∫ π

0

a2(3− 2 cos 2t− 12 sin2 t cos t− cos 4t)dt

= a2
[
3t− sin 2t− 4 sin3 t− 1

4
sin 4t

]π
0

= 3πa2.

である. 故に求める面積は 6πa2 である.

2. (1)
dy

dx
=

3a

2

√
xだから,求める曲線の長さは

∫ b

0

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ b

0

√
1 +

9a2

4
xdx =

[
8

27a2

(
1 +

9a2

4
x

) 3
2

]b
0

=

8

27a2

((
1 +

9a2

4
b

) 3
2

− 1

)
=

(
4 + 9a2b

) 3
2 − 8

27a2
.

(2)
dy

dx
=
x

2
− 1

2x
だから, 求める曲線の長さは

∫ 2

1

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ 2

1

(
x

2
+

1

2x

)
dx =

[
x2

4
+

log x

2

]2
1

=

3

4
+

log 2

2
.

(3)
dy

dx
=

2ax

x2 − a2
だから, 求める曲線の長さは

∫ 3a

2a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ 3a

2a

x2 + a2

x2 − a2
dx =∫ 3a

2a

(
1 +

a

x− a
− a

x+ a

)
dx = [x+ a log(x− a)− a log(x+ a)]3a2a = a(1− log 2 + log 3).

(4)
dy

dx
= − tanx だから, 求める曲線の長さは

∫ π
4

0

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ π
4

0

1

cosx
dx で与えられる. t = sinx とお

けば, cosxdx = dt であり, x が 0 から
π

4
まで動けば, t は 0 から

1√
2
まで動くため, (∗) =

∫ π
4

0

cosx

1− sin2 x
dx =∫ √

2
2

0

1

1− t2
dt =

∫ √
2

2

0

1

2

(
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt =

[
1

2
(log(1 + t)− log(1− t))

]√
2

2

0

= log
(√

2 + 1
)
.

(5)
dy

dx
= ex だから, 求める曲線の長さは

∫ log 2

0

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ log 2

0

√
1 + e2xdx · · · (∗). t =

√
1 + e2x と

おけば x =
1

2
log(t2 − 1), dx =

t

t2 − 1
dt であり, x が 0 から log 2 まで動くとき, t は

√
2 から

√
5 まで動くた

め, (∗) =
∫ √

5

√
2

t2

t2 − 1
dt =

∫ √
5

√
2

(
1 +

1

2(t− 1)
− 1

2(t+ 1)

)
dt =

[
1 +

1

2
log(t− 1)− 1

2
log(t+ 1)

]√5

√
2

=
√
5 −

√
2 +

1

2
log
(√

5− 1
)
− 1

2
log
(√

5 + 1
)
− 1

2
log
(√

2− 1
)
+

1

2
log
(√

2 + 1
)
=

√
5−

√
2+ log

(√
5− 1

)
+ log

(√
2 + 1

)
− log 2.
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(6)
dy

dx
=
ae

x
2ab

2b
− be

−x
2ab

2a
だから,求める曲線の長さは

∫ 2abq

2abp

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ 2abq

2abp

√√√√1 +

(
ae

x
2ab

2b
− be

−x
2ab

2a

)2

dx

=

∫ 2abq

2abp

(
ae

x
2ab

2b
+
be

−x
2ab

2a

)
dx =

[
a2e

x
2ab − b2e

−x
2ab

]2abq
2abp

= (eq − ep)

(
a2 +

b2

ep+q

)
.

(7)
dy

dx
=

1

x
だから,求める曲線の長さは

∫ b

a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ b

a

√
x2 + 1

x
dx · · · (∗)で与えられる. t =

√
x2 + 1

とおけば xdx = tdt だから, (∗) =
∫ b

a

x
√
x2 + 1

x2
dx =

∫ √
b2+1

√
a2+1

t2

t2 − 1
dt =

∫ √
b2+1

√
a2+1

(
1 +

1

2(t− 1)
− 1

2(t+ 1)

)
dt =[

t+
1

2
log

t− 1

t+ 1

]√b2+1

√
a2+1

=
√
b2 + 1−

√
a2 + 1 + log

(√
b2 + 1− 1

)
− log

(√
a2 + 1− 1

)
− log b+ log a.

(8) 与えられた曲線は

x = t3

y = 3a
2 t

2
(0 ≦ t ≦ 3

√
b) とパラメータ表示される.

dx

dt
= 3t2,

dy

dt
= 3at だから, 求める

曲線の長さは
∫ 3√

b

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ 3√
b

0

3t
√
t2 + a2 dt =

[
(t2 + a2)

3
2

] 3√
b

0
=
(
b

2
3 + a2

) 3
2 − a3.

(9) 与えられた曲線は

x = t2

y = (1− t)2
(0 ≦ t ≦ 1) とパラメータ表示される.

dx

dt
= 2t,

dy

dt
= 2t− 2 だから, 求め

る曲線の長さは, 教科書の 104ページの結果から
∫ 1

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ 1

0

2
√
2

√(
t− 1

2

)2

+
1

4
dt =

√
2

(t− 1

2

)√(
t− 1

2

)2

+
1

4
+

1

4
log

t− 1

2
+

√(
t− 1

2

)2

+
1

4

1

0

= 1 +

√
2

2
log
(
1 +

√
2
)
.

(10) 与えられた曲線は

x = at2

y = a√
3
t(1− t2)

(0 ≦ t ≦ 1) とパラメータ表示される.
dx

dt
= 2at,

dy

dt
=

a√
3
(1− 3t2)

だから, 求める曲線の長さは,

∫ 1

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ 1

0

a√
3
(1 + 3t2)dt =

a√
3
[t+ t3]10 =

2a√
3
.

(11)
dx

dt
= 2t3 − 2t,

dy

dt
= 4t2 だから, 求める曲線の長さは

∫ 2

−1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ 2

−1

2|t3 + t|dt =∫ 0

−1

2(−t3 − t)dt+

∫ 2

0

2(t3 + t)dt =

[
− t

4

2
− t2

]0
−1

+

[
t4

2
+ t2

]2
0

=
27

2
.

(12)
dx

dt
= t−1

t
,
dy

dt
= t2−1だから,求める曲線の長さは

∫ 2
√
2

1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ 2
√
2

1

(t2 − 1)
√
t2 + 1

t2
tdt

· · · (∗) で与えられる. s =
√
t2 + 1 とおくと, t2 = s2 − 1, tdt = sds であり, t が 1 から 2

√
2 まで動くとき, s は

√
2

から 3 まで動くため, (∗) =
∫ 3

√
2

s2(s2 − 2)

s2 − 1
ds =

∫ 3

√
2

(
s2 − 1− 1

2

(
1

s− 1
− 1

s+ 1

))
ds =[

s3

3
− s− 1

2
(log(s− 1)− log(s+ 1))

]3
√
2

= 6 +

√
2

3
+ log

(
2−

√
2
)
.

(13)
dx

dt
= 2t+2,

dy

dt
= 2t2+2tだから,求める曲線の長さは

∫ √
3

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ √
3

0

2(t+ 1)
√

1 + t2dt

· · · (∗) で与えられる. s = t2 とおくと, 2tdt = ds であり, t が 0 から
√
3 まで動くとき, s は 0 から 3 まで

動くため,

∫ √
3

0

2t
√

1 + t2dt =

∫ 3

0

√
1 + sds =

[
2

3
(1 + s)

3
2

]3
0

=
14

3
である. また, 教科書の 104ページの結果から∫ √

3

0

2
√

1 + t2dt =
[
t
√
1 + t2 + log

(
t+
√
1 + t2

)]√3

0
= 2

√
3 + log

(√
3 + 2

)
だから (∗) = 14

3
+2

√
3+log

(√
3 + 2

)
.
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(14)
dx

dt
= 6t,

dy

dt
= 3− 3t2 だから, 求める曲線の長さは,

∫ √
3

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ √
3

0

3(1 + t2) dt =

[3t+ t3]
√
3

0 = 6
√
3.

(15)
dx

dt
= −(a− b)

(
sin t+ sin

(
a− b

b
t

))
,
dy

dt
= (a− b)

(
cos t− cos

(
a− b

b
t

))
だから,

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=

2(a−b)2
(
1 + sin t sin

(
a− b

b
t

)
− cos t cos

(
a− b

b
t

))
= 2(a−b)2

(
1− cos

(a
b
t
))

= 4(a−b)2 sin2
( a
2b
t
)
である. 従っ

て, 求める曲線の長さは
∫ πbn

a

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ πbn
a

0

2|a− b|
∣∣∣sin( a

2b
t
)∣∣∣ dt · · · (∗)で与えられる. θ =

a

2b
tとお

けば, dt =
2b

a
dθ であり, t が 0 から

πbn

a
まで動けば, θ は 0 から

πn

2
まで動くため, (∗) =

∫ πn
2

0

4b|a− b|
a

| sin θ|dθ =

4b|a− b|
a

n∑
k=1

∫ πk
2

π(k−1)
2

| sin θ|dθ が成り立つ. 任意の整数 k に対して
∫ πk

2

π(k−1)
2

| sin θ|dθ =
∫ π

2

0

sin θdθ = 1 だから, 上式

から求める曲線の長さは
4bn|a− b|

a
である.

(16)
dx

dt
= −(a+ b)

(
sin t− sin

(
a+ b

b
t

))
,
dy

dt
= (a+ b)

(
cos t− cos

(
a+ b

b
t

))
だから,

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=

2(a+b)2
(
1− sin t sin

(
a+ b

b
t

)
− cos t cos

(
a+ b

b
t

))
= 2(a+b)2

(
1− cos

(a
b
t
))

= 4(a+b)2 sin2
( a
2b
t
)
である. 従っ

て, 求める曲線の長さは
∫ πbn

a

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =

∫ πbn
a

0

2|a+ b|
∣∣∣sin( a

2b
t
)∣∣∣ dt · · · (∗)で与えられる. θ =

a

2b
tとお

けば, dt =
2b

a
dθ であり, t が 0 から

πbn

a
まで動けば, θ は 0 から

πn

2
まで動くため, (∗) =

∫ πn
2

0

4b|a+ b|
a

| sin θ|dθ =

4b|a+ b|
a

n∑
k=1

∫ πk
2

π(k−1)
2

| sin θ|dθ が成り立つ. 任意の整数 k に対して
∫ πk

2

π(k−1)
2

| sin θ|dθ =
∫ π

2

0

sin θdθ = 1 だから, 上式

から求める曲線の長さは
4bn|a+ b|

a
である.

(17)
dx

dt
= −a sin t, dy

dt
= a cos t,

dz

dt
= b だから, 求める曲線の長さは

∫ q

p

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt =∫ q

p

√
a2 + b2dt =

√
a2 + b2(q − p).

(18)
dx

dt
= a sinh t,

dy

dt
= b cosh t,

dz

dt
= a だから, 求める曲線の長さは

∫ q

p

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt =∫ q

p

√
b2 cosh2 t+ a2 sinh2 t+ a2dt =

∫ q

p

√
a2 + b2 cosh t dt =

√
a2 + b2[sinh t]qp =

√
a2 + b2(sinh q − sinh p).

(19)
dr

dθ
= aeaθ だから, 求める曲線の長さは

∫ b

−∞

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

θ =

∫ b

−∞

√
1 + a2eaθdθ =

[√
1 + a2

a
eaθ

]b
−∞

=

lim
θ→−∞

(√
1 + a2

a
eab −

√
1 + a2

a
eaθ

)
=

√
1 + a2

a
eab.

(20)
dr

dθ
= aだから,求める曲線の長さは,教科書の104ページの結果から

∫ b

0

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ =

∫ b

0

a
√
θ2 + 1 dθ =[

aθ

2

√
1 + θ2 +

a

2
log
(
θ +

√
1 + θ2

)]b
0

=
a

2

(
b
√
1 + b2 + log

(
b+

√
1 + b2

))
.

(21)
dr

dθ
= 2aθだから,求める曲線の長さは,

∫ b

0

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ =

∫ b

0

aθ
√
θ2 + 4dθ · · · (∗)で与えられる. s = θ2

とおくと, θdt =
1

2
ds であり, θ が 0 から b まで動くとき, s は 0 から b2 まで動くため, (∗) =

∫ b2

0

a

2

√
s+ 4ds =
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[a
3
(s+ 4)

3
2

]b2
0

=
a

3

(
(b2 + 4)

3
2 − 8

)
.

(22)
dr

dθ
= − a

θ2
だから,求める曲線の長さは,

∫ b

1

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ =

∫ b

1

√(a
θ

)2
+
(
− a

θ2

)2
dθ =

∫ b

1

a
√
θ2 + 1

θ2
dθ

· · · (∗) で与えられる. t = θ +
√
θ2 + 1 とおくと θ =

t2 − 1

2t
,
√
θ2 + 1 =

t2 + 1

2t
, dθ =

t2 + 1

2t2
dt であり, θ が 1 から

b まで動くとき, t は 1 +
√
2 から b+

√
b2 + 1 まで動くため, (∗) =

∫ b+
√
b2+1

1+
√
2

a(t2 + 1)2

t(t2 − 1)2
dt =

a

∫ b+
√
b2+1

1+
√
2

(t2 − 1)2 + 4t2

t(t2 − 1)2
dt = a

∫ b+
√
b2+1

1+
√
2

(
1

t
+

4t

(t2 − 1)2

)
dt = a

[
log t− 2

t2 − 1

]b+√
b2+1

1+
√
2

=

a

(
√
2−

√
b2 + 1

b
+ log

(
b+

√
b2 + 1

)
− log

(
1 +

√
2
))

.

3. (1) S(t) =

∫ t

0

f(x) dx =

∫ t

0

a

2

(
pe

x
a + qe−

x
a

)
dx =

a2

2

[
pe

x
a − qe−

x
a

]t
0
=
a2

2

(
pe

t
a − qe−

t
a − p+ q

)
.

(2) f ′(x) =
1

2

(
pe

x
a − qe−

x
a

)
だから pq = 1 であることに注意すれば,

√
1 + f ′(x)2 =

1

2

(
pe

x
a + qe−

x
a

)
=

1

a
f(x)

が成り立つ. 従って aL(t) =

∫ t

0

a
√
1 + f ′(x)2 dx =

∫ t

0

f(x) dx = S(t) である.

4. 点 Q(r cos θ, r sin θ) で糸が円 O に接しているとき, (r, 0) から Q までの O の弧の長さ rθ は, 線分 QP の長

さに等しく, ベクトル
−→
QP は Q の位置ベクトルを時計回りに 90◦ 回転させたベクトルの正の実数倍になるため,

−→
QP = (rθ sin θ,−rθ cos θ) である. 従って P の座標は (r cos θ+ rθ sin θ, r sin θ− rθ cos θ) となる. θ は 0 から 2π ま

で動くため, 求める長さは
∫ 2π

0

√
(rθ cos θ)2 + (rθ sin θ)2dθ =

∫ 2π

0

rθdθ = 2π2r である.

5. (1) y =
√
r2 − x2 の a ≦ x ≦ b の部分を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は∫ π

a

by2dx =

∫ π

a

b(r2 − x2)dx = π

[
r2x− x3

3

]b
a

=
π(b− a)

3
(3r2 − (a2 + ab+ b2)) であり, 面積は∫ b

a

2πy
√
1 + (y′)2dx =

∫ b

a

2π
√
r2 − x2

√
1 +

(
−x√
r2 − x2

)2

dx =

∫ b

a

2πrdx = 2πr(b− a) である.

(2) y =
b

a

√
a2 − x2 (−a ≦ x ≦ a)を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は

π

∫ a

−a
y2dx = π

∫ a

−a

b2

a2
(a2 − x2)dx = π

[
b2

a2

(
a2x− x3

3

)]a
−a

=
4

3
πab2.

a > b の場合,

∫ √
A2 − x2dx =

A2

2
sin−1 x

A
+
x

2

√
A2 − x2 (ただし A > 0)であることを用いると, 面積は

2π

∫ a

−a
y

√
1 + y′2dx = 2π

∫ a

−a

b

a2

√
a4 − (a2 − b2)x2dx = 2π

∫ a

−a

b
√
a2 − b2

a2

√
a4

a2 − b2
− x2dx =

πb
√
a2 − b2

a2

 a4

a2 − b2
sin−1

√
a2 − b2x

a2
+ x

√
a4

a2 − b2
− x2

a
−a

=
2πa2b√
a2 − b2

sin−1

√
a2 − b2

a
+ 2πb2. a < b の場合

は教科書の 104ページの結果から, 面積は 2π

∫ a

−a
y

√
1 + y′2dx = 2π

∫ a

−a

b

a2

√
(b2 − a2)x2 + a4dx =

2π

∫ a

−a

b
√
b2 − a2

a2

√
x2 +

a4

b2 − a2
dx =

πb
√
b2 − a2

a2

[
a4

b2 − a2
log

(
x+

√
x2 +

a4

b2 − a2

)
+ x

√
x2 +

a4

b2 − a2

]a
−a

=

2πa2b√
b2 − a2

log

(
b+

√
b2 − a2

a

)
+ 2πb2.

(3) y = sinx (0 ≦ x ≦ π) を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は
∫ π

0

πy2dx =

∫ π

0

π sin2 xdx =
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∫ π

0

π(1− cos 2x)

2
dx =

[
πx

2
− sin 2x

4

]π
0

=
π2

2
であり, 面積は

∫ π

0

2πy
√
1 + (y′)2dx =

∫ π

0

2π sinx
√

1 + cos2 xdx =∫ −1

1

(
−2π

√
1 + t2

)
dt = π

[
t
√
1 + t2 + log

(
t+
√

1 + t2
)]1

−1
= π

(
2
√
2 + log

(√
2 + 1

)
− log

(√
2− 1

))
=

2π
(√

2 + log
(√

2 + 1
))
である.

(4) y = tanx (0 ≦ x ≦ π

4
) を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は

dx

dy
=

1

y2 + 1
より∫ π

4

0

πy2dx =

∫ 1

0

πy2
dx

dy
dy =

∫ 1

0

πy2

y2 + 1
dy =

∫ 1

0

π

(
1− 1

y2 + 1

)
dy = π

[
y − tan−1 y

]1
0
= π − π2

4
であり, 面積は∫ π

4

0

2πy
√
1 + (y′)2dx =

∫ 1

0

2πy
√
1 + (1 + y2)2

dx

dy
dy =

∫ 1

0

2πy
√
1 + (y2 + 1)2

y2 + 1
dy である. t =

√
1 + (1 + y2)2 と

おくと, 2y(y2 + 1)dy = tdt だから (上式) =

∫ √
5

√
2

πt2

t2 − 1
dy =

∫ √
5

√
2

π

(
1 +

1

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

))
dt =

π

[
1 +

1

2
(log(t− 1)− log(t+ 1))

]√5

√
2

= π
(√

5−
√
2 + log

(√
5− 1

)
− log 2 + log

(√
2 + 1

))
である.

(5) y = ex (0 ≦ x ≦ log 2) を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は
∫ log 2

0

πy2dx =

∫ log 2

0

πe2xdx =[π
2
e2x
]log 2

0
=

3π

2
であり, 面積は

∫ log 2

0

2πy
√
1 + (y′)2dx =

∫ log 2

0

2πex
√

1 + e2xdx =

∫ 2

1

2π
√
1 + t2dt =

π
[
t
√

1 + t2 + log
(
t+
√
1 + t2

)]2
1
= π

(
2
√
5−

√
2 + log

(√
5 + 2

)(√
2− 1

))
.

(6)

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(a > 0, 0 ≦ t ≦ 2π) を x軸のまわりに回転させてできる図形の体積は∫ 2πa

0

πy2dx =

∫ 2π

0

πy2
dx

dt
dt =

∫ 2π

0

πa3(1− cos t)3dt =

∫ 2π

0

πa3(1− 3 cos t+ 3 cos2 t− cos3 t)dt =∫ 2π

0

πa3
(
5

2
+

3 cos 2t

2

)
dt = 5π2a3 であり, 面積は

∫ 2πa

0

2πy
√

1 + (y′)2dx =

∫ 2π

0

2πy
√
1 + (y′)2

dx

dt
dt =∫ 2π

0

2πa2(1− cos t)2

√
1 +

(
a sin t

a(1− cos t)

)2

dt =

∫ 2π

0

8πa2 sin3
t

2
dt =

∫ 2π

0

8πa2
(
1− cos2

t

2

)
sin

t

2
dt =∫ −1

1

(−16πa2(1− t2))dt =

[
16πa2

(
t− t3

3

)]1
−1

=
64πa2

3
.

(7) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 (a > 0) は x軸について対称だから, この曲線を x軸のまわりに回転させてできる図形は, この

曲線の y ≧ 0 の部分 y =
(
a

2
3 − x

2
3

) 3
2

(−a ≦ x ≦ a) を x軸のまわりに回転させてできる図形に一致する. 従って,

この図形の体積は
∫ a

−a
πy2dx =

∫ a

−a
π
(
a

2
3 − x

2
3

)3
dx =

∫ a

−a
π
(
a2 − 3a

4
3x

2
3 + 3a

2
3x

4
3 − x2

)
dx =

π

[
a2x− 9

5
a

4
3x

5
3 +

9

7
a

2
3x

7
3 − x3

3

]a
−a

=
32πa3

105
であり, 面積は∫ a

−a
2πy

√
1 + (y′)2dx =

∫ a

−a
2π
(
a

2
3 − x

2
3

) 3
2

√
1 +

(
−x− 1

3

(
a

2
3 − x

2
3

) 1
2

)2

dx =

∫ a

0

4πa
1
3x−

1
3

(
a

2
3 − x

2
3

) 3
2

dx =

∫ a
2
3

0

6πa
1
3

(
a

2
3 − t

) 3
2

dt =

[
−12

5
πa

1
3

(
a

2
3 − t

) 5
2

]a 2
3

0

=
12

5
πa2.

(8) 得られる回転体は, 曲線 y = a+
√
R2 − x2 (−R ≦ x ≦ R) を x軸のまわりに 1回転して得られる回転体から,

曲線 y = a−
√
R2 − x2 (−R ≦ x ≦ R) を x軸のまわりに 1回転して得られる回転体の部分を除いたものだから, そ

の体積は
∫ R

−R
π
(
a+

√
R2 − x2

)2
dx−

∫ R

−R
π
(
a−

√
R2 − x2

)2
dx = 4πa

∫ R

−R

√
R2 − x2dx = 2π2aR2 である.

得られる回転体の表面は,曲線 y = a+
√
R2 − x2 (−R ≦ x ≦ R)をx軸のまわりに 1回転して得られる回転体の表面

と,曲線 y = a−
√
R2 − x2 (−R ≦ x ≦ R)をx軸のまわりに 1回転して得られる回転体の表面の合併集合だから,求め
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る表面積は
∫ R

−R
2π
(
a+

√
R2 − x2

)√
1 +

(
−x√
R2 − x2

)2

dx+

∫ R

−R
2π
(
a−

√
R2 − x2

)√
1 +

(
x√

R2 − x2

)2

dx =

4πa

∫ R

−R

R√
R2 − x2

dx = 4πaR
[
sin−1 x

R

]R
−R

= 4π2aR である.

6. (1) 与えられた曲線は θ を媒介変数として

x = a(1 + cos θ) cos θ

y = a(1 + cos θ) sin θ
と表される. 与えられた曲線は x 軸に

関して対称だから, 0 ≦ θ ≦ π の部分を x 軸の回りに回転させればよい. x = a

((
cos θ +

1

2

)2

− 1

4

)
だから

0 ≦ θ ≦ 2π

3
で x は 2a から −a

4
まで単調に減少し,

2π

3
≦ θ ≦ π で x は −a

4
から 0 まで単調に増加する. また,

dy

dθ
= a(2 cos θ − 1)(cos θ + 1) だから 0 ≦ θ ≦ π

3
の範囲で y は 0 から

3
√
3a

4
まで単調に増加して,

π

3
≦ θ ≦ π

の範囲で y は
3
√
3a

4
から 0 まで単調に減少する. 従って θ が 0 から

2π

3
まで動いて得られる曲線の部分を C1

とし,
2π

3
から π まで動いて得られる曲線の部分を C2 とすれば, C2 は第 2象限の −a

4
≦ x ≦ 0 の範囲に含まれ

て, 直線 y =

√
3a

4
より下にあり, C1 の第 2象限に含まれる部分は 直線 y =

√
3a

4
より上にあるため, 与えられた

曲線を x軸の回りに回転させて得られる回転体は C1 を x軸の回りに回転させて得られる回転体から C2 を x軸

の回りに回転させて得られる回転体を除いた部分である. C1 を x軸の回りに回転させて得られる回転体の体積は∫ 2a

− a
4

πy2 dx =

∫ 0

2π
3

πy2
dx

dθ
dθ =

∫ 2π
3

0

πa3(1 + cos θ)2(1− cos2 θ)(1 + 2 cos θ) sin θ dθであり, C2 を x軸の回りに回転

させて得られる回転体の体積は
∫ 0

− a
4

πy2 dx =

∫ π

2π
3

πy2
dx

dθ
dθ = −

∫ π

2π
3

πa3(1 + cos θ)2(1− cos2 θ)(1 + 2 cos θ) sin θ dθ

である. 以上から求める回転体の体積は
∫ 2π

3

0

πa3(1 + cos θ)2(1− cos2 θ)(1 + 2 cos θ) sin θ dθ−(
−
∫ π

2π
3

πa3(1 + cos θ)2(1− cos2 θ)(1 + 2 cos θ) sin θ dθ

)
=

∫ π

0

πa3(1 + cos θ)2(1− cos2 θ)(1 + 2 cos θ) sin θ dθ =∫ 1

−1

πa3(1 + 4t+ 4t2 − 2t3 − 5t4 − 2t5) dt = 2

∫ 1

0

πa3(1 + 4t2 − 5t4) dt =
8πa3

3
である.

(2) y = t のときの回転体の断面の半径は
1

t
だから, 求める体積は

∫ ∞

1

π

t2
dt = lim

s→∞

[
−π
t

]s
1
= lim
s→∞

(
π − π

s

)
= π.

(3) 関数 g : (0, a] → R を g(y) = a log

(
a+

√
a2 − y2

y

)
−
√
a2 − y2 で定めれば, y ∈ (0, a) に対し, g′(y) =

−
√
a2 − y2

y
< 0 だから g は単調減少関数であり, lim

y→+0
g(y) = ∞, g(a) = 0 である. 従って g は (0, a] から [0,∞)

への全単射である. f : [0,∞) → (0, a] を g の逆関数とし, x = g(y) とおいて置換積分を行えば, 求める回転体の体

積は,

∫ ∞

0

πf(x)2 dx =

∫ 0

a

πf(g(y))2
dx

dy
dy =

∫ a

0

πy
√
a2 − y2 dy =

[
−π
3
(a2 − y2)

3
2

]a
0
=
πa3

3
である.

7. (1) P(s) の座標は (asr, 0), Q(1 − s) の座標は (0, b(1 − s)r) だから P(s) と Q(1 − s) を通る直線の方程式は

y = − b

a

(
1

s
− 1

)r
(x− asr) である. (f(s), g(s)) はこの直線上にあるため

g(s) = − b

a

(
1

s
− 1

)r
(f(s)− asr) · · · (i)

が成り立つ. (f(s), g(s)) における C の接線の傾きは
g′(s)

f ′(s)
であり, これは P(s) と Q(1 − s) を通る直線の傾きに

一致するため,
g′(s)

f ′(s)
= − b

a

(
1

s
− 1

)r
· · · (ii)
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が成り立つ. (i) は任意の 0 < s < 1 に対して成り立つため, (i) の両辺を s で微分して

g′(s) =
br

as2

(
1

s
− 1

)r−1

(f(s)− asr)− b

a

(
1

s
− 1

)r
(f ′(s)− arsr−1) · · · (iii)

を得る. これを (ii) に代入すれば f(s) = asr+1 が得られるため, (i) より g(s) = b(1− s)r+1 である. 故に f , g は

f(t) = atr+1, g(t) = b(1− t)r+1 で与えられる関数である.

(2)

∫ a

0

ydx =

∫ 1

0

b(1− t)r+1 dx

dt
dt = ab(r + 1)

∫ 1

0

tr(1− t)r+1dt = ab(r + 1)B(r + 1, r + 2)

(3)

∫ π

0

ay2dx =

∫ 1

0

πb2(1− t)2r+2 dx

dt
dt = πab2(r + 1)

∫ 1

0

tr(1− t)2r+2dt = πab2(r + 1)B(r + 1, 2r + 3)

8. (1) y = f(x) と変数変換すれば, f−1(y) = x だから置換積分法と部分積分法により,∫ f(b)

f(a)

f−1(y)n dy =

∫ b

a

xnf ′(x) dx = [xnf(x)]ba −
∫ b

a

(xn)′f(x) dx = bnf(b)− anf(a)− n

∫ b

a

xn−1f(x) dx.

(2) n = 2, a = t, b =
1

e
, f(x) = −x log x を (1)の等式に代入すれば, 求める体積は

∫ f( 1
e )

f(t)

πx2 dy = π

∫ f( 1
e )

f(t)

f−1(y)2 dy =
π

e3
+ πt3 log t+ 2π

∫ 1
e

t

x2 log x dx

=
π

e3
+ πt3 log t+ 2π

[
x3 log x

3

] 1
e

t

− 2π

∫ 1
e

t

x2

3
dx

=
π

e3
+ πt3 log t− 2π

3e3
− 2πt3 log t

3
− 2π

9e3
+

2πt3

9
=

π

9e3
+
πt3 log t

3
+

2πt3

9
.

(3) n = 2, a = s, b = t, f(x) =
ex − 1

x
を (1)の等式に代入すれば, 求める体積は

∫ f(t)

f(s)

πx2 dy = π

∫ f(t)

f(s)

f−1(y)2 dy = πt(et − 1)− πs(es − 1)− 2π

∫ t

s

(ex − 1) dx

= πt(et − 1)− πs(es − 1)− 2π(et − t− es + s) = π(tet − 2et + t− ses + 2es − s).

(4) n = 2, a = s, b = t, f(x) =
e−x

x
を (1)の等式に代入すれば, 求める体積は

∫ f(s)

f(t)

πx2 dy = −
∫ f(t)

f(s)

πx2 dy = −π
∫ f(t)

f(s)

f−1(y)2 dy = −πte−t + πse−s + 2π

∫ t

s

e−t dx

= −πte−t + πse−s + 2π(−e−t + e−s) = π((s+ 2)e−s − (t+ 2)e−t).

(5) n = 2, a = 0, b = t, f(x) = e−x
2

を (1)の等式に代入すれば, 求める体積は∫ f(0)

f(t)

πx2 dy = −
∫ f(t)

f(0)

πx2 dy = −π
∫ f(t)

f(0)

f−1(y)2 dy = −πt2e−t
2

+ 2π

∫ t

0

xe−x
2

dx

= −πt2e−t
2

− πe−t
2

+ π = π(1− (t2 + 1)e−t
2

).

9. (1) f(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t), g(t) =

√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t) の両辺の導関数を考えれば

f ′(t) =
f ′(t)f(t) + g′(t)g(t)√

f(t)2 + g(t)2
cos θ(t)− θ′(t)

√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t)

g′(t) =
f ′(t)f(t) + g′(t)g(t)√

f(t)2 + g(t)2
sin θ(t) + θ′(t)

√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t)

だから f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = θ′(t)(f(t)2 + g(t)2) である. 従って θ′(t) =
f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)

f(t)2 + g(t)2
が得られる.
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(2) 仮定から, 各 t ∈ [a, b] に対して f(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 cos θ, g(t) =

√
f(t)2 + g(t)2 sin θ を満たす θ ∈ [α, β]

が一通りに定まるため, ρ(θ) =
√
f(t)2 + g(t)2 であり, θ は t の関数と考えられる. このとき, 与えられた図形の面

積は (1)の結果から
1

2

∫ θ(b)

θ(a)

ρ(θ)2dθ =
1

2

∫ b

a

(f(t)2 + g(t)2)
dθ

dt
dt =

1

2

∫ b

a

(f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)) dt である.

10. (1) f(t) = (a− b) cos t+ b cos

(
a− b

b
t

)
, g(t) = (a− b) sin t− b sin

(
a− b

b
t

)
とおく.

f(t)2 + g(t)2 = (a− b)2 + b2 + 2b(a− b)

(
cos t cos

(
a− b

b
t

)
− sin t sin

(
a− b

b
t

))
= a2 − 2b(a− b)

(
1− cos

(a
b
t
))

より a2 − (f(t)2 + g(t)2) = 2b(a− b)
(
1− cos

(a
b
t
))

≧ 0 だから t が 0 から
2πb

a
まで動くとき, 与えられた曲線は

原点を中心とする半径が a の円の内側を点 A(0, a) から点 B
(
a cos

(
2πb
a

)
, a sin

(
2πb
a

))
まで動く.

g′(t) = (a− b)

(
cos t− cos

(
a− b

b
t

))
= 2(a− b) sin

( a
2b
t
)
sin

(
a− 2b

2b
t

)

であり, 0 < t <
2πb

a
ならば 0 <

a

2b
t < π, 0 <

a− 2b

2b
t <

π(a− 2b)

a
< π だから g′(t) > 0 となるため, g は区間[

0, 2πba
]
で単調に増加する. このことと g(0) = 0 より, 0 < t ≦ 2πb

a
ならば g(t) > 0 であることがわかる.

−1 ≦ f(t)√
f(t)2 + g(t)2

≦ 1 だから, 関数 θ :
[
0, 2πba

]
→ [0, π] を θ(t) = cos−1 f(t)√

f(t)2 + g(t)2
によって定義すれば

f(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t) が成り立つ. g(t) ≧ 0, 0 ≦ θ(t) ≦ π であることから, この等式を g(t) について解け

ば g(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t) が得られる. ここで 0 < t <

2πb

a
ならば, 問題 7の (1)の結果から

θ′(t) =
f ′(t)g(t)− f(t)g′(t)

f(t)2 + g(t)2
=

(a− b)(a− 2b)
(
1− cos

(
a
b t
))

f(t)2 + g(t)2
> 0

だから θ は狭義単調増加関数である. θ(0) = 0 であり, θ
(
2πb
a

)
=

2πb

a
だから θ :

[
0, 2πba

]
→
[
0, 2πba

]
は全単射であ

り, θ の逆関数 θ−1 :
[
0, 2πba

]
→
[
0, 2πba

]
も連続で,

(
0, 2πba

)
の各点で微分可能である. 故に t は θ の関数とみなせ

て, 与えられた曲線は極座標表示されるため, 原点 O を始点とする 2本の半直線 OA, OB と与えられた曲線で囲ま

れた部分の面積は, 問題 7の (2)の結果から

1

2

∫ 2πb
a

0

(f(t)g′(t)− f ′(t)g(t))dt =
1

2

∫ 2πb
a

0

(a− b)(a− 2b)
(
1− cos

(a
b
t
))
dt =

(a− b)(a− 2b)

2

[
t− b

a
sin
(a
b
t
)] 2πb

a

0

=
πb(a− b)(a− 2b)

a

である. 原点 O を始点とする 2本の半直線 OA, OB と円弧

x = a cos t

y = a sin t
(0 ≦ t ≦ 2πb

a ) で囲まれた扇形の面積は

πab だから, 求める図形の面積は πab− πb(a− b)(a− 2b)

a
=
πb2(3a− 2b)

a
である.

(2) f(t) = (a+ b) cos t− b cos

(
a+ b

b
t

)
, g(t) = (a+ b) sin t− b sin

(
a+ b

b
t

)
とおく.

f(t)2 + g(t)2 = (a+ b)2 + b2 − 2b(a+ b)

(
cos t cos

(
a+ b

b
t

)
+ sin t sin

(
a+ b

b
t

))
= a2 + 2b(a+ b)

(
1− cos

(a
b
t
))

より f(t)2 + g(t)2 − a2 = 2b(a+ b)
(
1− cos

(a
b
t
))

≧ 0 だから t が 0 から
2πb

a
まで動くとき, 与えられた曲線は原

点を中心とする半径が a の円の外側を点 A(0, a) から点 B
(
a cos

(
2πb
a

)
, a sin

(
2πb
a

))
まで動く.

g′(t) = (a+ b)

(
cos t− cos

(
a+ b

b
t

))
= 2(a+ b) sin

( a
2b
t
)
sin

(
a+ 2b

2b
t

)
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であり, t が 0 から
2πb

a
まで動くとき,

a

2b
t は 0 から π まで動き,

a+ 2b

2b
t は 0 から

π(a+ 2b)

a
まで動くため, 以下

の場合が考えられる.

(i) 0 < b ≦ a

2
の場合：π <

π(a+ 2b)

a
≦ 2πであり,区間

[
0, 2πb

a+2b

]
で gは単調に増加し,区間

[
2πb
a+2b ,

2πb
a

]
で gは単調

に減少する. g(0) = 0, g
(
2πb
a

)
= a sin

(
2πb
a

)
≧ 0だから, 区間 0 < t <

2πb

a
ならば g(t) > 0である. そこで関数

θ :
[
0, 2πba

]
→ [0, π] を θ(t) = cos−1 f(t)√

f(t)2 + g(t)2
によって定義すれば f(t) =

√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t) が成

り立つ. g(t) ≧ 0, 0 ≦ θ(t) ≦ π であることから,この等式を g(t)について解けば g(t) =
√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t)

が得られる.

(ii)
a

2
< b < a の場合：2π <

π(a+ 2b)

a
< 3π であり, 区間

[
0, 2πb

a+2b

]
と区間

[
4πb
a+2b ,

2πb
a

]
で g は単調に増加し, 区

間
[

2πb
a+2b ,

4πb
a+2b

]
で g は単調に減少する. また, π <

2πb

a
< 2π かつ

3π

4
<

3πb

a+ 2b
< π <

4πb

a+ 2b
<

4π

3
であり,

g

(
3πb

a+ 2b

)
= (a+ b) sin

(
3πb

a+ 2b

)
− b sin

(
3π − 3πb

a+ 2b

)
= a sin

(
3πb

a+ 2b

)
> 0

g

(
4πb

a+ 2b

)
= (a+ b) sin

(
4πb

a+ 2b

)
− b sin

(
4π − 4πb

a+ 2b

)
= (a+ 2b) sin

(
4πb

a+ 2b

)
< 0

だから, 上記の g の増減から g(t0) = 0 を満たす t0 ∈
(

3πb
a+2b ,

4πb
a+2b

)
がただ 1つ存在する. さらに g

(
2πb
a

)
=

a sin
(
2πb
a

)
< 0 だから, 区間

[
0, 2πba

]
において g(t) = 0 を満たす t は 0 と t0 のみで, 0 < t < t0 ならば

g(t) > 0, t0 < t ≦ 2πb

a
ならば g(t) < 0 が成り立つ. 一方,

f ′(t) = (a+ b)

(
− sin t+ sin

(
a+ b

b
t

))
= 2(a+ b) sin

( a
2b
t
)
cos

(
a+ 2b

2b
t

)
だから, f は区間

[
3πb
a+2b ,

4πb
a+2b

]
で f は単調に増加し,

f

(
4πb

a+ 2b

)
= (a+ b) cos

(
4πb

a+ 2b

)
− b cos

(
4π − 4πb

a+ 2b

)
= a cos

(
4πb

a+ 2b

)
< 0

だから f(t0) < f
(

4πb
a+2b

)
< 0 である. そこで関数 θ :

[
0, 2πba

]
→ [0, 2π] を

θ(t) =


cos−1 f(t)√

f(t)2 + g(t)2
0 ≦ t ≦ t0

2π − cos−1 f(t)√
f(t)2 + g(t)2

t0 ≦ t ≦ 2πb
a

によって定義すれば θ は連続であり, 0 ≦ t ≦ 2πb

a
に対して f(t) =

√
f(t)2 + g(t)2 cos θ(t) が成り立つ. この

等式の両辺を 2乗すれば g(t)2 = (f(t)2 + g(t)2) sin2 θ(t) が得られるが, 0 ≦ t ≦ t0 ならば 0 ≦ θ(t) ≦ π かつ

g(t) ≧ 0 であり, t0 ≦ t ≦ 2πb

a
ならば π ≦ θ(t) ≦ 2π かつ g(t) ≦ 0 だから, g(t) と sin2 θ(t) は同符号である

ことから, 0 ≦ t ≦ 2πb

a
に対して g(t) =

√
f(t)2 + g(t)2 sin θ(t) が成り立つ. 従って sin(π− θ(t)) = sin θ(t) =

g(t)√
f(t)2 + g(t)2

であり, θ(t0) = π だから t が t0 の近くで π − θ(t) = sin−1 g(t)√
f(t)2 + g(t)2

が成り立つため,

θ は t0 でも微分可能である.

ここで 0 < t <
2πb

a
ならば, 上記の (i), (ii)のどちらの場合でも問題 7の (1)の結果から

θ′(t) =
f ′(t)g(t)− f(t)g′(t)

f(t)2 + g(t)2
=

(a+ b)(a+ 2b)
(
1− cos

(
a
b t
))

f(t)2 + g(t)2
> 0
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だから θ は狭義単調増加関数である. θ(0) = 0 であり, θ
(
2πb
a

)
=

2πb

a
だから θ :

[
0, 2πba

]
→
[
0, 2πba

]
は全単射であ

り, θ の逆関数 θ−1 :
[
0, 2πba

]
→
[
0, 2πba

]
も連続で,

(
0, 2πba

)
の各点で微分可能である. 故に t は θ の関数とみなせ

て, 与えられた曲線は極座標表示されるため, 原点をO として, 2本の半直線 OA, OB と与えられた曲線で囲まれた

部分の面積は, 問題 7の (2)の結果から

1

2

∫ 2πb
a

0

(f(t)g′(t)− f ′(t)g(t))dt =
1

2

∫ 2πb
a

0

(a+ b)(a+ 2b)
(
1− cos

(a
b
t
))
dt

=
(a+ b)(a+ 2b)

2

[
t− b

a
sin
(a
b
t
)] 2πb

a

0

=
πb(a+ b)(a+ 2b)

a

である. 原点 O を始点とする 2本の半直線 OA, OB と円弧

x = a cos t

y = a sin t
(0 ≦ t ≦ 2πb

a ) で囲まれた扇形の面積は

πab だから, 求める図形の面積は
πb(a+ b)(a+ 2b)

a
− πab =

πb2(3a+ 2b)

a
である.

(3) 曲線 y2(2a − x) = x3 を C とする. C の第一象限に含まれる部分は y = x

√
x

2a− x
(0 ≦ x < 2a) と表さ

れるため, C と直線 x = 2a ではさまれた部分と第一象限の共通部分の面積は,

∫ 2a

0

x

√
x

2a− x
dx で与えられる.

t =

√
x

2a− x
とおけば, x =

2at2

1 + t2
, dx =

4at

(1 + t2)2
dt であり, x が 0 ≦ x < 2a の範囲を動けば, t は 0以上のすべて

の値をとるため,

∫ 2a

0

x

√
x

2a− x
dx =

∫ ∞

0

8a2t4

(1 + t2)3
dt であり, さらに t = tan θ とおけば, dt =

1

cos2 θ
dθ, 0 ≦ θ <

π

2

だから, 教科書の 91ページの公式より
∫ ∞

0

8a2t4

(1 + t2)3
dt =

∫ π
2

0

8a2 sin4 θ dθ = 8a2
3!!

4!!

π

2
=

3πa2

2
が得られる. (p, q) が

C 上の点ならば, (−p, q) も C 上の点だから, C は x軸に関して対称である. 従って C と直線 x = 2a ではさまれた

部分の面積は 3πa2 である.

(4) 曲線 x3 + y3 − 3axy = 0 を C とする. y 軸と C の交点は原点だけだから, 原点以外の C 上の点 (x, y) に

対し, t =
y

x
とおける. このとき y = tx だから, x3 + y3 − 3axy = 0 に代入すると, x(1 + t3) = 3at が得られる

ため, t ̸= −1 であり, x =
3at

1 + t3
, y =

3at2

1 + t3
が得られる. 上式は t = 0 の場合, (x, y) は原点を表すため, C は

t を媒介変数として

x = 3at
1+t3

y = 3at2

1+t3

(t ̸= −1) で表される. 原点を中心とする
π

4
の回転によって C が写される曲線

を C ′ とすれば, C ′ は

x = 3at(1−t)√
2(1+t3)

y = 3at√
2(1−t+t2)

(t ̸= −1) によって媒介変数表示される. また, 原点を中心とする
π

4
の

回転によって直線 x + y + a = 0 は直線 y = − a√
2
に写されるため, C の第 2象限と第 4象限にある部分と直線

x + y + a = 0 ではさまれた部分の面積は C ′ の第 3象限と第 4象限にある部分と直線 y = − a√
2
ではさまれた部

分の面積に等しい. C は直線 y = x に関して対称だから, C ′ は y軸に関して対称である. C ′ の点 (x, y) が第 4象

限にあるのは, 対応する t が t < −1 を満たす場合であり, t → −∞ のとき x → +0, t → −1 − 0 のとき x → ∞

だから C ′ の第 4象限の部分と y 軸と直線 y = − a√
2
で囲まれた部分の面積は,

dx

dt
=

3a(1− 2t− 2t3 + t4)√
2(1 + t3)2

より∫ ∞

0

(
y −

(
− a√

2

))
dx =

∫ −1

−∞

(
3at√

2(1− t+ t2)
+

a√
2

)
dx

dt
dt =

∫ −1

−∞

3a2(1− 2t− 2t3 + t4)

2(1− t+ t2)3
dt · · · (∗) で与えられ

る. ここで, 1 − 2t − 2t3 + t4 = (t2 − t − 2)(t2 − t + 1) − 3t + 3 より
1− 2t− 2t3 + t4

(1− t+ t2)3
=

t2 − t− 2

(1− t+ t2)2
+

−3t+ 3

(1− t+ t2)3
=

1(
t− 1

2

)2
+ 3

4

− 3((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)2 +
3

2
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)3 −
3
(
t− 1

2

)((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)3 であり, 教科書の問 3.10
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の結果から
∫

3

2
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)3 dt = 2t− 1

4(t2 − t+ 1)2
+

2t− 1

2(t2 − t+ 1)
+

2√
3
tan−1 2t− 1√

3
,

∫
3((

t− 1
2

)2
+ 3

4

)2 dt =
2t− 1

t2 − t+ 1
+

4√
3
tan−1 2t− 1√

3
より (∗) =

∫ −1

−∞

3a2

2
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

) dt− ∫ −1

−∞

9a2

2
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)2 dt+
∫ −1

−∞

9a2

4
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)3 dt− ∫ −1

−∞

9a2
(
t− 1

2

)
2!
((
t− 1

2

)2
+ 3

4

)3 dt = [ 3a2(t+ 1)

4(t2 − t+ 1)2
− 3a2(2t− 1)

4(t2 − t+ 1)

]−1

−∞
=

3a2

4
が得られる.

故に, C ′ の対称性から求める面積は
3a2

2
である.
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微積分学 I 演習問題 第15回 微分方程式

1. 以下の微分方程式の一般解を求めよ. ただし (7), (8), (10)の a は 0でないとする.

(1)
dy

dx
= xn(1 + y2) (2)

dy

dx
= ry

(
1− y

K

)
(3)

dy

dx
= cosx(y − a) (4)

dy

dx
=
y2 + y

x

(5)
dy

dx
= −1 + y

1 + x
(6)

dy

dx
= (sinx)y (7)

dy

dx
= b2 − a2y2 (8)

dy

dx
=
ax(1 + y2)

y(1 + x2)

(9)
dy

dx
=

1 + y2

1 + x2
(10)

dy

dx
= axmyn (11)

dy

dx
= −(tanx)y (12)

dy

dx
=

(
1 + y

1 + x

)2

2. 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

(1)
dy

dx
=
x+ y

x
(2)

dy

dx
=
x2 + xy + y2

x2
(3)

dy

dx
=
x2 + y2

xy
(4)

dy

dx
=
xy + y2

x2 + y2

(5)
dy

dx
= (x+ y)2 (6)

dy

dx
= (4x+ y + 1)2

3. 以下の微分方程式の一般解を求めよ. ただし (16)の α はつねに正の値をとる関数とする.

(1)
dy

dx
= 2xy + x (2)

dy

dx
= y + sinx (3)

dy

dx
=

y

x+ 1
+ x+ 1 (4)

dy

dx
= −y

x
+ sinx

(5)
dy

dx
= 2y + x (6)

dy

dx
= 2y + x2 (7)

dy

dx
= −y + cosx (8)

dy

dx
= − 2x

x2 + 1
y + cosx

(9)
dy

dx
=

−y + x

x+ 1
(10)

dy

dx
= xy + x (11)

dy

dx
=

2x− 1

x2
y + 1 (12)

dy

dx
= −2xy + 2x2 + 1

(13)
dy

dx
=
xy + 1

x2 + 1
(14)

dy

dx
=
y

x
− 1 (15)

dy

dx
=
n

x
y + xnex (16)

dy

dx
=
α′(x)

α(x)
y + kα(x)

4. 微分方程式 3
d2y

dx2
d4y

dx4
= 5

(
dy3

dx3

)2

の一般解を求めよ.

5. 以下の微分方程式の解のマクローリン展開の 6次の項まで求めよ.

(1) (1− x)
d2y

dx2
+ y = 0 (2)

d2y

dx2
+ (sinx)y = 0 (3)

d2y

dx2
− a(x+ b)y = 0

6. 以下の微分方程式の解のマクローリン展開を求めよ. ただし k は 0以上の整数とする.

(1)
dy

dx
= 2y + 1 (2) (x+ 1)

dy

dx
= 2xy + x (3) (x+ 1)

dy

dx
= y + x+ 1

(4)
dy

dx
= y + x(x+ 1) (5)

(
1− x2

2

)
d2y

dx2
+ x

dy

dx
− y = 0 (6) (1 + x2)

d2y

dx2
− x

dy

dx
+ (a+ 1)y = 0

(7)
d2y

dx2
+ xky = 0 (8)

d2y

dx2
− x

dy

dx
+ ay = 0 (9) (x2 − 1)

d2y

dx2
+ 2x

dy

dx
+ 2ay = 0

7. (発展問題) 関数 f : [0,∞) → R は連続な導関数をもち, つねに 0以上の値をとるとする. 正の実数 t に対し, x

軸, y軸, 直線 x = t と f のグラフによって囲まれた部分の面積を S(t) とし, 点 (0, f(0)) から (t, f(t)) までの曲線

y = f(x) の長さを L(t) とする. 任意の正の実数 t に対して
S(t)

L(t)
が一定の値 a であるとき, 関数 f を求めよ.
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第 15回の演習問題の解答

1. (1) 与えられた方程式の両辺に
1

y2 + 1
をかければ

1

y2 + 1

dy

dx
= xn が得られる. この両辺を x で積分すれば∫

1

y2 + 1

dy

dx
dx =

∫
xn dx となり, 左辺は

∫
1

y2 + 1
dy = tan−1 y, 右辺は n ̸= −1 ならば

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C,

n = −1 ならば
∫
xn dx = log |x|+ C となるため, tan−1 y =

xn+1

n+ 1
+C (n ̸= −1), tan−1 y = log |x|+C (n = −1)

が成り立つ. 従って n ̸= −1 ならば y = tan

(
xn+1

n+ 1
+ C

)
, n = −1 ならば y = tan(log |x|+ C) が求める解である.

(2)つねに値が 0である定数値関数と,つねに値がK である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外

の解を求めるために与えられた方程式の両辺に
K

y(K − y)
をかければ

K

y(K − y)

dy

dx
= rが得られる. この両辺を xで積

分すれば
∫

K

y(K − y)

dy

dx
dx =

∫
r dxとなり,左辺は

∫
K

y(K − y)
dy =

∫ (
1

y
− 1

y −K

)
dy = log |y| − log |y −K|,

右辺は
∫
r dx = rx+ C となるため, log

∣∣∣∣ y

y −K

∣∣∣∣ = rx+ C が成り立つ. 従って

∣∣∣∣ y

y −K

∣∣∣∣ = erx+C だから, ±eC を

改めて C とおけば
y

y −K
= Cerx が得られ, y について解けば, 解 y =

CKerx

Cerx − 1
=

CK

C − e−rx
が得られる.

(3)つねに値が aである定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求めるために与えられた方程

式の両辺に
1

y − a
をかければ

1

y − a

dy

dx
= cosxが得られる. この両辺を xで積分すれば

∫
1

y − a

dy

dx
dx =

∫
cosx dx

となり, 左辺は
∫

1

y − a
dy = log |y − a|, 右辺は

∫
cosx dx = sinx+ C となるため, log |y − a| = sinx+C が成り

立つ. 従って |y − a| = esin x+C だから, ±eC を改めて C とおいて y = Cesin x + a が求める解である.

(4)つねに値が 0である定数値関数と,つねに値が −1である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以

外の解を求めるために与えられた方程式の両辺に
1

y(y + 1)
をかければ

1

y(y + 1)

dy

dx
=

1

x
が得られる. この両辺を xで

積分すれば
∫

1

y(y + 1)

dy

dx
dx =

∫
1

x
dx となり, 左辺は

∫
1

y(y + 1)
dy =

∫ (
1

y
− 1

y + 1

)
dy = log |y| − log |y + 1|,

右辺は
∫

1

x
dx = log |x|+ C となるため, log

∣∣∣∣ y

y + 1

∣∣∣∣ = log |x| + C が成り立つ. 従って

∣∣∣∣ y

y + 1

∣∣∣∣ = eC |x| だから,

±eC を改めて C とおけば
y

y + 1
= Cx が得られ, y について解けば, 解 y =

Cx

1− Cx
が得られる.

(5)つねに値が −1である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求めるために与えられた方

程式の両辺に
1

1 + y
をかければ

1

1 + y

dy

dx
=

−1

1 + x
が得られる. この両辺をxで積分すれば

∫
1

y + 1

dy

dx
dx =

∫
−1

1 + x
dx

となり,左辺は
∫

1

y + 1
dy = log |1 + y|,右辺は

∫
−1

1 + x
dx = − log(1 + x) + C となるため, log |1+y| = − log |1+

x|+C が成り立つ. 従って |1+y| = eC

|1 + x|
だから, ±eC を改めて C とおけば 1+y =

C

1 + x
が得られ, y =

C

1 + x
−1

が求める解である.

(6) つねに値が 0 である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求めるために与えられた

方程式の両辺に
1

y
をかければ

1

y

dy

dx
= sinx が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
1

y

dy

dx
dx =

∫
sinx dx とな

り, 左辺は
∫

1

y
dy = log |y|, 右辺は

∫
sinx dx = − cosx+ C となるため, log |y| = − cosx + C が成り立つ. 従っ

て |y| = e− cos x+C だから, ±eC を改めて C とおいて y = Ce− cos x が求める解である.

(7) つねに値が
b

a
である定数値関数と, つねに値が − b

a
である定数値関数は与えられた微分方程式の解である.

それ以外の解を求めるために与えられた方程式の両辺に
1

b2 − a2y2
をかければ

1

b2 − a2y2
dy

dx
= 1 が得られる. こ

の両辺を x で積分すれば
∫

1

b2 − a2y2
dy

dx
dx =

∫
dx となり, 左辺は b = 0 ならば

∫
1

−a2y2
dy =

1

a2y
, b ̸= 0 な

らば
∫

1

b2 − a2y2
dy =

∫
1

2b

(
1

ay + b
− 1

ay − b

)
dy =

log |ay + b| − log |ay − b|
2ab

, 右辺は
∫
dx = x+ C となるた
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め, b = 0 ならば y =
1

a2(x+ C)
が求める解であり, b ̸= 0 ならば log

∣∣∣∣ay + b

ay − b

∣∣∣∣ = 2ab(x + C) が成り立つ. 従っ

て

∣∣∣∣ay + b

ay − b

∣∣∣∣ = e2ab(x+C) だから, ±e2abC を改めて C とおけば
ay + b

ay − b
= Ce2abx が得られ, y について解けば, 解

y =
b(Ce2abx + 1)

a(Ce2abx − 1)
が得られる.

(8) 与えられた方程式の両辺に
2y

y2 + 1
をかければ

2y

y2 + 1

dy

dx
=

2ax

x2 + 1
が得られる. この両辺を x で積分すれば∫

2y

y2 + 1

dy

dx
dx =

∫
2ax

x2 + 1
dx となり, 左辺は

∫
2y

y2 + 1
dy = log(y2 + 1), 右辺は∫

2ax

x2 + 1
dx = a log(x2 + 1) + C となるため, log(y2 + 1) = a log(x2 + 1) + C が成り立つ. 従って

y2 + 1 = ea log(x2+1)+C = eCea log(x2+1) = eCelog(x
2+1)a = eC(x2 + 1)a

だから eC を改めて C とおいて y2 = C(x2 + 1)a − 1 を得る. 従って求める解は y =
√
C(x2 + 1)a − 1 または

y = −
√
C(x2 + 1)a − 1 である.

(9) 与えられた方程式の両辺に
1

y2 + 1
をかければ

1

y2 + 1

dy

dx
=

1

x2 + 1
が得られる. この両辺を x で積分すれ

ば
∫

1

y2 + 1

dy

dx
dx =

∫
1

x2 + 1
dx となり, 左辺は

∫
1

y2 + 1
dy = tan−1 y, 右辺は

∫
1

x2 + 1
dx = tan−1 x+ C とな

るため, tan−1 y = tan−1 x+ C が成り立つ. 従って y = tan(tan−1 x+ C) が求める解である.

(10) n > 0 の場合は, つねに値が 0 である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求

めるために与えられた方程式の両辺に
1

yn
をかければ

1

yn
dy

dx
= axm が得られる. この両辺を x で積分すれば∫

1

yn
dy

dx
dx =

∫
axm dx となり, 左辺は n ̸= 1 ならば

∫
1

yn
dy =

y1−n

1− n
, n = 1 ならば

∫
1

y
dy = log |y| となり,

右辺は m ̸= −1 ならば
∫
axm dx =

xm+1

m+ 1
+ C, m = −1 ならば

∫
a

x
dx = a log |x|+ C となるため, m ̸= −1

かつ n ̸= 1 の場合は
y1−n

1− n
=

xm+1

m+ 1
+ C より, y =

(
1− n

1 +m
xm+1 + C

) 1
1−n

, m = −1 かつ n ̸= 1 の場合は

y1−n

1− n
= log |x|+C より, y = ((1− n) log |x|+ C)

1
1−n , m ̸= −1 かつ n = 1 の場合は log |y| = xm+1

m+ 1
+C より, eC

を改めて C とおけば y = Ce
xm+1

m+1 , m = −1 かつ n = 1 の場合は log |y| = a log |x| + C より |y| = eC |x|a だから
±eC を改めて C とおけば y = C|x|a が求める解である.

(11) つねに値が 0 である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求めるために与えられた

方程式の両辺に
1

y
をかければ

1

y

dy

dx
= − tanx が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
1

y

dy

dx
dx =

∫
(− tanx) dx

となり, 左辺は
∫

1

y
dy = log |y|, 右辺は

∫
(− tanx) dx = log cosx+ C となるため, log |y| = log cosx+ C が成り

立つ. 従って |y| = elog cos x+C だから, ±eC を改めて C とおいて y = C cosx が求める解である.

(12) つねに値が −1 である定数値関数は与えられた微分方程式の解である. それ以外の解を求めるために与

えられた方程式の両辺に
1

(1 + y)2
をかければ

1

(1 + y)2
dy

dx
=

1

(1 + x)2
が得られる. この両辺を x で積分すれば∫

1

(y + 1)2
dy

dx
dx =

∫
1

(1 + x)2
dx となり, 左辺は

∫
1

(y + 1)2
dy = − 1

1 + y
, 右辺は

∫
1

(1 + x)2
dx = − 1

1 + x
− C

となるため, − 1

1 + y
= − 1

1 + x
− C が成り立つ. 従って 1 + y =

1 + x

1− C(1 + x)
だから, y =

C + (C + 1)x

1− C(1 + x)
が求め

る解である.

2. (1) z =
y

x
とおけば y = xz だから

dy

dx
= z + x

dz

dx
である. これを与えられた方程式に代入すれば, z +

x
dz

dx
= 1 + z より

dz

dx
=

1

x
が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
dz

dx
dx =

∫
1

x
dx となり, 左辺は z, 右辺は∫

1

x
dx = log |x|+ C となるため, z = log |x|+C が成り立つ. 従って

y

x
= log |x|+C だから, y = x(log x+C) が
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求める解である.

(2) z =
y

x
とおけば y = xz だから

dy

dx
= z + x

dz

dx
である. これを与えられた方程式に代入すれば, z + x

dz

dx
=

1 + z + z2 より
1

1 + z2
dz

dx
=

1

x
が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
1

1 + z2
dz

dx
dx =

∫
1

x
dx となり, 左辺

は
∫

1

1 + z2
dz = tan−1 z, 右辺は

∫
1

x
dx = log |x|+ C となるため, tan−1 z = log |x| + C が成り立つ. 従って

y

x
= z = tan−1(log |x|+ C) だから, y = x tan−1(log |x|+ C) が求める解である.

(3) z =
y

x
とおけば y = xz だから

dy

dx
= z+x

dz

dx
である. これを与えられた方程式に代入すれば, z+x

dz

dx
=

1

z
+z

より 2z
dz

dx
=

2

x
が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
2z
dz

dx
dx =

∫
2

x
dx となり, 左辺は

∫
2z dz = z2, 右辺

は
∫

2

x
dx = 2 log |x|+ C となるため, z2 = 2 log |x| + C が成り立つ. 従って

y

x
= z = ±

√
2 log |x|+ C だから,

y = x
√
log x+ C, y = −x

√
log x+ C が求める解である.

(4) z =
y

x
とおけば y = xz · · · (i) だから dy

dx
= z + x

dz

dx
· · · (ii) である. (i), (ii) を与えられた方程式に代入すれ

ば
1 + z2

z2 − z3
dz

dx
=

1

x
· · · (ii) が得られる.

1 + z2

z2 − z3
=
a

z
+

b

z2
+

c

z − 1
とおけば, この右辺は

−(a+ c)z2 + (a− b)z + b

z2 − z3

に等しいため, a = b = 1, c = −2 だから
∫

1 + z2

z2 − z3
dz =

∫ (
1

z
+

1

z2
− 2

z − 1

)
dz = log |z| − 1

z
− 2 log |z − 1|. 故

に (iii)の両辺を x で積分すれば, C を任意の定数として, log |z| − 1

z
− 2 log |z − 1| = log |x|+C が得られる. この

等式に z =
y

x
を代入すれば, 与えられた微分方程式の解は, C を任意の定数として, log |y| − x

y
− 2 log |y − x| = C

から定まる陰関数であることがわかる.

(5) z = x + y とおけば y = z − x だから
dy

dx
=

dz

dx
− 1 である. これを与えられた方程式に代入すれば,

dz

dx
− 1 = z2 より

1

1 + z2
dz

dx
= 1 が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
1

1 + z2
dz

dx
dx =

∫
dx となり, 左辺

は
∫

1

1 + z2
dz = tan−1 z, 右辺は

∫
dx = x+ C となるため, tan−1 z = x + C が成り立つ. 従って x + y = z =

tan(x+ C) だから, y = tan(x+ C)− x が求める解である.

(6) z = 4x + y + 1 とおけば y = z − 4x − 1 だから
dy

dx
=

dz

dx
− 4 である. これを与えられた方程式に代入

すれば,
dz

dx
− 4 = z2 より

1

4 + z2
dz

dx
= 1 が得られる. この両辺を x で積分すれば

∫
2

4 + z2
dz

dx
dx =

∫
2dx と

なり, 左辺は
∫

2

4 + z2
dz = tan−1 z

2
, 右辺は

∫
dx = x+ C となるため, tan−1 z

2
= x + C が成り立つ. 従って

4x+ y + 1 = z = 2 tan(x+ C) だから, y = 2 tan(x+ C)− 4x− 1 が求める解である.

3. (1)

∫
2x dx = x2,

∫
xe−x

2

dx = −1

2
e−x

2

より, 求める解は y = ex
2

(
−1

2
e2x + C

)
= Cex

2 − 1

2
である.

(2)

∫
dx = x,

∫
e−x sinx dx = −1

2
e−x(sinx+ cosx) より, 求める解は y = ex

(
−1

2
e−x(sinx+ cosx) + C

)
=

Cex − 1

2
(sinx+ cosx) である.

(3)

∫
1

x+ 1
dx = log |1 + x|,

∫
e− log |1+x|(x+ 1) dx =

∫
1 + x

|1 + x|
dx = |1 + x| より, 求める解は

y = elog |1+x|(|1 + x|+ C) = (1 + x)2 + C|1 + x| である.

(4)

∫
−1

x
dx = − log |x|,

∫
elog |x| sinx dx =

∫
|x| sinx dx =

sinx− x cosx x ≧ 0

− sinx+ x cosx x ≦ 0
であり,

e− log |x| =

 1
x x > 0

− 1
x x < 0

であることに注意すれば, 求める解は y =
sinx− x cosx+ C

x
である.

(5)

∫
2dx = 2x,

∫
xe−2x dx = −x

2
e−2x − 1

4
e−2x より, 求める解は
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y = e2x
(
−x
2
e−2x − 1

4
e−2x + C

)
= Ce2x − x

2
− 1

4
である.

(6)

∫
2dx = 2x,

∫
x2e−2x dx = −x

2

2
e−2x − x

2
e−2x − 1

4
e−2x より, 求める解は

y = e2x
(
−x

2

2
e−2x − x

2
e−2x − 1

4
e−2x + C

)
= Ce2x − x2

2
− x

2
− 1

4
である.

(7)

∫
(−1)dx = −x,

∫
ex cosx dx =

ex

2
(cosx+ sinx) より, 求める解は

y = e−x
(
ex

2
(cosx+ sinx) + C

)
= Ce−x − 1

2
(cosx+ sinx) である.

(8)

∫ (
− 2x

x2 + 1

)
dx = − log(1 + x2),

∫
elog(1+x

2) cosx dx =

∫
(1 + x2) cosx dx = (x2 − 1) sinx+ 2x cosx よ

り, 求める解は y = e− log(1+x2)
(
(x2 − 1) sinx+ 2x cosx+ C

)
=

C

1 + x2
+

(x2 − 1) sinx+ 2x cosx

1 + x2
である.

(9)

∫ (
− 1

x+ 1

)
dx = − log |1 + x|,

∫
xelog |x+1|

x+ 1
dx =

∫
x|x+ 1|
x+ 1

dx =
1

2
(x− 1)|x+ 1| より, 求める解は

y = e− log |1+x|
(
1

2
(x− 1)|x+ 1|+ C

)
=

C

|1 + x|
+

1

2
(x− 1) である.

(10)

∫
x dx =

x2

2
,

∫
xe−

x2

2 dx = −e− x2

2 より, 求める解は y = e
x2

2

(
−e− x2

2 + C
)
= Ce

x2

2 − 1 である.

(11)

∫
2x− 1

x2
dx = 2 log |x|+ 1

x
,

∫
e−2 log |x|− 1

x dx =

∫
1

x2
e−

1
x dx = e−

1
x より, 求める解は

y = e2 log |x|+ 1
x

(
e−

1
x + C

)
= Cx2e

1
x + x2 である.

(12)

∫
(−2x) dx = −x2,

∫
ex

2

(2x2 + 1)dx = xex
2

より, 求める解は y = e−x
2
(
xex

2

+ C
)
= Ce−x

2

+ x である.

(13)

∫
x

x2 + 1
dx =

1

2
log(x2 + 1)であり, x = tan θと変数変換を行えば,

∫
e−

1
2 log(x2+1)

x2 + 1
dx =

∫
(x2 + 1)−

3
2 dx =∫

(tan2 θ + 1))−
3
2

1

cos2 θ
dθ =

∫
cos θ dθ = sin θ = tan θ cos θ =

x√
x2 + 1

より, 求める解は

y = e
1
2 log(x2+1)

(
x√

x2 + 1
+ C

)
= C

√
x2 + 1 + x である.

(14)

∫
1

x
dx = log |x|,

∫ (
−e− log |x|

)
dx = −

∫
1

|x|
dx =

− log |x| x > 0

log |x| x < 0
より, elog |x| =

x x > 0

−x x < 0
であ

ることに注意すれば, 求める解は y = −x log |x|+ C|x| である.

(15)

∫
n

x
dx = n log |x|,

∫
e−n log |x|xnexdx =

ex x > 0

−ex x < 0
より, en log |x| = |x|n =

xn x > 0

(−x)n x < 0
であるこ

とに注意すれば, 求める解は y =

Cxn + xnex x > 0

C(−x)n − (−x)nex x < 0
である.

(16)

∫
α′(x)

α(x)
dx = logα(x),

∫
e− logα(x)kα(x) dx =

∫
k dx = kx より, 求める解は

y = elogα(x)(kx+ C) = α(x)(kx+ C) である.

4. z =
d2y

dx2
とおけば z は 3z

d2z

dx2
= 5

(
dz

dx

)2

を満たす. z が定数値関数の場合は, 上の方程式の解である.

z が定数値関数の場合でない場合, 上の方程式の両辺を z
dz

dx
で割った方程式

3
dz
dx

d2z

dx2
=

5

z

dz

dx
の両辺を積分すれば

3 log

∣∣∣∣dzdx
∣∣∣∣ = 5 log |z|+cとなり dz

dx
= Az

5
3 という形になる. さらに

1

z
5
3

dz

dx
= Aの両辺を積分すれば− 3

2z
2
3

= Ax+B

が得られ, 任意定数を置き換えれば
d2y

dx2
= z = ±(ax + b)−

3
2 となる. a = 0 の場合は y は x の 2次関数であり,

a ̸= 0 の場合は
dy

dx
= ± 2

a
√
ax+ b

+ c, y = ±4
√
ax+ b

a2
+ cx+ d が得られる. 以上から, 与えられた微分方程式の解
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は 2次関数 ax2 + bx+ c であるか,
√
ax+ b+ cx+ d または −

√
ax+ b+ cx+ d という形の関数である.

5. 与えられた微分方程式の解のマクローリン展開を y =
∞∑
n=0

anx
n とおけば, 以下の等式が成り立つ.

dy

dx
=

∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n · · · (i), d2y

dx2
=

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n · · · (ii)

(1) y =
∞∑
n=0

anx
n と (ii)を与えられた方程式に代入して, (1−x)

∞∑
n=0

(n+1)(n+2)an+2x
n+

∞∑
n=0

anx
n = 0 が成り

立つように an を定めればよい. 上式の左辺は 2a2 + a0 +
∞∑
n=1

((n+1)(n+2)an+2 −n(n+1)an+1 + an)x
n に等しい

ため, 2a2+a0 = 0, (n+1)(n+2)an+2−n(n+1)an+1+an = 0 (n ≧ 1) が得られる. 従って a0 = α, a1 = β とおけ

ば, a2 = −α
2
, an+2 =

n(n+ 1)an+1 − an
(n+ 1)(n+ 2)

より, a3 = −α
6
− β

6
, a4 = − α

24
− β

12
, a5 = − α

60
− β

24
, a6 = − 7α

720
− β

40
が得られる. 故に 与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

(
1− x2

2
− x3

6
− x4

24
− x5

60
− 7x6

720
− · · ·

)
+ β

(
x− x3

6
− x4

12
− x5

24
− x6

40
− · · ·

)

(2) sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, y =

∞∑
n=0

anx
n と (ii)を与えられた方程式に代入して,

∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)an+2x
n +

( ∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1

)( ∞∑
n=0

anx
n

)
= 0 が成り立つように an を定めればよい. 上式

の左辺は 2a2 +
∞∑
n=1

(n+ 1)(n+ 2)an+2 +
[n−1

2 ]∑
i=0

(−1)ian−2i−1

(2i+ 1)!

xn に等しいため, a2 = 0 であり n ≧ 1 ならば

an+2 =
[n−1

2 ]∑
i=0

(−1)i+1an−2i−1

(n+ 1)(n+ 2)(2i+ 1)!
が成り立つ. a0 = α, a1 = β とおけば, a3 = −α

6
, a4 = − β

12
, a5 =

α

120
,

a6 =
α

180
+

β

180
だから, 与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

(
1− x3

6
− x5

120
+

x6

180
+ · · ·

)
+ β

(
x− x4

12
+

x6

180
+ · · ·

)
(3) y =

∞∑
n=0

anx
n と (ii)を与えられた方程式に代入して,

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n − a(x+ b)

∞∑
n=0

anx
n = 0 が成

り立つように an を定めればよい. 上式の左辺は 2a2 − aba0 +
∞∑
n=1

((n+ 1)(n+ 2)an+2 − aan−1 − aban)x
n に等し

いため, 2a2 − ba0 = 0, an+2 =
aan−1 + aban
(n+ 1)(n+ 2)

(n ≧ 1) が得られる. a0 = α, a1 = β とおけば, a2 =
αab

2
であり,

a3 =
αa

6
+
βab

6
, a4 =

αa2b2

24
+
βa

12
, a5 =

αa2b

30
+
βa2b2

120
, a6 =

α(4a2 + a3b3)

720
+
βa2b

120
だから, 与えられた方程式の

解のマクローリン展開は以下でで与えられる.

y = α

(
1+

ab

2
x2+

a

6
x3+

a2b2

24
x4+

a2b

30
x5+

4a2+a3b3

720
x6+· · ·

)
+β

(
x+

ab

6
x3+

βa2b2

120
x4+

a2b2

120
x5+

a2b

120
x6+· · ·

)

6. 与えられた微分方程式の解のマクローリン展開を y =
∞∑
n=0

anx
n とおけば, 以下の等式が成り立つ.

dy

dx
=

∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n · · · (i), d2y

dx2
=

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n · · · (ii)

(1) y =
∞∑
n=0

anx
n と (i)を与えられた方程式に代入して,

∞∑
n=0

(n + 1)an+1x
n −

∞∑
n=0

2anx
n = 1 が成り立つよう

に an を定めればよい. 上式の左辺は
∞∑
n=0

((n + 1)an+1 − 2an)x
n に等しいため, 両辺の xn の係数を比較すれば,
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a1 − 2a0 = 1, (n + 1)an+1 − 2an = 0 (n ≧ 1) が得られる. 従って a1 = c とおけば, a0 =
c− 1

2
, an+1 =

2

n+ 1
an

(n ≧ 1) だから an =
2

n
an−1 =

2

n

2

n− 1
an−2 = · · · = 2n−1

n!
a1 =

2n−1c

n!
が得られる. 以上から解のマクローリン展

開は
c− 1

2
+

∞∑
n=1

2n−1c

n!
xn で与えられる.

(2) 与えられた方程式の両辺を x + 1 で割れば
dy

dx
=

2x

x+ 1
y +

x

x+ 1
だから,

∫
2x

x+ 1
dx = 2x− 2 log |x+ 1|,∫

e−2x+2 log |x+1| x

x+ 1
dx =

∫
e−2x(x2 + x) dx = −1

2
e−2x(x2 + x)− 1

4
e−2x(2x+ 1)− 1

4
e−2x = −e

−2x

2
(x+ 1)2 よ

り, 求める解は y = e2x−2 log |x+1|
(
−e

−2x

2
(x+ 1)2 + C

)
=

Ce2x

(x+ 1)2
− 1

2
である. ここで, e2x =

∞∑
n=0

2n

n!
xn,

1

(x+ 1)2
=

∞∑
n=0

(
−2

n

)
xn =

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)xn だから, 上で得た解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = C

( ∞∑
i=0

2i

i!
xi
)( ∞∑

j=0

(−1)j(j + 1)xj

)
− 1

2
= C − 1

2
+ C

∞∑
n=1

(
n∑
i=0

2i

i!
(−1)n−i(n− i+ 1)

)
xn

(3)与えられた方程式の両辺を x+1で割れば
dy

dx
=

1

x+ 1
y+1だから,

∫
1

x+ 1
dx = log |x+ 1|,

∫
e− log |x+1| dx =∫

1

|x+ 1|
dx = log(x+ 1) (x > −1) より, 求める解は x > −1 の範囲では y = elog |x+1|(log(x + 1) + C) =

C(x+1)+ (x+1) log(x+1) で与えられる. ここで, log(x+1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn だから, 上で得た解のマクローリ

ン展開は y = C(x+ 1) + (x+ 1)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn = C + (C + 1)x+

∞∑
n=2

(−1)n

n(n− 1)
xn で与えられる.

(4)

∫
dx = x,

∫
e−xx(x+ 1) dx = −e−x(x2 + x)− e−x(2x+ 1)− 2e−x = −e−x(x2 + 3x+ 3) より, 求める解は

y = ex(−e−x(x2 + 3x+ 3) +C) = Cex − x2 − 3x− 3 である. ここで, ex =
∞∑
n=0

xn

n!
だから, 上で得た解のマクロー

リン展開は y = C
∞∑
n=0

xn

n!
− x2 − 3x− 3 = C − 3 + (C − 3)x+

(
C

2
− 1

)
x2 +

∞∑
n=3

xn

n!
で与えられる.

(5) y =
∞∑
n=0

anx
n と (i), (ii)を与えられた方程式に代入して,

(
1− x2

2

) ∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n + x

∞∑
n=1

nanx
n−1 −

∞∑
n=0

anx
n = 0

が成り立つように an を定めればよい. 上式の左辺は −a0+2a2+6a3x+
∞∑
n=2

((n+1)(n+2)an+2−
1

2
(n−2)(n−1)an)x

n

に等しいため, −a0 +2a2 = 6a3 = 0, (n+1)(n+2)an+2 −
1

2
(n− 2)(n− 1)an = 0 (n ≧ 2) が得られる. a3 = 0 であ

り, n ≧ 2 ならば an+2 =
(n− 2)(n− 1)

2(n+ 1)(n+ 2)
an だから, a4 = 0 が得られ, 帰納的に n ≧ 3 ならば an = 0 であること

が示される. 従って与えられた方程式の解のマクローリン展開は, a0 = α, a1 = β とおけば, y = α

(
1 +

x2

2

)
+ βx

で与えられる.

(6) y =
∞∑
n=0

anx
n と (i), (ii)を与えられた方程式に代入して,

(1 + x2)

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n − x

∞∑
n=1

nanx
n−1 + (a+ 1)

∞∑
n=0

anx
n = 0

が成り立つように an を定めればよい. 上式の左辺は

4a0 + 2a2 + (3a1 + 6a3)x+

∞∑
n=2

((n+ 1)(n+ 2)an+2 + ((n− 1)2 + a)an)x
n
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に等しいため, 4a0 + 2a2 = 3a1 + 6a3 = 0, (n+ 1)(n+ 2)an+2 + ((n− 1)2 + a)an = 0 (n ≧ 2) が得られる. a0 = α,

a1 = β とおけば, a2 = −2α, a3 = −β
2
であり, an+2 = − (n− 1)2 + a

(n+ 1)(n+ 2)
an だから,

a2n = − (2n− 3)2 + a

(2n)(2n− 1)
a2(n−1) = (−1)2

((2n− 3)2 + a)((2n− 5)2 + a)

(2n)(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)
a2(n−2) = · · ·

= (−1)n−1

n−1∏
i=1

((2n− 2i− 1)2 + a)

(2n)(2n− 1) · · · 4·3
a2 =

4α(−1)n

(2n)!

n−1∏
i=1

((2i− 1)2 + a)

a2n+1 = − (2n− 2)2 + a

(2n+ 1)(2n)
a2(n−1)+1 = (−1)2

((2n− 2)2 + a)((2n− 4)2 + a)

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)(2n− 2)
a2(n−2)+1 = · · ·

= (−1)n−1

n−1∏
i=1

((2n− 2i)2 + a)

(2n+ 1)(2n) · · · 5·4
a3 =

3β(−1)n

(2n+ 1)!

n−1∏
i=1

((2i)2 + a)

が成り立つ. 従って与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

(
1− 2x2 +

∞∑
n=2

(
4(−1)n

(2n)!

n−1∏
i=1

((2i− 1)2 + a)

)
x2n

)
+ β

(
x− 1

2
x3 +

∞∑
n=2

(
3(−1)n

(2n+ 1)!

n−1∏
i=1

((2i)2 + a)

)
x2n+1

)

(7) y =
∞∑
n=0

anx
n と (ii)を与えられた方程式に代入して,

∞∑
n=0

(n + 1)(n + 2)an+2x
n + xk

∞∑
n=0

anx
n = 0 が成り立

つように an を定めればよい. 上式の左辺は
k−1∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n +

∞∑
n=k

((n+ 1)(n+ 2)an+2 + an−k)x
n に等し

いため, i = 2, 3, . . . , k + 1 に対して ai = 0 であり, n ≧ k ならば (n+ 1)(n+ 2)an+2 + an−k = 0 である. a0 = α,

a1 = β とおけば, an+k+2 = − 1

(n+ k + 2)(n+ k + 1)
an だから,

a(k+2)n =
−a(k+2)(n−1)

((k + 2)n)((k + 2)n− 1)
=

(−1)2a(k+2)(n−2)

((k + 2)n)((k + 2)n− 1)((k + 2)(n− 1))((k + 2)(n− 1)− 1)
= · · ·

=
(−1)na0

((k + 2)n)((k + 2)n− 1) · · · (k + 2)(k + 1)
=

α(−1)n

(k + 2)nn!
n∏
i=1

((k + 2)i− 1)

a(k+2)n+1 =
−a(k+2)(n−1)+1

((k + 2)n+ 1)((k + 2)n)
=

(−1)2a(k+2)(n−2)+1

((k + 2)n+ 1)((k + 2)n)((k + 2)(n− 1) + 1)((k + 2)(n− 1))
= · · ·

=
(−1)na1

((k + 2)n+ 1)((k + 2)n) · · · (k + 3)(k + 2)
=

β(−1)n

(k + 2)nn!
n∏
i=1

((k + 2)i+ 1)

a(k+2)n+l = 0 (l = 2, 3, . . . , k + 1)

が成り立つ. 従って与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

1 +

∞∑
n=1

 (−1)n

(k + 2)nn!
n∏
i=1

((k + 2)i− 1)

x(k+2)n

+β

x+

∞∑
n=1

 (−1)n

(k + 2)nn!
n∏
i=1

((k + 2)i+ 1)

x(k+2)n+1


(8) y =

∞∑
n=0

anx
n, (i), (ii)を与えられた方程式に代入し,

∞∑
n=0

(n+1)(n+2)an+2x
n−x

∞∑
n=1

nanx
n−1+

∞∑
n=0

aanx
n = 0

が成り立つように an を定めればよい. 上式の左辺は na0 + 2a2 +
∞∑
n=1

((n+ 1)(n+ 2)an+2 − (n− a)an)x
n に等しい

ため, aa0 +2a2 = 0, (n+1)(n+2)an+2 − (n− a)an = 0 (n ≧ 1) が得られる. a0 = α, a1 = β とおけば, a2 = −aα
2
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であり, an+2 =
n− a

(n+ 1)(n+ 2)
an だから,

a2n =
(2n− a− 2)a2(n−1)

(2n)(2n− 1)
=

(2n− a− 2)(2n− a− 4)a2(n−2)

(2n)(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)
= · · · =

a2
n−1∏
i=1

(2n− a− 2i)

(2n)(2n− 1) · · · 4·3
=

α

(2n)!

n−1∏
i=0

(2i− a)

a2n+1 =
(2n− a− 1)a2(n−1)+1

(2n+ 1)(2n)
=

(2n− a− 1)(2n− a− 3)a2(n−2)+1

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)(2n− 2)
= · · · =

a1
n∏
i=1

(2n− a− 2i+ 1)

(2n+ 1)(2n) · · · 3·2

=
β

(2n+ 1)!

n−1∏
i=0

(2i− a+ 1)

が成り立つ. 従って与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

(
1 +

∞∑
n=1

(
1

(2n)!

n−1∏
i=0

(2i− a)

)
x2n

)
+ β

(
x+

∞∑
n=0

(
1

(2n+ 1)!

n−1∏
i=0

(2i− a+ 1)

)
x2n+1

)

(9) y =
∞∑
n=0

anx
n と (i), (ii)を与えられた方程式に代入し,

(x2 − 1)

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n + 2x

∞∑
n=1

nanx
n−1 +

∞∑
n=0

2aanx
n = 0

が成り立つように an を定めればよい. 上式の左辺は

2aa0 − 2a2 + ((2a+ 2)a1 − 6a3)x+

∞∑
n=2

(n(n− 1)an − (n+ 1)(n+ 2)an+2 + 2nan + 2aan)x
n

に等しいため, 2aa0 − 2a2 = (2a+ 2)a1 − 6a3 = 0, (n+ 1)(n+ 2)an+2 − (n(n+ 1) + 2a)an = 0 (n ≧ 2) が得られ

る. a0 = α, a1 = β とおけば, a2 = aα, a3 =
β(a+ 1)

3
であり, an+2 =

n(n+ 1) + 2a

(n+ 1)(n+ 2)
an だから,

a2n =
((2n− 2)(2n− 1) + 2a)a2(n−1)

(2n)(2n− 1)
=

((2n− 2)(2n− 1) + 2a)((2n− 4)(2n− 3) + 2a)a2(n−2)

(2n)(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)
= · · ·

=

a2
n−1∏
i=1

((2n− 2i)(2n− 2i+ 1) + 2a)

(2n)(2n− 1) · · · 4·3
=

α

(2n)!

n−1∏
i=0

((2i)(2i+ 1) + 2a)

a2n+1 =
((2n)(2n− 1) + 2a)a2(n−1)+1

(2n+ 1)(2n)
=

((2n)(2n− 1) + 2a)((2n− 2)(2n− 3) + 2a)a2(n−2)+1

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)(2n− 2)
= · · ·

=

a3
n−2∏
i=0

((2n− 2i)(2n− 2i− 1) + 2a)

(2n+ 1)(2n) · · · 5·4
=

β

(2n+ 1)!

n∏
i=1

((2i)(2i− 1) + 2a)

が成り立つ. 従って与えられた方程式の解のマクローリン展開は以下で与えられる.

y = α

(
1 +

∞∑
n=1

(
1

(2n)!

n−1∏
i=0

((2i)(2i+ 1) + 2a)

)
x2n

)
+ β

(
x+

∞∑
n=0

(
1

(2n+ 1)!

n∏
i=1

((2i)(2i− 1) + 2a)

)
x2n+1

)

7. S(t) =

∫ t

0

f(x) dx, L(t) =

∫ t

0

√
1 + f ′(x)2 dx だから, 任意の正の実数 t に対して S(t) = aL(t) が成り立

つならば, 等式
∫ x

0

f(t) dt = a

∫ x

0

√
1 + f ′(t)2 dt の両辺を x の関数とみなして, この両辺の関数の導関数を考え

ると, 微積分学の基本定理より, f(x) = a
√
1 + f ′(x)2 が得られる. 従って f ′(x) = ±1

a

√
f(x)2 − a2 だから,
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α = ±a とおけば, f は微分方程式 α
dy

dx
=
√
y2 − α2 の解である. このとき,

∫
α√

y2 − α2
dy =

∫
dx であり, こ

の左辺は α log
∣∣∣y +√y2 − α2

∣∣∣ に等しいため, α log
∣∣∣y +√y2 − α2

∣∣∣ = x + C を満たす定数 C が存在する. 故に

y +
√
y2 − α2 = ±e xα eCα だから , b = ±eCα とおけば

√
y2 − α2 = be

x
α − y だから, −α2 = b2e

2x
α − 2be

x
α y が得ら

れるため, f(x) =
α

2

(
b

α
e
x
α +

α

b
e−

x
α

)
=
a

2

(
b

a
e±

x
a +

a

b
e∓

x
a

)
(複号同順)である. 従って f(x) =

a

2

(
b

a
e
x
a +

a

b
e−

x
a

)
の場合は p =

b

a
, q =

a

b
とおき, f(x) =

a

2

(
b

a
e−

x
a +

a

b
e
x
a

)
の場合は p =

a

b
, q =

b

a
とおけば, f は pq = 1 を満たす

正の実数 p, q に対して, f(x) =
a

2

(
pe

x
a + qe−

x
a

)
で与えられる関数であることがわかる. 第 14回の問題 4の (2)に

より, このように与えられる関数 f は, 与えられた条件を満たす.
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微積分学 I 演習問題 第16回 応用問題

1. (1) 関数 f : (1,+∞) → R を f(x) = log(log x) で定める. f の増減, 凹凸を調べて, f のグラフの概形をかけ.

(2) 直線 y = e−kx− k が y = f(x) のグラフの接線になるような実数 k の値を求め, さらにそのときの接点の座

標を求めよ.

2. a を正の実数とするとき, 方程式 ax = x の解の個数を調べよ.

3. a を正の実数とするとき, 連立方程式

ax = y

ay = x
の解について調べよ.

4. a を正の実数とし, x1 = a, xn+1 = axn により数列 {xn}∞n=1 を定める.

(1) a > 1 ならば {xn}∞n=1 は単調増加数列であることを示せ.

(2) 1 < a ≦ c
1
c (c > 1) ならば xn < c であることを示せ.

(3) a < 1 のとき, x2n−1 < x2n+1 < x2m+2 < x2m が成り立つことを示せ.

(4) a < 1 のとき, α = lim
n→∞

x2n−1, β = lim
n→∞

x2n とおくとき, α = β となるための条件を求めよ.

(5) {xn}∞n=1 が収束する a の範囲を求めよ.

5. 関数 f : (0,∞) → R, g : (0,∞) → (0,∞) を f(x) =
1

log(x+ 1)− log x
− x, g(x) =

1

ex − 1
で定めるとき, 以下

の問いに答えよ.

(1) g は狭義単調減少関数で, 全単射であることを示せ.

(2) 合成関数 f◦g : (0,∞) → R は狭義単調減少関数であることを示すことによって, f は狭義単調増加関数であ

ることを示せ.

(3) 極限 lim
x→∞

f(x) を求めよ.

(4) 任意の正の実数 x に対して, 不等式
2

2x+ 1
< log(x+ 1)− log x <

1

x
が成り立つことを示せ.

(5) x ≧ 1 ならば 不等式 log(x+ 1)− log x <
5

5x+ 2
が成り立つことを示せ.

(6) a > 0 に対し, 数列 {an}∞n=1 を帰納的に a1 = a, an+1 = log(an + 1) で定めるとき, 極限 lim
n→∞

an を求めよ.

(7) 極限 lim
n→∞

log an
log n

を求めよ.

6. a を正の定数とする. xy 平面上で

x = a(θ − sin θ)

y = a(1− cos θ)
(0 ≦ θ ≦ 2π) と媒介変数表示される曲線を C として, C

上に定点 A(πa, 2a) をとる. C 上の動点 T(a(t− sin t), a(1− cos t)) (0 < t < π) をとり, T における C の接線を ℓ

とする.

(1) 2点 T と A の間の曲線 C の弧の長さ L を求めよ.

(2) PT = L を満たす ℓ 上の点 P の座標を求めよ. ただし, P の x 座標は T の x 座標より大きいとする.

(3) T が 0 < t < π の範囲で C 上を動くとき, P が描く軌跡を C ′ とする. C ′ を平行移動すれば, C の一部に重

なることを示せ.

7. a を正の実数とする. 放物線 C : y = ax2 上の 2つの点 P(s, as2), Q(t, at2) (s < t) における接線をそれぞれ ℓ1,

ℓ2 として, ℓ1 と ℓ2 の交点を R とする.

(1) ∠PRQ = θ とおくとき, cos θ を s, t を用いて表せ.

(2) ∠PRQ が常に一定の角度 θ であるように P と Q が C 上を動くとき, R が動く曲線の方程式を求めよ.

(3) θ >
π

2
のとき (2)で求めた曲線と ℓ1 が相異なる 2点で交わるための s の範囲を求めよ.

(4) θ >
π

2
であり, s が (3)で求めた範囲にあるとき, (2)で求めた曲線と ℓ1 で囲まれた領域の面積を求めよ.
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8. (発展問題) 関数 f : (a, b) → R は 2回微分可能で, f の導関数は狭義単調増加関数であるとする. f のグラフを

C として, C の相異なる 2点 P(α, f(α)), Q(β, f(β)) (a < α < β < b) における接線をそれぞれ ℓ1, ℓ2 とし, P, Q

における法線をそれぞれ L1, L2 とする.

(1) ℓ1, ℓ2 と C で囲まれた部分の面積を S とするとき, f , α, β を用いて S を表せ.

(2) L1, L2 と C で囲まれた部分の面積を T とするとき, T を f , α, β を用いて T を表せ.

(3) 線分 PQ と C で囲まれた部分の面積を U とするとき, U を f , α, β を用いて U を表せ.

(4)
T

S
が P と Q の位置に依存しない一定の値になるような関数 f は存在しないことを示せ.

(5)
T

U
が P と Q の位置に依存しない一定の値になるような関数 f は存在しないことを示せ.

9. (発展問題) 開区間 I で定義された関数 f : I → R は微分可能で, f の導関数は狭義単調増加関数または狭義単調

減少関数であるとする. f のグラフを C として, C の相異なる 2点 P(α, f(α)), Q(β, f(β)) (α < β) を通る線分と

C で囲まれた部分の面積を S(α, β) とする. また, f(β)− f(α) = f ′(γ)(β − α) を満たす γ ∈ (α, β) はただ一つ存在

するが, このとき C 上の点 R(γ, f(γ)) をとり, △PQR の面積を T (α, β) とする.

(1) f が 2回微分可能で, 2次導関数が連続であるとき
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値ならば, その値は

4

3
であることを示せ.

(2) f が 4回微分可能で, 4次導関数が連続であるとき
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値であるような関数 f

を求めよ.

10. (発展問題) 開区間 I で定義された関数 f : I → R は微分可能で, f の導関数は狭義単調増加関数または狭義単

調減少関数であるとする. f のグラフ上の相異なる 2点 A(α, f(α)), B(β, f(β)) (α < β) における接線をそれぞれ

ℓα, ℓβ とする. ℓα と ℓβ の交点を C とし, △ABC の面積を S(α, β) とする. また, f(β)− f(α) = f ′(γ)(β − α) を満

たす γ ∈ (α, β) はただ一つ存在するが, このとき f のグラフ上の点 (γ, f(γ)) における f のグラフの接線 ℓβ と ℓα,

ℓβ との交点をそれぞれ P, Q として △PQC の面積を T (α, β) とする.

(1) f が 2回微分可能で, 2次導関数が連続であるとき
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値ならば, その値は 4 で

あることを示せ.

(2) f が 4回微分可能で, 4次導関数が連続であるとき
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値であるような関数 f

を求めよ.

11. (発展問題) 開区間 I で定義された関数 f : I → R は微分可能で, f の導関数は狭義単調増加関数または狭義単

調減少関数であるとする. f のグラフ上の相異なる 2点 A(α, f(α)), B(β, f(β)) (α < β) における接線をそれぞれ

ℓα, ℓβ とする. ℓα, ℓβ と f のグラフで囲まれた部分の面積を S(α, β), 線分 PQ と f のグラフで囲まれた部分の面

積を T (α, β) とする.

(1) f が 2回微分可能で, 2次導関数が連続であるとき,
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値ならば, その値は 2

であることを示せ. .

(2) f が 4回微分可能で, 4次導関数が連続であるとき
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値であるような関数 f

を求めよ.

224



第 16回の演習問題の解答

1. (1) f ′(x) =
1

x log x
, f ′′(x) = − 1

x2 log x
− 1

x2(log x)2
より x ∈ (1,+∞) ならば f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0 である.

従って f は単調増加で, f のグラフは上に凸である. また, lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

log(log x) = lim
y→+0

log y = −∞,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

log(log x) = lim
y→+∞

log y = +∞ であり, f(e) = 0, f(e
1
e ) = −1, f(ee) = 1 となることに注意す

れば, グラフは次のようになる.

x

y

0

e
1
e

ee

1

−1

e1

(2) (t, f(t)) (t > 1)における y = f(x)の接線の方程式は y =
1

t log t
(x−t)+log(log t)である. これが y = e−kx−k

に一致するには 
1

t log t
= e−k · · · (i)

log(log t)− 1

log t
= −k · · · (ii)

が成り立つことが必要十分である. (i) より ek = t log t で, この両辺の対数をとれば k = log t + log(log t) が得

られる. この式と (ii) から t は 2 log(log t) + log t − 1

log t
= 0 を満たすことがわかる. そこで, s = log t とおき,

g(s) = 2 log s + s − 1

s
で定められる関数 g : (0,+∞) → R を考える. このとき, g′(s) =

1

s
+ 1 +

1

s2
> 0 だから

g は単調増加であり, g(1) = 0 となるため, g(s) = 0 を満たす正の実数 s は 1 だけであることがわかる. 従って

2 log(log t) + log t− 1

log t
= g(log t) = 0 を満たす t は t = e だけである. よって (ii) により k = 1 であり, 接点の

座標は (e, 0) である.

2. f(x) = x
1
x = e

1
x log x により, 関数 f : (0,∞) → R を定めれば, f ′(x) =

1− log x

x2
f(x) だから区間 (0, e) で f は

増加, 区間 (e,∞) で f は減少する. さらに lim
x→+0

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = 1 だから, 0 < a < 1 のとき ax = x の解は

区間 (0, 1) にただ 1つ存在, 1 < a < e
1
e のとき ax = x の解は区間 (1, e) と (e,∞) に 1つずつ存在, a = e

1
e のとき

ax = x の解は x = e のみであり, a > e
1
e のとき ax = x の解は存在しない.

3. (x, y) が与えられた連立方程式の解で x < y を満たすとき, t =
x

y
とおけば, 0 < t < 1 であり, x

1
y = y

1
x = a

より, y = xt =
x

t
となる. 従って, x1−t = t だから, x = t

1
1−t , y = t

t
1−t , a = t

1
1−t t

− t
1−t
である. そこで関数

λ, µ, ν : (0, 1) → R を λ(t) = t
1

1−t , µ(t) = t
t

1−t , ν(t) = λ(t)
1
µ(t) で定める. λ′(t) =

λ(t)

(1− t)2

(
1

t
− 1 + log t

)
,
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µ′(t) =
µ(t)

(1− t)2
(1− t+ log t) より

ν′(t) =
ν(t)(λ′(t)µ(t)− λ(t)µ′(t) log λ(t))

λ(t)µ(t)2
=

ν(t)

(1− t)3µ(t)

(
1− t√
t

− log t

)(
1− t√
t

+ log t

)

λ̄(t) =
1

t
− 1 + log t, µ̄(t) = 1 − t + log t, ν̄(t) =

1− t√
t

+ log t により関数 λ̄, µ̄, ν̄ : (0, 1] → R を定めれば, 上

式から λ′(t), µ′(t), ν′(t) の符号は, それぞれ λ̄(t), µ̄(t), ν̄(t) の符号と一致する. λ̄′(t) =
1

t2
(t − 1), µ̄′(t) =

1

t
− 1,

ν̄′(t) = − (1−
√
t)2

2
√
t3

だから λ̄, ν̄ は単調減少, µ̄ は単調増加であり, λ̄(1) = µ̄(1) = ν̄(1) = 0 だから 0 < t < 1 な

らば λ̄(t), ν̄(t) > 0, µ̄(t) < 0 である. 従って λ, ν は単調増加関数, µ は単調減少関数である. 一方, lim
t→+0

λ(t) = 0,

lim
t→1−0

λ(t) = e−1, lim
t→+0

µ(t) = 1, lim
t→1−0

µ(t) = e−1, lim
t→+0

ν(t) = 0, lim
t→1−0

ν(t) = e−e, だから λ, µ, ν の値域はそれ

ぞれ (0, e−1), (e−1, 1), (0, e−e) である.

以上から, 与えられた連立方程式が x < y を満たす解をもてば t =
x

y
とおくと x = λ(t), y = µ(t), a = ν(t) と

なるため x < e−1 < y < 1, 0 < a < e−e である. さらに (z, w) も与えられた連立方程式の解で z < w を満たせば,

s =
z

w
とおけば z = λ(s), w = µ(s), a = ν(s) となるが, ν の単調性から s = t となるため z = x, w = y である.

故に与えられた連立方程式の解 (x, y) で x < y を満たすものは, 存在しても 1組だけである.

0 < a < e−e の場合, 上の議論から ν(t) = a を満たす t ∈ (0, 1) がただ 1つ定まり, x = λ(t), y = µ(t) とおけば

x = ay, y = ax が成り立つ. 前問の結果から az = z を満たす z がただ 1つ存在するため, 0 < a < e−e ならば与え

られた連立方程式は x < e−1 < y < 1 を満たす解を 1組と, x = y を満たす解を 1組もつ. また, x = ay, y = ax

(x < y) ならば x
1
x < x

1
y = a = y

1
x < y

1
y だから前問の結果と中間値の定理から z

1
z = a を満たす z が区間 (x, y)

にただ 1つ存在する. 従って, 0 < a < e−e の場合は与えられた連立方程式の解 (x, y) は 0 < α < e−1 < β < 1 を満

たす (α, β) が 1組, α < γ < β < 1 を満たす (γ, γ) が 1組ある.

a ≧ e−e ならば与えられた連立方程式の解 (x, y) で x < y を満たすものは, 存在しないため, 前問の結果から

e−e ≦ a < 1 のとき, 解はただ 1組存在, 1 < a < e
1
e のとき解は 2組存在, a = e

1
e のとき解は x = y = e のみであ

り, a > e
1
e のとき解は存在しない.

4. (1) a > 1 だから x1 = a < aa = x2 であり, xn−1 < xn が n ≧ 2 に対して成り立てば, xn = axn−1 < axn = xn+1

だから {xn}∞n=1 は単調増加数列である.

(2) 仮定から x1 = a ≦ c
1
c < c であり, xn < c と仮定すれば, xn+1 = axn < ac ≦ (c

1
c )c = c である.

(3)関数 φ : R → Rを φ(x) = ax で定めれば, a < 1のとき, φは単調減少であることに注意する. 関数 g : R → R

を g(x) = φ(φ(x)) = aa
x

で定めれば, x < y のとき, φ(x) > φ(y) だから φ(φ(x)) < φ(φ(y)) となるため g は単調

増加関数である. x1 = φ(1) < φ(a) = x2 < φ(0) = 1, x1 = φ(1) < φ(x2) = x3 だから, 帰納的に x2n−1 < x2n+1 を

仮定すれば, xn+2 = g(xn) だから x2n+1 = g(x2n−1) < g(x2n+1) = x2n+3 である. 従って, 任意の n = 1, 2, 3, . . .

に対して x2n−1 < x2n+1 が成り立つ. これより, x2n = φ(x2n−1) > φ(x2n+1) = x2n+2 も得られる. また, 帰納的に

x2n−1 < x2n を仮定すれば x2n+1 = g(x2n−1) < g(x2n) = x2n+2 だから, x2n−1 < x2n が任意の n = 1, 2, 3, . . . に対

して成り立つ. 任意の正の整数 m, n に対し, 上の結果から x2n−1 < x2(m+n)−1 < x2(m+n) < x2m が得られる.

(4) x2n+1 = ax2n , x2n = ax2n−1 において n → ∞ とすれば α = aβ , β = aα が成り立ち, (3) で示したことから

α ≦ β である. e−e ≦ a < 1 ならば前問の結果から α = β である.

a < e−e の場合は前問の結果により, ax = y, ay = x, x < y を満たす (x, y) がただ 1組存在するため, それらを

(λ, µ) とする. このとき, x2n−1 < λ, x2n > µ であることを示す. まず a, µ < 1 より x1 = a < aµ = λ である. この

ことと a < 1 より x2 = aa > aλ = µ となるため n = 1 のときは, 主張が成り立つ. x2n−1 < λ, x2n > µ を仮定す

ると, x2n+1 = ax2n < aµ = λ, x2n+2 = ax2n+1 > aλ = µ となるため, n による帰納法で, 主張が示された.

従って α = lim
n→∞

x2n−1 ≦ λ, β = lim
n→∞

x2n ≧ µ であるが (α, β) も ax = y, ay = x を満たすため, 前問の結果か

ら α = λ, β = µ である. 故に a < e−e ならば {x2n−1}∞n=1 は λ < e−1 に収束して, {x2n} は µ > e−1 に収束する

ため {xn} は収束しない.
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(5) (4)で示したことから, 0 < a < e−e ならば {xn} は収束せず, e−e ≦ a < 1 ならば {xn} は収束する. a = 1 な

らば, つねに xn = 1 であるため, {xn} は収束する. a > 1 の場合, (1)によって {xn} は単調増加数列であり, a ≦ e
1
e

ならば, (2)によって xn < e となって {xn} は上に有界であるため, 収束する. a > e
1
e のとき, もし {xn} が α に収

束するならば, xn+1 = axn の両辺で n→ ∞ とすれば α = aα となるため, α は方程式 ax = x の解である. ところ

が, 問題 2の結果から, a > e
1
e のとき ax = x の解は存在しないため, 矛盾が生じる. 故に a > e

1
e ならば {xn} は発

散する. 以上から {xn}∞n=1 が収束する a の範囲は e−e ≦ a ≦ e
1
e である.

5. (1) 0 < x < y ならば 0 < ex − 1 < ey − 1 だから g(x) =
1

ex − 1
>

1

ey − 1
= g(y) となるため g は狭義単調減少

関数である. 従って, とくに g は単射である. 任意の p ∈ (0,∞) に対し, c = log

(
1 +

1

p

)
とおけば ec = 1+

1

p
より

g(c) =
1

ec − 1
= p だから g は全射である.

(2) (f◦g)(x) = f(g(x)) =
1

log(g(x) + 1)− log g(x)
−g(x) = 1

log
(
1 + 1

g(x)

) −g(x) = 1

x
− 1

ex − 1
だから f◦g の導

関数は (f◦g)′(x) = ex

(ex − 1)2
− 1

x2
=

(
xe

x
2

)2 − (ex − 1)2

x2(ex − 1)2
=

(
xe

x
2 − ex + 1

) (
xe

x
2 + ex − 1

)
x2(ex − 1)2

で与えられる. x > 0

ならば xe
x
2 + ex − 1 > 0 であるため, (f◦g)′(x) の符号は xe

x
2 − ex + 1 の符号と一致する.

そこで h(x) = xe
x
2 − ex+1 によって関数 h : [0,∞) → R を定義すれば, h′(x) = e

x
2

(
1 +

x

2
− e

x
2

)
である. t > 0

ならば et > 1+ t が成り立つため, t に
x

2
を代入すれば, x > 0 のとき e

x
2 > 1+

x

2
が成り立つ. このことから, x > 0

ならば h′(x) < 0 であることがわかるため, h は狭義単調減少関数である. 故に x > 0 ならば h(x) < h(0) = 0 だか

ら h は (0,∞) においてつねに負の値をとる. 従って, x > 0 ならば (f◦g)′(x) < 0 となるため, f◦g は狭義単調減少
関数である

g は全単射だから, g の逆関数 g−1 を考える. 0 < x < y ならば, u = g−1(x), v = g−1(y) とおけば, x = g(u),

y = g(v) である. もし, u ≦ v ならば, g が単調減少関数であることから x = g(u) ≧ g(v) = y となって, 仮定に反す

るため, u > v である. 従って, f◦g が狭義単調減少関数であることから, f(x) = f(g(u)) = (f◦g)(u) < (f◦g)(v) =
f(g(v)) = f(y) となるため, f が狭義単調増加関数であることがわかる.

(3) y =
1

x
とおけば, x→ ∞ のとき, y → +0 だから, 第 7回の演習問題 1の (40)の結果を用いれば, lim

x→∞
f(x) =

lim
x→∞

(
1

log(x+ 1)− log x
− x

)
= lim
x→∞

(
1

log
(
1 + 1

x

) − x

)
= lim
y→+0

(
1

log(1 + y)
− 1

y

)
=

1

2
.

(4) もし f(p) >
1

2
を満たす p > 0 が存在すれば, (3)から lim

x→∞
f(x) =

1

2
だから, f(q) <

1

2
+

(
f(p)− 1

2

)
= f(p)

を満たす q > p が存在するが, このことは, f が単調増加関数であることと矛盾する. 従って, すべての x > 0 に対

して f(x) ≦ 1

2
である. また, もし f(p) =

1

2
を満たす p > 0 が存在すれば, f が狭義単調増加関数であることから,

q > p ならば f(q) > f(p) =
1

2
となって, すべての x > 0 に対して f(x) ≦ 1

2
であることと矛盾するため, すべての

x > 0 に対して f(x) <
1

2
である.

もし f(p) < 0を満たす p > 0が存在すれば, lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

(
1

log(x+ 1)− log x
− x

)
= 0だから, f(q) > f(p)

を満たす 0 < q < p が存在するが, このことは, f が単調増加関数であることと矛盾する. 従って, すべての x > 0

に対して f(x) ≧ 0 である. また, もし f(p) = 0 を満たす p > 0 が存在すれば, f が狭義単調増加関数であることか

ら, 0 < q < p ならば f(q) < f(p) = 0 となって, すべての x > 0 に対して f(x) ≧ 0 であることと矛盾するため, す

べての x > 0 に対して f(x) > 0 である.

以上から, すべての x > 0 に対して不等式 0 <
1

log(x+ 1)− log x
− x <

1

2
が成り立つ. この不等式より

x <
1

log(x+ 1)− log x
< x+

1

2
であり, 逆数をとれば,

1

x
> log(x+ 1)− log x >

1

x+ 1
2

=
2

2x+ 1
が得られる.

(5) f は単調増加関数だから x ≧ c > 0ならば
1

log(x+ 1)− log x
−x = f(x) ≧ f(c)となるため,左辺の xを移項し
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て逆数をとれば, log(x+1)−log x ≦ 1

x+ f(c)
が成り立つことがわかる. とくに c = 1の場合 f(1) =

1

log 2
−1であり,

e5 > (2.7)5 = 143.48907 > 128 = 27 だから e
5
7 > 2 となるため, 対数をとれば

5

7
> log 2 より f(1) =

1

log 2
− 1 >

2

5

である. 従って x ≧ 1 ならば log(x+ 1)− log x ≦ 1

x+ f(1)
<

1

x+ 2
5

=
5

5x+ 2
が成り立つ.

(6) a1 = a > であり, 帰納的に an > 0 と仮定すれば, an + 1 > 1 だから an+1 = log(an + 1) > 0 となるた

め, n による数学的帰納法で, すべての自然数 n に対して an > 0 である. さらに, 任意の x > −1 に対して不等式

x ≧ log(x+ 1) が成り立つため, an ≧ log(an + 1) = an+1 だから {an}∞n=1 は下に有界な単調減少数列である. 故に,

連続性の公理によって {an}∞n=1 は収束する.

lim
n→∞

an = L とおいて, an+1 = log(an + 1) の両辺で n→ ∞ とすれば, L = log(L+ 1) が得られるが, x > −1 か

つ x ̸= 0 ならば不等式 x > log(x+1) が成り立つので, x = log(x+1) を満たす x は 0 に限る. 従って lim
n→∞

an = 0

となる.

(7) (6)より lim
n→∞

an = 0 だから, 自然数 k で, 条件「n ≧ k ならば 0 < an < 1」を満たすものがある. そこで,

数列 {bn}∞n=1 を bn =
1

an
で定めると, n ≧ k ならば bn > 1 であるため, (4)と (5)の結果から, 不等式

2

2bn + 1
<

log(bn+1)− log bn <
5

5bn + 2
が成り立つ. 一方, log(bn+1)− log bn = log

(
1

bn
+ 1

)
= log(an+1) = an+1 =

1

bn+1

だから, n ≧ k ならば
2

2bn + 1
<

1

bn+1
<

5

5bn + 2
であり, この各辺の逆数を考えれば, bn +

1

2
> bn+1 > bn +

2

5
が

得られる. 従って n ≧ k ならば
2

5
< bn+1 − bn <

1

2
が成り立ち, この不等式の n に k, k + 1, k + 2, . . . , n− 1 を代

入して得られる不等式を各辺ごとに加えれば, n > k のとき,
2

5
(n − k) < bn − bk <

1

2
(n − k) が成り立つことがわ

かる. さらに, この各辺に bk を加えて, 対数をとれば log

(
2

5
(n− k) + bk

)
< log bn < log

(
1

2
(n− k) + bk

)
であり,

この各辺を log n で割れば

log
(
2
5 (n− k) + bk

)
log n

<
log bn
log n

<
log
(
1
2 (n− k) + bk

)
log n

· · · (∗)

が n > k に対して成り立つことがわかる. 一般に正の実数 α と実数 β に対して

lim
n→∞

log(αn+ β)

log n
= lim
n→∞

log n+ logα+ log
(
1 + β

αn

)
log n

= lim
n→∞

1 +
logα

log n
+

log
(
1 + β

αn

)
log n

 = 1

であるため, (∗)と, はさみうちの原理によって lim
n→∞

log bn
log n

= 1 であることがわかる.

従って lim
n→∞

log an
log n

= lim
n→∞

log 1
bn

log n
= lim
n→∞

− log bn
log n

= −1 である.

6. (1)
dx

dt
= a(1− cos t),

dy

dt
= a sin t だから A から T までの C の弧の長さは∫ t

−π

√
22a(1− cos θ)dθ =

∫ t

−π

√
4a2 sin2

θ

2
dθ = −2a

∫ t

−π
sin

θ

2
dθ = 4a cos

t

2
.

(2) T における C の接線の方程式は s を媒介変数として

x = a(1− cos t)s+ a(t− sin t)

y = a(sin t)s+ a(1− cos t)
で表される. P の

座標を (a(1 − cos t)s + a(t − sin t), a(sin t)s + a(1 − cos t)) とすれば, 仮定から
−→
TP は T における C の接ベクト

ル (a(1 − cos t), a sin t) の負の実数倍である. 従って, s < 0 だから PT =

√
4a2s2 sin2

t

2
= 2as sin

t

2
である. 故

に仮定から 2as sin
t

2
= 4a cos

t

2
すなわち s = 2

cos t2
sin t

2

. このとき P の座標は 2a(1 − cos t)
cos t2
sin t

2

+ a(t − sin t) =

4a cos
t

2
sin

t

2
+ a(t− sin t) = a(t+ sin t), 2a sin t

cos t2
sin t

2

+ a(1− cos t) = 4a cos2
t

2
+ a(1− cos t) = a(3 + cos t) より

(a(t+ sin t), a(3 + cos t)) で与えられる.
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(3) 上の結果から P の座標は (a((t+ π)− sin(t+ π))− πa, a(1− cos(t+ π)) + 2a) と表されるため, P の軌跡を

ベクトル (πa,−2a) だけ平行移動すれば曲線 C の 0 ≦ t < π の部分に重なることがわかる.

7. (1) ℓ1 の方程式は y = 2asx− as2, ℓ2 の方程式は y = 2atx− at2 だから R の座標は
(
s+ t

2
, ast

)
である.

−→
RP =

(
s− t

2
, as2 − ast

)
=
t− s

2
(−1,−2as),

−→
RQ =

(
−s+ t

2
, at2 − ast

)
=
t− s

2
(1, 2at)

だから cos θ =

(−→
RP,

−→
RQ
)

∣∣∣−→RP∣∣∣ ∣∣∣−→RQ∣∣∣ = −1− 4a2st√
1 + 4a2s2

√
1 + 4a2t2

.

(2) x =
s+ t

2
, y = ast とおけば (1)の結果から cos θ =

−1− 4ay√
1 + 16a2x2 − 8ay + 16a2y2

となるため, この両辺を 2

乗して整理すれば

(cos2 θ)x2 − (sin2 θ)

(
y +

1 + cos2 θ

4a sin2 θ

)2

= − cos2 θ

4a2 sin2 θ
· · · (∗)

である. よって θ =
π

2
ならば R は直線 y = − 1

4a
上を動く. θ <

π

2
ならば cos θ > 0 だから −1−4ay > 0, すなわち

y < − 1

4a
より, Rは (∗)で与えられる双曲線の下半分の曲線上を動く. θ >

π

2
ならば cos θ < 0だから −1−4ay < 0,

すなわち y > − 1

4a
より, R は (∗)で与えられる双曲線の上半分の曲線上を動く.

直線 y = − 1

4a
上の任意の点 (x, y) は 4x2 − 4y

a
= 4x2 +

1

a2
> 0 を満たし, θ ̸= π

2
の場合, (∗)で与えられる双曲

線上の任意の点 (x, y) も 4x2 − 4y

a
= 4

(
sin2 θ

cos2 θ

(
y +

1 + cos2 θ

4a sin2 θ

)2

− 1

4a2 sin2 θ

)
− 4y

a
=

4 sin2 θ

cos2 θ

(
y +

1

4a

)2

> 0

を満たすため, s+ t = 2x, st =
y

a
を満たす実数 実数 s < t が存在する. 故に θ =

π

2
ならば R は直線 y = − 1

4a
全

体を動き, θ <
π

2
ならば R は (∗)で与えられる双曲線の下半分の曲線全体を動き, θ >

π

2
ならば R は (∗)で与えら

れる双曲線の上半分の曲線全体を動く.

(3) 上の結果から y = −cos θ

sin θ

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
− 1 + cos2 θ

4a sin2 θ
となるため, この曲線と ℓ1 との交点の x-座標は

2asx− as2 = −cos θ

sin θ

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
− 1 + cos2 θ

4a sin2 θ

の解である. 移項して両辺を 2乗し, 整理すると(
4a2s2 − cos2 θ

sin2 θ

)
x2 + 4as

(
1 + cos2 θ

4a sin2 θ
− as2

)
x+ a2s4 − 1 + cos2 θ

2 sin2 θ
s2 +

1

16a2
= 0.

この右辺を因数分解すると,((
2as+

cos θ

sin θ

)
x− as2 − cos θ

sin θ
s+

1

4a

)((
2as− cos θ

sin θ

)
x− as2 +

cos θ

sin θ
s+

1

4a

)
= 0.

故に s ̸= ± cos θ

2a sin θ
のとき, 上の方程式は 2つの解

α =
as2 + cos θ

sin θ s−
1
4a

2as+ cos θ
sin θ

, β =
as2 − cos θ

sin θ s−
1
4a

2as− cos θ
sin θ

をもつ. このとき, ℓ1 と (∗) で与えられる双曲線との交点は (α, 2asα− as2), (β, 2asβ− as2) で, これらはともに (∗)
の上半分の部分にあるためには 2asα− as2 > − 1

4a
かつ 2asβ − as2 > − 1

4a
が成り立つことが必要十分である. こ

こで

2asα− as2 +
1

4a
=

a cos θ
sin θ

(
s2 + 1

4a2

)
2as+ cos θ

sin θ

, 2asβ − as2 +
1

4a
= −

a cos θ
sin θ

(
s2 + 1

4a2

)
2as− cos θ

sin θ
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だから, 求める s の範囲は
cos θ

2a sin θ
< s < − cos θ

2a sin θ
である.

(4)
cos θ

2a sin θ
< s < − cos θ

2a sin θ
のとき, 上で求めた α, β の大小関係は

α− β =
2a cos θ
sin θ

(
s2 + 1

4a2

)(
2as+ cos θ

sin θ

) (
2as− cos θ

sin θ

) > 0

より α > β である. 従って, 求める面積を S とおけば, S は以下の積分で与えられる.

S =

∫ α

β

(
2asx− as2 +

cos θ

sin θ

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
+

1 + cos2 θ

4a sin2 θ

)
dx

=

∫ α

β

(
2asx− as2 +

1 + cos2 θ

4a sin2 θ

)
dx+

cos θ

sin θ

∫ α

β

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
dx

∫ α

β

(
2asx− as2 +

1 + cos2 θ

4a sin2 θ

)
dx =

[
asx2 − as2x+

1 + cos2 θ

4a sin2 θ
x

]α
β

= (α− β)

(
as(α+ β) +

1 + cos2 θ

4a sin2 θ
− as2

)
=

(α− β)

cos2 θ
sin2 θ

(
as2 − 1+cos2 θ

4a sin2 θ

)
4a2s2 − cos2 θ

sin2 θ

=

2a cos3 θ
sin3 θ

(
s2 + 1

4a2

) (
as2 − 1+cos2 θ

4a sin2 θ

)
(
4a2s2 − cos2 θ

sin2 θ

)2 であり, 教科書の 104ページの結果から

∫ α

β

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
dx =

1

2

[
x

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ
+

1

4a2 sin2 θ
log

(
x+

√
x2 +

1

4a2 sin2 θ

)]α
β

=

1

2

(
α
√
α2 + 1

4a2 sin2 θ
− β

√
β2 + 1

4a2 sin2 θ

)
+

1

8a2 sin2 θ
log

α+
√
α2+ 1

4a2 sin2 θ

β+
√
β2+ 1

4a2 sin2 θ

である. 以上から α =
as2 + cos θ

sin θ s−
1
4a

2as+ cos θ
sin θ

,

β =
as2 − cos θ

sin θ s−
1
4a

2as− cos θ
sin θ

とおくと, 求める面積 S は次の式で与えられる.

S =

2a cos3 θ
sin3 θ

(
s2 + 1

4a2

) (
as2 − 1+cos2 θ

4a sin2 θ

)
(
4a2s2 − cos2 θ

sin2 θ

)2 +
cos θ

(
α
√
α2 + 1

4a2 sin2 θ
− β

√
β2 + 1

4a2 sin2 θ

)
2 sin θ

+
cos θ

(
log
(
α+

√
α2 + 1

4a2 sin2 θ

)
− log

(
β +

√
β2 + 1

4a2 sin2 θ

))
8a2 sin3 θ

8. (1) ℓ1, ℓ2 の方程式はそれぞれ y = f ′(α)(x−α) + f(α), y = f ′(β)(x− β) + f(β) で与えられるため, これら交点

の x座標を p とおけば,

p =
βf ′(β)− αf ′(α)− f(β) + f(α)

f ′(β)− f ′(α)

だから, S は次で与えられる.

S =

∫ p

α

(f(x)− f ′(α)(x− α)− f(α))dx+

∫ β

p

(f(x)− f ′(β)(x− β)− f(β))dx

=

∫ p

α

f(x)dx−
[
f ′(α)

2
(x− α)2 + f(α)x

]p
α

+

∫ β

p

f(x)dx−
[
f ′(β)

2
(x− β)2 + f(β)x

]β
p

=

∫ β

α

f(x)dx+
f ′(β)

2
(p− β)2 − f ′(α)

2
(p− α)2 + f(β)(p− β)− f(α)(p− α)

=

∫ β

α

f(x)dx− (β − α)2f ′(α)f ′(β) + 2(β − α)(f ′(β)f(α)− f ′(α)f(β)) + (f(β)− f(α))2

2(f ′(β)− f ′(α))

(2) L1, L2 の方程式はそれぞれ x− α+ f ′(α)(y − f(α)) = 0, x− β + f ′(β)(y − f(β)) = 0 で与えられるため, こ

れら交点の x座標を q とおけば,

q =
αf ′(β)− βf ′(α)− f ′(α)f ′(β)(f(β)− f(α))

f ′(β)− f ′(α)
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だから, T は次で与えられる.

T =

∫ q

α

(
− 1

f ′(α)
(x− α) + f(α)− f(x)

)
dx+

∫ β

q

(
− 1

f ′(β)
(x− β) + f(β)− f(x)

)
dx

=

[
− 1

2f ′(α)
(x− α)2 + f(α)x

]q
α

−
∫ q

α

f(x)dx+

[
− 1

2f ′(β)
(x− β)2 + f(β)x

]β
q

−
∫ β

q

f(x)dx

=
(q − β)2

2f ′(β)
− (q − α)2

2f ′(α)
− f(β)(q − β) + f(α)(q − α)−

∫ β

α

f(x)dx

=
(β − α)2 + 2(β − α)(f ′(β)f(β)− f ′(α)f(α)) + f ′(α)f ′(β)(f(β)− f(α))2

2(f ′(β)− f ′(α))
−
∫ β

α

f(x)dx

(3) P と Q を通る直線の方程式は y =
f(β)− f(α)

β − α
x− αf(β)− βf(α)

β − α
だから U は次で与えられる.

U =

∫ β

α

(
f(β)− f(α)

β − α
x− αf(β)− βf(α)

β − α
− f(x)

)
dx =

1

2
(β − α)(f(β) + f(α))−

∫ β

α

f(x)dx

(4) 任意の a < α < β < b に対し,
T

S
が一定の値 k ならば T = kS だから, (1)と (2)から次の等式が成り立つ.

2(k + 1)

∫ β

α

f(x)dx =
k(β − α)2f ′(α)f ′(β) + 2k(β − α)(f ′(β)f(α)− f ′(α)f(β)) + k(f(β)− f(α))2

f ′(β)− f ′(α)

+
(β − α)2 + 2(β − α)(f ′(β)f(β)− f ′(α)f(α)) + f ′(α)f ′(β)(f(β)− f(α))2

f ′(β)− f ′(α)

f の原始関数を φ とすれば, 上式より以下の等式が得られる.

2(k + 1)(φ(β)− φ(α))(φ′′(β)− φ′′(α)) = (β − α)2(kφ′′(α)φ′′(β) + 1) + (k + φ′′(α)φ′′(β))(φ′(β)− φ′(α))2

+ 2(β − α)(kφ′′(β)φ′(α)− kφ′′(α)φ′(β) + φ′′(β)φ′(β)− φ′′(α)φ′(α))

上式の両辺を (β − α)2 で割り, β を α に近づければ, 左辺は 2(k + 1)φ′(α)φ(3)(α) に近づき,

lim
β→α

φ′′(β)φ′(α)− φ′′(α)φ′(β)

β − α
= lim
β→α

(
(φ′′(β)− φ′′(α))φ′(α)

β − α
− φ′′(α)(φ′(β)− φ′(α))

β − α

)
= φ(3)(α)φ′(α)− φ′′(α)2

lim
β→α

φ′′(β)φ′(β)− φ′′(α)φ′(α)

β − α
= lim
β→α

(
(φ′′(β)− φ′′(α))φ′(β)

β − α
+
φ′′(α)(φ′(β)− φ′(α))

β − α

)
= φ(3)(α)φ′(α) + φ′′(α)2

だから, 右辺は 2(k + 1)φ(3)(α)φ′(α) +
(
φ′′(α)2 + 1

)2
に近づく. 故に, 等式

(
f ′(α)2 + 1

)2
= 0 が任意の α ∈ (a, b)

に対して成り立つことになるが, この左辺はつねに正の値をとるため, 矛盾が生じる. 従って, 任意の a < α < β < b

に対し,
T

S
が一定の値であるような関数 f は存在しない.

(5) 任意の a < α < β < b に対し,
T

U
が一定の値 k ならば T = kU だから, (2)と (3)から次の等式が成り立つ.

2(k − 1)

∫ β

α

f(x)dx = k(β − α)(f(β) + f(α))

− (β − α)2 + 2(β − α)(f ′(β)f(β)− f ′(α)f(α)) + f ′(α)f ′(β)(f(β)− f(α))2

f ′(β)− f ′(α)

f の原始関数を φ とすれば, 上式より以下の等式が得られる.

2(k − 1)(φ(β)− φ(α))(φ′′(β)− φ′′(α)) = k(β − α)(φ′(β) + φ′(α))(φ′′(β)− φ′′(α))− (β − α)2

− 2(β − α)(φ′′(β)φ′(β)− φ′′(α)φ′(α))− φ′′(α)φ′′(β)(φ′(β)− φ′(α))2

上式の両辺を (β − α)2 で割り, β を α に近づければ, 左辺は 2(k − 1)φ′(α)φ(3)(α) に近づき, 右辺は

2(k − 1)φ′(α)φ(3)(α)−
(
φ′′(α)2 + 1

)2
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に近づく. 故に, 等式
(
f ′(α)2 + 1

)2
= 0 が任意の α ∈ (a, b) に対して成り立つことになるが, この左辺はつねに正

の値をとるため, 矛盾が生じる. 従って, 任意の a < α < β < b に対し,
T

U
が一定の値であるような関数 f は存在し

ない.

9. (1)
−→
RP =

(
α− γ

f(α)− f(γ)

)
,
−→
RQ =

(
β − γ

f(β)− f(γ)

)
だから △PQR の面積は

T (α, β) =
1

2
|(β − γ)(f(α)− f(γ))− (α− γ)(f(β)− f(γ))| = 1

2
|(β − γ)f(α)− (β − α)f(γ) + (γ − α)f(β)|

である. P と Q を通る直線の方程式は y =
f(β)− f(α)

β − α
x− αf(β)− βf(α)

β − α
だから S(α, β) は次で与えられる.

S(α, β) =

∣∣∣∣∣
∫ β

α

(
f(β)− f(α)

β − α
t− αf(β)− βf(α)

β − α
− f(t)

)
dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣12(β − α)(f(β) + f(α))−

∫ β

α

f(t) dt

∣∣∣∣∣
S(α, β)

T (α, β)
が α, β によらない一定の値ならば, 定数 C で, 任意の α < β に対して次の等式を満たすものがある.

(β − α)(f(β) + f(α))− 2

∫ β

α

f(t) dt = C((β − γ)f(α)− (β − α)f(γ) + (γ − α)f(β)) · · · (i)

このとき, γ を f(β)− f(α) = f ′(γ)(β − α) を満たす β の関数とみなして (i)を β に関して微分すれば

(C − 1)f(α) + (Cγ − (C − 1)α− β)f ′(β) + f(β) = Cf(γ) · · · (ii)

が得られる. (ii)と f(β)− f(α) = f ′(γ)(β − α) の両辺を β に関して微分すれば

Cγ′f ′(β) + (Cγ − (C − 1)α− β)f ′′(β) = Cγ′f ′(γ) · · · (iii) f ′(β) = f ′(γ) + γ′f ′′(γ)(β − α) · · · (iv)

が得られる. 仮定から f ′′ は恒等的に 0でないため, f ′′(α) ̸= 0 となる α ∈ I が存在する. 第 7回の問題 4の (2)よ

り lim
β→α

f ′(β)− f ′(γ)

β − α
=
f ′′(α)

2
だから (iv)より lim

β→α
γ′ = lim

β→α

f ′(β)− f ′(γ)

f ′′(γ)(β − α)
=

1

2
が得られる. 一方 (iii)より

Cγ′
f ′(β)− f ′(γ)

β − α
− f ′′(β) + Cf ′′(β)

γ − α

β − α
= 0 · · · (v)

であり, β → α とすれば第 7回の問題 4の (2)より (v)の左辺は
Cf ′′(α)

4
− f ′′(α) +

Cf ′′(α)

2
=

(3C − 4)f ′′(α)

4
に

近づくため, C =
4

3
である.

(2) 以下で γ を f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) を満たす x の関数とみなす. (1)の (ii)に C =
4

3
を代入し, β を x,

α を p で置き換えれば次の等式が得られる.

f(p) + 3f(x)− 4f(γ) + (4γ − p− 3x)f ′(x) = 0 · · · (vi)

x, p ∈ I に対し, テイラーの定理から次の等式が成り立つ.

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
f ′′(p)

2
(x− p)2 +

f (3)(p)

6
(x− p)3 +

f (4)(p)

24
(x− p)4 + o

(
(x− p)4

)
f(γ) = f(p) + f ′(p)(γ − p) +

f ′′(p)

2
(γ − p)2 +

f (3)(p)

6
(γ − p)3 +

f (4)(p)

24
(γ − p)4 + o

(
(γ − p)4

)
f ′(x) = f ′(p) + f ′′(p)(x− p) +

f (3)(p)

2
(x− p)2 +

f (4)(p)

6
(x− p)3 + o

(
(x− p)3

)
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第 7 回の問題 4 の (2) より lim
x→p

γ − p

x− p
=

1

2
̸= 0, lim

x→p

4γ − p− 3x

x− p
= lim

x→p

4γ − 4p− 3(x− p)

x− p
= −1 ̸= 0 だから

o
(
(γ − p)4

)
= o
(
(x− p)4

)
, (4γ − p− 3x)o

(
(x− p)3

)
= o
(
(x− p)4

)
であることに注意して上の 3つの等式を (vi)に

代入すれば, 次の等式が得られる.

f ′′(p)

2

(
(x− p)(8γ − 5p− 3x)− 4(γ − p)2

)
+
f (3)(p)

6

(
(x− p)2(12γ − 6p− 6x)− 4(γ − p)3

)
+
f (4)(p)

24

(
(x− p)3(16γ − 7p− 9x)− 4(γ − p)4

)
= o
(
(x− p)4

)
· · · (vii)

ここで, 第 7回の問題 4の (2)より lim
x→p

16γ − 7p− 9x

x− p
= lim

x→p

16(γ − p)− 9(x− p)

x− p
= lim

x→p

16(γ − p)

x− p
− 9 = −1 だ

から lim
x→p

(x− p)3(16γ − 7p− 9x)− 4(γ − p)4

(x− p)4
= lim

x→p

16(γ − p)− 9(x− p)

x− p
− 4 lim

x→p

(
γ − p

x− p

)4

= −5

4
が成り立つ.

従って (vii)から

5f (4)(p)

96
= lim
x→p

(
f ′′(p)

2

(
(x− p)(8γ − 5p− 3x)− 4(γ − p)2

)
+
f (3)(p)

6

(
(x− p)2(12γ − 6p− 6x)− 4(γ − p)3

))
が得られる. 第 7回の問題 4の結果とロピタルの定理を用いれば, 上式の右辺は以下のように変形される.

5f (4)(p)

96
= lim
x→p

3f ′′(p)
(
(x− p)(8γ − 5p− 3x)− 4(γ − p)2

)
+ f (3)(p)

(
(x− p)2(12γ − 6p− 6x)− 4(γ − p)3

)
6(x− p)4

= lim
x→p

3f ′′(p)
(
(x− p)(8γ − 5p− 3x)− 4(γ − p)2

)
− 4f (3)(p)(γ − p)3

6(x− p)4
+ lim
x→p

f (3)(p)(2γ − p− x)

(x− p)2

= lim
x→p

f ′′(p)(4γ − p− 3x+ 4γ′(x− γ))− 2f (3)(p)γ′(γ − p)2

4(x− p)3
+ lim
x→p

f (3)(p)(2γ′ − 1)

2(x− p)

= lim
x→p

f ′′(p)
(
8γ′ − 3− 4(γ′)2 + 4γ′′(x− γ)

)
− 2f (3)(p)(2(γ′)2(γ − p) + γ′′(γ − p)2)

12(x− p)2
+ lim
x→p

f (3)(p)γ′′

= lim
x→p

f ′′(p)
(
8γ′ − 3− 4(γ′)2 + 4γ′′(x− γ)

)
− 4f (3)(p)(γ′)2(γ − p)

12(x− p)2
− lim
x→p

f (3)(p)γ′′(γ − p)2

6(x− p)2
+
f (3)(p)2

12f ′′(p)

= lim
x→p

f ′′(p)
(
3γ′′ − 3γ′γ′′ + γ(3)(x− γ)

)
− f (3)(p)((γ′)3 + 2γ′γ′′(γ − p))

6(x− p)
+

23f (3)(p)2

288f ′′(p)

= lim
x→p

3γ′′f ′′(p)(1− γ′)− f (3)(p)(γ′)3

6(x− p)
+ lim
x→p

γ(3)f ′′(p)(x− γ)

6(x− p)
− lim
x→p

f (3)(p)γ′γ′′(γ − p)

3(x− p)
+

23f (3)(p)2

288f ′′(p)

= lim
x→p

γ(3)f ′′(p)(1− γ′)− (γ′′)2f ′′(p)− f (3)(p)(γ′)2γ′′

2
+
f (4)(p)

96
+

9f (3)(p)2

144f ′′(p)
=
f (4)(p)

24
+

5f (3)(p)2

288f ′′(p)

故に
5f (4)(p)

96
=
f (4)(p)

24
+

5f (3)(p)2

288f ′′(p)
だから, 3f ′′(p)f (4)(p) = 5f (3)(p)2 が任意の p ∈ I に対して成り立つ. 従って第

15回の問題 4から, 与えられた条件を満たす f は 2次関数 f(x) = ax2 + bx+ c であるか, f(x) =
√
ax+ b+ cx+ d

または f(x) = −
√
ax+ b+ cx+ d という形の関数である.

10. (1) 直線 AB と PQ は平行だから △ABC と △PQC は相似である. 従って
S(α, β)

T (α, β)
=

(CA)2

(CP)2
であり, A′, C′,

P′ をそれぞれ A, C, P から x軸に下ろした垂線と x軸との交点とすれば
CA

CP
=

C′A′

C′P′ が成り立つ. 故に仮定か

ら定数 c で C′A′ = cC′P′ を満たすものが存在する. ℓα, ℓβ , ℓγ の方程式は, それぞれ y = f ′(α)(x − α) + f(α),

y = f ′(β)(x−β)+f(β), y = f ′(γ)(x−γ)+f(γ)だから, C, Pのx座標は,それぞれ
βf ′(β)− αf ′(α)− f(β) + f(α)

f ′(β)− f ′(α)
,

γf ′(γ)− αf ′(α)− f(γ) + f(α)

f ′(γ)− f ′(α)
である. さらに A の x座標が α であることから,

C′A′ =
(β − α)f ′(β)− f(β) + f(α)

f ′(β)− f ′(α)
, P′A′ =

(γ − α)f ′(γ)− f(γ) + f(α)

f ′(γ)− f ′(α)
· · · (i)
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仮定から f ′′ は恒等的に 0でないため, f ′′(α) ̸= 0 となる α ∈ I が存在する. C′A′ = cC′P′ = c(C′A′ − P′A′) より

(c− 1)C′A′ = cP′A′ だから, (c− 1) lim
β→α

C′A′

β − α
= c lim

β→α

P′A′

β − α
が成り立つ. (i)から, ロピタルの定理を用いると

lim
β→α

C′A′

β − α
= lim
β→α

(β − α)f ′(β)− f(β) + f(α)

(β − α)2
1

f ′(β)−f ′(α)
β−α

= lim
β→α

(β − α)f ′(β)− f(β) + f(α)

(β − α)2
lim
β→α

1
f ′(β)−f ′(α)

β−α

= lim
β→α

(β − α)f ′′(β)

2(β − α)

1

lim
β→α

f ′(β)−f ′(α)
β−α

=
f ′′(α)

2

1

f ′′(α)
=

1

2

であり, また γ を β の関数とみなせば, (i)と第 7回の問題 4の (2), (3)の結果から次の等式が得られる.

lim
β→α

P′A′

β − α
= lim
β→α

(γ − α)f ′(γ)− f(γ) + f(α)

(β − α)2
1

f ′(γ)−f ′(α)
β−α

= lim
β→α

(γ − α)f ′(γ)− f(γ) + f(α)

(β − α)2
lim
β→α

1
f ′(γ)−f ′(α)

β−α

= lim
β→α

(γ − α)γ′f ′′(γ)

2(β − α)

1

lim
β→α

f ′(γ)−f ′(α)
β−α

= lim
β→α

γ − α

β − α
lim
β→α

γ′f ′′(γ)

2

1
f ′′(α)

2

=
1

2

f ′′(α)

2

1

f ′′(α)
=

1

4

従って
c− 1

2
=
c

4
だから c = 2 となるため

S(α, β)

T (α, β)
=

(CA)2

(CP)2
=

(C′A′)2

(C′P′)2
= 22 = 4 である.

(2) (1)の結果より C′A′ = 2P′A′ だから (i)より

(β − α)f ′(β)− f(β) + f(α)

f ′(β)− f ′(α)
=

2((γ − α)f ′(γ)− f(γ) + f(α))

f ′(γ)− f ′(α)
· · · (ii)

が任意の α, β ∈ I に対して成り立つ. 以下で γ を f(x)− f(p) = f ′(γ)(x− p) を満たす x の関数とみなす. (ii) に

おいて β を x, α を p で置き換えれば次の等式が得られる.

(f ′(γ)− f ′(p))((x− p)f ′(x)− f(x) + f(p)) = 2(f ′(x)− f ′(p))((γ − p)f ′(γ)− f(γ) + f(p)) · · · (iii)

x, p ∈ I に対し, テイラーの定理から次の等式が成り立つ.

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
f ′′(p)

2
(x− p)2 +

f (3)(p)

6
(x− p)3 +

f (4)(p)

24
(x− p)4 + o

(
(x− p)4

)
f(γ) = f(p) + f ′(p)(γ − p) +

f ′′(p)

2
(γ − p)2 +

f (3)(p)

6
(γ − p)3 +

f (4)(p)

24
(γ − p)4 + o

(
(γ − p)4

)
f ′(x) = f ′(p) + f ′′(p)(x− p) +

f (3)(p)

2
(x− p)2 +

f (4)(p)

6
(x− p)3 + o

(
(x− p)3

)
f ′(γ) = f ′(p) + f ′′(p)(γ − p) +

f (3)(p)

2
(γ − p)2 +

f (4)(p)

6
(γ − p)3 + o

(
(γ − p)3

)
第 7回の問題 4の (2)より lim

x→p

γ − p

x− p
=

1

2
≠ 0 だから o

(
(γ − p)4

)
= o
(
(x− p)4

)
であることに注意して上の 3つの

等式を (vi)に代入すれば, 次の等式が得られる.

12f ′′(p)2(2γ − x− p) + 2f ′′(p)f (3)(p)(8(γ − p)2 − 4(x− p)2 + 3(x− p)(γ − p))

+ f ′′(p)f (4)(p)(6(γ − p)3 − 3(x− p)3 + 4(x− p)2(γ − p)− 2(x− p)(γ − p)2)

+ 4f (3)(p)2(x− p)(γ − p)(2γ − x− p) = o
(
(x− p)3

)
· · · (iv)

第 7回の問題 4の (2)より

lim
x→p

6(γ − p)3 − 3(x− p)3 + 4(x− p)2(γ − p)− 2(x− p)(γ − p)2

(x− p)3
= lim
x→p

6(γ − p)3

(x− p)3
− 3 + lim

x→p

4(γ − p)

x− p

− lim
x→p

2(γ − p)2

(x− p)2
= −3

4
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であり, 第 7回の問題 4の (5)とロピタルの定理より

lim
x→p

(x− p)(γ − p)(2γ − x− p)

(x− p)3
= lim
x→p

(γ − p)(2γ − x− p)

(x− p)2
= lim
x→p

(γ − p) lim
x→p

2γ′ − 1

2(x− p)
= 0

だから, (iv)から

lim
x→p

12f ′′(p)2(2γ − x− p) + 2f ′′(p)f (3)(p)(8(γ − p)2 − 4(x− p)2 + 3(x− p)(γ − p))

(x− p)3
=

3

4
f ′′(p)f (4)(p) · · · (v)

が得られる. ロピタルの定理と第 7回の問題 4の (5), (6)より

((v)の左辺) = lim
x→p

12f ′′(p)2(2γ′ − 1) + 2f ′′(p)f (3)(p)((16γ′ + 3)(γ − p) + (3γ′ − 8)(x− p))

3(x− p)2

= lim
x→p

24f ′′(p)2γ′′ + 2f ′′(p)f (3)(p)(16γ′′(γ − p) + 16(γ′)2 + 6γ′ + 3γ′′(x− p)− 8)

6(x− p)

= lim
x→p

24f ′′(p)2γ(3) + 2f ′′(p)f (3)(p)(16γ(3)(γ − p) + 48γ′γ′′ + 9γ′′ + 3γ(3)(x− p))

6

= lim
x→p

4f ′′(p)2γ(3) + lim
x→p

11f ′′(p)f (3)(p)γ′′

=
f ′′(p)f (4)(p)

2
+

5f (3)(p)2

12

となるため, 3f ′′(p)f (4)(p) = 5f (3)(p)2 が任意の p ∈ I に対して成り立つ. 従って第 15回の問題 4から, 与えられた条

件を満たす f は 2次関数 f(x) = ax2+ bx+ c であるか, f(x) =
√
ax+ b+ cx+d または f(x) = −

√
ax+ b+ cx+d

という形の関数である.

11. (1) A と B を通る直線の方程式は y =
f(β)− f(α)

β − α
(x− α) + f(α) だから T (α, β) は以下で与えられる.

T (α, β) =

∣∣∣∣∣
∫ β

α

(
f(β)− f(α)

β − α
(x− α) + f(α)− f(x)

)
dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣12(β − α)(f(β) + f(α))−

∫ β

α

f(x)dx

∣∣∣∣∣
ℓα, ℓβ の方程式は, それぞれ y = f ′(α)(x−α) + f(α), y = f ′(β)(x− β) + f(β) で与えられる. ℓα と ℓβ の交点を C

とすれば, C の座標は(
βf ′(β)− αf ′(α)− f(β) + f(α)

f ′(β)− f ′(α)
,
(β − α)f ′(α)f ′(β)− f ′(α)f(β) + f(α)f ′(β)

f ′(β)− f ′(α)

)
である. 従って △ABC の面積を U(α, β) とおけば U(α, β) は次で与えられる.

U(α, β) =

∣∣∣∣ (β − α)(f ′(α) + f ′(β))(f(β)− f(α))− (f(β)− f(α))2 − (β − α)2f ′(α)f ′(β)

f ′(β)− f ′(α)

∣∣∣∣
U(α, β) = S(α, β) + T (α, β) であり

S(α, β)

T (α, β)
は α, β によらない一定の値だから

U(α, β)

T (α, β)
も α, β によらない一定

の値である. 従って上の結果から任意の α, β ∈ I に対して次の等式を満たす定数 k が存在する.

k(β − α)(f(β) + f(α))

2
− k

∫ β

α

f(x)dx

=
(β − α)(f ′(α) + f ′(β))(f(β)− f(α))− (f(β)− f(α))2 − (β − α)2f ′(α)f ′(β)

f ′(β)− f ′(α)

g を f の原始関数とすれば, g は 3回微分可能で, 3次導関数は連続である. このとき上式から次の等式が得られる.

k(β − α)(g′′(β)− g′′(α))(g′(β) + g′(α))− 2k(g′′(β)− g′′(α))(g(β)− g(α))

= 2(β − α)(g′′(α) + g′′(β))(g′(β)− g′(α))− 2(g′(β)− g′(α))2 − 2(β − α)2g′′(α)g′′(β) · · · (i)
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この両辺を (β − α)4 で割り, β を α に近づければ

lim
β→α

k(β − α)(g′′(β)− g′′(α))(g′(β) + g′(α))− 2k(g′′(β)− g′′(α))(g(β)− g(α))

(β − α)4

= lim
β→α

2(β − α)(g′′(α) + g′′(β))(g′(β)− g′(α))− 2(g′(β)− g′(α))2 − 2(β − α)2g′′(α)g′′(β)

(β − α)4
· · · (ii)

が成り立つ. ロピタルの定理を用いて (ii)の左辺を計算すると,

k lim
β→α

g(3)(β)((β − α)(g′(β) + g′(α))− 2(g(β)− g(α))) + ((β − α)g′′(β)− g′(β) + g′(α))(g′′(β)− g′′(α))

4(β − α)3

= k lim
β→α

(
g(3)(β)

(β − α)(g′(β) + g′(α))− 2(g(β)− g(α))

4(β − α)3
+

((β − α)g′′(β)− g′(β) + g′(α))(g′′(β)− g′′(α))

4(β − α)3

)
= kg(3)(α) lim

β→α

(β − α)g′′(β)− g′(β) + g′(α)

12(β − α)2

+ k lim
β→α

(β − α)g(3)(β)(g′′(β)− g′′(α)) + g(3)(β)((β − α)g′′(β)− g′(β) + g′(α))

12(β − α)2

= kg(3)(α) lim
β→α

(β − α)g′′(β)− g′(β) + g′(α)

6(β − α)2
+ k lim

β→α

g(3)(β)(g′′(β)− g′′(α))

12(β − α)

= kg(3)(α) lim
β→α

(β − α)g(3)(β)

12(β − α)
+ k

g(3)(α)2

12
=
kg(3)(α)2

6
=
kf ′′(α)2

6

となり, 同様に (ii)の右辺を計算すると, 以下のようになる.

lim
β→α

(g′′(α)−g′′(β))(g′(β)−g′(α))+(β−α)(g(3)(β)(g′(β)−g′(α))+g′′(β)(g′′(β)−g′′(α)))−(β−α)2g′′(α)g(3)(β)
2(β − α)3

= lim
β→α

(
(g′′(α)−g′′(β))(g′(β)−g′(α))+(β−α)g′′(β)(g′′(β)−g′′(α))

2(β − α)3
+
g(3)(β)(g′(β)−g′(α)−(β−α)g′′(α))

2(β − α)2

)
= lim
β→α

g(3)(β)
(β − α)(2g′′(β)− g′′(α))− (g′(β)− g′(α))

6(β − α)2
+ g(3)(α) lim

β→α

g′′(β)− g′′(α)

4(β − α)

= g(3)(α) lim
β→α

g′′(β)− g′′(α) + 2(β − α)g(3)(β)

12(β − α)
+
g(3)(α)2

4
= g(3)(α) lim

β→α

(
g′′(β)− g′′(α)

12(β − α)
+
g(3)(β)

6

)
+
g(3)(α)2

4

=
g(3)(α)2

2

従って
kf ′′(α)2

6
=

f ′′(α)2

2
であり, 仮定から f ′′(α) ̸= 0 となる α ∈ I が存在するため k = 3 である. 故に

U(α, β)

T (α, β)
= 3 で, U(α, β) = S(α, β) + T (α, β) だから,

S(α, β)

T (α, β)
= 2 である.

(2) 上の結果から (i)の kに 3を代入して整理すれば次の等式が得られる.

2(β − α)2g′′(α)g′′(β) + (β − α)(g′(β)g′′(β)− 5g′(β)g′′(α) + 5g′(α)g′′(β)− g′(α)g′′(α))

− 6(g(β)− g(α))(g′′(β)− g′′(α)) + 2(g′(β)− g′(α))2 = 0 · · · (iii)

仮定から g は 5回微分可能で, 5次導関数は連続であることに注意する. そこで, 一般に 5回微分可能で, 5次導関数

が連続である関数 g : I → R と p ∈ I に対して関数 F : I → R を以下のように定義する.

F (x) = 2(x− p)2g′′(p)g′′(x) + (x− p)(g′(x)g′′(x)− 5g′(x)g′′(p) + 5g′(p)g′′(x)− g′(p)g′′(p))

− 6(g(x)− g(p))(g′′(x)− g′′(p)) + 2(g′(x)− g′(p))2
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このとき以下の等式が成り立つ.

F ′(x) = 2(x− p)2g′′(p)g(3)(x) + (x− p)(g′′(x)2 − g′′(p)g′′(x) + g′(x)g(3)(x) + 5g′(p)g(3)(x))

− g′(x)g′′(x) + g′(x)g′′(p) + g′(p)g′′(x)− g′(p)g′′(p)− 6g(x)g(3)(x) + 6g(p)g(3)(x)

F ′′(x) = 2(x− p)2g′′(p)g(4)(x) + (x− p)(3g′′(x)g(3)(x) + 3g′′(p)g(3)(x) + g′(x)g(4)(x) + 5g′(p)g(4)(x))

− 6g′(x)g(3)(x) + 6g′(p)g(3)(x)− 6g(x)g(4)(x) + 6g(p)g(4)(x)

F (3)(x) = g(5)(x)(2(x− p)2g′′(p) + (x− p)(g′(x) + 5g′(p))− 6g(x) + 6g(p))

+ (x− p)(3g(3)(x)2 + (4g′′(x) + 7g′′(p))g(4)(x))− 3(g′′(x)− g′′(p))g(3)(x)− 11(g′(x)− g′(p))g(4)(x)

F (p) = F ′(p) = F ′′(p) = 0 だからロピタルの定理から次の等式が成り立つ.

lim
x→p

F (x)

(x− p)6
= lim
x→p

F ′(x)

6(x− p)5
= lim
x→p

F ′′(x)

30(x− p)4
= lim
x→p

F (3)(x)

120(x− p)3

= lim
x→p

g(5)(x)
2(x− p)2g′′(p) + (x− p)(g′(x) + 5g′(p))− 6g(x) + 6g(p)

120(x− p)3

+ lim
x→p

(x− p)(3g(3)(x)2 + (4g′′(x) + 7g′′(p))g(4)(x))− 3(g′′(x)− g′′(p))g(3)(x)− 11(g′(x)− g′(p))g(4)(x)

120(x− p)3

= g(5)(p) lim
x→p

(x− p)(g′′(x) + 4g′′(p))− 5g′(x) + 5g′(p)

360(x− p)2

+ lim
x→p

g(5)(x)((x− p)(4g′′(x) + 7g′′(p))− 11g′(x) + 11g′(p)) + 10g(4)(x)((x− p)g(3)(x)− g′′(x) + g′′(p))

360(x− p)2

= g(5)(p) lim
x→p

(x− p)g(3)(x)− 4g′′(x) + 4g′′(p)

720(x− p)
+ g(5)(p) lim

x→p

(x− p)(4g′′(x) + 7g′′(p))− 11g′(x) + 11g′(p)

360(x− p)2

+ g(4)(p) lim
x→p

(x− p)g(3)(x)− g′′(x) + g′′(p)

36(x− p)2

= −g
(3)(p)g(5)(p)

240
+ g(5)(p) lim

x→p

4(x− p)g(3)(x)− 7g′′(x) + 7g′′(p)

720(x− p)
+ g(4)(p) lim

x→p

(x− p)g(4)(x)

72(x− p)

= −g
(3)(p)g(5)(p)

240
− g(3)(p)g(5)(p)

240
+
g(4)(p)2

72
= −g

(3)(p)g(5)(p)

120
+
g(4)(p)2

72
= −f

′′(p)f (4)(p)

120
+
f (3)(p)2

72

g が (iii)を満たすとき, F はつねに値が 0である定数値関数だから, 上の結果から−f
′′(p)f (4)(p)

120
+
f (3)(p)2

72
= 0 で

ある. 従って 3f ′′(p)f (4)(p) = 5f (3)(p)2 が任意の p ∈ I に対して成り立つため, 第 15回の問題 4から, 与えられた条

件を満たす f は 2次関数 f(x) = ax2+ bx+ c であるか, f(x) =
√
ax+ b+ cx+d または f(x) = −

√
ax+ b+ cx+d

という形の関数である.
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微積分学 II 演習問題 第17回 2変数関数の極限と連続性

1. 次の極限が存在する場合はその値を求め, 存在しない場合はその理由を答えよ.

(1) lim
( xy )→( 21 )

cos(πxy)

1 + 2xy
(2) lim

( xy )→( 00 )

ey sin(xy)

xy
(3) lim

( xy )→( 00 )

x2 − y2

x2 + y2

(4) lim
( xy )→( 00 )

x3 − 3xy

x2 + y2
(5) lim

( xy )→( 00 )

2x3 − y3

4x2 + y2
(6) lim

( xy )→( 00 )

xy2

x2 + y4

(7) lim
( xy )→( 00 )

√
x4 + 2y4

x2 + y2
(8) lim

( xy )→( 00 )

x3 + y4

x2 + 4y2
(9) lim

( xy )→( 00 )

x2 − 2y2

3x2 + y2

(10) lim
( xy )→( 00 )

xy

x2 + y4
(11) lim

( xy )→( 00 )

xy3

x2 + y4
(12) lim

( xy )→( 00 )
xy sin

1√
x2 + y2

(13) lim
( xy )→( 00 )

ex
2+y2 − 1

x2 + y2
(14) lim

( xy )→( 00 )

sinxy

x2 + y2
(15) lim

( xy )→( 00 )

1− cos
√
x2 + y2

x2 + y2

(16) lim
( xy )→( 00 )

x2y2

x2 + y4
(17) lim

( xy )→( 00 )

xy√
x2 + y2

(18) lim
( xy )→( 00 )

(x2 + y2) log(x2 + y2)

2. 前問の問 (n) (n = 3, 4, . . . , 18)で極限を考えた, R2 から原点を除いた集合で定義される関数を fn とする. (例え

ば, f3 は f3 (
x
y ) =

x2 − y2

x2 + y2
で与えられる関数.) 関数 f̄n : R2 → R を

f̄n (
x
y ) =

fn (
x
y ) ( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

で定めるとき, 各 n = 3, 4, . . . , 18 について, f̄n の原点における連続性について調べよ.

3. (発展問題) (1) R2 で定義される関数 f̄2 を

f̄2 (
x
y ) =


ey sin(xy)

xy
xy ̸= 0

ey xy = 0

で定義するとき, 集合
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy = 0
}
の各点における f̄2 の連続性について調べよ.

(2) R2 で定義される関数 f̄1 を

f̄1 (
x
y ) =


cos(πxy)

1 + 2xy
xy ̸= −1

2
π

2
xy = −1

2

で定義するとき, 集合
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy = − 1
2

}
の各点における f̄1 の連続性について調べよ.

4. (発展問題) a, b, m, n, p, q を正の実数とする. lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
= 0 であるための必要十分条件を求めよ.

5. (発展問題) m, n, p, q, r を正の実数とし, 関数 f :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0, y > 0
}
→ R を

f( xy ) = mx+ ny − rmin{px, qy} −min{x, y}

で定める. このとき, f が負の値をとるための必要十分条件を求めよ.

6. (発展問題) m, n, p, q, r を正の実数とする. lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

= 0 であるための必要十分条件を

求めよ.
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第 17回の演習問題の解答

1. (1) f :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy ̸= − 1
2

}
→
(
−∞,− 1

2

)
∪
(
− 1

2 ,∞
)
, g :

(
−∞,− 1

2

)
∪
(
− 1

2 ,∞
)
→ R を f( xy ) = xy, g(t) =

cos(πt)

1 + 2t
で定めれば, f , g はともに連続関数だから, lim

( xy )→( 21 )

cos(πxy)

1 + 2xy
= lim

( xy )→( 21 )
g(f( xy )) = g

(
lim

( xy )→( 21 )
f( xy )

)
=

g(f( 21 )) = g(2) =
1

5
.

(2) f : R2 → R, g : R → R を f( xy ) = xy, g(t) =

 sin t
t t ̸= 0

1 t = 0
で定めれば, 明らかに f は連続関数であ

り, lim
t→0

g(t) = lim
t→0

sin t

t
= 1 = g(0) より, g は 0 で連続である. 従って lim

( xy )→( 00 )

sin(xy)

xy
= lim

( xy )→( 00 )
g(f( xy )) =

g

(
lim

( xy )→( 00 )
f( xy )

)
= g(0) = 1 となるため, lim

( xy )→( 00 )

ey sin(xy)

xy
= lim

( xy )→( 00 )
ey lim

( xy )→( 00 )

sin(xy)

xy
= 1.

(3) lim
( xy )→( 00 )

x2 − y2

x2 + y2
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


x2−y2
x2+y2 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) = ( tkt ) で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

t2 − k2t2

t2 + k2t2
=

1− k2

1 + k2
となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依存しない

値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

x2 − y2

x2 + y2
は存在しない.

(4) lim
( xy )→( 00 )

x3 − 3xy

x2 + y2
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


x3−3xy
x2+y2 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) = ( tkt ) で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

t3 − 3kt2

t2 + k2t2
= lim

t→0

t− 3k

1 + k2
=

−3k

1 + k2
となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g

に依存しない値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

x3 − xy

x2 + y2
は存在しない.

(5) x2 ≦ 4x2 + y2, y2 ≦ 4x2 + y2 より, |2x3| ≦ 2|x|(4x2 + y2), |y3| ≦ |y|(4x2 + y2) である. よって |2x3 − y3| ≦

|2x3| + |y3| ≦ (2|x| + |y|)(4x2 + y2) となるため, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣2x3 − y3

4x2 + y2

∣∣∣∣ ≦ 2|x| + |y| が成り立つ. ここで,

( xy ) → ( 00 ) のとき, 2|x|+ |y| → 0 だから, 上の不等式から, lim
( xy )→( 00 )

2x3 − y3

4x2 + y2
= 0 である.

(6) lim
( xy )→( 00 )

xy2

x2 + y4
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


xy2

x2+y4 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) =
(
kt2

t

)
で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

kt4

k2t4 + t4
=

k

k2 + 1
となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依存しない

値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

xy2

x2 + y4
は存在しない.
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(7) lim
( xy )→( 00 )

√
x4 + 2y4

x2 + y2
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


√
x4+2y4

x2+y2 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) = ( tkt ) で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

√
t4 + 2k4t4

t2 + k2t2
=

√
1 + 2k4

1 + k2
となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依存

しない値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

√
x4 + 2y4

x2 + y2
は存在しない.

(8) x2 ≦ x2 + 4y2, y2 ≦ x2 + 4y2 より, |x3| ≦ |x|(x2 + 4y2), |y4| ≦ y2(x2 + 4y2) である. よって |x3 + y4| ≦

|x3|+|y4| ≦ (|x|+y2)(x2+4y2)となるため, ( xy ) ̸= ( 00 )ならば

∣∣∣∣ x3 + y4

x2 + 4y2

∣∣∣∣ ≦ |x|+y2 が成り立つ. ここで, ( xy ) → ( 00 )

のとき, |x|+ y2 → 0 だから, 上の不等式から, lim
( xy )→( 00 )

x3 + y4

x2 + 4y2
= 0 である.

(9) lim
( xy )→( 00 )

x2 − 2y2

3x2 + y2
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


x2−2y2

3x2+y2 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, g は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) = ( tkt ) で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

t2 − 2k2t2

3t2 + k2t2
=

1− 2k2

3 + k2
となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依存しな

い値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

x2 − 2y2

3x2 + y2
は存在しない.

(10) lim
( xy )→( 00 )

xy

x2 + y4
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


xy

x2+y4 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写像

g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 実数 k に対し, g を g(t) = ( tkt ) で定

めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

kt2

t2 + k2t4
= lim
t→0

k

1 + k2t2
= k となり, lim

t→0
f(g(t)) が lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依

存しない値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

xy

x2 + y4
は存在しない.

(11) (相加平均) ≧ (相乗平均) より
x2 + y4

2
≧
√
x2y4 = |x|y2. よって ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

|x|y2

x2 + y4
≦ 1

2
となるた

め,

∣∣∣∣ 2xy3

x2 + y4

∣∣∣∣ ≦ |y|
2
が成り立つ. ここで, ( xy ) → ( 00 ) のとき, |y| → 0 だから, 上の不等式から, lim

( xy )→( 00 )

xy3

x2 + y4
= 0

である.

(12)

∣∣∣∣∣sin 1√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ 1 だから

∣∣∣∣∣xy sin 1√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ |xy| である. ここで, ( xy ) → ( 00 ) のとき, |xy| → 0 だから,

上の不等式から, lim
( xy )→( 00 )

xy sin
1√

x2 + y2
= 0 である.

(13) f : R2 → R, g : R → R を f( xy ) = x2 + y2, g(t) =

 et−1
t t ̸= 0

1 t = 0
で定めれば, 明らかに f は連続関数であ

り, lim
t→0

g(t) = lim
t→0

et − 1

t
= 1 = g(0) より, g は 0 で連続である. 従って lim

( xy )→( 00 )

ex
2+y2 − 1

x2 + y2
= lim

( xy )→( 00 )
g(f( xy )) =
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g

(
lim

( xy )→( 00 )
f( xy )

)
= g(0) = 1 である.

(14) lim
( xy )→( 00 )

sinxy

x2 + y2
が存在すると仮定して, この値を c とおき, 関数 f : R2 → R を

f( xy ) =


sin xy
x2+y2 ( xy ) ̸= ( 00 )

c ( xy ) = ( 00 )
で定めると, f は ( 00 ) で連続である. 従って, lim

t→0
g(t) = ( 00 ) を満たす任意の写

像 g : R → R2 に対して, lim
t→0

f(g(t)) = f( 00 ) = c となるはずである. ところが, 0 でない実数 k に対し, g

を g(t) = ( tkt ) で定めれば, lim
t→0

f(g(t)) = lim
t→0

sin(kt2)

t2 + k2t2
= lim

t→0

sin(kt2)

kt2
k

1 + k2
=

k

1 + k2
となり, lim

t→0
f(g(t)) が

lim
t→0

g(t) = ( 00 ) を満たす写像 g に依存しない値 c であることと矛盾する. 故に, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

sinxy

x2 + y2
は存在し

ない.

(15) f : R2 → R, g : R → R を f( xy ) =
√
x2 + y2, g(t) =

 1−cos t
t2 t ̸= 0

1
2 t = 0

で定めれば, 明らかに f は連続関

数であり, 教科書の例題 1.8の (2)により, lim
t→0

g(t) = lim
t→0

1− cos t

t2
=

1

2
= g(0) より, g は 0 で連続である. 従って

lim
( xy )→( 00 )

1− cos
√
x2 + y2

x2 + y2
= lim

( xy )→( 00 )
g(f( xy )) = g

(
lim

( xy )→( 00 )
f( xy )

)
= g(0) =

1

2
である.

(16) (相加平均) ≧ (相乗平均)より
x2 + y4

2
≧
√
x2y4 = |x|y2. よって ( xy ) ̸= ( 00 )ならば

|x|y2

x2 + y4
≦ 1

2
となるため,

0 ≦ x2y2

x2 + y4
≦ |x|

2
が成り立つ. ここで, ( xy ) → ( 00 ) のとき, |x| → 0 だから, 上の不等式から, lim

( xy )→( 00 )

x2y2

x2 + y4
= 0

である.

(17) x2 ≦ x2 + y2, y2 ≦ x2 + y2 より, 両辺の平方根をとれば |x| ≦
√
x2 + y2, |y| ≦

√
x2 + y2 である. これ

らの両辺はともに 0 以上だから辺々かけあわせて |xy| ≦ x2 + y2 が得られる. さらにこの両辺を
√
x2 + y2 で

割れば,

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ √
x2 + y2 を得る. ここで, ( xy ) → ( 00 ) のとき,

√
x2 + y2 → 0 だから, 上の不等式から,

lim
( xy )→( 00 )

xy√
x2 + y2

= 0 である.

(18) f : R2 → R, g : R → R を f( xy ) = x2 + y2, g(t) =

t log |t| t ̸= 0

0 t = 0
で定めれば, 明らかに f 連

続関数であり, 教科書の問 1.18 より lim
t→0

g(t) = lim
t→0

t log |t| = 0 = g(0) だから, g は 0 で連続である. 従って

lim
( xy )→( 00 )

(x2 + y2) log(x2 + y2) = lim
( xy )→( 00 )

g(f( xy )) = g

(
lim

( xy )→( 00 )
f( xy )

)
= g(0) = 0 である.

2. (3) 前問の (3)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄3 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f3 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

x2 − y2

x2 + y2
は存在しないため, f̄3 は原点

で連続ではない.

(4) 前問の (4)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄4 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f4 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

x3 − xy

x2 + y2
は存在しないため, f̄4 は原点

で連続ではない.

(5) 前問の (5)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄5 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f5 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

2x3 − y3

4x2 + y2
= 0 = f̄5 ( 00 ) となるため, f̄5 は原点

で連続である.

(6) 前問の (6)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄6 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f6 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

xy2

x2 + y4
は存在しないため, f̄6 は原点

で連続ではない.
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(7) 前問の (7)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄7 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f7 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

√
x4 + 2y4

x2 + y2
は存在しないため, f̄7 は原

点で連続ではない.

(8) 前問の (8)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄8 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f8 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

x3 + y4

x2 + 4y2
= 0 = f̄8 ( 00 ) となるため, f̄8 は原点

で連続である.

(9) 前問の (9)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄9 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f9 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

x2 − 2y2

3x2 + y2
は存在しないため, f̄9 は原点

で連続ではない.

(10) 前問の (10)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄10 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f10 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

xy

x2 + y4
は存在しないため, f̄10 は

原点で連続ではない.

(11) 前問の (11)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄11 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f11 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

xy3

x2 + y4
= 0 = f̄11 ( 00 ) となるため, f̄11 は

原点で連続である.

(12) 前問の (12)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄12 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f12 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
xy sin

1√
x2 + y2

= 0 = f̄12 ( 00 ) となるた

め, f̄12 は原点で連続である.

(13) 前問の (13)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄13 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f13 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

ex
2+y2 − 1

x2 + y2
= 1 ̸= 0 = f̄13 ( 00 ) となるた

め, f̄13 は原点で連続ではない.

(14) 前問の (14)より, 極限値 lim
( xy )→( 00 )

f̄14 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f14 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

sinxy

x2 + y2
は存在しないため, f̄14 は

原点で連続ではない.

(15) 前問の (15)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄15 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f15 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

1− cos
√
x2 + y2

x2 + y2
=

1

2
̸= 0 = f̄15 ( 00 ) と

なるため, f̄15 は原点で連続ではない.

(16) 前問の (16)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄16 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f16 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

x2y2

x2 + y4
= 0 = f̄16 ( 00 ) となるため, f̄16 は

原点で連続である.

(17) 前問の (17)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄17 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f17 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )

xy√
x2 + y2

= 0 = f̄17 ( 00 ) となるため, f̄17

は原点で連続である.

(18) 前問の (18)より, lim
( xy )→( 00 )

f̄18 (
x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
f18 (

x
y ) = lim

( xy )→( 00 )
(x2 + y2) log(x2 + y2) = 0 = f̄18 ( 00 ) とな

るため, f̄18 は原点で連続である.

3. (1) 関数 f , g を 1の (2)のように定めれば, これらは連続関数だから, 合成関数 g◦f も連続関数である. また, 関

数 p : R2 → R, h : R → R をそれぞれ p ( xy ) = y, h(t) = et で定めれば, p, h はともに連続関数であるため, 合成関

数 h◦p も連続関数である. さらに, 任意の ( xy ) ∈ R2 に対して f̄2 (
x
y ) = (h◦p) ( xy ) (g◦f) ( xy ) が成り立ち, f̄2 は連続

関数の h◦p と g◦f の積であるため, f̄2 は連続関数ある. 従って f̄2 は
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy = 0
}
の各点で連続である.

(2) s = 1 + 2t とおくと, t =
s− 1

2
であり, t → −1

2
のとき s → 0 だから lim

t→− 1
2

cos(πt)

1 + 2t
= lim

s→0

cos
(
π(s−1)

2

)
s

=

lim
s→0

π

2

sin
(
πs
2

)
πs
2

=
π

2
が成り立つ. 従って g : R → R を g(t) =


cos(πt)
1+2t t ̸= − 1

2

π
2 t = − 1

2

で定めれば, g は連続関数である.

さらに f : R2 → R を f( xy ) = xy で定めれば, f は連続関数であり, f̄1 = g◦f が成り立つ. 従って f̄1 は連続関数の

合成だから連続関数になるため,
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy = − 1
2

}
の各点で連続である.

4. t, α, β > 0, x = (αt)
1
p , y = (βt)

1
q とすれば

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
=
α
m
p β

n
q t

m
p +n

q−1

aα+ bβ
である. ここで

m

p
+
n

q
< 1 なら
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ば lim
t→+0

α
m
p β

n
q t

m
p +n

q−1

aα+ bβ
= ∞ であり,

m

p
+
n

q
= 1 ならば lim

t→+0

α
m
p β

n
q t

m
p +n

q−1

aα+ bβ
=

α
m
p β

n
q

aα+ bβ
となって, この場合の

極限値は α, β に依存するため,
m

p
+
n

q
≦ 1 ならば lim

( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
は収束しない. x ̸= 0 かつ |x|p ≧ |y|q

ならば
|y|q

|x|p
≦ 1 だから

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
=

|x|p(
m
p +n

q )

a|x|p + b|y|q

(
|y|q

|x|p

)n
q

≦ |x|p(
m
p +n

q )

a|x|p + b|y|q
=

|x|p(
m
p +n

q−1)

a+ b |y|
q

|x|p
≦ |x|p(

m
p +n

q−1)

a

であり, y ̸= 0 かつ |x|p ≦ |y|q ならば |x|p

|y|q
≦ 1 だから

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
=

|y|q(
m
p +n

q )

a|x|p + b|y|q

(
|x|p

|y|q

)m
p

≦ |y|q(
m
p +n

q )

a|x|p + b|y|q
=

|y|q(
m
p +n

q−1)

a |x|p
|y|q + b

≦ |y|q(
m
p +n

q−1)

b
が成り立つ. 従って, c = min{a, b} とおけば, x ̸= 0 または y ̸= 0 ならば, 不等

式
|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
≦ 1

c
(max{|x|p, |y|q})

m
p +n

q−1 が成り立ち, lim
( xy )→( 00 )

max{|x|p, |y|q} = 0 だから
m

p
+
n

q
> 1 ならば

lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

a|x|p + b|y|q
= 0 である. 以上から,

m

p
+
n

q
> 1 が求める条件である.

5. まず p ≧ qの場合について考える. X, Y , Z をX = { ( xy ) ∈ R| 0 < y ≦ x}, Y = { ( xy ) ∈ R| 0 < x ≦ y, px ≧ qy},
Z = { ( xy ) ∈ R| 0 < px ≦ qy} によって定めると, 次の等式が成り立つ.

f( xy ) =


mx+ (n− qr − 1)y ( xy ) ∈ X

(m− 1)x+ (n− qr)y ( xy ) ∈ Y

(m− pr − 1)x+ ny ( xy ) ∈ Z

( xy ) ∈ X ならば f( xy ) ≧ f( yy ) = (m+n−qr−1)y だからX の点で f が 0以下の値をとるためには
m

q
+
n

q
− 1

q
≦ r

であることが必要十分である.

n ≦ qr の場合, ( xy ) ∈ Y ならば f( xy ) ≧ f
( x
px
q

)
=

(
m+

np

q
− pr − 1

)
x だから Y の点で f が 0 以下の値をと

るためには
m

p
+
n

q
− 1

p
≦ r であることが必要十分である.

m ≦ 1 の場合, ( xy ) ∈ Y ならば f( xy ) ≧ f( yy ) = (m+ n− qr − 1)y だから Y の点で f が 0 以下の値をとるため

には
m

q
+
n

q
− 1

q
≦ r であることが必要十分である.

n > qr かつ m > 1 の場合は Y において f は常に正の値をとる.

( xy ) ∈ Z ならば f( xy ) ≧ f
( x
px
q

)
=

(
m+

np

q
− pr − 1

)
x だから Z の点で f が 0 以下の値をとるためには

m

p
+
n

q
− 1

p
≦ r であることが必要十分である.

以上から, p ≧ q の場合, min

{
m

q
+
n

q
− 1

q
,
m

p
+
n

q
− 1

p

}
≦ r であることが, f が負の値をとるための必要十分

条件である. 同様に, p ≦ q の場合, min

{
m

p
+
n

p
− 1

p
,
m

p
+
n

q
− 1

q

}
≦ r であることが, f が負の値をとるための必

要十分条件である.

6. t > 0, x = t
1
p , y = t

1
q とすれば

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

=
t
m
p +n

q−r

2r
√
t
2
p + t

2
q

=
t
m
p +n

q−
1
p−r

2r
√
1 + t

2
q−

2
p

=
t
m
p +n

q−
1
q−r

2r
√
t
2
p−

2
q + 1

が成り立つため「p ≧ q かつ
m

p
+
n

q
− 1

p
≦ r」または「p ≦ q かつ

m

p
+
n

q
− 1

q
≦ r」ならば t → +0 のとき,
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t
m
p +n

q−r

2r
√
t
2
p + t

2
q

は 0 に収束しない. また, t > 0, x = y = t とすれば

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

=
tm+n−1

√
2(tp + tq)r

=
tm+n−qr−1

√
2(tp−q + 1)r

=
tm+n−pr−1

√
2(1 + tq−p)r

が成り立つため「p ≧ q かつ
m

q
+
n

q
− 1

q
≦ r」または「p ≦ q かつ

m

p
+
n

p
− 1

p
≦ r」ならば t → +0 のとき,

tm+n−1

√
2(tp + tq)r

は 0 に収束しない. 以上から,「p ≧ q かつ min

{
m

p
+
n

q
− 1

p
,
m

q
+
n

q
− 1

q

}
≦ r」または「p ≦ q か

つ min

{
m

p
+
n

q
− 1

q
,
m

p
+
n

p
− 1

p

}
≦ r」ならば lim

( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

̸= 0 である.

max{|x|, |y|} ≦
√
x2 + y2 と max{|x|pr, |y|qr} ≦ (|x|p + |y|q)r から, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば, 次の不等式が成り立つ.

0 ≦ |x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

≦ |x|m|y|n

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr}
· · · (i)

p ≧ q の場合, x, y ∈ (−1, 1) ならば

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr} =


|x|pr+1 |x|p ≧ |y|q

|x||y|qr |x| ≧ |y|, |x|p ≦ |y|q

|y|qr+1 |x| ≦ |y|

であるため, ( xy ) ̸= ( 00 ) かつ x, y ∈ (−1, 1) ならば, 次の不等式が成り立つ.

|x|m|y|n

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr}
≦



|x|m−np
q −pr−1 |x|p ≧ |y|q

|y|m+n−qr−1 |x| ≧ |y|, |x|p ≦ |y|q, m ≦ 1

|x|m+np
q −pr−1 |x| ≧ |y|, |x|p ≦ |y|q, n ≦ qr

|x|m−1|y|n−qr |x| ≧ |y|, |x|p ≦ |y|q, m > 1, n > qr

|y|m+n−qr−1 |x| ≦ |y|

故に, ( xy ) ̸= ( 00 ) かつ x, y ∈ (−1, 1) を満たす x, y に対し, m ≦ 1 または n ≦ qr ならば

0 ≦ |x|m|y|n

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr}
≦ |x|m−np

q −pr−1 + |y|m+n−qr−1 · · · (ii)

が成り立ち, m > 1 かつ n > qr ならば次の不等式が成り立つ.

0 ≦ |x|m|y|n

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr}
≦ |x|m−np

q −pr−1 + |x|m−1|y|n−qr + |y|m+n−qr−1 · · · (iii)

min

{
m

p
+
n

q
− 1

p
,
m

q
+
n

q
− 1

q

}
> r ならば m − np

q
− pr − 1 > 0 かつm + n − qr − 1 > 0 だから, ( xy ) → ( 00 )

のとき, (ii)と (iii)の不等式の右辺は 0 に近づくため, lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

max{|x|, |y|}max{|x|pr, |y|qr}
= 0 である. 従って

(i)から p ≧ q の場合, min

{
m

p
+
n

q
− 1

p
,
m

q
+
n

q
− 1

q

}
> r ならば lim

( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

= 0 が成り立

つ. p ≦ q の場合も同様に, min

{
m

p
+
n

q
− 1

q
,
m

p
+
n

p
− 1

p

}
> r ならば lim

( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

= 0 が成

り立つことが示される.

以上から, lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

= 0 が成り立つための必要十分条件は以下で与えられる.

「p ≧ q かつ min

{
m

p
+
n

q
− 1

p
,
m

q
+
n

q
− 1

q

}
> r」または「p ≦ q かつmin

{
m

p
+
n

q
− 1

q
,
m

p
+
n

p
− 1

p

}
> r」
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微積分学 II 演習問題 第18回 偏微分と微分可能性

1. 次で定められる関数 f の偏導関数
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を求めよ.

(1) f( xy ) = sin(xy) cos y (2) f( xy ) = log(x3y4) (3) f( xy ) = sin−1(x+ y)

(4) f( xy ) = xy(ax2 + by2 − 1) (5) f( xy ) = (3x2 + y2)e−(x2+2y2) (6) f( xy ) = tan−1(xy2)

(7) f( xy ) = tan−1 y

x
(8) f( xy ) = ex−2y cos(x2 + 4xy) (9) f( xy ) = log(x2 − 2xy + 3y2)

2. 下の式で定義される
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0, x+ y > 0
}
上の関数 f に対し

∂f

∂y

(
1
y

)
を求めよ.

f( xy ) = xx
xx
y

+ (log x) tan−1(tan−1(tan−1(sin(cos(xy))− log(x+ y))))

3. v = ( ab ) を零でない R2 のベクトルとする. 以下の各問で与えられる関数 f : R2 → R の原点における v方向の

方向微分を求めよ. また, 偏導関数
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を求め, それらが原点でも定義されている場合は, 原点における連続性を

調べよ. さらに, f の原点での微分可能性を調べて, f が原点で微分可能ならば, 原点における微分 f ′( 00 ) を求めよ.

(1) f( xy ) =


xy

x4 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
(2) f( xy ) =


√
x4 + 2y4

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(3) f( xy ) =


2x3 − y3

4x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(4) f( xy ) =


xy sin

1

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(5) f( xy ) =


x2 − 2y2

3x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(6) f( xy ) =


xy sin

1√
x2 + y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(7) f( xy ) =


x3 + y4

x2 + 4y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(8) f( xy ) =


ex

2+y2 − 1

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

1 ( xy ) = ( 00 )

(9) f( xy ) =


xy3

x2 + y4
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(10) f( xy ) =


x2y2

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(11) f( xy ) =


sinxy

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
(12) f( xy ) =


xy2

x2 + y4
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(13) f( xy ) =


x2y2

x2 + y4
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(14) f( xy ) =


1− cos

√
x2 + y2

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

1

2
( xy ) = ( 00 )

(15) f( xy ) =


x2 − y2

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(16) f( xy ) =


x3 − 3xy

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(17) f( xy ) =


xy√
x2 + y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(18) f( xy ) =

(x2 + y2) log(x2 + y2) ( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(19) f( xy ) =


xy

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
(20) f( xy ) =


(x2 + y2) sin

1√
x2 + y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

(21) f( xy ) =


ey sin(xy)

xy
xy ̸= 0

ey xy = 0

(22) f( xy ) =
(√

x2 + y2 − 1
)2
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4. 以下で定められる関数 f の 2次偏導関数をすべて求め, それぞれの場合に,
∂2f

∂y∂x
と

∂2f

∂x∂y
が一致することを確

かめよ. ただし, a, b は定数とする.

(1) xy3(1 + x2 − y) (2) ex+y (3)
√
x2 + y2 (4) log(x2 + y2) (5)

√
y2 − x

(6)
1√

x2 + y2
(7) sinx2y (8)

x+ y

x− y
(9) log(x2 + 2xy − y2) (10) log(x2 + y4)

(11) cos(x2 + xy3) (12) e−(ax2+2bxy+cy2) (13) sin−1 x2y (14) eax sin by (15) log(ex + e2y)

(16) tan−1 y

x
(17) e3x cos(x+ 2y) (18) tan−1 x− y

x+ y
(19) xy

5. X =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x > 0
}
, Y =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0
}
, Z =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x, y > 0
}
,W =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x+ y > 0
}

とする. f が (1)～(9)で与えられるとき, f の定義域の各点 ((1), (2), (4)では ( xy ), (3), (5)～(9)では
(
x
y
z

)
)におけ

る微分を求めよ.

(1) f : R2 → R, f( xy ) = sin(x sin y). (2) f : R2 → R, f( xy ) = sin(xy).

(3) f : X → R, f
(
x
y
z

)
= xy. (4) f : Y → R3, f( xy ) =

(
sin(xy)

sin(x sin y)
xy

)
.

(5) f : X → R2, f
(
x
y
z

)
=
(
xy

z

)
. (6) f : Z → R, f

(
x
y
z

)
= xy

z

.

(7) f : X → R, f
(
x
y
z

)
= xy+z. (8) f :W → R, f

(
x
y
z

)
= (x+ y)z.

(9) f : R3 → R, f
(
x
y
z

)
= sin(x sin(y sin z)).

6. g, h : R → R が微分可能なとき, (1)から (4)で与えられる f : R2 → R に対して
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を g, h を用いて表せ.

ただし, (5)では g は常に正の値をとるとする.

(1) f( xy ) = g(x) (2) f( xy ) = g(y) (3) f( xy ) = g(x+ y) (4) f( xy ) = g(x)h(y) (5) f( xy ) = g(x)h(y)

7. (発展問題) a, b を実数, m, n, p, q, r を正の実数とする. f : R2 → R を

f( xy ) =

ax+ by +
|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

で定義される関数とするとき f が ( 00 ) で微分可能であるための必要十分条件を求めよ.

8. (発展問題) 関数 f : R2 → R を f( xy ) =


x3y − xy3

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

で定める.
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を求め, さらに,

∂2f

∂y∂x
( 00 ) ̸=

∂2f

∂x∂y
( 00 ) であることを示せ.

9. (発展問題) 関数 f : R2 → R を f( xy ) =


x2y2

x2 + y2
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

で定める. f の 2次偏導関数をすべて求め,

∂2f

∂y∂x
( 00 ) =

∂2f

∂x∂y
( 00 ) であることを示せ. さらに f の各 2次偏導関数の原点における連続性を調べよ.

10. (発展問題) g : R → R を連続関数とするとき, (1)から (4)で与えられる f : R2 → R に対して
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を g

を用いて表せ. また, X =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x > 0
}
として f : X → R が (5)で与えられるとき,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
を g を

用いて表せ.

(1) f( xy ) =

∫ x+y

a

g(t)dt (2) f( xy ) =

∫ y

x

g(t)dt (3) f( xy ) =

∫ xy

a

g(t)dt

(4) f( xy ) =

∫ (
∫ y
x
g(s)ds)

a

g(t)dt (5) f
(
x
y
z

)
=

∫ sin(x sin(y sin z))

xy
g(t)dt
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第 18回の演習問題の解答

1. (1)
∂f

∂x
= y cos(xy) cos y,

∂f

∂y
= x cos(xy) cos y − sin(xy) sin y.

(2) f( xy ) = log(x3y4) = 3 log x+ 4 log |y| に注意すれば ∂f

∂x
=

3

x
,
∂f

∂y
=

4

y
.

(3)
∂f

∂x
=

1√
1− (x+ y)2

,
∂f

∂y
=

1√
1− (x+ y)2

.

(4)
∂f

∂x
= y(3ax2 + by2 − 1),

∂f

∂y
= x(ax2 + 3by2 − 1).

(5)
∂f

∂x
= 2x(3− 3x2 − y2)e−(x2+2y2),

∂f

∂y
= 2y(1− 6x2 − 2y2)e−(x2+2y2).

(6)
∂f

∂x
=

y2

1 + x2y4
,
∂f

∂y
=

2xy

1 + x2y4
.

(7)
∂f

∂x
= − y

x2 + y2
,
∂f

∂y
=

x

x2 + y2
.

(8)
∂f

∂x
= ex−2y(cos(x2 + 4xy)− (2x+ 4y) sin(x2 + 4xy)),

∂f

∂y
= −2ex−2y(cos(x2 + 4xy) + 2x sin(x2 + 4xy)).

(9)
∂f

∂x
=

2x− 2y

x2 − 2xy + 3y2
,
∂f

∂y
=

−2x+ 6y

x2 − 2xy + 3y2
.

2. 任意の
(
1
y

)
∈
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0, x+ y > 0
}
に対して f

(
1
y

)
= 1 だから

∂f

∂y

(
1
y

)
= lim
t→0

f
(

1
y+t

)
− f

(
1
y

)
t

= 0.

3. (1) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

ab

t(a4t2 + b2)
だから, a と b が両方とも 0 でなければ f は原点において v 方向に方

向微分不可能であり, a または b が 0 ならば f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

−3x4y + y3

(x4 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

x5 − xy2

(x4 + y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2

とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→+0

∂f

∂x
( 0t ) = lim

t→+0

1

t
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

t→+0

∂f

∂y
( t0 ) =

lim
t→+0

1

t3
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

第 17回演習問題 2の (10)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(2) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

t
√
a4 + 2b4

a2 + b2
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2x3y2 − 4xy4

(x2 + y2)2
√
x4 + 2y4

,
∂f

∂y
( xy ) =

4x2y3 − 2x4y

(x2 + y2)2
√
x4 + 2y4

であり, ( xy ) = ( 00 ) の場

合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→+0

∂f

∂x
( tt ) = lim

t→+0

−2

2
√
3t

= −∞ ̸=

0 =
∂f

∂x
( 00 ), lim

t→+0

∂f

∂y
( tt ) = lim

x→+0

2

2
√
3t

= ∞ ̸= 0 =
∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

第 17回演習問題 2の (7)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(3) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
=

2a3 − b3

4a2 + b2
だから, f の原点における v方向の方向微分は

2a3 − b3

4a2 + b2
である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

8x4 + 6x2y2 + 8xy3

(4x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

−4x3y − 12x2y2 − y4

(4x2 + y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合

は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

1

2
,
∂f

∂y
( 00 ) = −1 である. また, lim

t→0

∂f

∂x
( 0t ) = 0 ̸= 1

2
=
∂f

∂x
( 00 ),

lim
t→0

∂f

∂y
( t0 ) = 0 ̸= −1 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

f が原点で微分可能ならば lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立ち, 上の結果から f ′( 00 ) =(

∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(

1
2 −1

)
だから lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim
( xy )→( 00 )

8x2y − xy2

(8x2+ 2y2)
√
x2+ y2

=0
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が成り立つ. 従って,もし f ′( 00 )が存在すれば, lim
( xy )→( 00 )

8x2y − xy2

(8x2 + 2y2)
√
x2 + y2

= 0が成り立つため,関数 g : R2 → R

を g( xy ) =


8x2y−xy2

(8x2+2y2)
√
x2+y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
で定めると, g は原点で連続である. ところが, h : R → R2 を h(t) = ( tt )

で定めれば, lim
t→+0

h(t) = ( 00 ) だから, g の原点における連続性から, lim
t→+0

g(h(t)) = g( 00 ) = 0 である一方, t > 0 な

らば g(h(t)) =
7

10
√
2
だから lim

t→+0
g(h(t)) =

7

10
√
2
となって矛盾が生じる. 故に f は原点で微分不可能である.

(4) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

abt sin
1

t2(a2 + b2)
であり, 0でない任意の実数 tに対して

∣∣∣∣abt sin 1

t2(a2 + b2)

∣∣∣∣ ≦ |abt|

が成り立つため, lim
t→0

abt sin
1

t2(a2 + b2)
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) = y sin

1

x2 + y2
− 2x2y

(x2 + y2)2
cos

1

x2 + y2
,

∂f

∂y
( xy ) = x sin

1

x2 + y2
− 2xy2

(x2 + y2)2
cos

1

x2 + y2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから

∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

n→∞

(
1

2
√
πn
1

2
√
πn

)
= ( 00 ) であるが, lim

n→∞

∂f

∂x

(
1

2
√
πn
1

2
√
πn

)
= lim

n→∞
(−

√
πn) = −∞ ̸=

0 =
∂f

∂x
( 00 ), lim

n→∞

∂f

∂y

(
1

2
√
πn
1

2
√
πn

)
= lim

n→∞
(−

√
πn) = −∞ ̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続で

はない.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で

微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここ

で, |x| =
√
x2 ≦

√
x2 + y2 であることに注意すれば, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

sin
1

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ |x||y|√
x2 + y2

≦ |y| であり, ( xy ) → ( 00 ) のとき, |y| → 0 だから

lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことがわかる. 従って f は原点で微分可能であり,

f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(5) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

a2 − 2b2

t(3a2 + b2)
だから, a ̸= ±

√
2b ならば, 原点において f は v方向には方向微分不可

能であり, a = ±
√
2b ならば, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

14xy2

(3x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) = − 14x2y

(3x2 + y2)2
であり, 原点において f は e1 方向と e1 方

向には方向微分不可能だから
∂f

∂x
( 00 ) と

∂f

∂y
( 00 ) は存在しない.

第 17回演習問題 2の (9)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(6) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0
abt sin

1

|t|
√
a2 + b2

であり, 0 でない任意の実数 t に対して

∣∣∣∣abt sin 1

|t|
√
a2 + b2

∣∣∣∣ ≦
|abt| が成り立つため, lim

t→0
abt sin

1

|t|
√
a2 + b2

= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) = y sin

1√
x2 + y2

− x2y

(x2 + y2)
3
2

cos
1√

x2 + y2
,

∂f

∂y
( xy ) = x sin

1√
x2 + y2

− xy2

(x2 + y2)
3
2

cos
1√

x2 + y2
であり, ( xy ) = ( 00 )の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だか

ら
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0である. また, lim

n→∞

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
= ( 00 )であるが, lim

n→∞

∂f

∂x

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
= − 1

2
√
2
̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ),

lim
n→∞

∂f

∂y

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
= − 1

2
√
2
̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.
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f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で

微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここ

で, |x| =
√
x2 ≦

√
x2 + y2 であることに注意すれば, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

sin
1√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ |x||y|√
x2 + y2

≦ |y| であり, ( xy ) → ( 00 ) のとき, |y| → 0 だから

lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことがわかる. 従って f は原点で微分可能であり,

f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(7) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

a3 + b4t

a2 + 4b2
=

a3

a2 + 4b2
だから, f の原点における v 方向の方向微分は

a3

a2 + 4b2
で

ある.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

x4 + 12x2y2 − 2xy4

(x2 + 4y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

−8x3y + 4x2y3 + 8y5

(x2 + 4y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場

合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) = 1,

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→0

∂f

∂x
( 0t ) = 0 ̸= 1 =

∂f

∂x
( 00 ),

lim
t→0

∂f

∂y
( tt ) = lim

t→0

−8 + 12t

25
= − 8

25
̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

f が原点で微分可能ならば lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立ち, 上の結果から f ′( 00 ) =(

∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
だから lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim

( xy )→( 00 )

x3 + y4

(x2 + 4y2)
√
x2 + y2

が成り立つ. 従って, もし f ′( 00 )が存在すれば, lim
( xy )→( 00 )

x3 + y4

(x2 + 4y2)
√
x2 + y2

= 0が成り立つため, 関数 g : R2 → R

を g( xy ) =


x3+y4

(x2+4y2)
√
x2+y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
で定めると, g は原点で連続である. ところが, h : R → R2 を h(t) = ( t0 )

で定めれば, lim
t→+0

h(t) = ( 00 ) だから, g の原点における連続性から, lim
t→+0

g(h(t)) = g( 00 ) = 0 である一方, t > 0 な

らば g(h(t)) = 1 だから lim
t→+0

g(h(t)) = 1 となって矛盾が生じる. 故に f は原点で微分不可能である.

(8) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

et
2(a2+b2) − 1− t2(a2 + b2)

t3(a2 + b2)
であり, ex = 1+ x+

x2

2
+ o(x2) であることに注意すれ

ば, 上式の右辺は lim
t→0

1
2 t

4(a2 + b2)2 + o(t4(a2 + b2)2)

t3(a2 + b2)
= 0 に等しいため, f の原点における v 方向の方向微分は 0

である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2x
(
1 + (x2 + y2 − 1)ex

2+y2
)

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

2y
(
1 + (x2 + y2 − 1)ex

2+y2
)

(x2 + y2)2
であり,

( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

z→0

1 + (z − 1)ez

z2
=

lim
z→0

1 + (z − 1)
(
1 + z + z2

2 + o(z2)
)

z2
= lim

z→0

(
1

2
+
z

2
+ (z − 1)

o(z2)

z2

)
=

1

2
だから g : R → R, h : R2 → R

を g(z) =


1+(z−1)ez

z2 z ̸= 0

1
2 z = 0

, h( xy ) = x2 + y2 で定めれば, g は 0 で連続, h は ( 00 ) で連続であるため,

lim
( xy )→( 00 )

(
1 + (x2 + y2 − 1)ex

2+y2
)

(x2 + y2)2
= lim

( xy )→( 00 )
g(h( xy )) = g(0) =

1

2
が成り立つ. よって,

∂f

∂x
( xy ) = 2xg(h( xy )),

∂f

∂y
( xy ) = 2yg(h( xy ))が成り立つことに注意すれば, lim

( xy )→( 00 )

∂f

∂x
( xy ) = 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

( xy )→( 00 )

∂f

∂y
( xy ) = 0 =

∂f

∂y
( 00 )
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であることがわかる. 従って
∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続である.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で

微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここ

で,
f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
=
ex

2+y2 − 1− (x2 + y2)

(x2 + y2)
3
2

であり, lim
z→0

ez − 1− z

z
3
2

= lim
z→0

√
z
(
z2

2 + o(z2)
)

z2
=

(
lim
z→0

√
z
)(

lim
z→0

(
1
2 + o(z2)

z2

))
= 0·1

2
= 0 が成り立つため, 関数 p : R → R を p(z) =


ez−1−z
z

3
2

z ̸= 0

0 z = 0
で定めれば

p は 0 で連続だから, lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim

( xy )→( 00 )
p (h( xy )) = p(0) = 0 が成り立つ. 従っ

て f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(9) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

ab3t

a2 + b4t2
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

−x2y3 + y7

(x2 + y4)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

3x3y2 − xy6

(x2 + y4)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2

とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→0

∂f

∂x

(
t3

t2

)
= lim
t→0

−t12 + t14

(t6 + t8)2
= lim
t→0

−1 + t2

(1 + t2)2
= −1 ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), limt→0

∂f

∂y

(
t2

t

)
= lim
t→0

2t8

4t8
=

1

2
̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

f が原点で微分可能ならば lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立ち, 上の結果から f ′( 00 ) =(

∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
だから lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− f ′( 00 ) ((
x
y )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim

( xy )→( 00 )

xy3

(x2 + y4)
√
x2 + y2

が成り立つ. 従って, もし f が原点で微分可能ならば, lim
( xy )→( 00 )

xy3

(x2 + y4)
√
x2 + y2

= 0 が成り立つため, 関数

g : R2 → R を g( xy ) =


xy3

(x2+y4)
√
x2+y2

( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )
で定めると, g は原点で連続である. ところが, h : R → R2

を h(t) =
(
t2

t

)
で定めれば, lim

t→+0
h(t) = ( 00 ) だから, g の原点における連続性から, lim

t→+0
g(h(t)) = g( 00 ) = 0 である

一方, t > 0 ならば g(h(t)) =
1

2
√
t2 + 1

だから lim
t→+0

g(h(t)) =
1

2
となって矛盾が生じる. 故に f は原点で微分不可

能である.

(10) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

a2b2t

a2 + b2
= 0 となるため, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2xy4

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

2x4y

(x2 + y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 と

した場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0である. また, y4 = (y2)2, x4 = (x2)2 ≦ (x2+y2)2 だから

∣∣∣∣ 2xy4

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ ≦ 2|x|,∣∣∣∣ 2x4y

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ ≦ 2|y| であり, ( xy ) → ( 00 ) のとき, 2|x|, 2|y| → 0 だから, lim
( xy )→( 00 )

∂f

∂x
( xy ) = lim

( xy )→( 00 )

2xy4

(x2 + y2)2
=

0 =
∂f

∂x
( 00 ), lim

( xy )→( 00 )

∂f

∂y
( xy ) = lim

( xy )→( 00 )

2x4y

(x2 + y2)2
= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) である. 従って

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続で

ある.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点

で微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である.
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ここで,
f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
=

x2y2

(x2 + y2)
3
2

であり, x2y2 ≦ x4 + 2x2y2 + y4 = (x2 + y2)2 か

ら 0 ≦ x2y2

(x2 + y2)
3
2

≦
√
x2 + y2 が得られる. ( xy ) → ( 00 ) のとき,

√
x2 + y2 → 0 だから, 左の不等式から

lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つ. 従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =

(
0 0

)
.

(11) ab ̸= 0 ならば
f( atbt )− f( 00 )

t
=

sin(abt2)

t3(a2 + b2)
=

sin(abt2)

abt2
ab

t(a2 + b2)
であり, lim

t→0

sin(abt2)

abt2
= 1 であ

るが, lim
t→0

ab

t(a2 + b2)
は存在しないため, f は原点において v 方向に方向微分不可能である. ab = 0 ならば

lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

y(cosxy)(x2 + y2)− 2x sinxy

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

x(cosxy)(x2 + y2)− 2y sinxy

(x2 + y2)2
であり,

( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である.

また, lim
t→+0

∂f

∂x
( 0t ) = lim

t→+0

1

t
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

t→+0

∂f

∂y
( t0 ) = lim

x→+0

1

t
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,

∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

第 17回演習問題 2の (14)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(12) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

ab2

a2 + b4t2
=

 b2

a a ̸= 0

0 a = 0
だから, f の原点における v 方向の方向微分は a ̸= 0 な

らば
b2

a
, a = 0 ならば 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 )の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2xy6

(x2 + y4)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

2x3y − 2xy5

(x2 + y4)2
であり, ( xy ) = ( 00 )の場合は,上でv = e1, e2と

した場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0である. また, lim

t→0

∂f

∂x

(
t2

t

)
=

1

2
≠ 0 =

∂f

∂x
( 00 ), limt→0

∂f

∂y
( tt ) = lim

t→0

2− 2t2

(1 + t2)2
=

2 ̸= 0 =
∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

第 17回演習問題 2の (6)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(13) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

a2b2t

a2 + b4t2
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2xy6

(x2 + y4)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

2x4y − 2x2y5

(x2 + y4)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2

とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→0

∂f

∂x

(
t2

t

)
=

1

2
̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
は原点

で連続ではない. 一方, x4, 2x2y4 ≦ x4 + 2x2y4 + y8 = (x2 + y4)2 だから ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣ 2x4y

(x2 + y4)2

∣∣∣∣ ≦ 2|y|,∣∣∣∣ 2x2y5

(x2 + y4)2

∣∣∣∣ ≦ |y| が成り立ち, 三角不等式により

∣∣∣∣∂f∂y ( xy )

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2x4y − 2x2y5

(x2 + y4)2

∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣ 2x4y

(x2 + y4)2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 2x2y5

(x2 + y4)2

∣∣∣∣ ≦ 3|y|

が得られる. 故に lim
( xy )→( 00 )

∂f

∂y
( xy ) = 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂y
は原点で連続である.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で微

分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここで,

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
=

x2y2

(x2 + y4)
√
x2 + y2

であり, x2 ≦ x2 + y4, |y| =
√
y2 ≦

√
x2 + y2 だから

( xy ) ̸= ( 00 ) ならば
x2

x2 + y4
≦ 1 かつ

y2√
x2 + y2

≦ |y| が成り立つ. 従って 0 ≦ x2y2

(x2 + y4)
√
x2 + y2

≦ |y| が得られ,
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( xy ) → ( 00 ) のとき, |y| → 0 だから, 上の不等式から lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つ.

従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(14) cosx = 1 − x2

2
+ o(x2) が成り立つため, lim

t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

1− cos
(
t
√
a2 + b2

)
− t2(a2+b2)

2

t2(a2 + b2)
=

lim
t→0

o(t2(a2 + b2))

t2(a2 + b2)
= 0 だから, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

x
√
x2 + y2 sin

√
x2 + y2 − 2x

(
1− cos

√
x2 + y2

)
(x2 + y2)2

,

∂f

∂y
( xy ) =

y
√
x2 + y2 sin

√
x2 + y2 − 2y

(
1− cos

√
x2 + y2

)
(x2 + y2)2

であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした

場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0である. r =

√
x2 + y2 とおけば, sin r = r− r3

6
+o(r3), cos r = 1− r2

2
+
r4

24
+o(r4)

より, 上の結果から r ̸= 0 ならば

∂f

∂x
( xy ) =

xr sin r − 2x (1− cos r)

r4
=
xr
(
r − r3

6 + o(r3)
)
− 2x

(
r2

2 − r4

24 − o(r4)
)

r4
= − x

12
+
xo(r3)

r3
+
xo(r4)

r4

∂f

∂y
( xy ) =

yr sin r − 2y (1− cos r)

r4
=
yr
(
r − r3

6 + o(r3)
)
− 2y

(
r2

2 − r4

24 − o(r4)
)

r4
= − y

12
+
yo(r3)

r3
+
yo(r4)

r4

が得られ, ( xy ) → ( 00 ) のとき, x, y, r → 0 だから上式より, lim
( xy )→( 00 )

∂f

∂x
( xy ) = 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

( xy )→( 00 )

∂f

∂y
( xy ) = 0 =

∂f

∂y
( 00 ) である. 従って

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続である.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で微

分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここで,

r =
√
x2 + y2 とおけば

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
=

1− cos r − r2

2

r3
であり, cos r = 1 − r2

2
+ o(r3) かつ

( xy ) → ( 00 ) のとき, r → 0 であることに注意すれば lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim
r→0

o(r3)

r3
= 0 が

成り立つ. 従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(15) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

a2 − b2

t(a2 + b2)
だから, a ̸= ±b ならば, 原点において f は v方向には方向微分不可能で

あり, a = ±b ならば, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

4xy2

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) = − 4x2y

(x2 + y2)2
であり, 原点において f は e1 方向と e1 方向

には方向微分不可能だから
∂f

∂x
( 00 ) と

∂f

∂y
( 00 ) は存在しない.

第 17回演習問題 2の (3)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(16) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

a3t− 3ab

t(a2 + b2)
だから, ab ̸= 0 ならば, 原点において f は v方向には方向微分不可能で

あり, ab = 0 ならば, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

x4 + 3x2y + 3x2y2 − 3y3

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

−3x3 − 2x3y + 3xy2

(x2 + y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の

場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→0

∂f

∂x
( t0 ) = 1 ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ),

lim
t→0

∂f

∂y
( tt ) = −1

2
̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

第 17回演習問題 2の (4)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.
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(17) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

abt

|t|
√
a2 + b2

だから, ab ̸= 0 ならば, 原点において f は v方向には方向微分不可能

であり, ab = 0 ならば, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

y3

(x2 + y2)
3
2

,
∂f

∂y
( xy ) =

x3

(x2 + y2)
3
2

であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2

とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→+0

∂f

∂x
( 0t ) = 1 ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

t→+0

∂f

∂y
( t0 ) = 1 ̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

原点において f が v 方向に方向微分不可能であるようなベクトル v が存在するため, f は原点で微分不可能で

ある.

(18) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0
(a2 + b2)(2t log t+ t log(a2 + b2)) = 0 だから f の原点における v方向の方向微分

は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) = 2x(log(x2 + y2) + 1),

∂f

∂y
( xy ) = 2y(log(x2 + y2) + 1) であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は,

上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, x2, y2 ≦ x2 + y2 より x

2
3 , y

2
3 ≦ (x2 + y2)

2
3

だから, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣ 3x

(x2 + y2)
1
3

∣∣∣∣ ≦ 3|x| 13 ,
∣∣∣∣ 3y

(x2 + y2)
1
3

∣∣∣∣ ≦ 3|y| 13 が成り立つ. そこで s = (x2 + y2)
1
3 とおけ

ば, 次の不等式が得られる.

∣∣x log(x2 + y2)
∣∣ = ∣∣∣∣ 3x

(x2 + y2)
1
3

∣∣∣∣ ∣∣∣(x2 + y2)
1
3 log(x2 + y2)

1
3

∣∣∣ ≦ 3|x| 13 |s log s|

∣∣y log(x2 + y2)
∣∣ = ∣∣∣∣ 3y

(x2 + y2)
1
3

∣∣∣∣ ∣∣∣(x2 + y2)
1
3 log(x2 + y2)

1
3

∣∣∣ ≦ 3|y| 13 |s log s|

( xy ) → ( 00 )ならば3|x| 13 , 3|y| 13 , s→ +0だから,上の不等式から, lim
( xy )→( 00 )

x log(x2+y2) = lim
( xy )→( 00 )

y log(x2+y2) = 0

となるため, lim
( xy )→( 00 )

∂f

∂x
( xy ) = 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

( xy )→( 00 )

∂f

∂y
( xy ) = 0 =

∂f

∂y
( 00 ) である. 従って

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点

で連続である.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で微分

可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ここで, r =

√
x2 + y2 とおけば ( xy ) → ( 00 ) ならば r → +0 だから, lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= lim

r→+0
2r log r

が成り立つ. 従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(19) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

ab

t(a2 + b2)
だから, ab ̸= 0 ならば, 原点において f は v方向には方向微分不可能で

あり, ab = 0 ならば, f の原点における v方向の方向微分は 0 である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

−x2y + y3

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2

とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0 である. また, lim

t→+0

∂f

∂x
( 0t ) = lim

t→+0

1

t
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

t→+0

∂f

∂y
( t0 ) =

lim
t→+0

1

t
= ∞ ̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

教科書の例題 5.6の (1)により, f は原点で連続ではないため, f は原点で微分不可能である.

(20) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

t(a2 + b2) sin
1

|t|
√
a2 + b2

であり, 0 でない任意の実数 t に対して∣∣∣∣t(a2 + b2) sin
1

|t|
√
a2 + b2

∣∣∣∣ ≦ |t|(a2 + b2) が成り立つため, lim
t→0

t(a2 + b2) sin
1

|t|
√
a2 + b2

= 0 だから, f の原点にお

ける v方向の方向微分は 0 である.
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( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) = 2x sin

1√
x2 + y2

− x√
x2 + y2

cos
1√

x2 + y2
,
∂f

∂y
( xy ) = 2y sin

1√
x2 + y2

−

y√
x2 + y2

cos
1√

x2 + y2
であり, ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから

∂f

∂x
( 00 ) =

∂f

∂y
( 00 ) = 0

である. また, lim
n→∞

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
= ( 00 ) であるが, lim

n→∞

∂f

∂x

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
= − 1√

2
̸= 0 =

∂f

∂x
( 00 ), lim

n→∞

∂f

∂y

(
1

2
√

2πn
1

2
√

2πn

)
=

− 1√
2
̸= 0 =

∂f

∂y
( 00 ) となるため,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに原点で連続ではない.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 0

)
が成り立つため, f が原点で微分

可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. ( xy ) ̸= ( 00 )

ならば

∣∣∣∣f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣√x2 + y2 sin

1√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ √
x2 + y2 であり, ( xy ) → ( 00 ) のとき,

√
x2 + y2 → 0 だから, 上の不等式から lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 0) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことがわかる.

従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 0

)
.

(21) sinx = x− x3

6
+o(x3), ex = 1+x+o(x)だから, ab ̸= 0の場合, lim

t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

ebt sin(abt2)− abt2

abt3

= lim
t→0

ebt(sin(abt2)− abt2) + abt2(ebt − 1)

abt3
= lim
t→0

ebt
(
−a3b3t6

6 + o(a3b3t6)
)
+ abt2(bt+ o(bt))

abt3
=

lim
t→0

ebt
(
−a

2b2t3

6
+
o(a3b3t6)

abt3

)
+ lim
t→0

b

(
1 +

o(bt)

bt

)
= b である. a ̸= 0, b = 0 の場合は lim

t→0

f( at0 )− f( 00 )

t
= 0,

a = 0, b ̸= 0 の場合は lim
t→0

f( 0
bt )− f( 00 )

t
= lim
t→0

b
ebt − 1

bt
= b である. 故に, f の原点における v方向の方向微分は b

である.

xy ̸= 0 の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

ey(xy cos(xy)− sin(xy))

x2y
,
∂f

∂y
( xy ) =

ey(xy cos(xy) + (y − 1) sin(xy))

xy2
であり, x ̸= 0,

y = 0 の場合は
∂f

∂x
( x0 ) = lim

t→0

f
(
x+t
0

)
− f( x0 )

t
= 0,

∂f

∂y
( x0 ) = lim

t→0

f( xt )− f( x0 )

t
= lim
t→0

et sin(tx)− tx

t2x
=

lim
t→0

et(sin(tx)− tx) + tx(et − 1)

t2x
= lim
t→0

et
(
− t3x3

6 + o(t3x3)
)
+ tx(t+ o(t))

t2x
= lim
t→0

et
(
− tx

2

6
+
o(t3x3)

t2x

)
+

lim
t→0

(
1 +

o(t)

t

)
= 1, x = 0, y ̸= 0 の場合は

∂f

∂x

(
0
y

)
= lim
t→0

f
(
t
y

)
− f

(
0
y

)
t

= lim
t→0

ey(sin(ty)− ty)

t2y
=

lim
t→0

ey
− t3y3

6 + o(t3y3)

t2y
= lim

t→0
ey
(
− ty

2

6
+
o(t3y3)

t2y

)
= 0,

∂f

∂y

(
0
y

)
= lim

t→0

f
(

0
y+t

)
− f

(
0
y

)
t

= lim
t→0

ey+t − ey

t
= ey で

ある. ( xy ) = ( 00 ) の場合は, 上で v = e1, e2 とした場合だから
∂f

∂x
( 00 ) = 0,

∂f

∂y
( 00 ) = 1 である. 従って, xy = 0

の場合は,
∂f

∂x
( xy ) = 0,

∂f

∂y
( xy ) = ey が成り立つ. また, z = xy とおけば

∂f

∂x
( xy ) =


yey(z cos z−sin z)

z2 z ̸= 0

0 z = 0
,

∂f

∂y
( xy ) =


xey(z cos z−sin z)

z2 + ey sin z
z z ̸= 0

ey z = 0
であることから, 関数 g, h : R → R を g(z) =

 z cos z−sin z
z2 z ̸= 0

0 z = 0
,

h(z) =

 sin z
z z ̸= 0

1 z = 0
で定める. このとき h は 0 で連続であり,

z cos z − sin z = z

(
1− z2

2
+ o(z2)

)
−
(
z − z3

6
+ o(z3)

)
= −z

2

3
+ zo(z2)− o(z3)

だから lim
z→0

z cos z − sin z

z2
= lim

z→0

(
−z
3
+
o(z2)

z
− o(z3)

z2

)
= 0 が成り立つため, g も 0 で連続である. さらに, 関数
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p, q, φ, ψ : R2 → R を p ( xy ) = x, q ( xy ) = y, φ ( xy ) = xy, ψ ( xy ) = ey で定めれば, これらはすべて連続関数であり,
∂f

∂x
( xy ) = q ( xy )ψ ( xy ) g(φ ( xy )),

∂f

∂y
( xy ) = p ( xy )ψ ( xy ) g(φ ( xy )) + ψ ( xy )h(φ ( xy )) が任意の ( xy ) ∈ R に対して成り

立つ. 故に,
∂f

∂x
,
∂f

∂y
はともに連続関数の合成, 積, 和を用いて表されるため, 連続関数である.

f が原点で微分可能ならば, 上の結果から f ′( 00 ) =

(
∂f

∂x
( 00 )

∂f

∂y
( 00 )

)
=
(
0 1

)
が成り立つため, f が原点で

微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 1) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0 が成り立つことが必要十分である. 任

意の ( xy ) ∈ R に対して f( xy ) = eyh(xy) が成り立ち, sin z = z + o(z2) より h(z) = 1 + o(z) であることと,

ey = 1 + y +
y2

2
+ o(y2) であることを用いると, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば次の等式が得られる.

f( xy )− f( 00 )− (0 1) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
=
eyh(xy)− 1− y√

x2 + y2
=
ey(1 + o(xy))− 1− y√

x2 + y2
=

y2

2 + o(y2)√
x2 + y2

+
eyo(xy)√
x2 + y2

=
y2

2
√
x2 + y2

+
y2√
x2 + y2

o(y2)

y2
+ ey

xy√
x2 + y2

o(xy)

xy

|y| =
√
y2 ≦

√
x2 + y2 より, ( xy ) ̸= ( 00 ) ならば

∣∣∣∣∣ y2

2
√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ |y|
2
かつ

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≦ |x| が成り立つた

め, lim
( xy )→( 00 )

y2

2
√
x2 + y2

= lim
( xy )→( 00 )

xy√
x2 + y2

= 0 である. さらに, ( xy ) → ( 00 ) のとき y2, xy → 0 だから

lim
( xy )→( 00 )

o(y2)

y2
= lim

( xy )→( 00 )

o(xy)

xy
= 0が成り立つため,上の等式から lim

( xy )→( 00 )

f( xy )− f( 00 )− (0 1) (( xy )− ( 00 ))

∥( xy )− ( 00 )∥
= 0

が成り立つことがわかる. 従って f は原点で微分可能であり, f ′( 00 ) =
(
0 1

)
.

(22) lim
t→0

f( atbt )− f( 00 )

t
= lim

t→0

(
|t|
√
a2 + b2 − 1

)2 − 1

t
= lim

t→0

(
t(a2 + b2)− 2|t|

t

√
a2 + b2

)
は存在しないため, 原

点において f は v方向には方向微分不可能である.

( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f

∂x
( xy ) =

2x
(
−1 +

√
x2 + y2

)
√
x2 + y2

,
∂f

∂x
( xy ) =

2y
(
−1 +

√
x2 + y2

)
√
x2 + y2

であり, 原点において f

は e1 方向と e2 方向には方向微分不可能であるため,
∂f

∂x
( 00 ) と

∂f

∂y
( 00 ) はどちらも存在しない.

原点において f が v 方向に方向微分不可能であるようなベクトル v が存在するため, f は原点で微分不可能で

ある.

4. (1)
∂f

∂x
= y3 + 3x2y3 − y4,

∂f

∂y
= 3xy2 + 3x3y2 − 4xy3 より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
(y3 + 3x2y3 − y4) = 6xy3,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
(y3 + 3x2y3 − y4) = 3y2 + 9x2y2 − 4y3,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(3xy2 + 3x3y2 − 4xy3) = 3y2 + 9x2y2 − 4y3,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
(3xy2 + 3x3y2 − 4xy3) = 6xy + 6x3y − 12xy2.

(2)
∂f

∂x
= ex+y,

∂f

∂y
= ex+y より,

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
ex+y = ex+y,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
ex+y = ex+y,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
ex+y = ex+y,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
ex+y = ex+y.

(3)
∂f

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂f

∂y
=

y√
x2 + y2

より,
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∂2f

∂x2
=

∂

∂x

x√
x2 + y2

=
y2

(x2 + y2)
3
2

,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

x√
x2 + y2

= − xy

(x2 + y2)
3
2

,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

y√
x2 + y2

= − xy

(x2 + y2)
3
2

,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

y√
x2 + y2

=
x2

(x2 + y2)
3
2

.

(4)
∂f

∂x
=

2x

x2 + y2
,
∂f

∂y
=

2y

x2 + y2
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

2x

x2 + y2
=

2(x2 + y2)− 4x2

(x2 + y2)2
=

2(−x2 + y2)

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

2x

x2 + y2
=

−4xy

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

2y

x2 + y2
=

−4xy

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

2y

x2 + y2
=

2(x2 + y2)− 4y2

(x2 + y2)2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

(5)
∂f

∂x
=

−1

2(y2 − x)
1
2

,
∂f

∂y
=

y

(y2 − x)
1
2

より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

−1

2(y2 − x)
1
2

=
−1

4(y2 − x)
3
2

,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

−1

2(y2 − x)
1
2

=
y

2(y2 − x)
3
2

,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

y

(y2 − x)
1
2

=
y

2(y2 − x)
3
2

,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

y

(y2 − x)
1
2

=
y2

(y2 − x)
3
2

+
1

(y2 − x)
1
2

=
−x

(y2 − x)
3
2

.

(6)
∂f

∂x
=

−x
(x2 + y2)

3
2

,
∂f

∂y
=

−y
(x2 + y2)

3
2

より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

−x
(x2 + y2)

3
2

=
−(x2 + y2) + 3x2

(x2 + y2)
5
2

=
2x2 − y2

(x2 + y2)
5
2

,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

−x
(x2 + y2)

3
2

=
3xy

(x2 + y2)
5
2

,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

−y
(x2 + y2)

3
2

=
3xy

(x2 + y2)
5
2

,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

−y
(x2 + y2)

3
2

=
−(x2 + y2) + 3y2

(x2 + y2)
5
2

=
−x2 + 2y2

(x2 + y2)
5
2

.

(7)
∂f

∂x
= 2xy cosx2y,

∂f

∂y
= x2 cosx2y より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
2xy cosx2y = 2y cosx2y − 4x2y2 sinx2y,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
2xy cosx2y = 2x cosx2y − 2x3y sinx2y,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
x2 cosx2y = 2x cosx2y − 2x3y sinx2y,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
x2 cosx2y = −x4 sinx2y.

(8)
∂f

∂x
=

−2y

(x− y)2
,
∂f

∂y
=

2x

(x− y)2
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

−2y

(x− y)2
=

4y

(x− y)3
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

−2y

(x− y)2
=

−2(x− y)2 − 4y(x− y)

(x− y)4
=

−2x− 2y

(x− y)3
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

2x

(x− y)2
=

2(x− y)2 − 4x(x− y)

(x− y)4
=

−2x− 2y

(x− y)3
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

2x

(x− y)2
=

4x

(x− y)3
.

(9)
∂f

∂x
=

2x+ 2y

x2 + 2xy − y2
,
∂f

∂y
=

2x− 2y

x2 + 2xy − y2
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

2x+ 2y

x2 + 2xy − y2
=

2(x2 + 2xy − y2)− (2x+ 2y)2

(x2 + 2xy − y2)2
=

−2x2 − 4xy − 6y2

(x2 + 2xy − y2)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

2x+ 2y

x2 + 2xy − y2
=

2(x2 + 2xy − y2)− (4x2 − 4y2)

(x2 + 2xy − y2)2
=

−2x2 + 2xy + y2

(x2 + 2xy − y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

2x− 2y

x2 + 2xy − y2
=

2(x2 + 2xy − y2)− (4x2 − 4y2)

(x2 + 2xy − y2)2
=

−2x2 + 2xy + y2

(x2 + 2xy − y2)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

2x− 2y

x2 + 2xy − y2
=

−2(x2 + 2xy − y2)− (2x− 2y)2

(x2 + 2xy − y2)2
=

−6x2 + 4xy − 2y2

(x2 + 2xy − y2)2
.
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(10)
∂f

∂x
=

2x

x2 + y4
,
∂f

∂y
=

4y3

x2 + y4
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

2x

x2 + y4
=

2(x2 + y4)− 4x2

(x2 + y4)2
=

2(−x2 + y4)

(x2 + y4)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

2x

x2 + y4
=

−8xy3

(x2 + y4)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

4y3

x2 + y4
=

−8xy3

(x2 + y4)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

4y3

x2 + y4
=

12y2(x2 + y4)− 16y6

(x2 + y4)2
=

4y2(3x2 − y4)

(x2 + y4)2
.

(11)
∂f

∂x
= −(2x+ y3) sin(x2 + xy3),

∂f

∂y
= −3xy2 sin(x2 + xy3) より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
(−(2x+ y3) sin(x2 + xy3)) = −2 sin(x2 + xy3)− (2x+ y3)2 cos(x2 + xy3),

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
(−(2x+ y3) sin(x2 + xy3)) = −3y2 sin(x2 + xy3)− 3xy2(2x+ y3) cos(x2 + xy3),

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(−3xy2 sin(x2 + xy3)) = −3y2 sin(x2 + xy3)− 3xy2(2x+ y3) cos(x2 + xy3),

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
(−3xy2 sin(x2 + xy3)) = −6xy sin(x2 + xy3)− 9x2y4 cos(x2 + xy3).

(12)
∂f

∂x
= −2(ax+ by)e−(ax2+2bxy+cy2),

∂f

∂y
= −2(bx+ cy)e−(ax2+2bxy+cy2) より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
−2(ax+ by)e−(ax2+2bxy+cy2)

)
= (4(ax+ by)2 − 2a)e−(ax2+2bxy+cy2),

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
−2(ax+ by)e−(ax2+2bxy+cy2)

)
= (4(ax+ by)(bx+ cy)− 2b)e−(ax2+2bxy+cy2),

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
−2e−(ax2+2bxy+cy2)

)
= (4(ax+ by)(bx+ cy)− 2b)e−(ax2+2bxy+cy2),

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
−2(bx+ cy)e−(ax2+2bxy+cy2)

)
= (4(bx+ cy)2 − 2c)e−(ax2+2bxy+cy2).

(13)
∂f

∂x
=

2xy

(1− x4y2)
1
2

,
∂f

∂y
=

x2

(1− x4y2)
1
2

より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

2xy

(1− x4y2)
1
2

=
2y

(1− x4y2)
1
2

+
4x4y3

(1− x4y2)
3
2

=
2y + 2x4y3

(1− x4y2)
3
2

,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

2xy

(1− x4y2)
1
2

=
2x

(1− x4y2)
1
2

+
2x5y2

(1− x4y2)
3
2

=
2x

(1− x4y2)
3
2

,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

x2

(1− x4y2)
1
2

=
2x

(1− x4y2)
1
2

+
2x5y2

(1− x4y2)
3
2

=
2x

(1− x4y2)
3
2

,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

x2

(1− x4y2)
1
2

=
x6y

(1− x4y2)
1
2

.

(14)
∂f

∂x
= aeax sin by,

∂f

∂y
= beax cos by より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
aeax sin by = a2eax sin by,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
aeax sin by = abeax cos by,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
beax cos by = abeax cos by,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
beax cos by = −b2eax sin by.
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(15)
∂f

∂x
=

ex

ex + e2y
,
∂f

∂y
=

2e2y

ex + e2y
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

ex

ex + e2y
=
ex(ex + e2y)− e2x

(ex + e2y)2
=

ex+2y

(ex + e2y)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

ex

ex + e2y
=

−2ex+2y

(ex + e2y)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

2e2y

ex + e2y
=

−2ex+2y

(ex + e2y)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

2e2y

ex + e2y
=

4e2y(ex + e2y)− 4e4y

(ex + e2y)2
=

4ex+2y

(ex + e2y)2
.

(16)
∂f

∂x
= − y

x2
1

1 +
(
y
x

)2 =
−y

x2 + y2
,
∂f

∂y
=

1

x

1

1 +
(
y
x

)2 =
x

x2 + y2
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

−y
x2 + y2

=
2xy

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

−y
x2 + y2

=
−(x2 + y2) + 2y2

(x2 + y2)2
=

−x2 + y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

x

x2 + y2
=

(x2 + y2)− 2x2

(x2 + y2)2
=

−x2 + y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

x

x2 + y2
=

−2xy

(x2 + y2)2
.

(17)
∂f

∂x
= e3x(3 cos(x+ 2y)− sin(x+ 2y)),

∂f

∂y
= −2e3x sin(x+ 2y) より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
e3x(3 cos(x+ 2y)− sin(x+ 2y)) = e3x(9 cos(x+ 2y)− 6 sin(x+ 2y)− cos(x+ 2y)),

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
e3x(3 cos(x+ 2y)− sin(x+ 2y)) = e3x(−6 sin(x+ 2y)− 2 cos(x+ 2y)),

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(−2e3x sin(x+ 2y)) = e3x(−6 sin(x+ 2y)− 2 cos(x+ 2y)),

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
(−2e3x sin(x+ 2y))− 6e3x cos(x+ 2y).

(18)
∂f

∂x
=

(x+y)−(x−y)
(x+y)2

1 +
(
x−y
x+y

)2 =
y

x2 + y2
,
∂f

∂y
=

−(x+y)−(x−y)
(x+y)2

1 +
(
x−y
x+y

)2 =
−x

x2 + y2
より

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

y

x2 + y2
=

−2xy

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

y

x2 + y2
=

(x2 + y2)− 2y2

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

−x
x2 + y2

=
−(x2 + y2) + 2x2

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

−x
x2 + y2

=
2xy

(x2 + y2)2
.

(19) xy = ey log x だから,
∂f

∂x
= yxy−1,

∂f

∂y
= ey log x log x = xy log x より,

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
yxy−1 = y(y − 1)xy−2,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
yxy−1 = xy−1 + yxy−1 log x,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
xy log x = xy−1 + yxy−1 log x,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
xy log x = xy(log x)2.

5. (1)
∂

∂x
sin(x sin y) = sin y cos(x sin y),

∂

∂y
sin(x sin y) = x cos y cos(x sin y) より

f ′( xy ) =
(
sin y cos(x sin y) x cos y cos(x sin y)

)
.

(2)
∂

∂x
sin(xy) = y cos(xy),

∂

∂y
sin(xy) = x cos(xy) より f ′( xy ) =

(
y cos(xy) x cos(xy)

)
.

(3)
∂

∂x
xy = yxy−1,

∂

∂y
xy = xy log x,

∂

∂z
xy = 0 より f ′

(
x
y
z

)
=
(
yxy−1 xy log x 0

)
.

(4) (1), (2), (3)の結果から f ′
(
x
y
z

)
=

 y cos(xy) x cos(xy)

sin y cos(x sin y) x cos y cos(x sin y)

yxy−1 xy log x

.
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(5) (3)の結果と
∂

∂z
xy =

∂

∂x
z =

∂

∂y
z = 0,

∂

∂z
z = 1 より f ′

(
x
y
z

)
=

(
yxy−1 xy log x 0

0 0 1

)
.

(6)
∂

∂x
xy

z

= yzxy
z−1,

∂

∂y
xy

z

=
∂

∂y
ey
z log x = zyz−1(log x)ey

z log x = zyz−1xy
z

log x,

∂

∂z
xy

z

=
∂

∂z
ey
z log x = yz(log x log y)ey

z log x = yzxy
z

log x log y より

f ′
(
x
y
z

)
=
(
yzxy

z−1 zyz−1xy
z

log x yzxy
z

log x log y
)
.

(7)
∂

∂x
xy+z = (y + z)xy+z−1,

∂

∂y
xy+z =

∂

∂z
xy+z = xy+z log x より f ′

(
x
y
z

)
=
(
(y + z)xy+z−1 xy+z xy+z

)
.

(8)
∂

∂x
(x+ y)z =

∂

∂y
(x+ y)z = z(x+ y)z−1,

∂

∂z
(x+ y)z = (x+ y)z log(x+ y) より

f ′
(
x
y
z

)
=
(
z(x+ y)z−1 z(x+ y)z−1 (x+ y)z log(x+ y)

)
.

(9)
∂

∂x
sin(x sin(y sin z)) = sin(y sin z) cos(x sin(y sin z)),

∂

∂y
sin(x sin(y sin z)) =

x sin z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z)),
∂

∂z
sin(x sin(y sin z)) = xy cos z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z)) より

f ′
(
x
y
z

)
=
(
sin(y sin z) cos(x sin(y sin z)) x sin z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z)) xy cos z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z))

)
.

6. (1)
∂f

∂x
= g′(x),

∂f

∂y
= 0

(2)
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= g′(y)

(3)
∂f

∂x
=
∂f

∂y
= g′(x+ y)

(4)
∂f

∂x
= g′(x)h(y),

∂f

∂y
= g(x)h′(y).

(5)
∂f

∂x
= g′(x)h(y)g(x)h(y)−1,

∂f

∂y
= g(x)h(y)h′(y) log g(x).

7. f の定義から
∂f

∂x
( 00 ) = lim

t→0

f( t0 )− f( 00 )

t
= a,

∂f

∂y
( 00 ) = lim

t→0

f( 0t )− f( 00 )

t
= b だから, f が ( 00 ) で微分可能な

らば, f ′( 00 ) = ( a b ) となる. 故に f が ( 00 ) で微分可能であるためには lim
x→0

f(x)− f(0)− ( a b )x

∥x∥
= 0 が成り立つ

ことが必要十分である. ここで, x = ( xy ) ̸= 0 に対して,
f(x)− f(0)− ( a b )x

∥x∥
=

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

だから,

f が ( 00 ) で微分可能であるためには lim
( xy )→( 00 )

|x|m|y|n

(|x|p + |y|q)r
√
x2 + y2

= 0 が成り立つことが必要十分である. 従っ

て, 第 17回演習問題 5の結果から, f が ( 00 ) で微分可能であるための必要十分条件は

「p ≧ q かつ min

{
m

p
+
n

q
− 1

p
,
m

q
+
n

q
− 1

q

}
> r」または「p ≦ q かつmin

{
m

p
+
n

q
− 1

q
,
m

p
+
n

p
− 1

p

}
> r」

である.

8. ( xy ) ̸= ( 00 ) の場合,
∂f

∂x
( xy ) =

x4y − y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

x5 − xy4 − 4x3y2

(x2 + y2)2
. また f( x0 ) = f

(
0
y

)
= 0 だから

∂f

∂x
( 00 ) = lim

x→0

f( x0 )− f( 00 )

x
= 0,

∂f

∂y
( 00 ) = lim

y→0

f
(
0
y

)
− f( 00 )

y
= 0. 従って

∂2f

∂y∂x
( 00 ) = lim

y→0

∂f
∂x

(
0
y

)
− ∂f

∂x (
0
0 )

y
=

lim
y→0

−y4

y4
= −1,

∂2f

∂x∂y
( 00 ) = lim

x→0

∂f
∂y (

x
0 )− ∂f

∂y (
0
0 )

x
= lim
x→0

x4

x4
= 1 だから

∂2f

∂y∂x
( 00 ) ̸=

∂2f

∂x∂y
( 00 ) である.

9. ( xy ) ̸= ( 00 ) の場合,
∂f

∂x
( xy ) =

2xy4

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
( xy ) =

2x4y

(x2 + y2)2
.
∂2f

∂x2
( xy ) = −2(3x2y4 − y6)

(x2 + y2)3
,
∂f2

∂y∂x
( xy ) =

∂f2

∂x∂y
( xy ) =

8x3y3

(x2 + y2)3
,
∂2f

∂x2
( xy ) =

2(x6 − 3x4y2)

(x2 + y2)3
. f( x0 ) = f

(
0
y

)
= 0 だから

∂f

∂x
( 00 ) = lim

x→0

f( x0 )− f( 00 )

x
= 0,
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∂f

∂y
( 00 ) = lim

y→0

f
(
0
y

)
− f( 00 )

y
= 0. 故に

∂2f

∂x2
( 00 ) = lim

x→0

∂f
∂x (

x
0 )− ∂f

∂x (
0
0 )

x
= 0,

∂2f

∂y∂x
( 00 ) = lim

y→0

∂f
∂x

(
0
y

)
− ∂f

∂x (
0
0 )

y
= 0,

∂2f

∂x∂y
( 00 ) = lim

x→0

∂f
∂y (

x
0 )− ∂f

∂y (
0
0 )

x
= 0,

∂2f

∂y2
( 00 ) = lim

y→0

∂f
∂y

(
0
y

)
− ∂f

∂y (
0
0 )

x
= 0 である. 従って lim

t→0

∂2f

∂x2
( 0t ) = 2 ̸=

0 =
∂2f

∂x2
( 00 ), limt→0

∂2f

∂y∂x
( tt ) = lim

t→0

∂2f

∂x∂y
( tt ) = 1 ̸= 0 =

∂2f

∂x∂y
( 00 ) =

∂2f

∂y∂x
( 00 ), limt→0

∂2f

∂y2
( t0 ) = 2 ̸= 0 =

∂2f

∂y2
( 00 ) と

なるため, f の 2次偏導関数はすべて原点で連続ではない.

10. (1)
∂f

∂x
=
∂f

∂y
= g(x+ y)

(2)
∂f

∂x
= −g(x), ∂f

∂y
= g(y)

(3)
∂f

∂x
= yg(xy),

∂f

∂y
= xg(xy)

(4)
∂f

∂x
=

(
∂

∂x

∫ y

x

g(s)ds

)
g

(∫ y

x

g(s)ds

)
= −g(x)g

(∫ y

x

g(s)ds

)
,

∂f

∂y
=

(
∂

∂y

∫ y

x

g(s)ds

)
g

(∫ y

x

g(s)ds

)
= g(y)g

(∫ y

x

g(s)ds

)
(5)

∂f

∂x
=

(
∂

∂x
sin(x sin(y sin z))

)
g(sin(x sin(y sin z)))−

(
∂

∂x
xy
)
g(xy) =

sin(y sin z) cos(x sin(y sin z))g(sin(x sin(y sin z)))− yxy−1g(xy),
∂f

∂y
=

(
∂

∂y
sin(x sin(y sin z))

)
g(sin(x sin(y sin z)))−

(
∂

∂y
xy
)
g(xy) =

x sin z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z))g(sin(x sin(y sin z)))− xy log xg(xy),
∂f

∂z
=

(
∂

∂z
sin(x sin(y sin z))

)
g(sin(x sin(y sin z)))−

(
∂

∂z
xy
)
g(xy) =

xy cos z cos(y sin z) cos(x sin(y sin z))g(sin(x sin(y sin z)))
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微積分学 II 演習問題 第19回 合成写像の微分

1. f : R2 → R, g : R2 → R2 を f( xy ) = ye
√
x2+y2 , g( uv ) = ( u cos v

u sin v ) により定める.

(1) f の ( xy ) ∈ R2 における微分と g の ( uv ) ∈ R2 における微分を求めよ.

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R の ( uv ) における微分と
∂f◦g
∂u

( uv ),
∂f◦g
∂v

( uv ) を求めよ.

2. f : R2 → R2, g : R2 → R2 を f( xy ) =
(
x2y2−2y3

x2+xy−y2

)
, g( uv ) =

(
u3−u2v+v2

u2−uv3

)
により定める.

(1) f の ( xy ) ∈ R2 における微分と g の ( uv ) ∈ R2 における微分を求めよ.

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R2 の ( 10 ) における微分を求めよ.

(3) f1 : R2 → R を f1(
x
y ) = x2y2 − 2y3 で定義される関数とするとき,

∂f1◦g
∂u

( 10 ),
∂f1◦g
∂v

( 10 ) を求めよ.

3. f : R2 → R2, g : R2 → R2 を f( xy ) =
(

x3+y2

x2y+xy−2y2

)
, g( zw ) =

(
ez cosw
ez sinw

)
により定める.

(1) f , g のそれぞれ ( xy ), (
z
w ) における微分を求めよ.

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R2 の ( zw ) における微分を求めよ.

4. f : R2 → R, g : R2 → R2, h : R → R2 を f( xy ) = log(x2 + xy + y2 + 1), g( rθ ) =
(
r cos θ
r sin θ

)
, h(t) =

(
et+e−t

et−e−t

)
に

より定める.

(1) f , g, h のそれぞれ ( xy ), (
r
θ ), t における微分を求めよ.

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R の ( rθ ) における微分を求め, f◦g の偏導関数 ∂f◦g
∂r

,
∂f◦g
∂θ

を求めよ.

(3) 合成写像 f◦h : R → R の導関数を求めよ.

5. 写像 f : R2 → R2 と関数 g : R2 → R を f( xy ) =
(

3x3−2x2y+y3

x2y−2xy2

)
, g( zw ) = z2w4 − 4zw3 − 5z2w2 で定める.

(1) f の ( xy ) における微分 f ′( xy ) と g の ( zw ) における微分 g′( zw ) を求めよ.

(2)
(

2
−1

)
における g の

(−1
1

)
方向の方向微分を求めよ.

(3) 合成写像 g◦f の ( 11 ) における微分 (g◦f)′ ( 11 ) を求めよ.

6. 写像 f : R2 → R2 と関数 g : R2 → R を f( xy ) =
(

2x3−y3

x2y−2xy2

)
, g( zw ) = z3w3 + zw2 − z2w で定める.

(1) f の ( xy ) における微分 f ′( xy ) と g の ( zw ) における微分 g′( zw ) を求めよ.

(2) ( 11 ) における g の ( 12 ) 方向の方向微分を求めよ.

(3) 合成写像 g◦f の ( 11 ) における微分 (g◦f)′ ( 11 ) を求め, さらに
∂g◦f
∂x

( 11 ) と
∂g◦f
∂y

( 11 ) の値を求めよ.

7. f : R2 → R, g : R2 → R2 を f( xy ) = tan−1(x2 + xy + 2y2), g( rθ ) =
(
r cos θ
r sin θ

)
により定める. 合成写像

f◦g : R2 → R の ( 1
π ) における微分を求め, f◦g の ( 1

π ) における偏微分
∂f◦g
∂r

( 1
π ),

∂f◦g
∂θ

( 1
π ) を求めよ.

8. 関数 f1, f2 :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ ( xy ) ̸= ( 00 )
}

→ R, f3 :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ̸= 0
}

→ R, f4, f5 : R2 → R が, それぞれ

f1 (
x
y ) = log(x2 + y2), f2 (

x
y ) =

(√
x2 + y2 − 1

)2
, f3 (

x
y ) = tan−1 y

x
, f4 (

x
y ) = tan−1 xy, f5 (

x
y ) = ye

√
x2+y2 で与

えられているとする.

(1) ω1, ω2, ω3 : R → R2 をそれぞれ ω1(t) =
(
et+e−t

et−e−t

)
, ω2(t) =

(
t2−1
2t

)
, ω3(t) =

(
et cos t
et sin t

)
で定めるとき,

(fi◦ωj)′(t) (i = 1, 2, 3, 4, 5, j = 1, 2, 3) を求めよ. ただし (i, j) = (3, 2) のときは t ̸= ±1, (i, j) = (3, 3) のときは
t

π
− 1

2
̸∈ Z とする.

(2) φ1, φ2, φ3 : R2 → R2 をそれぞれ φ1 (
u
v ) =

(
u+v
uv−1

)
, φ2 (

u
v ) =

(
sin(u+v)
cos(u−v)

)
, φ3 (

u
v ) = ( u cos v

u sin v ) で定めると

き, (fi◦φj)′ ( uv ),
∂fi◦φj
∂u

( uv ),
∂fi◦φj
∂v

( uv ) (i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3) を求めよ. ただし (i, j) = (1, 2), (2, 2) のとき

は
u+ v

π
̸∈ Z または

u− v

π
− 1

2
̸∈ Z, (i, j) = (1, 3), (2, 3) のときは u ̸= 0, (i, j) = (3, 1) のときは u + v ̸= 0,

(i, j) = (3, 2) のときは
u+ v

π
̸∈ Z, (i, j) = (3, 3) のときは u ̸= 0 かつ

v

π
− 1

2
̸∈ Z とする.
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9. (発展問題) g, h, k : R → R, F : R2 → R, G : R3 → R が微分可能なとき, (1), (2) で与えられる f : R2 → R に

対して
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を g, h, k, F , G を用いて表せ. また (3)で与えられる f : R3 → R, (4)で与えられる f : X → R

(ただし X =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x, y, z > 0
}
) に対して

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
を g, h, k, F , G を用いて表せ.

(1) f( xy ) = F
(

g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
(2) f( xy ) = G

( x
g(x)

F( xy )

)
(3) f

(
x
y
z

)
= F

(
g(x+y)
h(y+z)

)
(4) f

(
x
y
z

)
= G

(
xy

yz

zx

)

262



第 19回の演習問題の解答

1. (1) f ′( xy ) =

(
xye

√
x2+y2√

x2+y2
e
√
x2+y2

(
y2√
x2+y2

+ 1

))
, g′( uv ) =

(
cos v −u sin v
sin v u cos v

)
(2) (1)より f ′(g( uv )) = f ′( u cos v

u sin v ) =
(
|u|e|u| cos v sin v e|u|

(
|u| sin2 v + 1

))
であり, 合成写像の微分法から

(f◦g)′ ( uv ) = f ′(g( uv )) g
′( uv ) =

(
|u|e|u| cos v sin v e|u|

(
|u| sin2 v + 1

))(cos v −u sin v
sin v u cos v

)
=
(
(|u|+ 1)e|u| sin v ue|u| cos v

)
.

(f◦g)′ ( uv ) =
(
∂f◦g
∂u ( uv )

∂f◦g
∂v ( uv )

)
だから,

∂f◦g
∂u

( uv ) = (|u|+ 1)e|u| sin v,
∂f◦g
∂v

( uv ) = ue|u| cos v.

2. (1) f ′( xy ) =

(
2xy2 2x2y − 6y2

2x+ y x− 2y

)
, g′( uv ) =

(
3u2 − 2uv −u2 + 2v

2u− v3 −3uv2

)

(2) (1)より f ′(g( 10 )) = f ′( 11 ) =

(
2 −4

3 −1

)
, g′( 10 ) =

(
3 −1

2 0

)
であり, 合成写像の微分法から

(f◦g)′ ( 10 ) = f ′(g( 10 )) g
′( 10 ) =

(
2 −4

3 −1

)(
3 −1

2 0

)
=

(
−2 −2

7 −3

)

(3)
∂f1◦g
∂u

( 10 ),
∂f1◦g
∂v

( 10 ) は f ′(g( 10 )) のそれぞれ (1, 1)成分, (1, 2)成分だから, (2)の結果から
∂f1◦g
∂u

( 10 ) = −2,

∂f1◦g
∂v

( 10 ) = −2 である.

3. (1) f(x) =
(
f1(x)
f2(x)

)
, g(z) =

(
g1(z)
g2(z)

)
のとき, f , g の x, z における微分 f ′(x), g′(z) は

f ′(x) =

(
∂f1
∂x (x)

∂f1
∂y (x)

∂f2
∂x (x)

∂f2
∂y (x)

)
, g′(z) =

(
∂g1
∂z (z)

∂g1
∂w (z)

∂g2
∂z (z)

∂g2
∂w (z)

)

で与えられる. ここで, f1 (
x
y ) = x3 + y2, f2 (

x
y ) = x2y + xy − 2y2, g1 (

z
w ) = ez cosw, g2 (

z
w ) = ez sinw だから

∂f1
∂x

( xy ) = 3x2,
∂f1
∂y

( xy ) = 2y,
∂f2
∂x

( xy ) = 2xy + y,
∂f2
∂y

( xy ) = x2 + x− 4y,

∂g1
∂z

( zw ) = ez cosw,
∂g1
∂w

( zw ) = −ez sinw, ∂g2
∂z

( zw ) = ez sinw,
∂g2
∂w

( zw ) = ez cosw

である. 従って f ′( xy ), g′(
z
w ) は以下で与えられる.

f ′( xy ) =

(
3x2 2y

2xy + y x2 + x− 4y

)
, g′( zw ) =

(
ez cosw −ez sinw
ez sinw ez cosw

)

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R2 の ( zw ) における微分 (f◦g)′ ( zw ) は合成写像の微分法と (1)の結果から

(f◦g)′ ( zw ) = f ′(g( zw )) g′( zw ) = f ′
(
ez cosw
ez sinw

)
g′( zw )

=

(
3e2z cos2 w 2ez sinw

2e2zcosw sinw + ezsinw e2zcos2 w + ezcosw − 4ezsinw

)(
ezcosw −ezsinw
ezsinw ezcosw

)

= e2z

(
3ez cos2 w 2 sinw

2ez cosw sinw + sinw ez cos2 w + cosw − 4 sinw

)(
cosw − sinw

sinw cosw

)

= e2z

(
3ez cos3 w + 2 sin2 w −3ez cos2 w sinw + sin 2w

3ez cos2w sinw + sin 2w − 4 sin2 w ez cosw(3 cos2w − 2) + cos 2w − 2 sin 2w

)
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で与えられる.

4. (1) g(r) =
(
g1(r)
g2(r)

)
, h(t) =

(
h1(t)
h2(t)

)
のとき, f , g, h のそれぞれ x, r, t における微分 f ′(x), g′(r), h′(t) は

f ′(x) =
(
∂f
∂x (x)

∂f
∂y (x)

)
, g′(r) =

(
∂g1
∂r (r)

∂g1
∂θ (r)

∂g2
∂r (r)

∂g2
∂θ (r)

)
, h′(t) =

(
dh1

dt (t)
dh2

dt (t)

)

で与えられる. ここで,

f( xy ) = log(x2 + xy + y2 + 1), g1 (
r
θ ) = r cos θ, g2 (

r
θ ) = r sin θ, h1(t) = et + e−t, h2(t) = et − e−t

だから

∂f

∂x
( xy ) =

2x+ y

x2 + xy + y2 + 1
,

∂f

∂y
( xy ) =

x+ 2y

x2 + xy + y2 + 1
,

∂g1
∂r

( rθ ) = cos θ,
∂g1
∂θ

( rθ ) = −r sin θ,
∂g2
∂r

( rθ ) = sin θ,
∂g2
∂θ

( rθ ) = r cos θ,
dh1
dt

(t) = et − e−t,
dh2
dt

(t) = et + e−t

である. 従って f ′( xy ), g′(
r
θ ), h

′(t) は次のようになる.

f ′( xy ) =
(

2x+y
x2+xy+y2+1

x+2y
x2+xy+y2+1

)
, g′( rθ ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, h′(t) =

(
et − e−t

et + e−t

)

(2) 合成写像 f◦g : R2 → R の ( rθ ) における微分 (f◦g)′ ( rθ ) は合成写像の微分法と (1)の結果から

(f◦g)′ ( rθ ) = f ′(g( rθ )) g
′( rθ ) = f ′

(
r cos θ
r sin θ

)
g′( rθ )

=
(

2r cos θ+r sin θ
r2+r2 cos θ sin θ+1

r cos θ+2r sin θ
r2+r2 cos θ sin θ+1

)(cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
=
(

2r+2r cos θ sin θ
r2+r2 cos θ sin θ+1

r2(cos2 θ−sin2 θ)
r2+r2 cos θ sin θ+1

)
で与えられる. 従って

∂f◦g
∂r

=
2r + 2r cos θ sin θ

r2 + r2 cos θ sin θ + 1
,
∂f◦g
∂θ

=
r2

r2 + r2 cos θ sin θ + 1
である.

(3) 合成写像 f◦h : R → R の t における微分 (f◦h)′(t) は合成写像の微分法と (1)の結果から

(f◦h)′(t) = f ′(h(t))h′(t) = f ′
(
et+e−t

et−e−t

)
h′(t)

=
(

3et+e−t

3e2t+e−2t+1
3et−e−t

3e2t+e−2t+1

)(et − e−t

et + e−t

)
=

6e2t − 2e−2t

3e2t + e−2t + 1

で与えられる. よって f◦h : R → R の導関数は
d(f◦h)
dt

=
6e2t − 2e−2t

3e2t + e−2t + 1
である.

5. (1) f ′( xy ) =
(

9x2−4xy −2x2+3y2

2xy−2y2 x2−4xy

)
, g′( zw ) = ( 2zw4−4w3−10zw2 4z2w3−12zw2−10z2w )

(2)
(

2
−1

)
における g の

(−1
1

)
方向の方向微分は g′

(
2
−1

) (−1
1

)
で与えられる. (1)の結果より, 求める値は

g′
(

2
−1

) (−1
1

)
= (−12 0 )

(−1
1

)
= 12 である.

(3) 合成写像の微分法から (g◦f)′ ( 11 ) = g′(f( 11 )) f
′( 11 ) = g′

(
2
−1

)
f ′( 11 ) = (−12 0 )

(
5 1
0 −3

)
= (−60 −12 ).

6. (1) f ′( xy ) =

(
6x2 −3y2

2xy − 2y2 x2 − 4xy

)
, g′( zw ) =

(
3z2w3 + w2 − 2zw 3z3w2 + 2zw − z2

)
(2) ( 11 ) における g の ( 12 ) 方向の方向微分は g′( 11 ) (

1
2 ) で与えられる. (1) の結果より, 求める値は g′( 11 ) (

1
2 ) =

( 2 4 ) ( 12 ) = 10 である.

(3) 合成写像の微分法から (g◦f)′ ( 11 ) = g′(f( 11 )) f
′( 11 ) = g′

(
1
−1

)
f ′( 11 ) = ( 0 0 )

(
6 −3
0 −3

)
= ( 0 0 ).

(g◦f)′ ( 11 ) =
(
∂g◦f
∂x ( 11 )

∂g◦f
∂y ( 11 )

)
だから, 上の結果から

∂g◦f
∂x

( 11 ) =
∂g◦f
∂y

( 11 ) = 0 である.
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7. g1(
r
θ ) = r cos θ, g2(

r
θ ) = r sin θ とおけば,

∂f

∂x
( xy ) =

2x+ y

1 + (x2 + xy + 2y2)
2 ,

∂f

∂y
( xy ) =

x+ 4y

1 + (x2 + xy + 2y2)
2 ,

∂g1
∂r

( rθ ) = cos θ,
∂g1
∂θ

( rθ ) = −r sin θ, ∂g2
∂r

( rθ ) = sin θ,
∂g2
∂θ

( rθ ) = r cos θ である. また, g( 1
π ) =

(−1
0

)
だから,

f ′(g( 1
π )) = f ′

(−1
0

)
=
(
∂f1
∂x

(−1
0

)
∂f1
∂y

(−1
0

))
=
(
−1 − 1

2

)
, g′( 1

π ) =

(
∂g1
∂r ( 1

π )
∂g1
∂θ ( 1

π )
∂g2
∂r ( 1

π )
∂g2
∂θ ( 1

π )

)
=

(
−1 0

0 −1

)
である.

合成写像 f◦g : R2 → R2 の ( 1
π ) における微分 (f◦g)′ ( 1

π ) は, 合成写像の微分法から

(f◦g)′ ( 1
π ) = f ′(g( 1

π )) g
′( 1
π ) =

(
−1 − 1

2

)(−1 0

0 −1

)
=
(
1 1

2

)

で与えられる. 従って
∂f◦g
∂r

( 1
π ) = 1,

∂f◦g
∂θ

( 1
π ) =

1

2
である.

8. f ′i (
x
y ) =

(
∂fi
∂x ( xy )

∂fi
∂y ( xy )

)
だから, f ′1 (

x
y ) =

(
2x

x2+y2
2y

x2+y2

)
, f ′2 (

x
y ) =

(
2x− 1√

x2+y2
2y − 1√

x2+y2

)
,

f ′3 (
x
y ) =

(
− y
x2+y2

x
x2+y2

)
, f ′4 (

x
y ) =

(
y

1+x2y2
x

1+x2y2

)
, f ′5 (

x
y ) =

(
xye

√
x2+y2√

x2+y2
e
√
x2+y2

(
y2√
x2+y2

+ 1

))
が成

り立つ.

(1) ω′
1(t) =

(
et − e−t

et + e−t

)
, ω′

2(t) =

(
2t

2

)
, ω′

3(t) =

(
et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)
であり, 合成写像の微分法から

(fi◦ωj)′(t) = f ′i(ωj(t))ω
′
j(t) だから

(f1◦ω1)
′(t) = f ′1

(
et+e−t

et−e−t

)
ω′
1(t) =

(
et+e−t

e2t+e−2t
et−e−t
e2t+e−2t

)(et − e−t

et + e−t

)
=

2(e2t − e−2t)

e2t + e−2t

(f1◦ω2)
′(t) = f ′1

(
t2−1
2t

)
ω′
2(t) =

(
2(t2−1)
(t2+1)2

4t
(t2+1)2

)(2t
2

)
=

4t

t2 + 1

(f1◦ω3)
′(t) = f ′1

(
et cos t
et sin t

)
ω′
3(t) =

(
2e−t cos t 2e−t sin t

)(et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)
= 2

(f2◦ω1)
′(t) = f ′2

(
et+e−t

et−e−t

)
ω′
1(t) =

(
2(et + e−t)− 1√

e2t+e−2t
2(et − e−t)− 1√

e2t+e−2t

)(et − e−t

et + e−t

)

= 4(e2t + e−2t)− 2et√
e2t + e−2t

(f2◦ω2)
′(t) = f ′2

(
t2−1
2t

)
ω′
2(t) =

(
2(t2 − 1)− 1

t2+1 4t− 1
t2+1

)(2t
2

)
= 4t(t2 + 1)− 2(t+ 1)

t2 + 1

(f2◦ω3)
′(t) = f ′2

(
et cos t
et sin t

)
ω′
3(t) =

(
2et cos t− e−t 2et sin t− e−t

)(et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)
= 2e2t − 2 cos t

(f3◦ω1)
′(t) = f ′3

(
et+e−t

et−e−t

)
ω′
1(t) =

(
− et−e−t

2(e2t+e−2t)
et+e−t

2(e2t+e−2t)

)(et − e−t

et + e−t

)
=

2

e2t + e−2t

(f3◦ω2)
′(t) = f ′3

(
t2−1
2t

)
ω′
2(t) =

(
− 2t

(t2+1)2
t2−1

(t2+1)2

)(2t
2

)
= − 2

t2 + 1

(f3◦ω3)
′(t) = f ′3

(
et cos t
et sin t

)
ω′
3(t) =

(
e−t sin t e−t cos t

)(et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)
= cos 2t+ sin 2t

(f4◦ω1)
′(t) = f ′4

(
et+e−t

et−e−t

)
ω′
1(t) =

(
− et−e−t

1+(e2t−e−2t)2
et+e−t

1+(e2t−e−2t)2

)(et − e−t

et + e−t

)
=

4

1 + (e2t − e−2t)2

(f4◦ω2)
′(t) = f ′4

(
t2−1
2t

)
ω′
2(t) =

(
− 2t

1+4t2(t2−1)2
t2−1

1+4t2(t2−1)2

)(2t
2

)
= − 2(t2 + 1))

1 + 4t2(t2 − 1)2
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(f4◦ω3)
′(t) = f ′4

(
et cos t
et sin t

)
ω′
3(t) =

(
− et sin t

1+e4t cos2 t sin2 t
et cos t

1+e4t cos2 t sin2 t

)(et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)

=
e2t

1 + e4t cos2 t sin2 t

(f5◦ω1)
′(t) = f ′5

(
et+e−t

et−e−t

)
ω′
1(t) =

(
e
√

2(e2t+e−2t)(e2t−e−2t)√
2(e2t+e−2t)

e
√

2(e2t+e−2t)

(
(et−e−t)2√
2(e2t+e−2t)

+ 1

))(
et − e−t

et + e−t

)

= e
√

2(e2t+e−2t)(et + e−t)

(√
2(et − e−t)2√
e2t + e−2t

+ 1

)

(f5◦ω2)
′(t) = f ′5

(
t2−1
2t

)
ω′
2(t) =

(
2tet

2+1(t2−1)
t2+1 et

2+1
(

4t2

t2+1 + 1
))(2t

2

)
= 2(2t2 + 1)et

2+1

(f5◦ω3)
′(t) = f ′5

(
et cos t
et sin t

)
ω′
3(t) =

(
ee
t+t cos t sin t ee

t+t sin2 t+ ee
t
)(et(cos t− sin t)

et(sin t+ cos t)

)
= ee

t+t
(
et sin t+ sin t+ cos t

)
(2) φ′

1 (
u
v ) =

(
1 1

v u

)
, φ′

2 (
u
v ) =

(
cos(u+ v) cos(u+ v)

− sin(u− v) sin(u− v)

)
, φ′

3 (
u
v ) =

(
cos v −u sin v
sin v u cos v

)
であり, 合成写像の

微分法から (fi◦φj)′(t) = f ′i(φj(t))φ
′
j(t) だから

(f1◦φ1)
′ ( uv ) = f ′1

(
u+v
uv−1

)
φ′
1 (

u
v ) =

(
2(u+v)

(u2+1)(v2+1)
2(uv−1)

(u2+1)(v2+1)

)(1 1

v u

)
=
(

2u
u2+1

2v
v2+1

)
(f1◦φ2)

′ ( uv ) = f ′1

(
sin(u+v)
cos(u−v)

)
φ′
2 (

u
v ) =

(
2 sin(u+v)

1+sin 2u cos 2v
2 cos(u−v)

1+sin 2u cos 2v

)( cos(u+ v) cos(u+ v)

− sin(u− v) sin(u− v)

)
=
(
− 2 cos 2u sin 2v

1+sin 2u cos 2v
2 sin 2u cos 2v
1+sin 2u cos 2v

)
(f1◦φ3)

′ ( uv ) = f ′1 (
u cos v
u sin v )φ

′
3 (

u
v ) =

(
2 cos v
u

2 sin v
u

)(cos v −u sin v
sin v u cos v

)
=
(

2
u 0

)
(f2◦φ1)

′ ( uv ) = f ′2
(
u+v
uv−1

)
φ′
1 (

u
v ) =

(
2(u+ v)− 1√

(u2+1)(v2+1)
2(uv − 1)− 1√

(u2+1)(v2+1)

)(1 1

v u

)
=
(
2u(v2 + 1)− v+1√

(u2+1)(v2+1)
2v(u2 + 1)− 1√

(u2+1)(v2+1)

)
(f2◦φ2)

′ ( uv ) = f ′2

(
sin(u+v)
cos(u−v)

)
φ′
2 (

u
v )

=
(
2 sin(u+ v)− 1√

1+sin 2u cos 2v
2 cos(u− v)− 1√

1+sin 2u cos 2v

)( cos(u+ v) cos(u+ v)

− sin(u− v) sin(u− v)

)
=
(
2 cos 2u sin 2v − cos(u+v)−sin(u−v)√

1+sin 2u cos 2v
2 sin 2u cos 2v − cos(u+v)−sin(u−v)√

1+sin 2u cos 2v

)
(f2◦φ3)

′ ( uv ) = f ′2 (
u cos v
u sin v )φ

′
3 (

u
v ) =

(
2u cos v − 1

|u| 2u sin v − 1
|u|

)(cos v −u sin v
sin v u cos v

)
=
(
2u− cos v+sin v

|u|
u(sin v−cos v)

|u|

)
(f3◦φ1)

′ ( uv ) = f ′3
(
u+v
uv−1

)
φ′
1 (

u
v ) =

(
− uv−1

(u2+1)(v2+1)
u+v

(u2+1)(v2+1)

)(1 1

v u

)
=
(

1
u2+1

1
v2+1

)
(f3◦φ2)

′ ( uv ) = f ′3

(
sin(u+v)
cos(u−v)

)
φ′
2 (

u
v ) =

(
− cos(u−v)

1+sin 2u cos 2v
sin(u+v)

1+sin 2u cos 2v

)( cos(u+ v) cos(u+ v)

− sin(u− v) sin(u− v)

)
=
(
− cos 2v

1+sin 2u cos 2v − cos 2u
1+sin 2u cos 2v

)
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(f3◦φ3)
′ ( uv ) = f ′3 (

u cos v
u sin v )φ

′
3 (

u
v ) =

(
− sin v

u
cos v
u

)(cos v −u sin v
sin v u cos v

)
=
(
0 1

)
(f4◦φ1)

′ ( uv ) = f ′4
(
u+v
uv−1

)
φ′
1 (

u
v ) =

(
uv−1

1+(u+v)2(uv−1)2
u+v

1+(u+v)2(uv−1)2

)(1 1

v u

)
=
(

2uv+v2−1
1+(u+v)2(uv−1)2

2uv+u2−1
1+(u+v)2(uv−1)2

)
(f4◦φ2)

′ ( uv ) = f ′4

(
sin(u+v)
cos(u−v)

)
φ′
2 (

u
v ) =

(
cos(u−v)

1+sin2(u+v) cos2(u−v)
sin(u+v)

1+sin2(u+v) cos2(u−v)

)( cos(u+ v) cos(u+ v)

− sin(u− v) sin(u− v)

)
=
(

cos 2u
1+sin2(u+v) cos2(u−v)

cos 2v
1+sin2(u+v) cos2(u−v)

)
(f4◦φ3)

′ ( uv ) = f ′4 (
u cos v
u sin v )φ

′
3 (

u
v ) =

(
u sin v

1+u4 cos2 v sin2 v
u cos v

1+u4 cos2 v sin2 v

)(cos v −u sin v
sin v u cos v

)
=
(

u sin 2v
1+u4 cos2 v sin2 v

u2 cos 2v
1+u4 cos2 v sin2 v

)
(fi◦φj)′ ( uv ) =

(
∂fi◦φj
∂u ( uv )

∂fi◦φj
∂v ( uv )

)
だから, 上の結果から

∂fi◦φj
∂u

( uv ),
∂fi◦φj
∂v

( uv ) は以下で与えられる.

∂f1◦φ1

∂u
( uv ) =

2u

u2 + 1

∂f1◦φ1

∂v
( uv ) =

2v

v2 + 1
∂f1◦φ2

∂u
( uv ) = − 2 cos 2u sin 2v

1 + sin 2u cos 2v

∂f1◦φ2

∂v
( uv ) =

2 sin 2u cos 2v

1 + sin 2u cos 2v
∂f1◦φ3

∂u
( uv ) =

2

u

∂f1◦φ3

∂v
( uv ) = 0

∂f2◦φ1

∂u
( uv ) = 2u(v2 + 1)− v + 1√

(u2 + 1)(v2 + 1)

∂f2◦φ1

∂v
( uv ) = 2v(u2 + 1)− 1√

(u2 + 1)(v2 + 1)
∂f2◦φ2

∂u
( uv ) = 2 cos 2u sin 2v − cos(u+v)− sin(u−v)√

1 + sin 2u cos 2v

∂f2◦φ2

∂v
( uv ) = 2 sin 2u cos 2v − cos(u+v)− sin(u−v)√

1 + sin 2u cos 2v
∂f2◦φ3

∂u
( uv ) = 2u− cos v + sin v

|u|
∂f2◦φ3

∂v
( uv ) =

u(sin v − cos v)

|u|
∂f3◦φ1

∂u
( uv ) =

1

u2 + 1

∂f3◦φ1

∂v
( uv ) =

1

v2 + 1
∂f3◦φ2

∂u
( uv ) = − cos 2v

1 + sin 2u cos 2v

∂f3◦φ2

∂v
( uv ) = − cos 2u

1 + sin 2u cos 2v
∂f3◦φ3

∂u
( uv ) = 0

∂f3◦φ3

∂v
( uv ) = 1

∂f4◦φ1

∂u
( uv ) =

2uv + v2 − 1

1 + (u+ v)2(uv − 1)2
∂f4◦φ1

∂v
( uv ) =

2uv + u2 − 1

1 + (u+ v)2(uv − 1)2
∂f4◦φ2

∂u
( uv ) =

cos 2u

1 + sin2(u+ v) cos2(u− v)

∂f4◦φ2

∂v
( uv ) =

cos 2v

1 + sin2(u+ v) cos2(u− v)
∂f4◦φ3

∂u
( uv ) =

u sin 2v

1 + u4 cos2 v sin2 v

∂f4◦φ3

∂v
( uv ) =

u2 cos 2v

1 + u4 cos2 v sin2 v

9. (1) φ ( xy ) =

(
g(x)k(y)

g(x) + h(y)

)
で φ : R2 → R2 を定義すれば φ′ ( xy ) =

(
g′(x)k(y) g(x)k′(y)

g′(x) h′(y)

)
, f = F◦φ より

f ′( xy ) = F ′ (φ ( xy ))φ′ ( xy ) =
(
∂F
∂u

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
∂F
∂v

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

))(g′(x)k(y) g(x)k′(y)

g′(x) h′(y)

)
=(

g′(x)k(y)∂F∂u

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
+ g′(x)∂F∂v

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
g(x)k′(y)∂F∂u

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
+ h′(y)∂F∂v

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

))
. 故に

∂f

∂x
= g′(x)k(y)

∂F

∂u

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
+ g′(x)

∂F

∂v

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
,
∂f

∂y
= g(x)k′(y)

∂F

∂u

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
+ h′(y)

∂F

∂v

(
g(x)k(y)
g(x)+h(y)

)
.

(2) ψ ( xy ) =

( x
g(x)

F( xy )

)
によって ψ : R2 → R3 を定義すれば f = G◦ψ, ψ′ ( xy ) =

( 1 0
g′(x) 0
∂F
∂x (

x
y ) ∂F

∂y (
x
y )

)
より

f ′( xy ) = G′ (ψ ( xy ))ψ′ ( xy ) =

(
∂G
∂u

( x
g(x)

F( xy )

)
∂G
∂v

( x
g(x)

F( xy )

)
∂G
∂w

( x
g(x)

F( xy )

))( 1 0
g′(x) 0
∂F
∂x (

x
y ) ∂F

∂y (
x
y )

)
=
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(
∂G
∂u

( x
g(x)

F( xy )

)
+ g′(x)∂G∂v

( x
g(x)

F( xy )

)
+ ∂F

∂x ( xy )
∂G
∂w

( x
g(x)

F( xy )

)
∂F
∂y ( xy )

∂G
∂w

( x
g(x)

F( xy )

))
. 故に

∂f

∂x
=
∂G

∂u

( x
g(x)

F( xy )

)
+ g′(x)

∂G

∂v

( x
g(x)

F( xy )

)
+
∂F

∂x
( xy )

∂G

∂w

( x
g(x)

F( xy )

)
,
∂f

∂y
=
∂F

∂y
( xy )

∂G

∂w

( x
g(x)

F( xy )

)
.

(3) λ
(
x
y
z

)
=

(
g(x+ y)

h(y + z)

)
で λ : R3 → R2 を定義すれば f = F◦λ, λ′

(
x
y
z

)
=

(
g′(x+ y) g′(x+ y) 0

0 h′(y + z) h′(y + z)

)

より f ′
(
x
y
z

)
= F ′

(
λ
(
x
y
z

))
λ′
(
x
y
z

)
=
(
∂F
∂u

(
g(x+y)
h(y+z)

)
∂F
∂v

(
g(x+y)
h(y+z)

))(g′(x+ y) g′(x+ y) 0

0 h′(y + z) h′(y + z)

)
=(

g′(x+ y)∂F∂u

(
g(x+y)
h(y+z)

)
g′(x+ y)∂F∂u

(
g(x+y)
h(y+z)

)
+ h′(y + z)∂F∂v

(
g(x+y)
h(y+z)

)
h′(y + z)∂F∂v

(
g(x+y)
h(y+z)

))
. 故に

∂f

∂x
= g′(x+ y)

∂F

∂u

(
g(x+y)
h(y+z)

)
,
∂f

∂y
= g′(x+ y)

∂F

∂u

(
g(x+y)
h(y+z)

)
+h′(y+ z)

∂F

∂v

(
g(x+y)
h(y+z)

)
,
∂f

∂z
= h′(y+ z)

∂F

∂v

(
g(x+y)
h(y+z)

)
.

(4) µ
(
x
y
z

)
=
(
xy

yz

zx

)
で µ : R3 → R3 を定義すれば f = G◦µ, µ′

(
x
y
z

)
=

(
yxy−1 xy log x 0

0 zyz−1 yz log y

zx log z 0 xzx−1

)
より

f ′
(
x
y
z

)
= G′

(
µ
(
x
y
z

))
µ′
(
x
y
z

)
=
(
∂G
∂u

(
xy

yz

zx

)
∂G
∂v

(
xy

yz

zx

)
∂G
∂w

(
xy

yz

zx

))( yxy−1 xy log x 0

0 zyz−1 yz log y

zx log z 0 xzx−1

)
=(

yxy−1 ∂G
∂u

(
xy

yz

zx

)
+ zx log z ∂G∂w

(
xy

yz

zx

)
xy log x∂G∂u

(
xy

yz

zx

)
+ zyz−1 ∂G

∂v

(
xy

yz

zx

)
yz log y ∂G∂v

(
xy

yz

zx

)
+ xzx−1 ∂G

∂w

(
xy

yz

zx

))
.

故に
∂f

∂x
= yxy−1 ∂G

∂u

(
xy

yz

zx

)
+ zx log z

∂G

∂w

(
xy

yz

zx

)
,
∂f

∂y
= xy log x

∂G

∂u

(
xy

yz

zx

)
+ zyz−1 ∂G

∂v

(
xy

yz

zx

)
,

∂f

∂z
= yz log y

∂G

∂v

(
xy

yz

zx

)
+ xzx−1 ∂G

∂w

(
xy

yz

zx

)
.
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微積分学 II 演習問題 第20回 高次偏導関数とテイラーの定理

1. 以下で定められる関数 f に対し, ( 10 ) と ( 11 ) においてテイラーの定理を用いた場合に f を近似する x, y の 2次

以下の多項式をそれぞれ求めよ.

(1) f( xy ) = log(x2 + y2) (2) f( xy ) =
1√

x2 + y2
(3) f( xy ) = tan−1 y

x

2. 以下で定められる関数 f に対し, ( 00 ) においてテイラーの定理を用いた場合に f を近似する x, y の 3次以下の

多項式をそれぞれ求めよ.

(1) f( xy ) = e−x log(1 + 2y) (2) f( xy ) = log(1 + 3x+ y2)

3. f( xy ) = ex−y sinx で与えられる関数 f に対し,
∂i+jf

∂xi∂yj
( xy ) を求め, さらに ( 00 ) においてテイラーの定理を用い

た場合に f を近似する x, y の 4次以下の多項式を求めよ.

4. (発展問題) 写像 φ : R2 → R2 を φ ( rθ ) =

(
r cos θ

r sin θ

)
で定める. 関数 f : R2 → R は連続な 2次以下の偏導関数

をもつとする.

(1)
∂f◦φ
∂r

( rθ ),
∂f◦φ
∂θ

( rθ ) を,
∂f

∂x
,
∂f

∂y
および r, θ を用いて表せ.

(2)
∂2f◦φ
∂2r

( rθ ),
∂2f◦φ
∂r∂θ

( rθ ),
∂2f◦φ
∂2θ

( rθ ) を f の 2次以下の偏導関数および r, θ を用いて表せ.

(3)
∂2f

∂x2
◦φ+

∂2f

∂y2
◦φ を ∂2f◦φ

∂2r
,
∂2f◦φ
∂θ2

,
∂f◦φ
∂r

と r, θ を用いて表せ.

5. (発展問題) 写像 ψ : R3 → R3 を ψ
( r
θ
φ

)
=

r sin θ cosφr sin θ sinφ

r cos θ

 で定める. 関数 f : R3 → R は連続な 2次以下の偏

導関数をもつとする.

(1)
∂f◦ψ
∂r

( r
θ
φ

)
,
∂f◦ψ
∂θ

( r
θ
φ

)
,
∂f◦ψ
∂φ

( r
θ
φ

)
を, f の偏導関数および r, θ, φ を用いて表せ.

(2)
∂2f◦ψ
∂2r

( r
θ
φ

)
,
∂2f◦ψ
∂2θ

( r
θ
φ

)
,
∂2f◦ψ
∂2φ

( r
θ
φ

)
,
∂2f◦ψ
∂r∂θ

( r
θ
φ

)
,
∂2f◦ψ
∂r∂φ

( r
θ
φ

)
,
∂2f◦ψ
∂θ∂φ

( r
θ
φ

)
を f の 2次以下の偏導関数

および r, θ, φ を用いて表せ.

(3)
∂2f

∂x2
◦ψ +

∂2f

∂y2
◦ψ +

∂2f

∂z2
◦ψ を ∂2f◦ψ

∂2r
,
∂2f◦ψ
∂2θ

,
∂2f◦ψ
∂2φ

,
∂f◦ψ
∂r

,
∂f◦ψ
∂θ

と r, θ, φ を用いて表せ.
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第 20回の演習問題の解答

1. 一般に ( pq ) において f を近似する 2次の多項式は

f( pq ) +
∂f

∂x
( pq ) (x− p) +

∂f

∂y
( pq ) (y − q) +

1

2

∂2f

∂x2
( pq ) (x− p)2 +

∂2f

∂x∂y
( pq ) (x− p)(y − q) +

1

2

∂2f

∂y2
( pq ) (y − q)2

で与えられるため, (1), (2), (3)で与えられた f に対して, 上式の p, q にそれぞれ「p = 1, q = 0」,「p = q = 1」を

代入すればよい.

(1) 第 18回の演習問題 4の (4)の結果から f( 10 ) = 0,
∂f

∂x
( 10 ) = 2,

∂f

∂y
( 10 ) = 0,

∂2f

∂x2
( 10 ) = −2,

∂2f

∂x∂y
( 10 ) = 0,

∂2f

∂y2
( 10 ) = 2 より, ( 10 ) において f を近似する 2次の多項式は 2(x− 1)− (x− 1)2 + y2 = −3+4x−x2 + y2 である.

f( 11 ) = log 2,
∂f

∂x
( 11 ) =

∂f

∂y
( 11 ) = 1,

∂2f

∂x2
( 11 ) = 0,

∂2f

∂x∂y
( 11 ) = −1,

∂2f

∂y2
( 11 ) = 0 より, ( 11 ) において f を近似す

る 2次の多項式は log 2 + (x− 1) + (y − 1)− (x− 1)(y − 1) = log 2− 3 + 2x+ 2y − xy である.

(2) 第 18回の演習問題 4の (6)の結果から f( 10 ) = 1,
∂f

∂x
( 10 ) = −1,

∂f

∂y
( 10 ) = 0,

∂2f

∂x2
( 10 ) = 2,

∂2f

∂x∂y
( 10 ) = 0,

∂2f

∂y2
( 10 ) = −1 より, ( 10 ) において f を近似する 2次の多項式は 1− (x− 1) + (x− 1)2 − 1

2
y2 = 3− 3x+ x2 − 1

2
y2

である.

f( 11 ) =
1√
2
,
∂f

∂x
( 11 ) =

∂f

∂y
( 11 ) = − 1

2
√
2
,
∂2f

∂x2
( 11 ) =

1

4
√
2
,
∂2f

∂x∂y
( 11 ) =

3

4
√
2
,
∂2f

∂y2
( 11 ) =

1

4
√
2
より, ( 11 ) におい

て f を近似する 2次の多項式は
1√
2
− 1

2
√
2
(x− 1)− 1

2
√
2
(y − 1) +

1

8
√
2
(x− 1)2 +

3

4
√
2
(x− 1)(y − 1) +

1

8
√
2
(y − 1)2 =

3√
2
− 3

2
√
2
x− 3

2
√
2
y +

1

8
√
2
x2 +

3

4
√
2
xy +

1

8
√
2
y2 である.

(3) 第 18回の演習問題 4の (17)の結果から f( 10 ) = 0,
∂f

∂x
( 10 ) = 0,

∂f

∂y
( 10 ) = 1,

∂2f

∂x2
( 10 ) = 0,

∂2f

∂x∂y
( 10 ) = −1,

∂2f

∂y2
( 10 ) = 0 より, ( 10 ) において f を近似する 2次の多項式は y − (x− 1)y = 2y − xy である.

f( 11 ) =
π

4
,
∂f

∂x
( 11 ) = −1

2
,
∂f

∂y
( 11 ) =

1

2
,
∂2f

∂x2
( 11 ) =

1

2
,
∂2f

∂x∂y
( 11 ) = 0,

∂2f

∂y2
( 11 ) = −1

2
より, ( 11 ) において f を近

似する 2次の多項式は
π

4
− 1

2
(x− 1) +

1

2
(y − 1) +

1

4
(x− 1)2 − 1

4
(y − 1)2 =

π

4
− x+ y +

1

4
x2 − 1

4
y2 である.

2. 一般に ( 00 ) において f を近似する 3次の多項式は次のように与えられる.

f( 00 ) +
∂f

∂x
( 00 )x+

∂f

∂y
( 00 ) y +

1

2

∂2f

∂x2
( 00 )x

2 +
∂2f

∂x∂y
( 00 )xy +

1

2

∂2f

∂y2
( 00 ) y

2

+
1

6

∂3f

∂x3
( 00 )x

3 +
1

2

∂3f

∂x2∂y
( 00 )x

2y +
1

2

∂3f

∂x∂y2
( 00 )xy

2 +
1

6

∂3f

∂y3
( 00 ) y

3

(1) f( xy ) =
∂2f

∂x2
= e−x log(1 + 2y),

∂f

∂x
=
∂3f

∂x3
= −e−x log(1 + 2y),

∂f

∂y
=

∂3f

∂x2∂y
=

2e−x

1 + 2y
,
∂2f

∂x∂y
=

−2e−x

1 + 2y
,

∂2f

∂y2
=

−4e−x

(1 + 2y)2
,

∂3f

∂x∂y2
=

4e−x

(1 + 2y)2
,
∂3f

∂y3
=

16e−x

(1 + 2y)3
より f( 00 ) =

∂f

∂x
( 00 ) =

∂2f

∂x2
( 00 ) =

∂3f

∂x3
( 00 ) = 0,

∂f

∂y
( 00 ) =

∂3f

∂x2∂y
( 00 ) = 2,

∂2f

∂x∂y
( 00 ) = −2,

∂2f

∂y2
( 00 ) = −4,

∂3f

∂x∂y2
( 00 ) = 4,

∂3f

∂y3
( 00 ) = 16 となる. 従って求める多

項式は 2y − 2xy − 2y2 + x2y + 2xy2 +
8

3
y3 である.

(2)
∂f

∂x
=

3

1+ 3x+ y2
,
∂f

∂y
=

2y

1+ 3x+ y2
,
∂2f

∂x2
=

−9

(1+ 3x+ y2)2
,
∂2f

∂x∂y
=

−6y

(1+ 3x+ y2)2
,
∂2f

∂y2
=

2 + 6x− 2y2

(1+ 3x+ y2)2
,

∂3f

∂x3
=

54

(1+ 3x+ y2)3
,

∂3f

∂x2∂y
=

36y

(1+ 3x+ y2)3
,

∂3f

∂x∂y2
=

18y2−18x− 6

(1 + 3x+ y2)3
,
∂3f

∂y3
=

−12y − 36xy + 4y3

(1 + 3x+ y2)3
より
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f( 00 ) =
∂f

∂y
( 00 ) =

∂2f

∂x∂y
( 00 ) =

∂3f

∂x2∂y
( 00 ) =

∂3f

∂y3
( 00 ) = 0,

∂f

∂x
( 00 ) = 3,

∂2f

∂x2
( 00 ) = −9,

∂2f

∂y2
( 00 ) = 2,

∂3f

∂x3
( 00 ) =

54,
∂3f

∂x∂y2
( 00 ) = −6 となる. 従って求める多項式は 3x− 9

2
x2y + y2 + 9x3 − 3xy2 である.

3. f( xy ) = (ex sinx)e−y だから,
∂jf

∂yj
( xy ) = (ex sinx)

∂j

∂yj
e−y = (−1)j(ex sinx)e−y である. さらに, 第 6回の演習

問題 1の (12)から
∂i+jf

∂xi∂yj
( xy ) = (−1)je−y

∂i

∂xi
(ex sinx) = (−1)j

(√
2
)i
ex−y sin

(
x+

πi

4

)
が得られる.

一般に ( 00 ) において f を近似する 4次の多項式は次のように与えられる.

f( 00 ) +
∂f

∂x
( 00 )x+

∂f

∂y
( 00 ) y +

1

2

∂2f

∂x2
( 00 )x

2 +
∂2f

∂x∂y
( 00 )xy +

1

2

∂2f

∂y2
( 00 ) y

2

+
1

6

∂3f

∂x3
( 00 )x

3 +
1

2

∂3f

∂x2∂y
( 00 )x

2y +
1

2

∂3f

∂x∂y2
( 00 )xy

2 +
1

6

∂3f

∂y3
( 00 ) y

3

+
1

24

∂4f

∂x4
( 00 )x

4 +
1

6

∂3f

∂x3∂y
( 00 )x

3y +
1

4

∂3f

∂x2∂y2
( 00 )x

2y2 +
1

6

∂3f

∂x∂y3
( 00 )xy

3 +
1

24

∂4f

∂y4
( 00 ) y

4

∂i+jf

∂xi∂yj
( 00 ) = (−1)j

(√
2
)i
sin

πi

4
だから j = 0, 1, 2, . . . に対して

∂jf

∂yj
( 00 ) =

∂j+4f

∂x4∂yj
( 00 ) = 0,

∂j+1f

∂x∂yj
( 00 ) = (−1)j ,

∂j+2f

∂x2∂yj
( 00 ) =

∂j+3f

∂x3∂yj
( 00 ) = 2(−1)j が成り立つため, 上式から, 求める 4次の多項式は次のようになる.

x+ x2 − xy +
1

3
x3 − x2y +

1

2
xy2 − 1

3
x3y +

1

2
x2y2 − 1

6
xy3

4. (1)
(
∂f◦φ
∂r ( rθ )

∂f◦φ
∂θ ( rθ )

)
= (f◦φ)′ ( rθ ) = f ′(φ ( rθ ))φ

′ ( rθ ) =
(
∂f
∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
∂f
∂y

(
r cos θ
r sin θ

))(cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
=(

cos θ
∂f

∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
−r sin θ∂f

∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

))
. 従って

∂f◦φ
∂r

( rθ ) = cos θ
∂f

∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
,

∂f◦φ
∂θ

( rθ ) = −r sin θ∂f
∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
(2) 上の結果は

∂f◦φ
∂r

( rθ ) = cos θ
∂f

∂x
◦φ ( rθ ) + sin θ

∂f

∂y
◦φ ( rθ ),

∂f◦φ
∂θ

( rθ ) = −r sin θ∂f
∂x

◦φ ( rθ ) + r cos θ
∂f

∂y
◦φ ( rθ )

とも表せるため, これらの両辺を r, θ で偏微分すれば,

∂2f◦φ
∂r2

( rθ ) = cos θ
∂

∂r

(
∂f

∂x
◦φ
)
( rθ ) + sin θ

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦φ
)
( rθ )

∂2f◦φ
∂r∂θ

( rθ ) = − sin θ
∂f

∂x
◦φ ( rθ )− r sin θ

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦φ
)
( rθ ) + cos θ

∂f

∂y
◦φ ( rθ ) + r cos θ

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦φ
)
( rθ )

∂2f◦φ
∂θ2

( rθ ) = −r cos θ∂f
∂x

◦φ ( rθ )− r sin θ
∂

∂θ

(
∂f

∂x
◦φ
)
( rθ )− r sin θ

∂f

∂y
◦φ ( rθ ) + r cos θ

∂

∂θ

(
∂f

∂y
◦φ
)
( rθ )

を得る. 一方, (1) の結果から f を
∂f

∂x
,
∂f

∂y
で置き換えれば

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦φ
)
( rθ ) = cos θ

∂2f

∂x2
(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
,

∂

∂θ

(
∂f

∂x
◦φ
)
( rθ ) = −r sin θ∂

2f

∂x2
(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
,

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦φ
)
( rθ ) = cos θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin θ

∂2f

∂y2
(
r cos θ
r sin θ

)
,

∂

∂θ

(
∂f

∂y
◦φ
)
( rθ ) = −r sin θ ∂

2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos θ

∂2f

∂y2
(
r cos θ
r sin θ

)
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が得られる. これらを上の 3つの式に代入して

∂2f◦φ
∂r2

( rθ ) = cos2 θ
∂2f

∂x2
(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin 2θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
+ sin2 θ

∂2f

∂y2
(
r cos θ
r sin θ

)
∂2f◦φ
∂r∂θ

( rθ ) = −r cos θ sin θ∂
2f

∂x2
(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos 2θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
+ r cos θ sin θ

∂2f

∂y2
(
r cos θ
r sin θ

)
− sin θ

∂f

∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
+ cos θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
∂2f◦φ
∂θ2

( rθ ) = r2 sin2 θ
∂2f

∂x2
(
r cos θ
r sin θ

)
− r2 sin 2θ

∂2f

∂x∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
+ r2 cos2 θ

∂2f

∂y2
(
r cos θ
r sin θ

)
− r cos θ

∂f

∂x

(
r cos θ
r sin θ

)
− r sin θ

∂f

∂y

(
r cos θ
r sin θ

)
(3) (1), (2)の結果から,

∂f◦φ
∂r

= cos θ
∂f

∂x
◦φ+ sin θ

∂f

∂y
◦φ · · · (i)

∂2f◦φ
∂r2

= cos2 θ
∂2f

∂x2
◦φ+ sin 2θ

∂2f

∂x∂y
◦φ+ sin2 θ

∂2f

∂y2
◦φ · · · (ii)

∂2f◦φ
∂θ2

= r2 sin2 θ
∂2f

∂x2
◦φ− r2 sin 2θ

∂2f

∂x∂y
◦φ+ r2 cos2 θ

∂2f

∂y2
◦φ− r cos θ

∂f

∂x
◦φ− r sin θ

∂f

∂y
◦φ · · · (iii)

であるが, (ii)に (iii)の両辺を
1

r2
倍したものを加えて,

∂2f

∂x∂y
◦φ を含む項を消去すれば

∂2f◦φ
∂2r

+
1

r2
∂2f◦φ
∂θ2

=
∂2f

∂x2
◦φ+

∂2f

∂y2
◦φ− 1

r
cos θ

∂f

∂x
◦φ− 1

r
sin θ

∂f

∂y
◦φ

が得られる. この等式に (i)の両辺を
1

r
倍したものを加えて, 左辺と右辺を入れ換えれば, 次の結果が得られる.

∂2f

∂x2
◦φ+

∂2f

∂y2
◦φ =

∂2f◦φ
∂2r

+
1

r2
∂2f◦φ
∂θ2

+
1

r

∂f◦φ
∂r

5. (1)
(
∂f◦ψ
∂r

( r
θ
φ

)
∂f◦ψ
∂θ

( r
θ
φ

)
∂f◦ψ
∂φ

( r
θ
φ

))
= (f◦ψ)′

( r
θ
φ

)
= f ′

(
ψ
( r
θ
φ

))
ψ′
( r
θ
φ

)
=(

∂f
∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂f
∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂f
∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

))sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

 だから, 行列

の積を計算して, 成分を比較すれば次の結果が得られる.

∂f◦ψ
∂r

( r
θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin θ sinφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ cos θ

∂f

∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂f◦ψ
∂θ

( r
θ
φ

)
= r cos θ cosφ

∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos θ sinφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r sin θ

∂f

∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂f◦ψ
∂φ

( r
θ
φ

)
= −r sin θ sinφ∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r sin θ cosφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
(2) 上の結果は

∂f◦ψ
∂r

( r
θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂f◦ψ
∂θ

( r
θ
φ

)
= r cos θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂f◦ψ
∂φ

( r
θ
φ

)
= −r sin θ sinφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
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とも表せるため, これらの両辺を r, θ, φ で偏微分すれば,

∂2f◦ψ
∂r2

( r
θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ cos θ

∂

∂r

(
∂f

∂z
◦ψ
)( r

θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂θ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r cos θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

∂

∂θ

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂

∂θ

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
− r sin θ

∂

∂θ

(
∂f

∂z
◦ψ
)( r

θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂φ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂

∂φ

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂

∂φ

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂r∂θ

( r
θ
φ

)
= cos θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− sin θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
− r sin θ

∂

∂r

(
∂f

∂z
◦ψ
)( r

θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂r∂φ

( r
θ
φ

)
= − sin θ sinφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂

∂r

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂θ∂φ

( r
θ
φ

)
= −r cos θ sinφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂

∂θ

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂

∂θ

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
を得る. 一方, (1) の結果から f を

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
で置き換えれば

∂

∂r

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂r

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂r

(
∂f

∂z
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= sin θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂θ

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= r cos θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂θ

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= r cos θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂θ

(
∂f

∂z
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= r cos θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂φ

(
∂f

∂x
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= −r sin θ sinφ∂

2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂

∂φ

(
∂f

∂y
◦ψ
)( r

θ
φ

)
= −r sin θ sinφ ∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
が得られる. これらを上の 6つの式に代入して

∂2f◦ψ
∂r2

( r
θ
φ

)
= sin θ cosφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
+ sin θ sinφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
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+ cos θ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

))
= sin2 θ cos2 φ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos2 θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂θ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r cos θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

(
r cos θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
+ r cos θ sinφ

(
r cos θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
− r sin θ

(
r cos θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

))
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r cos θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 cos2 θ cos2 φ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 cos2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 sin2 θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 cos2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r2 sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r2 sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂φ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

(
−r sin θ sinφ∂

2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

))
+ r sin θ cosφ

(
−r sin θ sinφ ∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin θ cosφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

))
= −r sin θ cosφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 sin2 θ sin2 φ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 sin2 θ cos2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r2 sin2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂r∂θ

( r
θ
φ

)
= cos θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− sin θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
+ r cos θ sinφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
− r sin θ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

))
= cos θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− sin θ

∂f

∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sin θ cos2 φ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sin θ sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r cos θ sin θ

∂2f

∂z2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+
r

2
sin 2θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂r∂φ

( r
θ
φ

)
= − sin θ sinφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
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+ r sin θ cosφ

(
sin θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ cos θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
= − sin θ sinφ

∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ sin θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin2 θ cosφ sinφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin2 θ cosφ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r sin2 θ cos 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r cos θ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sin θ cosφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
∂2f◦ψ
∂θ∂φ

( r
θ
φ

)
= −r cos θ sinφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ sinφ

(
r cos θ cosφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
+ r sin θ cosφ

(
r cos θ cosφ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r sin θ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

))
= −r cos θ sinφ∂f

∂x
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r cos θ cosφ

∂f

∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r2 cos θ sin θ cosφ sinφ

∂2f

∂x2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 cos θ sin θ cosφ sinφ

∂2f

∂y2
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 cos θ sin θ cos 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ
( r
θ
φ

)
+ r2 sin2 θ sinφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
− r2 sin2 θ cosφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ
( r
θ
φ

)
以上から, 求める結果は次のようになる.

∂2f◦ψ
∂r2

( r
θ
φ

)
= sin2 θ cos2 φ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ cos2 θ

∂2f

∂z2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂2f◦ψ
∂θ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r cos θ

∂f

∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 cos2 θ cos2 φ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 cos2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 sin2 θ

∂2f

∂z2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 cos2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r2 sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r2 sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂2f◦ψ
∂φ2

( r
θ
φ

)
= −r sin θ cosφ∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r sin θ sinφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 sin2 θ sin2 φ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 sin2 θ cos2 φ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r2 sin2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂2f◦ψ
∂r∂θ

( r
θ
φ

)
= cos θ cosφ

∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ cos θ sinφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− sin θ

∂f

∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos θ sin θ cos2 φ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos θ sin θ sin2 φ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r cos θ sin θ

∂2f

∂z2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+
r

2
sin 2θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
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∂2f◦ψ
∂r∂φ

( r
θ
φ

)
= −r sin2 θ cosφ sinφ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r sin2 θ cosφ sinφ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r sin2 θ cos 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r cos θ sin θ sinφ

∂2f

∂x∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos θ sin θ cosφ

∂2f

∂y∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− sin θ sinφ

∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ sin θ cosφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
∂2f◦ψ
∂θ∂φ

( r
θ
φ

)
= −r2 cos θ sin θ cosφ sinφ

∂2f

∂x2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 cos θ sin θ cosφ sinφ

∂2f

∂y2

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 cos θ sin θ cos 2φ

∂2f

∂x∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r2 sin2 θ sinφ

∂2f

∂x∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r2 sin2 θ cosφ

∂2f

∂y∂z

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
− r cos θ sinφ

∂f

∂x

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
+ r cos θ cosφ

∂f

∂y

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
(3) (1), (2)の結果から,

∂f◦ψ
∂r

= sin θ cosφ
∂f

∂x
◦ψ + sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ + cos θ

∂f

∂z
◦ψ · · · (i)

∂f◦ψ
∂θ

= r cos θ cosφ
∂f

∂x
◦ψ + r cos θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ − r sin θ

∂f

∂z
◦ψ · · · (ii)

∂2f◦ψ
∂r2

= sin2 θ cos2 φ
∂2f

∂x2
◦ψ + sin2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ + cos2 θ

∂2f

∂z2
◦ψ

+ sin2 θ sin 2φ
∂2f

∂x∂y
◦ψ + sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ + sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ · · · (iii)

∂2f◦ψ
∂θ2

= r2 cos2 θ cos2 φ
∂2f

∂x2
◦ψ + r2 cos2 θ sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ + r2 sin2 θ

∂2f

∂z2
◦ψ

+ r2 cos2 θ sin 2φ
∂2f

∂x∂y
◦ψ − r2 sin 2θ cosφ

∂2f

∂x∂z
◦ψ − r2 sin 2θ sinφ

∂2f

∂y∂z
◦ψ

− r sin θ cosφ
∂f

∂x
◦ψ − r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ − r cos θ

∂f

∂z
◦ψ · · · (iv)

∂2f◦ψ
∂φ2

= r2 sin2 θ sin2 φ
∂2f

∂x2
◦ψ + r2 sin2 θ cos2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ − r2 sin2 θ sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ

− r sin θ cosφ
∂f

∂x
◦ψ − r sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ · · · (v)

であるが, (iii)に (iv)の両辺を
1

r2
倍したものを加えて,

∂2f

∂x∂z
◦φ, ∂2f

∂y∂z
◦φ を含む項を消去すれば

∂2f◦ψ
∂r2

+
1

r2
∂2f◦ψ
∂θ2

= cos2 φ
∂2f

∂x2
◦ψ + sin2 φ

∂2f

∂y2
◦ψ +

∂2f

∂z2
◦ψ + sin 2φ

∂2f

∂x∂y
◦ψ

− 1

r
sin θ cosφ

∂f

∂x
◦ψ − 1

r
sin θ sinφ

∂f

∂y
◦ψ − 1

r
cos θ

∂f

∂z
◦ψ

が得られる. この等式に (v)の両辺を
1

r2 sin θ
倍したものを加えて,

∂2f

∂x∂y
◦φ を含む項を消去すれば

∂2f◦ψ
∂r2

+
1

r2
∂2f◦ψ
∂θ2

+
1

r2 sin θ

∂2f◦ψ
∂φ2

=
∂2f

∂x2
◦ψ +

∂2f

∂y2
◦ψ +

∂2f

∂z2
◦ψ − (sin2 θ + 1) cosφ

r sin θ

∂f

∂x
◦ψ

− (sin2 θ + 1) sinφ

r sin θ

∂f

∂y
◦ψ − cos θ

r

∂f

∂z
◦ψ · · · (iv)
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が得られる. そこで

(sin2 θ + 1) cosφ

r sin θ

∂f

∂x
◦ψ +

(sin2 θ + 1) sinφ

r sin θ

∂f

∂y
◦ψ +

cos θ

r

∂f

∂z
◦ψ = X

∂f◦ψ
∂r

+ Y
∂f◦ψ
∂θ

が成り立つように X と Y を定める. (i), (ii)から上式の右辺は

cosφ((sin θ)X + r(cos θ)Y )
∂f

∂x
◦ψ + sinφ((sin θ)X + r(cos θ)Y )

∂f

∂y
◦ψ + ((cos θ)X − r(sin θ)Y )

∂f

∂z
◦ψ

に等しいため,
∂f

∂x
◦ψ, ∂f

∂y
◦ψ, ∂f

∂z
◦ψ の係数を比較して, 連立 1次方程式

(sin θ)X + r(cos θ)Y = sin2 θ+1
r sin θ

(cos θ)X − r(sin θ)Y = cos θ
r

を得

る. この解は

X = 2
r

Y = cos θ
r2 sin θ

で与えられるため, (vi)より

∂2f◦ψ
∂r2

+
1

r2
∂2f◦ψ
∂θ2

+
1

r2 sin θ

∂2f◦ψ
∂φ2

=
∂2f

∂x2
◦ψ +

∂2f

∂y2
◦ψ +

∂2f

∂z2
◦ψ − 2

r

∂f◦ψ
∂r

− cos θ

r2 sin θ

∂f◦ψ
∂θ

が得られる. この右辺の最後の 2つの項を左辺に移項して, 左辺と右辺を入れ換えれば, 次の結果が得られる.

∂2f

∂x2
◦ψ +

∂2f

∂y2
◦ψ +

∂2f

∂z2
◦ψ =

∂2f◦ψ
∂2r

+
1

r2
∂2f◦ψ
∂2θ

+
1

r2 sin2 θ

∂2f◦ψ
∂2φ

+
2

r

∂f◦ψ
∂r

+
cos θ

r2 sin θ

∂f◦ψ
∂θ
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微積分学 II 演習問題 第21回 2変数関数の極大・極小

1. 関数 f : R2 → R が以下で与えられるとき，f の極値を求めよ．ただし (11)の a, b は同時に 0 ではなく, (9)の

n は 3以上の整数とする. また, (14)では a ̸= 0, b とする.

(1) f( xy ) = x4 + y4 − 4xy (2) f( xy ) = x2 − 2x3 + y2 − 2y4 (3) f( xy ) = x4− 2x2y2+ y3− 13

2
y2+ 14y

(4) f( xy ) = x4 − 4xy + 2y2 (5) f( xy ) = x4 + 2x2 − 8xy + 4y2 (6) f( xy ) = x4 + y4 − 6x2 − 8xy − 6y2

(7) f( xy ) = x3y + xy3 − xy (8) f( xy ) = (x2+ y2)2− 2(x2− y2) (9) f( xy ) = nxn−2ey − (n− 2)xn − eny

(10) f( xy ) = (x+ y)e−xy (11) f( xy ) = (ax+ by)e−x
2−y2 (12) f( xy ) = x2y2 + 4x2y − 4xy2 − 16xy

(13) f( xy ) = (x2+ y2)ex
2−y2 (14) f( xy ) = e−x

2−y2(ax2 + by2) (15) f( xy ) = cos(x+ y) + cosx+ cos y

(16) f( xy ) = xye−
x2+y2

2 (17) f( xy ) =
(
x− π

4

)
sin(x+ y) (18) f( xy ) = sin y cos(x+ y)(cosx− sinx)

(19) f( xy ) = sin2 x+ sin2 y − 2 sinx sin y sin(x+ y)

2. X ⊂ R2 と関数 f : X → R が以下で与えられるとき，f の極値を求めよ．

(1) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy ̸= 0
}
, f( xy ) = x2 + y2 + xy − 3

x
− 3

y
(2) X =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy ̸= 0
}
, f( xy ) = xy2 + x2 − 3 log |x| − 2 log |y|

(3) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x+ 2y ̸= 0
}
, f( xy ) = xy2 +

9

x+ 2y
(4) X =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |xy| ≦ 1
}
, f( xy ) = sin−1 xy

(5) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
, f( xy ) = sin−1

√
1− x2 − y2

3. (発展問題) 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a, b > 0) に内接する三角形の面積の最大値を求めよ.

4. (発展問題) 関数 f : R2 → R が以下で与えられるとき，f の極値を求めよ．
(1) f( xy ) = y2 + 2x2y − x4 (2) f( xy ) = x4 − y4 + x3y − xy3 (3) f( xy ) = x2 − 2xy2 + y4− y5

(4) f( xy ) = x2y2 + 2x2y (5) f( xy ) =
(
x2 + y2 + r2

)
log
(
x2 + y2 + r2

)
(6) f( xy ) =

(√
x2 + y2 − 1

)2
(7) f( xy ) = x5 − x2y + y2 (8) f( xy ) = x3 − y3 + 3x2 − 6xy + 3y2 (9) f( xy ) = 2x3 − 3ax2y − 3bx2

(10) f( xy ) = x2e−x
2−y2 (11) f( xy ) = 2x2 + y2 sin 2x (12) f( xy ) = xy2 − ax2

5. (発展問題) 関数 f : R2 → R が以下で与えられるとき，f を定義する式に含まれる定数の値によって場合分けし

て f の極値を求めよ．ただし, (14)では bc ≧ 0, (15)では b ̸= 0, (16)では a ̸= 0, b ̸= 0,±c, (17)では a ̸= 0 とする.

(1) f( xy ) = x2y + axy2 + 3bxy (2) f( xy ) = x2y + axy2 + 3bx2 (3) f( xy ) = ax3 + 3xy2 − 6bxy − 3cx

(4) f( xy ) = x3 + a3y3 + 3bxy (5) f( xy ) = x3 − 3xy − 3ax+ 3by (6) f( xy ) = x4 + y4 − 2a(x+ b3y)2

(7) f( xy ) = y2 + 2x2y + ax4 (8) f( xy ) = (ax2 + y2)e−x
2−y2 (9) f( xy ) = x3 − 6bxy + 3y2+ 3

(
b4 − a

)
x

(10) f( xy ) = 3ax3 + bxy2 + xy (11) f( xy ) = 8ax3 + 24a2xy + 24ay2 + 3(b2 − a4)y

(12) f( xy ) = 2x3 − 3ax2y + 2b2y3 − 3cx2 − 3b(α+ β)y2 + 6αβy

(13) f( xy ) = 12(2a− 1)x2y + 12(2a− 1)xy2 + 2(3a− 1)y3 − 12(2a− 1)xy − 3(3a− 1)y2

(14) f( xy ) = 2x2y + 2xy2 + 2(3a− 2)y3 − 2x2 − 6xy − (27a− 20)y2 + 4x+ 4(9a− 8)y

(15) f( xy ) = 12x2y + 12axy2 + (3a2 − b2 + c2)y3 − 12(α+ β)xy − 3(2a(α+ β)− b(α− β))y2 + 12αβy

(16) f( xy ) = 2x3 + 3(a2b− α− β)x2 + 6abxy + 3by2 + 6(abc+ αβ)x+ 6bcy

(17) f( xy ) = 2x3 − 6a2(b2 − c2)2xy2 + 2a(d2 − 2a2(b2 − c2)2(b2 + c2))y3 − 6ad(b2 − c2)y2 + 6a(b2 − c2)2y

(18) f( xy ) = 2axy2 − 8a2by3 − x2 − 8acxy + 2a2dy2 − 2a(3α2 − 6(b+ c)α− 9(b+ c)2 + 8c2 + d+ r2)x

−8a2(α3 − 3(2b+ c)α2 + (9b2 + 12bc+ 3c2 − r2)α− 9b2c− 18bc2 − c3 + cd+ cr2)y

6. (発展問題) a, b, c, n は実数の定数で, (a, b) ̸= (0, 0), n ̸= 0 とする. 関数 f : R2 → R を f( xy ) =
ax+ by + c

(x2 + y2 + 1)n

で定めるとき, f の極値と最大値・最小値を求めよ.

7. (発展問題) a, b, c, d, p, q, r は実数の定数で, (a, b, c, d) ̸= (0, 0, 0, 0) かつ q2 − pr = 0 とする. 関数 f : R2 → R

を f( xy ) = ax3 + bx2y+ cxy2 + dy3 + px2 + 2qxy+ ry2 で定めるとき, f が原点で極値をとるための条件を求めよ.
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第 21回の演習問題の解答

1. (1) ∂f
∂x = 4x3 − 4y, ∂f∂y = 4y3 − 4x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x3 − 4y = 0 · · · (i)

4y3 − 4x = 0 · · · (ii)

(i) から y = x3 だから (ii) に代入して x9 − x = 0. よって x = 0 または x = ±1. x = 0, 1,−1 の場合, (ii) よりそ

れぞれ y = 0, 1,−1 である. 従って, ( xy ) = ( 00 ) , (
1
1 ) ,
(−1
−1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 12x2, ∂2f

∂x∂y = −4, ∂
2f
∂y2 = 12y2 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 144x2y2 − 16.

( xy ) = ( 00 ) の場合, ∂
2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −16 < 0 より ( 00 ) で f は極値をとらない.

( xy ) = ( 11 ) の場合, ∂
2f
∂x2 ( 11 )

∂2f
∂y2 ( 01 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
1 )
)2

= 128 > 0, ∂
2f
∂x2 ( 11 ) = 12 > 0 より ( 11 ) で f は極小値 f( 11 ) = −2

をとる.

( xy ) =
(−1
−1

)
の場合, ∂2f

∂x2

(−1
−1

)
∂2f
∂y2 ( 01 ) −

(
∂2f
∂x∂y (

0
1 )
)2

= 128 > 0, ∂2f
∂x2 ( 11 ) = 12 > 0 より

(−1
−1

)
で f は極小値

f( 11 ) = −2 をとる.

(2) ∂f
∂x = 2x− 6x2, ∂f∂y = 2y − 8y3 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2x(1− 3x) = 0 · · · (i)

2y(1− 4y2) = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0, 13 であり, (ii) から y = 0,± 1
2 だから, ( 00 ),

(
0

± 1
2

)
,
(

1
3
0

)
,
(

1
3

± 1
2

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2− 12x, ∂2f

∂x∂y = 0, ∂
2f
∂y2 = 2− 24y2 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4(6x− 1)(12y2 − 1).

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 4 > 0, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = 2 > 0 より ( 00 ) で f は極小値 0 をとる.

∂2f
∂x2

(
0

± 1
2

)
∂2f
∂y2

(
0

± 1
2

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0

± 1
2

))2
= −8 < 0 より

(
0

± 1
2

)
で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
1
3
0

)
∂2f
∂y2

(
1
3
0

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
1
3
0

))2
= −4 < 0 より

(
1
3
0

)
で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
1
3

± 1
2

)
∂2f
∂y2

(
1
3

± 1
2

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
1
3

± 1
2

))2
= 8 > 0, ∂

2f
∂x2

(
1
3

± 1
2

)
= −2 < 0 より

(
1
3

± 1
2

)
で f は極大値 35

216 をとる.

(3) ∂f
∂x = 4x3 − 4xy2, ∂f∂y = −4x2y + 3y2 − 13y + 14 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(x− y)(x+ y) = 0 · · · (i)

−4x2y + 3y2 − 13y + 14 = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 または x = y または x = −y. x = 0 の場合, (ii) より y = 2 または y = 7
3 . x = y の場合, (ii) より

y = 1. x = −y の場合, (ii) より y = 1. 従って ( 02 ),
(

0
7
3

)
, ( 11 ),

(−1
1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 12x2 − 4y2, ∂2f

∂x∂y = −8xy, ∂
2f
∂y2 = −4x2 + 6y − 13 だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4((3x2 − y2)(−4x2 + 6y − 13)− 16x2y2).

∂2f
∂x2 ( 02 )

∂2f
∂y2 ( 02 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
2 )
)2

= 16 > 0, ∂
2f
∂x2 ( 02 ) = −16 < 0 より ( 02 ) で f は極大値 10 をとる.

∂2f
∂x2

(
0
7
3

)
∂2f
∂y2

(
0
7
3

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
7
3

))2
= − 252

9 < 0 より
(

0
7
3

)
で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2 ( 11 )

∂2f
∂y2 ( 11 )−

(
∂2f
∂x∂y (

1
1 )
)2

= −152 < 0 より ( 11 ) で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(−1
1

)
∂2f
∂y2

(−1
1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(−1
1

))2
= −152 < 0 より

(−1
1

)
で f は極値をとらない.
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(4) ∂f
∂x = 4x3 − 4y, ∂f∂y = −4x+ 4y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx3 − y = 0 · · · (i)

y = x · · · (ii)

(ii)を (i)に代入すれば x3 − x = 0 だから x = 0,±1. 従って, ( 00 ), (
1
1 ),

(−1
−1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 12x2, ∂2f

∂x∂y = −4, ∂
2f
∂y2 = 4 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 48x2 − 16 である.

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −16 < 0 より f は ( 00 ) で極値をとらない.

( xy ) = ( 11 ) ,
(−1
−1

)
ならば ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 32 > 0, ∂
2f
∂x2 (

x
y ) = 12 > 0 より f は ( 11 ),

(−1
−1

)
で極小

値 −1 をとる.

(5) ∂f
∂x = 4x3 + 4x− 8y, ∂f∂y = −8x+ 8y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx3 + x− 2y = 0 · · · (i)

x− y = 0 · · · (ii)

(ii) から x = y. (i) より x3 − x = 0 だから x = 0 または x = ±1. 従って ( 00 ), (
1
1 ),
(−1
−1

)
で f は極値をとる可能

性がある.
∂2f
∂x2 = 12x2 + 4, ∂2f

∂x∂y = −8, ∂
2f
∂y2 = 8 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 64(2x2 − 1).

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −64 < 0 より ( 00 ) で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2 ( 11 )

∂2f
∂y2 ( 11 )−

(
∂2f
∂x∂y (

1
1 )
)2

= ∂2f
∂x2

(−1
−1

)
∂2f
∂y2

(−1
−1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(−1
−1

))2
= 64 > 0, ∂

2f
∂x2 ( 11 ) =

∂2f
∂x2

(−1
−1

)
= 16 > 0 よ

り ( 11 ),
(−1
−1

)
で f は極小値 −1 をとる.

(6) ∂f
∂x = 4x3 − 12x− 8y, ∂f∂y = 4y3 − 8x− 12y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx3 − 3x− 2y = 0 · · · (i)

y3 − 2x− 3y = 0 · · · (ii)

(i) から y = x3−3x
2 であり, (ii) に代入すれば, x(x2− 1)(x2− 5)(x4− 3x2− 4) = 0 が得られるため, x = 0,±1,±

√
5

である. 従って, ( 00 ), ±
(

1
−1

)
, ±
(√

5√
5

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 12x2 − 12, ∂2f

∂x∂y = −8, ∂
2f
∂y2 = 12y2 − 12 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 16(9(x2 − 1)(y2 − 1)− 4).

( xy ) = ( 00 ) ,±
(

1
−1

)
の場合は, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −64 < 0 となるため, これらの点では, f は極値を

とらない.
∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 80 > 0, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = −12 < 0 より ( 00 ) で f は極大値 0 をとる.

( xy ) = ±
(√

5√
5

)
の場合, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 2240 > 0, ∂
2f
∂x2 (

x
y ) = 48 > 0 より±

(√
5√
5

)
で f は極小値

−50 をとる.

(7) ∂f
∂x = 3x2y + y3 − y, ∂f∂y = x3 + 3xy2 − x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとy(3x2 + y2 − 1) = 0 · · · (i)

x(x2 + 3y2 − 1) = 0 · · · (ii)

(i) から y = 0 または y2 = 1 − 3x2 である. y = 0 の場合, (ii) より x(x2 − 1) = 0 だから x = 0 または x = ±1.

y2 = 1 − 3x2 の場合, (ii) より x(2 − 8x2) = 0 だから x = 0 または x = ± 1
2 . 従って, ( 00 ),

(±1
0

)
,
(

0
±1

)
,
(

± 1
2

1
2

)
,(

± 1
2

− 1
2

)
で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 6xy, ∂2f
∂x∂y = 3x2 + 3y2 − 1, ∂

2f
∂y2 = 6xy だから
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∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36x2y2 − (3x2 + 3y2 − 1)2.

従って, ( xy ) = ( 00 ) ,
(±1

0

)
,
(

0
±1

)
の場合は ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

< 0 となるため, これらの点では f は極

値をとらない.

( xy ) =
(

± 1
2

1
2

)
,
(

± 1
2

− 1
2

)
の場合, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy ) −

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 2 > 0 であり, ( xy ) = ±
(

1
2
1
2

)
の場合は ∂2f

∂x2 (
x
y ) =

3
2 > 0より

(
1
2
1
2

)
,
(

− 1
2

− 1
2

)
で f は極小値 f

(
1
2
1
2

)
= f

(
− 1

2

− 1
2

)
= − 1

8 をとる. ( xy ) = ±
(

1
2

− 1
2

)
の場合は ∂2f

∂x2 (
x
y ) = − 3

2 < 0

より
(

− 1
2

1
2

)
,
(

1
2

− 1
2

)
で f は極大値 f

(
− 1

2
1
2

)
= f

(
1
2

− 1
2

)
= 1

8 をとる.

(8) ∂f
∂x = 4x3 + 4xy2 − 4x, ∂f∂y = 4x2y + 4y3 + 4y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x(x2 + y2 − 1) = 0 · · · (i)

4y(x2 + y2 + 1) = 0 · · · (ii)

(ii) から y = 0 であり, (i) より 4x(x2 − 1) = 0 だから x = 0 または x = ±1. 従って, ( 00 ),
(±1

0

)
で f は極値をと

る可能性がある. ∂2f
∂x2 = 12x2 + 4y2 − 4, ∂2f

∂x∂y = 8xy, ∂
2f
∂y2 = 4x2 + 12y2 + 4 だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 16(3x2 + y2 − 1)(x2 + 3y2 + 1)− 64x2y2.

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −16 < 0 より ( 00 ) で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
0
±1

)
∂2f
∂y2

(
0
±1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
±1

))2
= 64 > 0, ∂

2f
∂x2

(
0
±1

)
= 8 > 0 より

(±1
0

)
で f は極小値 −1 をとる.

(9) ∂f
∂x = n(n− 2)xn−3(ey − x2), ∂f∂y = ney(xn−2 − e(n−1)y) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとxn−3(ey − x2) = 0 · · · (i)

xn−2 − e(n−1)y = 0 · · · (ii)

(ii)より xn−2 = e(n−1)y ̸= 0 だから, (i) より y = log x2 が得られる. 従って (ii)から xn−2 = x2(n−1) であり,

x ̸= 0 だから, nが偶数ならば x = ±1, nが奇数ならば x = 1 である. このとき y = 0 だから, nが偶数ならば
(±1

0

)
で f は極値をとり, nが奇数ならば ( 10 ) f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = n(n− 2)xn−4((n− 3)ey − (n− 1)x2),

∂2f
∂x∂y = n(n−2)xn−3ey, ∂

2f
∂y2 = ney(xn−2−ne(n−1)y)だから nが偶数の場合は ∂2f

∂x2

(±1
0

)
∂2f
∂y2

(±1
0

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(±1
0

))2
=

n3(n − 2) > 0, ∂2f
∂x2

(±1
0

)
= −n(n − 2) < 0 だから, f は

(±1
0

)
において極大値 1 をとる. n が奇数の場合は

∂2f
∂x2 ( 10 )

∂2f
∂y2 (

1
0 ) −

(
∂2f
∂x∂y (

1
0 )
)2

= n3(n − 2) > 0, ∂
2f
∂x2 ( 10 ) = −n(n − 2) < 0 だから, f は ( 10 ) において極大値 1 を

とる.

(10) ∂f
∂x =

(
1− xy − y2

)
e−xy, ∂f∂y =

(
1− xy − x2

)
e−xy より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと1− xy − y2 = 0 · · · (i)

1− xy − x2 = 0 · · · (ii)

(i)から (ii)を辺々引けば x2 − y2 = 0 だから y = ±x. y = x ならば (i)から x = ± 1√
2
. y = −x ならば (i)を満た

す x は存在しない. 従って,

(
1√
2

1√
2

)
,

(
− 1√

2

− 1√
2

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = y

(
xy + y2 − 2

)
e−xy, ∂2f

∂x∂y = (x+y)(xy−2)e−xy, ∂
2f
∂y2 = x

(
xy + x2 − 2

)
e−xy だから ( xy ) =

(
1√
2

1√
2

)
,

(
− 1√

2

− 1√
2

)
ならば
∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= − 4√
e
< 0 となるため,

(
1√
2

1√
2

)
,

(
− 1√

2

− 1√
2

)
で f は極値をとらない.

(11) ∂f
∂x = (a− 2ax2 − 2bxy)e−x

2−y2 , ∂f∂y = (b− 2axy − 2by2)e−x
2−y2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2ax2 + 2bxy = a · · · (i)

2axy + 2by2 = b · · · (ii)
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(i) × b − (ii) × a から 2abx2 − 2(a2 − b2)xy − 2aby2 = 0 であり, この左辺は 2(ax + by)(bx − ay) と因数分解さ

れるため, by = −ax または ay = bx である. by = −ax の場合, a ̸= 0 ならば (i) を満たす x は存在せず, b ̸= 0

ならば (ii) を満たす y は存在しないため, ay = bx である. ay = bx の場合, (i) より 2a(x2 + y2) = a, (ii) より

2b(x2+ y2) = b だから x2+ y2 = 1
2 である. a = r cosα, b = r sinα (r > 0, 0 ≦ α < 2π) とおけば, 直線 bx−ay = 0

と円 x2 + y2 = 1
2 の交点は ±

(
cosα√

2
sinα√

2

)
だから, f はこの 2点で極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2(2ax3 + 2bx2y − 3ax− by)e−x

2−y2 , ∂2f
∂x∂y = 2(2ax2y + 2bxy2 − ay − bx)e−x

2−y2 ,
∂2f
∂y2 = 2(2axy2 + 2by3 − ax− 3by)e−x

2−y2 だから

∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
−
(
∂2f

∂x∂y

)2

= −4e−2(x2+y2)(2(ax+ by)2(x2 + y2)− (3a2 − b2)x2 − 8abxy + (a2 − 3b2)y2).

従って, ( xy ) = ±
(

cosα√
2

sinα√
2

)
の場合は, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4r2

e > 0 である.

∂2f
∂x2

(
cosα√

2
sinα√

2

)
= −

√
2r(cos2 α+1)√

e
< 0 より

(
cosα√

2
sinα√

2

)
で f は極大値 r√

2e
をとり, ∂

2f
∂x2

(
− cosα√

2

− sinα√
2

)
=

√
2r(cos2 α+1)√

e
> 0 よ

り
(

− cosα√
2

− sinα√
2

)
で f は極小値 − r√

2e
をとる.

(12) ∂f
∂x = 2xy2 + 8xy − 4y2 − 16y, ∂f∂y = 2x2y + 4x2 − 8xy − 16x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとy(xy + 4x− 2y − 8) = 0 · · · (i)

x(xy + 2x− 4y − 8) = 0 · · · (ii)

(i) から y = 0 または xy+4x− 2y− 8 = 0. y = 0 の場合 (ii) より x = 0 または x = 4. xy+4x− 2y− 8 = 0 の場

合 (ii) より x = 0 または xy + 2x− 4y − 8 = 0. 後者の場合, xy + 4x− 2y − 8 = 0 と辺々引けば y = −x が得られ
るため, これを xy + 4x− 2y − 8 = 0 に代入して x = 2 または x = 4. 従って, ( xy ) = ( 00 ) , (

4
0 ) ,
(

0
−4

)
,
(

2
−2

)
,
(

4
−4

)
で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 2y2 + 8y, ∂2f
∂x∂y = 4xy + 8x− 8y − 16, ∂

2f
∂y2 = 2x2 − 8x だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4(xy(x− 4)(y + 4)− 4(x− 2)2(y + 2)2).

( xy ) = ( 00 ) , (
4
0 ) ,
(

0
−4

)
の場合, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −256 < 0 より ( 00 ), (
4
0 ),
(

0
−4

)
で f は極値をとら

ない.
∂2f
∂x2

(
2
−2

)
∂2f
∂y2

(
2
−2

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
2
−2

))2
= 64 > 0, ∂

2f
∂x2

(
2
−2

)
= −8 < 0 より

(
2
−2

)
で f は極大値 16 をとる.

∂2f
∂x2

(
4
−4

)
∂2f
∂y2

(
4
−4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
4
−4

))2
= −256 < 0 より

(
4
−4

)
で f は極値をとらない.

(13) ∂f
∂x = 2(x+ x3 + xy2)ex

2−y2 , ∂f∂y = 2(y − x2y − y3)ex
2−y2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(1 + x2 + y2) = 0 · · · (i)

y(1− x2 − y2) = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 だから (ii) より y = 0,±1. 従って, ( 00 ),
(

0
±1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2(1+5x2+y2+2x4+2x2y2)ex

2−y2 , ∂2f
∂x∂y = −4(x3y+xy3)ex

2−y2 , ∂
2f
∂y2 = 2(1−x2−5y2+2x2y2+2y4)ex

2−y2

だから ∂2f
∂x2

(
0
y

)
∂2f
∂y2

(
0
y

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
y

))2
= 4(1 + y2)(1− 5y2 + 2y4)e−2y2 .

従って ∂2f
∂x2

(
0
±1

)
∂2f
∂y2

(
0
±1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
±1

))2
= − 16

e2 < 0 となるため,
(

0
±1

)
では, f は極値をとらない.

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 4 > 0, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = 2 > 0 より ( 00 ) で f は極小値 0 をとる.

(14) ∂f
∂x = 2(ax− ax3 − bxy2)e−x

2−y2 , ∂f∂y = 2(by − ax2y − by3)e−x
2−y2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(a− ax2 − by2) = 0 · · · (i)

y(b− ax2 − by2) = 0 · · · (ii)
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(i) から x = 0 または ax2 + by2 = a である. x = 0 の場合, (ii) から y = 0 または y = ±1 であり, ax2 + by2 = a

の場合は仮定 a ̸= b より (ii) から y = 0 である. 従って, ( xy ) = ( 00 ) ,± ( 01 ) ,± ( 10 ) で f は極値をとる可能

性がある. ∂2f
∂x2 = 2(a − 5ax2 − by2 + 2ax4 + 2bx2y2)e−x

2−y2 , ∂2f
∂x∂y = 4xy(−b − a + ax2 + by2)e−x

2−y2 , ∂2f
∂y2 =

2(b−ax2−5by2+2ax2y2+2by4)e−x
2−y2 だから xy = 0ならば ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4(a−5ax2−by2+

2ax4)(b−ax2− 5by2+2by4)e−2x2−2y2 である. 従って ∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 4ab > 0, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = 2a > 0

となるため ( 00 ) で f は極小値 f( 00 ) = 0 をとる.

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 2ab > 0, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = 2a > 0 である. 従って, ( 00 ) で f は極小値 f( 00 ) = 0 をとる.

( xy ) =
(

0
±1

)
の場合, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 8b(b− a)e−2 > 0, ∂
2f
∂x2 = 2(a− b)e−1 < 0 だから

(
0
±1

)
で f

は極大値 f( 01 ) = f
(

0
−1

)
= b

e をとる.

( xy ) =
(±1

0

)
の場合, ∂

2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −8a(b− a)e−2 < 0 だから, f は
(±1

0

)
で極値をとらない.

(15) ∂f
∂x = − sin(x+ y)− sinx, ∂f∂y = − sin(x+ y)− sin y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとsin 2x+y

2 cos y2 = 0 · · · (i)

sin x+2y
2 cos x2 = 0 · · · (ii)

(i) から y = 2nπ − 2x または y = (2n+ 1)π (n は任意の整数). y = 2nπ − 2x の場合, (ii) より sin 3x
2 cos x2 = 0 だ

から x = 2mπ
3 または x = (2m + 1)π (m は任意の整数). y = (2n + 1)π の場合, (ii) より sin x

2 cos x2 = 0 だから

x = mπ (m は任意の整数). 従って
( 2mπ

3
2(3n−2m)π

3

)
,
(
(2m+1)π

2nπ

)
,
( mπ
(2n+1)π

)
(m, n は任意の整数) で f は極値をとる可

能性がある. ∂2f
∂x2 = − cos(x+ y)− cosx, ∂2f

∂x∂y = − cos(x+ y), ∂
2f
∂y2 = − cos(x+ y)− cos y だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= cos(x+ y) cos y + cos(x+ y) cosx+ cosx cos y.

∂2f
∂x2

(
(2m+1)π

2nπ

)
∂2f
∂y2

(
(2m+1)π

2nπ

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
(2m+1)π

2nπ

))2
= −1 < 0 だから, f は

(
(2m+1)π

2nπ

)
で極値をとらない.

∂2f
∂x2

( mπ
(2n+1)π

)
∂2f
∂y2

( mπ
(2n+1)π

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( mπ
(2n+1)π

))2
= −(−1)m+1 + (−1)2m+1 − (−1)m = 1 だから, f は

( mπ
(2n+1)π

)
で極値をとらない.

( xy ) =
( 2mπ

3
2(3n−2m)π

3

)
の場合, m が 3 の倍数ならば cosx = cos y = cos(x+ y) = 1 だから

∂2f
∂x2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
∂2f
∂y2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

))2
= 3 > 0 であり, ∂2f

∂x2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
= −2 < 0 だから f

は
( 2mπ

3
2(3n−2m)π

3

)
において極大値 3 をとる. m が 3 の倍数でなければ cosx = cos y = cos(x + y) = − 1

2 だから

∂2f
∂x2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
∂2f
∂y2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

))2
= 1

4 > 0 であり, ∂
2f
∂x2

( 2mπ
3

2(3n−2m)π
3

)
= 1 > 0 だから f は( 2mπ

3
2(3n−2m)π

3

)
において極小値 − 3

2 をとる.

m が 3 の倍数の場合は m を 3m で, n を n+2m で置き換え, m が 3 の倍数でない場合は n を n+m で置き換え

て上の結果をまとめると f は ( 2mπ2nπ ) (m, n は任意の整数) で極大値 3 をとり,
(

2mπ
3

2nπ+ 2mπ
3

)
(m は 3 の倍数でない

整数, n は任意の整数) で極小値 − 3
2 をとる.

(16) ∂f
∂x = −y(x+ 1)(x− 1)e−

x2+y2

2 , ∂f∂y = −x(y + 1)(y − 1)e−
x2+y2

2 より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとy(x+ 1)(x− 1) = 0 · · · (i)

x(y + 1)(y − 1) = 0 · · · (ii)

(i), (ii) から「x = 0 または y = ±1」かつ「x = ±1 または y = 0」だから ( 00 ),
(±1
±1

)
(複号任意) で f は極値を

とる可能性がある. ∂2f
∂x2 = xy(x2 − 3)e−

x2+y2

2 , ∂2f
∂x∂y = (x2 − 1)(y2 − 1)e−

x2+y2

2 , ∂
2f
∂y2 = xy(y2 − 3)e−

x2+y2

2 だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

=
(
x2y2(x2 − 3)(y2 − 3)− (x2 − 1)2(y2 − 1)2

)
e−x

2−y2 .

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 (

0
0 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −1 < 0 だから, f は ( 00 ) で極値をとらない.
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∂2f
∂x2

(±1
±1

)
∂2f
∂y2

(±1
±1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(±1
±1

))2
= 4 > 0, ∂

2f
∂x2 ( 11 ) =

∂2f
∂x2

(−1
−1

)
= −2

e
< 0, ∂

2f
∂x2

(
1
−1

)
= ∂2f

∂x2

(−1
1

)
=

2

e
> 0 だから,

f は f は ( 11 ),
(−1
−1

)
において極大値

1

e
をとり,

(
1
−1

)
,
(−1

1

)
において極小値 −1

e
をとる.

(17) ∂f
∂x = sin(x+ y) +

(
x− π

4

)
cos(x+ y), ∂f∂y =

(
x− π

4

)
cos(x+ y) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとsin(x+ y) +

(
x− π

4

)
cos(x+ y) = 0 · · · (i)(

x− π
4

)
cos(x+ y) = 0 · · · (ii)

(ii) から x = π
4 または x = (2n+1)π

2 − y (n は任意の整数). x = π
4 の場合, (i) より y = nπ − π

4 (n は任意の整

数). x = (2n+1)π
2 − y の場合 (i) は成立しない. 従って,

(
π
4

nπ−π
4

)
(n は任意の整数) で f は極値をとる可能性があ

る. ∂2f
∂x2 = 2 cos(x+ y)−

(
x− π

4

)
sin(x+ y), ∂2f

∂x∂y = cos(x+ y)−
(
x− π

4

)
sin(x+ y), ∂

2f
∂y2 = −

(
x− π

4

)
sin(x+ y)

だから ∂2f
∂x2

(
π
4

nπ−π
4

)
∂2f
∂y2

(
π
4

nπ−π
4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
π
4

nπ−π
4

))2
= −1 < 0 となるため, f は極値をとらない.

(18) ∂f
∂x = − sin y(sin(2x + y) + cos(2x + y)) = −

√
2 sin y sin

(
2x + y + π

4

)
, ∂f∂y =

√
2 cos(x + 2y) sin

(
x − π

4

)
より

∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくと sin y sin
(
2x+ y + π

4

)
= 0 · · · (i)

cos(x+ 2y) sin
(
x− π

4

)
= 0 · · · (ii)

(i) から y = nπ または y = nπ − π
4 − 2x (n は任意の整数)である. y = nπ の場合, (ii)より x = mπ + π

2 または

x = mπ + π
4 (m は任意の整数)である. y = nπ − π

4 − 2x の場合, (ii)より x = mπ
3 または x = mπ + π

4 (m は任意

の整数)である. 以上から
(
mπ+π

2
nπ

)
,
(
mπ+π

4
nπ

)
,
( mπ

3

nπ− 2mπ
3 −π

4

)
,
(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
(m, n は任意の整数)で f は極値をとる可

能性がある. ∂2f
∂x2 = −2 sin y(cos(2x+ y)− sin(2x+ y)),

∂2f
∂x∂y = − cos y(sin(2x+ y) + cos(2x+ y))− sin y(cos(2x+ y)− sin(2x+ y)) = − sin(2x+ 2y)− cos(2x+ 2y),

∂2f
∂y2 = −2 sin(x+ 2y)(cosx− sinx) だから ∂2f

∂x2

(
mπ+π

2
nπ

)
∂2f
∂y2

(
mπ+π

2
nπ

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
mπ+π

2
nπ

))2
= −1 < 0,

∂2f
∂x2

(
mπ+π

4
nπ

)
∂2f
∂y2

(
mπ+π

4
nπ

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
mπ+π

4
nπ

))2
= −1 < 0, ∂

2f
∂x2

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
∂2f
∂y2

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
mπ+π

4

nπ+π
4

))2
= −1 < 0

となり, f は
(
mπ+π

2
nπ

)
,
(
mπ+π

4
nπ

)
,
(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
で極値をとらない.

∂2f
∂x2

( mπ
3

nπ− 2mπ
3 −π

4

)
∂2f
∂y2

( mπ
3

nπ− 2mπ
3 −π

4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( mπ
3

nπ− 2mπ
3 −π

4

))2
=8(−1)m sin

(
2mπ
3 + π

4

)
cos
(
mπ
3 + π

4

)
−2 sin2

(
2mπ
3 + π

4

)
= 4(−1)m

(
sin
(
mπ + π

2

)
+ sin mπ

3

)
+ cos

(
4mπ
3 + π

2

)
− 1 = 3 + 3(−1)m sin mπ

3 > 0,

∂2f

∂x2

( mπ
3

nπ− 2mπ
3 −π

4

)
=2

√
2 sin

(
2mπ
3 + π

4

)
=


2 > 0 mを 3で割った余りが 0

√
3− 1 > 0 mを 3で割った余りが 1

−
√
3− 1 < 0 mを 3で割った余りが 2

だから f は
( mπ
nπ+ 3π

4

)
,
(
mπ+π

3

nπ+ π
12

)
においてそれぞれ極小値− 1

2 ,
5−3

√
3

8 をとり,
(
mπ+ 2π

3

nπ+ 5π
12

)
において極大値 5+3

√
3

8 をとる.

(19) f
( x
y

)
= sin2 x+sin2 y−2 sinx sin y(sinx cos y+cosx sin y) = sin2 x(1−2 cos y sin y)+sin2 y(1−2 cosx sinx) =

1
2 ((1− cos 2x)(1− sin 2y) + (1− cos 2y)(1− sin 2x)) = 1

2 (sin(2x+ 2y)− cos 2x− sin 2y − cos 2y − sin 2x+ 2) だか

ら ∂f
∂x = cos(2x+ 2y) + sin 2x− cos 2x, ∂f∂y = cos(2x+ 2y)− cos 2y + sin 2y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとcos(2x+ 2y) + sin 2x− cos 2x = 0 · · · (i)

cos(2x+ 2y)− cos 2y + sin 2y = 0 · · · (ii)

(i)− (ii) から sin 2x− cos 2x = sin 2y− cos 2y であり, この左辺は
√
2 sin

(
2x− π

4

)
に等しく, 右辺は

√
2 sin

(
2y− π

4

)
に等しいため, 2y − π

4 = 2x− π
4 + 2nπ または 2y − π

4 = (2n+ 1)π − 2x+ π
4 (n は任意の整数)である. 前者の場合,

y = x+nπだから, (i)に代入すれば cos(4x)+sin 2x−cos 2x = 0が得られる. この左辺は 2 cosx sinx−2 sin 3x sinx =

284



2 sinx
(
sin
(
π
2 − x

)
− sin 3x

)
= −4 sinx cos

(
x+ π

4

)
sin
(
2x− π

4

)
に等しいため, x = mπ,mπ + π

4 ,
mπ
2 + π

8 (m は任意

の整数)である. 後者の場合, 2x+2y = 2nπ+ 3π
2 だから, (i)に代入すれば sin 2x− cos 2x = 0 が得られる. この左辺

は
√
2 sin

(
2x− π

4

)
に等しいため, x = mπ

2 + π
8 (m は任意の整数)である. 以上から (mπnπ ),

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
,
(

mπ
2 +π

8
mπ
2 +nπ+π

8

)
,( mπ

2 +π
8

nπ−mπ
2 + 5π

8

)
(m, n は任意の整数) で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 2(cos 2x + sin 2x − sin(2x + 2y)),

∂2f
∂x∂y = −2 sin(2x + 2y), ∂2f

∂y2 = 2(cos 2y + sin 2y − sin(2x + 2y)) だから ∂2f
∂x2 (

mπ
nπ ) ∂

2f
∂y2 (mπnπ ) −

(
∂2f
∂x∂y (

mπ
nπ )

)2
=

4 > 0, ∂2f
∂x2 (

mπ
nπ ) = 2 > 0, ∂2f

∂x2

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
∂2f
∂y2

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
mπ+π

4

nπ+π
4

))2
= 4 > 0, ∂2f

∂x2

(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
= 2 > 0,

∂2f
∂x2

(
mπ
2 +π

8
mπ
2 +nπ+π

8

)
∂2f
∂y2

(
mπ
2 +π

8
mπ
2 +nπ+π

8

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
mπ
2 +π

8
mπ
2 +nπ+π

8

))2
= 4
(
(−1)m

√
2− 1

)2 − 4 =

2− 4
√
2 < 0 mは偶数

2 + 4
√
2 > 0 mは奇数

,

∂2f
∂x2

(
mπ
2 +π

8
mπ
2 +nπ+π

8

)
= −2

√
2 − 2 < 0 (mは奇数), ∂

2f
∂x2

( mπ
2 +π

8

nπ−mπ
2 + 5π

8

)
∂2f
∂y2

( mπ
2 +π

8

nπ−mπ
2 + 5π

8

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( mπ
2 +π

8

nπ−mπ
2 + 5π

8

))2
=

−4 < 0 だから, f は (mπnπ ) と
(
mπ+π

4

nπ+π
4

)
(m, n は任意の整数)で極小値 0 をとり,

(
mπ+ 5π

8

nπ+ 5π
8

)
(m, n は任意の整数)

で極大値
3

2
+
√
2 をとる.

2. (1) ∂f
∂x = 2x+ y + 3

x2 ,
∂f
∂y = x+ 2y + 3

y2 より
∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくと2x+ y + 3
x2 = 0 · · · (i)

x+ 2y + 3
y2 = 0 · · · (ii)

(i) から y = −2x − 3
x2 であり, (ii) より xy2 + 2y3 + 3 = 0 だから, この式の y に −2x − 3

x2 を代入して, 両辺

に x6 をかければ x3(2x3 + 3)2 − 2(2x3 + 3)3 + 3 = 0 となる. X = 2x3 + 3 とおいて, x3 に X−3
2 を代入すると

X2(X−3)
2 −2X3+3 = 0だから X についての 3次方程式 X3+X2−2 = 0が得られ,この左辺は (X−1)(X2+2X+2)

と因数分解するため, 実数解は X = 1のみである. 故に 2x3+3 = 1で, xは実数だから x = −1となるため, y = −1

である. 従って,
(−1
−1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2 − 6

x3 ,
∂2f
∂x∂y = 1, ∂

2f
∂y2 = 2 − 6

y3 だから
∂2f
∂x2

(−1
−1

)
∂2f
∂y2

(−1
−1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(−1
−1

))2
= 63 > 0, ∂

2f
∂x2

(−1
−1

)
= 8 > 0.

よって f は
(−1
−1

)
において極小値 9 をとる.

(2) ∂f
∂x = y2 + 2x− 3

x ,
∂f
∂y = 2xy − 2

y より
∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとy2 + 2x− 3
x = 0 · · · (i)

xy − 1
y = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 1
y2 であり, これを (i) に代入して両辺に y2 をかければ y4 − 1 = 0 が得られるため, y = ±1 である.

従って,
(

1
±1

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2+ 3

x2 ,
∂2f
∂x∂y = 2y, ∂

2f
∂y2 = 2x+ 2

y2 だから
∂2f
∂x2

(
1
±1

)
∂2f
∂y2

(
1
±1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
1
±1

))2
= 16 > 0, ∂

2f
∂x2

(
1
±1

)
= 5 > 0.

よって f は
(

1
±1

)
において極小値 2 をとる.

(3) ∂f
∂x = y2 − 9

(x+2y)2 ,
∂f
∂y = 2xy − 18

(x+2y)2 より
∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとy2 − 9
(x+2y)2 = 0 · · · (i)

xy − 9
(x+2y)2 = 0 · · · (ii)

(i)− (ii) から y(y − x) = 0 だから y = 0 または y = x. y = 0 の場合は (i) を満たす x は存在しない. y = x の場

合は (i) x2 − 1
x2 = 0 だから x = ±1 である. 従って, ( xy ) = ± ( 11 ) で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 18
(x+2y)3 ,

∂2f
∂x∂y = 2y+ 36

(x+2y)3 ,
∂2f
∂y2 = 2x+ 72

(x+2y)3 だから ( xy ) = ± ( 11 ) のとき
∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= − 78
9 < 0 と

なるため, f は極値をとらない.
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(4) |xy| < 1 の場合, ∂f
∂x = y√

1−x2y2
, ∂f
∂y = x√

1−x2y2
より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと x = y = 0 である. 従っ

て, ( xy ) = ( 00 ) で f は極値をとる可能性がある. ∂2f
∂x2 = xy3

(1−x2y2)
3
2
, ∂2f
∂x∂y = 1

(1−x2y2)
3
2
, ∂2f
∂y2 = x3y

(1−x2y2)
3
2
だから

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −1 < 0 となるため,
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |xy| < 1
}
の範囲では f は極値をとらない.

任意の ( xy ) ∈ X に対し, −π
2 ≦ f( xy ) ≦ π

2 であり, t を 0 でない任意の実数とするとき, f
(
t
1
t

)
= π

2 , f
(

t
− 1
t

)
= −π

2

となるため, f は
(
t
1
t

)
で最大値 π

2 をとり,
(

t
− 1
t

)
で最小値 −π

2 をとる.

(5) ∂f
∂x = −x√

x2+y2
√

1−x2−y2
, ∂f
∂y = −y√

x2+y2
√

1−x2−y2
より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 を満たす x, y は存在しないため,{

( xy ) ∈ R2
∣∣ 0 < x2 + y2 < 1

}
において, f は極値をとらない. 任意の ( xy ) ∈ X に対し, 0 ≦

√
1− x2 − y2 ≦ 1 だ

から 0 ≦ f( xy ) ≦ π
2 であり, 任意の 0 ≦ θ < 2π に対して f

(
cos θ
sin θ

)
= 0, f( 00 ) =

π
2 だから f は ( 00 ) で最大値

π
2 をと

り, f
(
cos θ
sin θ

)
で最小値 0 をとる.

3. 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1に内接する三角形の頂点を ( a cosα

b sinα ),
(
a cos β
b sin β

)
,
( a cos γ
b sin γ

)
(0 ≦ α < β < γ < 2π)とすれば,その面

積は 1
2 ((a cosα−a cos γ)(b sinβ−b sin γ)−(a cosβ−a cos γ)(b sinα−b sin γ)) = ab

2 (sin(β−α)+sin(γ−β)−sin(γ−α))
である. 関数 f : { ( xy )| x, y ≧ 0, x+ y ≦ 2π} → R を f( xy ) = sinx+ sin y − sin(x+ y) で定めれば, 上記の三角形

の面積は ab
2 f
(
β−α
γ−β

)
である.

x, y > 0 かつ x+ y < 2π の場合, ∂f∂x = cosx− cos(x+ y), ∂f∂y = cos y − cos(x+ y) より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとsin 2x+y
2 sin y

2 = 0 · · · (i)

sin x+2y
2 sin x

2 = 0 · · · (ii)

x, y > 0, x+ y < 2π より 0 < 2x+y
2 < x+2π

2 < 2π であることに注意すれば (i)から「y = 2π − 2x かつ 0 < x < π」

である. このとき (ii)より sin 3x
2 sin x

2 = 0 だから x = 2π
3 . 従って

(
2π
3
2π
3

)
で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 =

sin(x+y)−sinx, ∂2f
∂x∂y = sin(x+y), ∂

2f
∂y2 = sin(x+y)−sin y だから ∂2f

∂x2

(
2π
3
2π
3

)
∂2f
∂y2

(
2π
3
2π
3

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
2π
3
2π
3

))2
= 9

4 > 0,

∂2f
∂x2

(
2π
3
2π
3

)
= −

√
3 < 0 となり, f は

(
2π
3
2π
3

)
で極大値 3

√
3

2 をとる. f の定義域は R2 の有界閉集合だから f は最大

値をとるが, f( x0 ) = f
(
0
y

)
= f( x

2π−x ) = 0 < 3
√
3

2 = f
(

2π
3
2π
3

)
となるため, f は定義域の境界で最大値をとらない.

故に f は
(

2π
3
2π
3

)
で最大値 3

√
3

2 をとるため, 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1 に内接する三角形の面積が最大になるのは, 頂点が

( a cosα
b sinα ),

(
a cos(α+ 2π

3 )
b sin(α+ 2π

3 )

)
,

(
a cos(α+ 4π

3 )
b sin(α+ 4π

3 )

)
(0 < α < 2π

3 ) の場合で, 面積の最大値は 3
√
3ab
4 である.

4. (1) ∂f
∂x = 4xy − 4x3, ∂f∂y = 2y + 2x2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x(y − x2) = 0 · · · (i)

y + x2 = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 または y = x2. x = 0 の場合, (ii) より y = 0. y = x2 の場合, (ii) より x = 0. 従って, ( 00 ) のみで

f は極値をとる可能性がある. t を 0 でない実数とすれば, f( t0 ) = −t4 < 0, f( 0t ) = t2 > 0 だから, f は原点にいく

らでも近いところで, 正の値と負の値をとるため, f は原点で極値をとらない. 故に f は極値をとらない.

(2) ∂f
∂x = 4x3 + 3x2y − y3, ∂f∂y = −4y3 + x3 − 3xy2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x3 + 3x2y − y3 = 0 · · · (i)

−4y3 + x3 − 3xy2 = 0 · · · (ii)

(i) から (ii) を引けば 3x3+3x2y+3xy2+3y3 = 0 が得られ, この左辺は因数分解できるため, 3(x+y)(x2+y2) = 0

である. 従って, y = −x であり, (i) に代入すれば x = 0 が得られるため, f が極値をとる可能性があるのは原点の
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みである. t を 0 でない実数とすれば, f( t0 ) = t4 > 0, f( 0t ) = −t4 < 0 だから, f は原点にいくらでも近いところ

で, 正の値と負の値をとるため, f は原点で極値をとらない. 故に f は極値をとらない.

(3)
∂f

∂x
= 2x− 2y2,

∂f

∂y
= −4xy + 4y3 − 5y4 より

∂f

∂x
=
∂f

∂y
= 0 とおくとx = y2 · · · (i)

y(5y3 − 4y2 + 4x) = 0 · · · (ii)

(i) を (ii) に代入すれば y4 = 0. 従って, f は ( 00 ) で極値をとる可能性がある.

f
(
t2

t

)
= −t5 だから, 点 ( xy ) が放物線 x = y2 の上を動きながら原点を通過するとき, f( xy ) の符号が変わるため, f

は原点で極値をとらない.

(4) ∂f
∂x = 2xy2 + 4xy, ∂f∂y = 2x2y + 2x2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとxy(y + 2) = 0 · · · (i)

x2(y + 1) = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 0 または y = −1 であり, x = 0 の場合は (i) も成立し, y = −1 の場合は (i) より x = 0 で

ある. 従って, ( 0c ) (c は任意) で f は極値をとる可能性がある. c を任意の定数とすれば, 実数 s と t に対し

f( s
c+t ) = s2((t+ c+ 1)2 − 1) が成り立つ.

c < −2 の場合は t < −c− 2 ならば t+ c+ 1 < −1 より f( s
c+t ) ≧ 0 = f( 0c ) であり, c > 0 の場合は t > −c ならば

t+ c+ 1 > 1 より f( s
c+t ) ≧ 0 = f( 0c ) が成り立つため, c < −2 または c > 0 の場合は, ( 0c ) で f は極小値を 0 をと

る.

−2 < c < 0 の場合は −c− 2 < t < −c ならば |t+ c+1| < 1 より f( s
c+t ) ≦ 0 = f( 0c ) が成り立つため, ( 0c ) で f は

極大値を 0 をとる.

c = −2 の場合, f( s
t−2 ) = s2t(t− 2) だから t = 0 の前後で f( s

t−2 ) の符号が変わるため, f は
(

0
−2

)
で極値をとらな

い. c = 0 の場合, f( st ) = s2t(t+2) だから t = 0 の前後で f( st ) の符号が変わるため, f は ( 00 ) で極値をとらない.

(5) ∂f
∂x = 2x log

(
x2 + y2 + r2

)
+ 2x, ∂f∂y = 2y log

(
x2 + y2 + r2

)
+ 2y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx

(
log
(
x2 + y2 + r2

)
+ 1
)
= 0 · · · (i)

y
(
log
(
x2 + y2 + r2

)
+ 1
)
= 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 または x2 + y2 =
1

e
− r2. 後者の場合は (ii) も成り立つ. x = 0 かつ x2 + y2 ̸= 1

e
− r2 の場

合は (ii) より y = 0. 従って, ( 00 ),

(√
1
e−r2 cos θ√
1
e−r2 sin θ

)
(ただし r2 ≦ 1

e , θ は任意) で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2 log

(
x2 + y2 + r2

)
+ 4x2

x2+y2+r2 + 2, ∂2f
∂x∂y = 4xy

x2+y2+r2 ,
∂2f
∂y2 = 2 log

(
x2 + y2 + r2

)
+ 4y2

x2+y2+r2 + 2 だから,

r2 ̸= 1
e ならば

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 (

0
0 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 4(2 log |r|+ 1)2 > 0. ∂2f
∂x2 ( 00 ) = 2(2 log |r|+ 1) となるため, ( 00 ) で

f は極値 2r2 log |r| をとり, この値は r2 < 1
e ならば極大値, r2 > 1

e ならば極小値である.

関数 g : (0,∞) → R を g(t) = t log t で定めれば, g′(t) = log t + 1 だから g は
(
0, 1e
]
で単調に減少し,

[
1
e ,∞

)
で単調に増加するため, g は 1

e で最小値をとる. 従って r2 ≦ 1
e の場合, 任意の ( xy ) ∈ R2 に対して, f( xy ) =

g
(
x2 + y2 + r2

)
≧ g

(
1
e

)
= − 1

e = f

(√
1
e−r2 cos θ√
1
e−r2 sin θ

)
が成り立つため, f は

(√
1
e−r2 cos θ√
1
e−r2 sin θ

)
において最小値 − 1

e をと

る. 従って, これは極小値でもある.

(6) ( xy ) ̸= ( 00 ) の場合は
∂f
∂x (

x
y ) =

2x
(
−1+

√
x2+y2

)
√
x2+y2

, ∂f∂x (
x
y ) =

2y
(
−1+

√
x2+y2

)
√
x2+y2

より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとx
(
−1 +

√
x2 + y2

)
= 0 · · · (i)

y
(
−1 +

√
x2 + y2

)
= 0 · · · (ii)
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上の方程式は ( xy ) ̸= ( 00 ) であるという仮定のもとで考えているため, x と y の一方は 0 でない. 従って, (i), (ii)

より x2 + y2 = 1 であるため, f が原点以外で極値をとる可能性があるのは
(
cos θ
sin θ

)
(θ は任意) のみである. 任意の

( xy ) ∈ R2 に対して f( xy ) ≧ 0 = f
(
cos θ
sin θ

)
が成り立つため, f は

(
cos θ
sin θ

)
で最小である. 故に f は

(
cos θ
sin θ

)
において極

小値 0 をとる. 一方, ( xy ) ∈ U1(0) かつ ( xy ) ̸= ( 00 ), すなわち 0 < x2 + y2 < 1 ならば −1 <
√
x2 + y2 − 1 < 0 だか

ら f( xy ) < 1 = f( 00 ) が成り立つ. よって f は原点で極大値 1 をとる.

(7) ∂f
∂x = 5x4 − 2xy, ∂f∂y = −x2 + 2y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと5x4 − 2xy = 0 · · · (i)

−x2 + 2y = 0 · · · (ii)

(ii)より y = x2

2 . (i)に代入すれば 5x4 − x3 = 0 だから x = 0, 15 . 従って, ( 00 ),
(

1
5
1
50

)
で f は極値をとる可能性があ

る.
∂2f
∂x2 = 20x3−2y, ∂2f

∂x∂y = −2x, ∂
2f
∂y2 = 2 だから ∂2f

∂x2

(
1
5
1
50

)
∂2f
∂y2

(
1
5
1
50

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
1
5
1
50

))2
= 2

25 > 0, ∂
2f
∂x2

(
1
5
1
50

)
= 3

25 > 0

となるため, f は
(

1
5
1
50

)
で f は極小値 − 1

12500 をとる.

f
(
t
t2
)
= t5 だから, f は原点にいくらでも近いところで, 正の値と負の値をとるため, f は原点で極値をとらない.

(8) ∂f
∂x = 3x2 + 6x− 6y, ∂f∂y = −3y2 − 6x+ 6y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 + 2x− 2y = 0 · · · (i)

−y2 − 2x+ 2y = 0 · · · (ii)

(i) + (ii) から 3(x2 − y2) = 0 だから y = ±x. y = x の場合, (i) より x = 0. y = −x の場合, (i) より x = 0 または

x = −4. 従って, ( 00 ),
(−4

4

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 6x+ 6, ∂2f

∂x∂y = −6, ∂
2f
∂y2 = −6y + 6 だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36((1 + x)(1− y)− 1).

∂2f
∂x2

(−4
4

)
∂2f
∂y2

(−4
4

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(−4
4

))2
= 288 > 0, ∂

2f
∂x2

(−4
4

)
= −18 < 0 より

(−4
4

)
で f は極大値 64 をとる.

r を 0 でない任意の実数の定数とすれば f( rt+rr ) = r2(rt3 + 3(r + 1)t2 + 3rt) であり, t の 3次関数 gr を gr(t) =

rt3+3(r+1)t2+3rtで定義すれば, gr は 0で極値をとらず, gr(0) = 0だから gr(t)は 0の前後で符号が変わる. 任意

の ε > 0に対し, |r| < ε√
5
, |t| < 1ならば ( rt+rr )は原点を中心とした半径 εの円内に入っており, f( rt+rr ) = r2gr(t)

だから, f はこの円内で正と負の値をとるため, f は原点では極値をとらない.

(9) a = 0 の場合は f は x のみの関数 2x3 − 3bx2 となり, この関数は b < 0 ならば b で極大値 −b3, 0 で極小値 0

をとり, b > 0 ならば 0 で極大値 0, b で極小値 −b3 をとる. また b = 0 ならばこの関数は x の単調増加関数である.

従って b = 0 の場合, f は極値をもたず, 任意の実数 p に対して b < 0 ならば
(
b
p

)
で極大値 −b3,

(
0
p

)
で極小値 0

をとり, b > 0 ならば
(
0
p

)
で極大値 0,

(
b
p

)
で極小値 −b3 をとる.

a ̸= 0 の場合, ∂f∂x = 6x2 − 6axy − 6bx, ∂f∂y = −3ax2 より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとx(x− ay − b) = 0 · · · (i)

x2 = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 0 であり, 任意の y に対して (i)が成り立つ. 従って, 任意の実数 p に対して
(
0
p

)
で f は極値をとる

可能性がある.

f( s
p+t ) − f

(
0
p

)
= s2(2s − 3at − 3ap − 3b) であり, ap + d ̸= 0 のとき, s2 + t2 < 9(ap+d)2

4+9a2 を満たす s, t に対して

9(ap+d)2− (−2s+3at)2 > (4+9a2)(s2+ t2)− (−2s+3at)2 = (2t+3as)2 ≧ 0 より |−2s+3at| < 3|ap+d| が成り
立つことに注意する. pが ap+b < 0を満たす場合, s2+t2 < 9(ap+d)2

4+9a2 ならば −2s+3at ≦ |−2s+3at| < −3(ap+d)

だから f( s
p+t )−f

(
0
p

)
≧ 0となるため f は

(
0
p

)
で極小値 0をとる. pが ap+b > 0を満たす場合, s2+ t2 < 9(ap+d)2

4+9a2

ならば 2s − 3at ≦ | − 2s + 3at| < 3(ap + d) だから f( s
p+t ) − f

(
0
p

)
≦ 0 となるため f は

(
0
p

)
で極大値 0 をとる.
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p = − b
a の場合, f

( s
− b
a

)
− f
(

0
− b
a

)
= 2s3 だから, ( xy ) が

(
0

− b
a

)
を通り, 方向ベクトルが ( 10 ) である直線上を動くと

き,
(

0
− b
a

)
の前後で f( xy )− f

(
0

− b
a

)
の符号が変わるため, f は

(
0

− b
a

)
で極値をとらない.

(10) ∂f
∂x = (2x− 2x3)e−x

2−y2 , ∂f∂y = −2x2ye−x
2−y2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2x− 2x3 = 0 · · · (i)

2x2y = 0 · · · (ii)

(i)より x = 0,±1, (ii)より x = 0または y = 0である. 任意の ( xy ) ∈ R2 に対し f( xy ) ≧ 0 = f
(
0
y

)
だから f は y軸

上で最小値 0をとる. 上の計算から, f は ( 10 )と
(−1

0

)
でも極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 2(2x4−5x2−1)e−x
2−y2 ,

∂2f
∂x∂y = 4xy(x2 − 1)e−x

2−y2 , ∂
2f
∂y2 = 2x2(2y2 − 1)e−x

2−y2 だから

∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 −

(
∂2f
∂x∂y

)2
= −4x2e−2(x2+y2)(2x4 + 2x2y2 − 5x2 + 2y2 + 1).

故に ( xy ) =
(±1

0

)
ならば ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y ) −

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 8
e2 > 0, ∂

2f
∂x2 (

x
y ) = − 4

e < 0 より
(±1

0

)
で f は極大値 1

e

をとる.

(11) ∂f
∂x = 4x+ 2y2 cos 2x, ∂f∂y = 2y sin 2x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2x+ y2 cos 2x = 0 · · · (i)

y sin 2x = 0 · · · (ii)

(ii) から y = 0 または x =
nπ

2
(n は任意の整数). y = 0 の場合は (i) より x = 0. x =

nπ

2
(n は任意の整数) の場

合は (i) より y2 = (−1)n−1nπ だから n が 0 以下の偶数で y = ±
√
−nπ または n が正の奇数で y = ±

√
nπ であ

る. 従って, ( 00 ),
(

−mπ
±
√
2mπ

)
,

(
(2m−1)π

2

±
√

(2m−1)π

)
(m は正の整数) で f は極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 4− 4y2 sin 2x,

∂2f
∂x∂y = 4y cos 2x, ∂

2f
∂y2 = 2 sin 2x だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 8(sin 2x− 2y2 + y2 sin2 2x).

m が正の整数の場合, ∂
2f
∂x2

(
−mπ

±
√
2mπ

)
∂2f
∂y2

(
−mπ

±
√
2mπ

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
−mπ

±
√
2mπ

))2
= −32mπ < 0,

∂2f
∂x2

(
(2m−1)π

2

±
√

(2m−1)π

)
∂2f
∂y2

(
(2m−1)π

2

±
√

(2m−1)π

)
−
(

∂2f
∂x∂y

(
(2m−1)π

2

±
√

(2m−1)π

))2

= −16(2m−1)π < 0となるため, f は
(

−mπ
±
√
2mπ

)
,(

(2m−1)π
2

±
√

(2m−1)π

)
(m は正の整数) で f は極値をとらない.

s ̸= 0 ならば f( s0 ) = 2s2 > 0 である. 一方, lim
s→−0

√
−s
√

2s

sin 2s
= 0 だから任意の ε > 0 に対し, 0 < δ <

π

2

で, −δ < s < 0 ならば
√
−s
√

2s

sin 2s
<

ε√
2
となるものがあるため, −δ < s < 0 かつ − ε√

2
< s < 0 かつ

√
−s
√

2s

sin 2s
< |t| < ε√

2
を満たすような s, t がとれる. このとき,

√
s2 + t2 < ε であり, f( st ) = 2s2 + t2 sin 2s < 0

が成り立つため, 原点にいくらでも近い所で, f は正の値と負の値をとる. 故に f は原点では極値をとらない.

(12) ∂f
∂x = y2 − 2ax, ∂f∂y = xy より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとy2 − 2ax = 0 · · · (i)

xy = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 0 または y = 0. x = 0 の場合は (i) より y = 0. y = 0 の場合は (i) より a ̸= 0 ならば x = 0, a = 0

ならば x は任意の実数. 従って, a ̸= 0 ならば ( 00 ) で f は極値をとる可能性があり, a = 0 ならば任意の実数 p に対

し, ( p0 )で f は極値をとる可能性がある.

a ̸= 0 の場合, f
(
t3

t

)
− f( 00 ) = t5(1− at) だから, − 1

|a| < t < 0 ならば f
(
t3

t

)
− f( 00 ) < 0 であり, 0 < t < 1

|a| なら

ば f
(
t3

t

)
− f( 00 ) > 0 である. 従って, 点 x が曲線 x = y3 の上を動くとき, 原点を通過する前後で f(x)− f(0) の

符号が変わるため, f は原点で極値をとらない.
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a = 0 の場合, f( tt )− f( 00 ) = t3 だから, 点 x が直線 y = x の上を動くとき, 原点を通過する前後で f(x)− f(0) の

符号が変わるため, f は原点で極値をとらない.

5. (1) ∂f
∂x = 2xy + ay2 + 3by, ∂f∂y = x2 + 2axy + 3bx より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとy(2x+ ay + 3b) = 0 · · · (i)

x(x+ 2ay + 3b) = 0 · · · (ii)

(ii)から x = 0 または x = −2ay − 3b. x = 0 の場合, (i)より y = 0 または y = − 3b
a (a ̸= 0 の場合) であり,

x = −2ay − 3b の場合, (i)に代入して y(−3ay − 3b) = 0 を得るため, y = 0 または y = − b
a (a ̸= 0 の場合) である.

従って, a ̸= 0 ならば ( 00 ),
(

0
− 3b
a

)
,
(−3b

0

)
,
(

−b
− b
a

)
で f は極値をとる可能性があり, a = 0 ならば ( 00 ),

(−3b
0

)
で f

は極値をとる可能性がある.
∂2f
∂x2 = 2y, ∂2f

∂x∂y = 2x+ 2ay + 3b, ∂
2f
∂y2 = 2ax だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4axy − (2x+ 2ay + 3b)2.

b ̸= 0の場合, ( xy ) = ( 00 ) ,
(

0
− 3b
a

)
,
(−3b

0

)
のとき ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −9b2 < 0となるため,これらの点

では f は極値をとらない. また, a ̸= 0 ならば ∂2f
∂x2

(
−b
− b
a

)
∂2f
∂y2

(
−b
− b
a

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
−b
− b
a

))2
= 3b2 > 0, ∂

2f
∂x2

(
−b
− b
a

)
= − 2b

a

だから, a と b が同符号ならば
(

−b
− b
a

)
において f は極大値 b3

a をとり, a と b が異符号ならば
(

−b
− b
a

)
において f は

極小値 b3

a をとる. b = 0 の場合, c ̸= 0,−a である実数 c をとれば, 任意の実数 t に対して f( ctt ) = ct3(a+ c) だか

ら f は ( 00 ) で極値をとらない. 以上から a = 0 または b = 0 ならば f は極値をとらず, a ̸= 0 かつ b ̸= 0 の場合, a

と b が同符号ならば
(

−b
− b
a

)
において f は極大値 b3

a をとり, a と b が異符号ならば
(

−b
− b
a

)
において f は極小値 b3

a

をとる.

(2) ∂f
∂x = 2xy + ay2 + 6bx, ∂f∂y = x2 + 2axy より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2xy + ay2 + 6bx = 0 · · · (i)

x(x+ 2ay) = 0 · · · (ii)

(ii)から x = 0 または x = −2ay. x = 0 の場合, a ̸= 0 ならば (i)より y = 0 であり, a ̸= 0 かつ x = −2ay の場合,

(i)に代入して y(y + 4b) = 0 を得るため, y = 0 または y = −4b である. 従って, a ̸= 0 ならば ( 00 ),
(

6ab
−4b

)
で f は

極値をとる可能性がある.
∂2f
∂x2 = 2y+ 6b, ∂2f

∂x∂y = 2x+ 2ay, ∂
2f
∂y2 = 2ax だから ∂2f

∂x2

(
6ab
−4b

)
∂2f
∂y2

(
6ab
−4b

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
6ab
−4b

))2
= −40a2b2 となるため,

ab ̸= 0 ならば
(

6ab
−4b

)
で f は極値をとらない.

f
(
t3

t

)
= t5

(
t2 + 3bt+ a

)
であり, a ̸= 0 の場合は, |t| が十分小さければ t2 +3bt+ a は a と同符号だから, t が 0 の

前後で f
(
t3

t

)
の符号が変わる. 故に a ̸= 0 の場合, f は ( 00 ) で極値をとらない.

a = 0 の場合, ∂f
∂x (

x
y ) = ∂f

∂y (
x
y ) = 0 であるためには x = 0 であることが必要十分である. 実数 p に対し,

|y− p| < |p+3b| ならば p < −3b の場合は y+3b < 0, p > −3b の場合は y+3b > 0 が成り立つ. 従って, x = ( xy ),

p =
(
0
p

)
とおけば, ∥x − p∥ < |p + 3b| ならば p < −3b の場合, f( xy ) = x2(y + 3b) ≦ 0 = f

(
0
p

)
となるため f は(

0
p

)
で極大値 0 をとり, p > −3b の場合, f( xy ) = x2(y + 3b) ≧ 0 = f

(
0
p

)
となるため f は

(
0
p

)
で極小値 0 をとる.

f( s
t−3b ) = s2t だから, s ̸= 0 ならば f( s

t−3b ) の符号は t の符号と一致する. 故に f は
(

0
−3b

)
にいくらでも近いと

ころで, f
(

0
−3b

)
= 0 より大きな値も小さな値もとるため, f は

(
0

−3b

)
で極値をとらない.

以上から, a ̸= 0 の場合には f は極値をとらず, a = 0 の場合は, p < −3b である任意の実数 p に対して f は
(
0
p

)
で極小値 0 をとり, p > −3b である任意の実数 p に対して f は

(
0
p

)
で極大値 0 をとる.

(3) ∂f
∂x = 3ax2 + 3y2 − 6by − 3c, ∂f∂y = 6xy − 6bx より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとax2 + y2 − 2by − c = 0 · · · (i)

xy − bx = 0 · · · (ii)
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(ii) より x = 0 または y = b である. x = 0 ならば (i)より y2 − 2by− c = 0 だから, b2 + c < 0 ならば (i)を満たす

実数 y は存在せず, b2 + c ≧ 0 ならば y = b±
√
b2 + c である. y = b ならば (i)より ax2 = b2 + c だから「a = 0

かつ b2 + c ̸= 0」または a(b2 + c) < 0 ならば (ii)を満たす実数 x は存在せず, a ̸= 0 かつ a(b2 + c) ≧ 0 ならば

x = ±
√

b2+c
a であり, a = 0 かつ c = −b2 ならば任意の x に対して (i)が成り立つ. 従って, a > 0 かつ b2 + c ≧ 0

ならば
(

0
b±

√
b2+c

)
,
(

±
√
b2+c
a

b

)
で f は極値をとる可能性があり, a ≦ 0 かつ b2 + c ≧ 0 かつ (a, b2 + c) ̸= (0, 0) な

らば
(

0
b±

√
b2+c

)
のみで f は極値をとる可能性がある. また, a < 0 かつ b2 + c < 0 ならば

(
±
√
b2+c
a

b

)
のみで f は

極値をとる可能性があり, a = 0 かつ c = −b2 ならば任意の実数 p に対して ( pb ) で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 6ax, ∂2f

∂x∂y = 6y − 6b, ∂
2f
∂y2 = 6x だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36
(
ax2 − (y − b)2

)
である.

従って x = 0 かつ y ̸= b ならば ∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y ) −

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −36(y − b)2 < 0 だから b2 + c > 0 の場合に f

は
(

0
b±

√
b2+c

)
では極値をとらない. a(b2 + c) > 0 の場合は ∂2f

∂x2

(
±
√
b2+c
a

b

)
∂2f
∂y2

(
±
√
b2+c
a

b

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
±
√
b2+c
a

b

))2
=

36(b2+c)より b2+c < 0ならば f は
(

±
√
b2+c
a

b

)
では極値をとらず, b2+c > 0ならば ∂2f

∂x2

(
±
√
b2+c
a

b

)
= ±6

√
a(b2 + c)

(複号同順)より,
(√

b2+c
a

b

)
で f は極小値 − 2(b2+c)

3
2√

a
をとり,

(
−
√
b2+c
a

b

)
で f は極大値 2(b2+c)

3
2√

a
をとる. c = −b2

の場合, a + 3k2 > 0 となる実数 k を選べば f
(

t
kt+b

)
= (a + 3k2)t3 だから, 実数 t の符号が変われば f

(
t

b+kt

)
の符号も変わる. 従って, f は ( 0b ) では極値をとらない. a = 0 かつ c = −b2 の場合, 0 でない実数 p に対し,

f( xy ) − f( pb ) = 3x(y − b)2 だから, x ≧ 0 ならば f( xy ) ≧ f( pb ), x ≦ 0 ならば f( xy ) ≦ f( pb ) である. 従って p > 0

のとき, f は ( pb ) で極小値 0 をとり, p < 0 のとき, f は ( pb ) で極大値 0 をとる.

以上から a > 0 かつ b2 + c > 0 ならば
(√

b2+c
a

b

)
で f は極小値 − 2(b2+c)

3
2√

a
をとり,

(
−

√
b2+c
a

b

)
で f は極大値

2(b2+c)
3
2√

a
をとる. 「a ≦ 0または b2+ c ≦ 0」かつ (a, b2+ c) ̸= (0, 0)ならば f は極値をとらない. (a, b2+ c) = (0, 0)

ならば, p > 0 に対し, f は ( pb ) で極小値 0 をとり, p < 0 に対し, f は ( pb ) で極大値 0 をとる.

(4) a = b = 0の場合は f( xy ) = x3 だから,明らかに f は極値をとらない. a ̸= 0, b = 0の場合は ∂f
∂x (

x
y ) =

∂f
∂y (

x
y ) = 0

を満たす点は原点に限るが, 実数 t に対して f( t0 ) = t3 だから, ( xy ) が x軸上を動くとき, 原点の前後で f( xy ) の符

号が変わるため, f は原点では極値をとらない.

b ̸= 0 の場合を考える. ∂f
∂x = 3x2 + 3by, ∂f∂y = 3a3y2 + 3bx より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 + by = 0 · · · (i)

a3y2 + bx = 0 · · · (ii)

(i)より y = −x2

b だから (ii)に代入すれば x = 0 または x = − b
a (a ̸= 0 の場合) である. 従って, a ̸= 0 ならば

( xy ) = ( 00 ) ,
(

− b
a

− b
a2

)
で f は極値をとる可能性があり, a = 0 ならば ( xy ) = ( 00 ) のみで f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 6x, ∂2f

∂x∂y = 3b, ∂
2f
∂y2 = 6a3y だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36a3xy − 9b2 である.

∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 ) −

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= −9b2 < 0 となるため, f は原点では極値をとらない. また, a ̸= 0 ならば

∂2f
∂x2

(
− b
a

− b
a2

)
∂2f
∂y2

(
− b
a

− b
a2

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
− b
a

− b
a2

))2
= 27b2 > 0, ∂

2f
∂x2

(
− b
a

− b
a2

)
= − 6b

a だから, ab > 0 ならば
(

− b
a

− b
a2

)
において

f は極大値 b3

a3 をとり, ab < 0 ならば
(

− b
a

− b
a2

)
において f は極小値 b3

a3 をとる. 以上から a = 0 または b = 0 ならば

f は極値をとらず, ab > 0 ならば
(

− b
a

− b
a2

)
において f は極大値 b3

a3 をとり, ab < 0 ならば
(

− b
a

− b
a2

)
において f は極

小値 b3

a3 をとる.

(5) ∂f
∂x = 3x2 − 3y − 3a, ∂f∂y = −3x+ 3b より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 − y − a = 0 · · · (i)

x− b = 0 · · · (ii)
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(ii) より x = b, (i)より y = b2 − a である. 従って, f が極値をとる可能性があるのは
(

b
b2−a

)
のみである.

∂2f
∂x2 = 6x, ∂2f

∂x∂y = −3y, ∂2f
∂y2 = 0 だから a ̸= b2 の場合は, ∂2f

∂x2

(
b

b2−a

)
∂2f
∂y2

(
b

b2−a

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
b

b2−a

))2
=

−9
(
b2 − a

)
< 0 となるため, f は

(
b

b−a2
)
で極値をとらない. a = b2 の場合は, f

(
t+b
bt

)
− f( b0 ) = t3 だから,

点 ( xy ) が直線 y = bx− b2 の上を動くとき, ( b0 ) の前後で f( xy )− f( b0 ) の符号がかわるため, f は ( b0 ) で極値をと

らない. 以上から f はいかなる a, b に対しても極値をもたない.

(6) ∂f
∂x = 4x3 − 4a(x+ b3y), ∂f∂y = 4y3 − 4ab3(x+ b3y) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx3 − a(x+ b3y) = 0 · · · (i)

y3 − ab3(x+ b3y) = 0 · · · (ii)

(ii) から (i) の両辺を b3 倍したものを引けば, y3 − b3x3 = 0 が得られるため y = bx である. これを (i) に代入す

れば x3 − (ab4 + a)x = 0 となるため, a ≦ 0 ならば x = 0, a > 0 ならば x = 0,±
√
ab4 + a である. 従って a ≦ 0

ならば ( 00 ) のみで, a > 0 ならば ( 00 ) , ±
( √

ab4+a

b
√
ab4+a

)
で f は極値をとる可能性がある.

a ≦ 0 の場合, 任意の ( xy ) ̸= ( 00 ) に対して f( xy ) = x4 + y4 − 2a(x+ b3y)2 > 0 だから f は原点で最小値 0 をとる.

a > 0 の場合, 0 < |t| <
√
2a ならば f

(
b3t
−t
)
= (b12 + 1)t4 > 0, f( t0 ) = t2(t2 − 2a) < 0 が成り立ち, f は原点にいく

らでも近いところで正の値と負の値をとるため, f は原点で極値をとらない. ∂2f
∂x2 = 12x2−4a, ∂2f

∂x∂y = −4ab3, ∂
2f
∂y2 =

12y2−4ab6 だから, b ̸= 0のとき ( xy ) = ±
( √

ab4+a

b
√
ab4+a

)
ならば ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 96a2b2(b4+1)2 > 0,

∂2f
∂x2 (

x
y ) = 4a(3b4 + 2) > 0 より

( √
ab4+a

b
√
ab4+a

)
,
(

−
√
ab4+a

−b
√
ab4+a

)
で f は極小値 −a2(b4 + 1)3 をとる. b = 0 のときは,

f( xy ) =
(
x4 − a

)2
+ y4 − a2 だから

(√
a
0

)
,
(

−
√
a

0

)
で f は最小値 −a2 をとる.

(7) ∂f
∂x = 4xy + 4ax3, ∂f∂y = 2y + 2x2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(y + ax2) = 0 · · · (i)

y + x2 = 0 · · · (ii)

(ii) から y = −x2 だから (1) に代入して (a− 1)x3 = 0 を得るため, a ̸= 1 ならば x = 0, a = 1 ならば x は任意で

ある. 従って, a ̸= 1 ならば ( xy ) = ( 00 ) で f は極値をとる可能性があり, a = 1 ならば ( xy ) =
( t
−t2
)
(t は任意の実

数) で f は極値をとる可能性がある.

a < 1 の場合, t ̸= 0 ならば f
( t
−t2
)
= (a− 1)t4 < 0, f( 0t ) = t2 > 0 だから, ( 00 ) で f は極値をとらない. a > 1 の

場合, f( xy ) = (y + x2)2 + (a− 1)x4 ≧ 0 だから ( 00 ) で f は最小値 0 をとる. a = 1 の場合, f( xy ) = (y + x2)2 ≧ 0

だから
( t
−t2
)
で f は最小値 0 をとる.

(8) ∂f
∂x = (2ax− 2ax3 − 2xy2)e−x

2−y2 , ∂f∂y = (2y − 2ax2y − 2y3)e−x
2−y2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(a− ax2 − y2) = 0 · · · (i)

y(1− ax2 − y2) = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 または y2 = a− ax2. x = 0 の場合, (ii) より y = 0,±1 であり, y2 = a− ax2 の場合, (ii) に代入し

て y(1− a) = 0 を得るため, a ̸= 1 ならば y = 0 となる. このとき, a ̸= 0 ならば x = ±1 であり a = 0 ならば x は

任意である. a = 1 ならば y は |y| ≦ 1 を満たす任意の実数である. 従って, a ̸= 0, 1 ならば ( xy ) = ( 00 ) ,
(

0
±1

)
,
(±1

0

)
で f は極値をとる可能性があり, a = 0 ならば ( xy ) =

(
0
±1

)
, ( t0 ) (t は任意の実数) で f は極値をとる可能性があり,

a = 1 ならば ( xy ) = ( 00 ) , (
cos t
sin t ) (t は任意の実数)で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 2(a− 5ax2 − y2 + 2ax4 + 2x2y2)e−x

2−y2 , ∂2f
∂x∂y = 4xy(−1− a+ ax2 + y2)e−x

2−y2 ,
∂2f
∂y2 = 2(1− ax2 − 5y2 + 2ax2y2 + 2y4)e−x

2−y2 だから xy = 0 のとき

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 4(a− 5ax2 − y2 + 2ax4)(1− ax2 − 5y2 + 2y4)e−x
2−y2 .
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∂2f
∂x2 ( 00 )

∂2f
∂y2 ( 00 ) −

(
∂2f
∂x∂y (

0
0 )
)2

= 4a, ∂
2f
∂x2 ( 00 ) = 2a より a > 0 ならば ( 00 ) で f は極小値 f( 00 ) = 0 をとり, a < 0

ならば ( 00 ) で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
0
±1

)
∂2f
∂y2

(
0
±1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
±1

))2
= −8(a− 1)e−1, ∂

2f
∂x2

(
0
±1

)
= 2(a− 1) より a > 1 ならば

(
0
±1

)
で f は極値を

とらず, a < 1 ならば
(

0
±1

)
で f は極大値 f

(
0
±1

)
=

1

e
をとる.

∂2f
∂x2

(±1
0

)
∂2f
∂y2

(±1
0

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(±1
0

))2
= 8a(a − 1)e−1, ∂2f

∂x2

(
0
±1

)
= −4a より a < 0 ならば

(±1
0

)
で f は極小値

f
(±1

0

)
=
a

e
をとり, 0 < a < 1 ならば

(±1
0

)
で f は極値をとらず, a > 1 ならば

(±1
0

)
で f は極大値 f

(
0
±1

)
=
a

e
をとる.

a = 0 の場合, 任意の実数 t に対して f( xy ) ≧ 0 = f( t0 ) だから ( t0 ) で f は最小値 0 をとる.

a = 1 の場合, 関数 g : R → R を g(t) = te−t で定めれば, g′(t) = (1 − t)e−t より, g は (−∞, 1] で単調に増加し,

[1,∞) で単調に減少するため, g は 1 で最大値
1

e
をとる. f( xy ) = g(x2 + y2) ≦ g(1) = f( cos tsin t ) だから, ( cos tsin t ) で f

は最大値
1

e
をとる.

以上の結果をまとめると, a < 0 の場合, f は
(

0
±1

)
で 極大値

1

e
をとり,

(±1
0

)
で極小値

a

e
をとる.

a = 0 の場合, f は
(

0
±1

)
で極大値

1

e
をとり, 任意の実数 t に対して ( t0 ) で最小値 0 をとる.

0 < a < 1 の場合, f は ( 00 ) で極小値 0 をとり,
(

0
±1

)
で極大値

1

e
をとる.

a = 1 の場合, f は ( 00 ) で極小値 0 をとり, 任意の実数 t に対して ( cos tsin t ) で最大値
1

e
をとる.

a > 1 の場合, f は ( 00 ) で極小値 0 をとり,
(±1

0

)
で極大値

a

e
をとる.

(9) ∂f
∂x = 3x2 − 6by + 3

(
b4 − a

)
, ∂f∂y = −6bx+ 6y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 − 2by + b4 − a = 0 · · · (i)

y = bx · · · (ii)

(ii) を (i) に代入すれば
(
x− b2

)2 − a = 0 だから a < 0 ならば (i)と (ii)を満たす実数 x, y は存在しない. a ≧ の
場合は, x = b2 ±

√
a である. 従って,

(
b2−

√
a

b3−b
√
a

)
,
(
b2+

√
a

b3+b
√
a

)
で f は極値をとる可能性がある.

a = 0 の場合, f
(
t+b2

bt+b3

)
− f
(
b2

b3

)
= t3 だから, 点 ( xy ) が

(
b2

b3

)
を通り, 傾きが b の直線上を動くとき,

(
b2

b3

)
の前後

で f( xy )− f
(
a2

a3

)
の符号は変わる. 従って, f は

(
b2

b3

)
で極値をとらない.

∂2f
∂x2 = 6x, ∂2f

∂x∂y = −6b, ∂2f
∂y2 = 6 より ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy ) −

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36
(
x− b2

)
だから a > 0 の場合,

∂2f
∂x2

(
b2−

√
a

b3−b
√
a

)
∂2f
∂y2

(
b2−

√
a

b3−b
√
a

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
b2−

√
a

b3−b
√
a

))2
= −36

√
a < 0, ∂

2f
∂x2

(
b2+

√
a

b3+b
√
a

)
∂2f
∂y2

(
b2+

√
a

b3+b
√
a

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
b2+

√
a

b3+b
√
a

))2
= 36

√
a > 0, ∂2f

∂x2

(
b2+

√
a

b3+b
√
a

)
= 6

(
b2 +

√
a
)
> 0 だから f は

(
b2+

√
a

b3+b
√
a

)
で極小値

(
b2 − 2

√
a
) (
b2 +

√
a
)2
をとり,(

b2−
√
a

b3−b
√
a

)
では極値をとらない.

(10) ∂f
∂x = 9ax2 + by2 + y, ∂f∂y = 2bxy + x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと9ax2 + by2 + y = 0 · · · (i)

x(2by + 1) = 0 · · · (ii)

(ii) より x = 0 または y = − 1
2b (b ̸= 0 の場合) である. x = 0 ならば (i)より y = 0 または y = − 1

b (b ̸= 0 の場

合) である. y = − 1
2b ならば (i)より 9ax2 = 1

4b だから a = 0 または ab < 0 ならば (i)を満たす実数 x は存在せず,

ab > 0 ならば x = ± 1
6
√
ab
である. 従って, ab > 0 ならば ( 00 ),

(
0

− 1
b

)
,
(± 1

6
√
ab

− 1
2b

)
で f は極値をとる可能性があり,

b ̸= 0 かつ ab ≦ 0 ならば ( 00 ) ,
(

0
− 1
b

)
で f は極値をとる可能性があり, b = 0 ならば ( 00 ) のみで f は極値をとる可

能性がある.
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∂2f
∂x2 = 9ax, ∂2f

∂x∂y = 2by + 1, ∂
2f
∂y2 = 2bx だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 18abx2 − (2by + 1)2 である.

( xy ) = ( 00 ) ,
(

0
− 1
b

)
ならば ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 ( xy )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −1 < 0 だから f は ( 00 ),
(

0
− 1
b

)
では極値をとらない.

ab > 0 の場合, ∂
2f
∂x2

(± 1

6
√
ab

− 1
2b

)
∂2f
∂y2

(± 1

6
√
ab

− 1
2b

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(± 1

6
√
ab

− 1
2b

))2
= 1

2 > 0, ∂
2f
∂x2

(± 1

6
√
ab

− 1
2b

)
= ± 3a

2
√
ab

(複号同順)であ

る. 故に a > 0 ならば
( 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極小値 − 1

36b
√
ab
をとり,

(− 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極大値 1

36b
√
ab
をと

り, a < 0 ならば
( 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極大値 − 1

36b
√
ab
をとり,

(− 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極小値 1

36b
√
ab
をとる. 以

上から ab ≦ 0 ならば f は極値をとらず, a > 0 かつ b > 0 ならば
( 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極小値 − 1

36b
√
ab
をとり,(− 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極大値 1

36b
√
ab
をとり, a < 0 かつ b < 0 ならば

( 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極大値 − 1

36b
√
ab
を

とり,
(− 1

6
√
ab

− 1
2b

)
において f は極小値 1

36b
√
ab
をとる.

(11) a = 0 ならば, f( xy ) = 3b2y だから, b ̸= 0 の場合は f は極値をとらず, b = 0 の場合は f はつねに値が 0であ

る. 以下 a ̸= 0 の場合を考える. ∂f
∂x = 24ax2 + 24a2y, ∂f∂y = 24a2x+ 48ay+ 3(b2 − a4) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 + ay = 0 · · · (i)

8a2x+ 16ay + b2 − a4 = 0 · · · (ii)

(ii)から y = −ax
2 − b2−a4

16a だから, (i)に代入して 2x2−a2x− b2−a4
8 = 0 を得るため, (4x−a2− b)(4x−a2+ b) = 0,

従って x = a2±|b|
4 である. 故に

(
a2+|b|

4

− (a2+|b|)2
16a

)
,

(
a2−|b|

4

− (a2−|b|)2
16a

)
で f は極値をとる可能性がある. b ̸= 0 の場合,

∂2f
∂x2 = 48ax, ∂2f

∂x∂y = 24a2, ∂
2f
∂y2 = 48a より ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 242a2(4x− a2).

∂2f
∂x2

(
a2+|b|

4

− (a2+|b|)2
16a

)
∂2f
∂y2

(
a2+|b|

4

− (a2+|b|)2
16a

)
−
(

∂2f
∂x∂y

 a2+|b|
4

− (a2+|b|)2
16a

)2 = 242a2|b| > 0, ∂
2f
∂x2

(
a2+|b|

4

− (a2+|b|)2
16a

)
= 12a(a2 + |b|),

∂2f
∂x2

(
a2−|b|

4

− (a2−|b|)2
16a

)
∂2f
∂y2

(
a2−|b|

4

− (a2−|b|)2
16a

)
−
(

∂2f
∂x∂y

 a2−|b|
4

− (a2−|b|)2
16a

)2 = −242a2|b| < 0 となるため,

(
a2+|b|

4

− (a2+|b|)2
16a

)
において

f は極値 (a2+|b|)3(a2−3|b|)
32a をとり, この値は a > 0 ならば極小値であり, a < 0 ならば極大値である. また, f は(

a2−|b|
4

− (a2−|b|)2
16a

)
で極値をとらない. b = 0 の場合は f

(
x

− ax
2 + a3

16

)
= a

8 (4x − a2)3 + a7

32 だから, 点
(

a2

4

− a3

16

)
を通り, 傾

きが −a
2 である直線上を点 ( xy ) が動けば x = a2

4 の前後で f( xy )− a7

32 の符号が変わるため, f は
(

a2

4

− a3

16

)
で極値を

とらない.

(12) ∂f
∂x = 6x2 − 6axy − 6cx, ∂f∂y = −3ax2 + 6b2y2 − 6b(α+ β)y + 6αβ より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx(x− ay − c) = 0 · · · (i)

−ax2 + 2b2y2 − 2b(α+ β)y + 2αβ = 0 · · · (ii)

(i) から x = 0 または x = ay + c. x = 0 の場合, (ii) より (by − α)(by − β) = 0 だから b ̸= 0 ならば

y = α
b または y = β

b . b = 0 かつ αβ ̸= 0 ならば (ii) を満たす y は存在せず, b = αβ = 0 ならば任意の

y は (ii) を満たす. x = ay + c の場合, (ii) より (2b2 − a3)y2 − 2(a2c + αb + βb)y − ac2 + 2αβ = 0 である.

a3 ̸= 2b2 のとき D = b2(α − β)2 + 2a(aα + bc)(aβ + bc) とおくと, D < 0 ならば (ii) を満たす実数 y は存在

せず, D ≧ 0 ならば y = b(α+β)+a2c±
√
D

2b2−a3 である. a3 = 2b2 かつ a2c ̸= −b(α + β) のとき y = 2αβ−ac2
2(b(α+β)+a2c)

であり, a3 = 2b2 かつ a2c = −b(α + β) かつ ac2 ̸= 2αβ ならば (ii) を満たす y は存在せず, a3 = 2b2 かつ

a2c = −b(α+β) = 2αβ ならば任意の y は (ii)を満たす. 故に f は b ̸= 0 ならば
( 0
α
b

)
,
(

0
β
b

)
で極値をとる可能性が

あり, b = αβ = 0 ならば任意の実数 p に対して f は
(
0
p

)
で極値をとる可能性がある. また a3 ̸= 2b2 かつ D ≧ 0 な

らば

(
ab(α+β)+2b2c±a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c±
√
D

2b2−a3

)
で極値をとる可能性があり, a3 = 2b2 かつ a2c ̸= −b(α+ β) ならば

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
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で極値をとる可能性がある. a3 = 2b2 かつ a2c = −b(α + β) かつ ac2 = 2αβ ならば任意の実数 p に対して f

は
(
ap+c
p

)
で極値をとる可能性がある. ∂2f

∂x2 = 6(2x − ay − c), ∂2f
∂x∂y = −6ax, ∂2f

∂y2 = 6b(2by − α − β) だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36((2x− ay − c)(2b2y − b(α+ β))− a2x2).

b ̸= 0の場合, ∂
2f
∂x2

( 0
α
b

)
∂2f
∂y2

( 0
α
b

)
−
(
∂2f
∂x∂y

( 0
α
b

))2
= 36(aα+bc)(β−α), ∂

2f
∂x2

( 0
α
b

)
= 6
(
−aα

b − c
)
より (aα+bc)(β−α) > 0

かつ b(aα+ bc) < 0 ならば f は
( 0
α
b

)
において極小値 3α2β−α3

b をとり, (aα+ bc)(β − α) > 0 かつ b(aα+ bc) > 0

ならば f は
( 0
α
b

)
において極大値 3α2β−α3

b をとる. ∂2f
∂x2

(
0
β
b

)
∂2f
∂y2

(
0
β
b

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
0
β
b

))2
= 36(aβ + bc)(α − β),

∂2f
∂x2

(
0
β
b

)
= 6
(
−aβ

b − c
)
より (aβ + bc)(α− β) > 0 かつ b(aβ + bc) < 0 ならば f は

( 0
α
b

)
において極小値 3αβ2−β3

b

をとり, (aβ + bc)(α − β) > 0 かつ b(aβ + bc) > 0 ならば f は
( 0
α
b

)
において極大値 3αβ2−β3

b をとる. α = β のと

き, f
( 0
α
b +t

)
− f

( 0
α
b

)
= 2b2t3 だから, ( xy ) が

( 0
α
b

)
を通り, 方向ベクトルが ( 01 ) である直線上を動くとき,

( 0
α
b

)
の前

後で f( xy ) − f
( 0
α
b

)
の符号が変わるため, f は

( 0
α
b

)
で極値をとらない. aα + bc = 0 のとき, f

( t
α
b

)
− f

( 0
α
b

)
= 2t3

だから, ( xy ) が
( 0
α
b

)
を通り, 方向ベクトルが ( 10 ) である直線上を動くとき,

( 0
α
b

)
の前後で f( xy )− f

( 0
α
b

)
の符号が

変わるため, f は
( 0
α
b

)
で極値をとらない. aβ + bc = 0 のとき, f

(
t
β
b

)
− f

(
0
β
b

)
= 2t3 だから, ( xy ) が

(
0
β
b

)
を通り,

方向ベクトルが ( 10 ) である直線上を動くとき,
(

0
β
b

)
の前後で f( xy )− f

(
0
β
b

)
の符号が変わるため, f は

(
0
β
b

)
で極

値をとらない.

b = αβ = 0 の場合, f( xy ) = 2x3 − 3ax2y − 3cx2 だから, f は問題 4.(9)の f の a を a, b を c としたものである.

a3 ̸= 2b2 かつ D > 0 の場合, ∂2f
∂x2

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
∂2f
∂y2

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

))2

=

36
√
D(ab(α+β)+2b2c+a

√
D)

2b2−a3 , ∂
2f
∂x2

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
=

6(ab(α+β)+2b2c+a
√
D)

2b2−a3 だから ab(α+β)+2b2c+a
√
Dが 2b2−a3

と同符号ならば f は

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
において極小値

2αβ(b(α+ β) + a2c)− c2(ab(α+ β) + 2b2c)

2b2 − a3
−

2D
(
b(α+ β) + a2c+

√
D
)

(2b2 − a3)2

をとり, ab(α+β)+2b2c+ a
√
D が 2b2− a3 と異符号ならば f は

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
において極値をとらない. ま

た, ∂
2f
∂x2

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
∂2f
∂y2

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

))2

= − 36
√
D(ab(α+β)+2b2c−a

√
D)

2b2−a3 ,

∂2f
∂x2

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
=

6(ab(α+β)+2b2c−a
√
D)

2b2−a3 だから ab(α+ β) + 2b2c− a
√
D が 2b2 − a3 と異符号ならば f は(

ab(α+β)+2b2c−a
√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
において極大値

2αβ(b(α+ β) + a2c)− c2(ab(α+ β) + 2b2c)

2b2 − a3
−

2D
(
b(α+ β) + a2c−

√
D
)

(2b2 − a3)2

をとり, ab(α + β) + 2b2c − a
√
D が 2b2 − a3 と同符号ならば f は

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
において極値をとらない.

ab(α+β)+2b2c+a
√
D = 0かつ a ̸= 0ならば

(
ab(α+β)+2b2c+a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c+
√
D

2b2−a3

)
=
( 0
− c
a

)
が成り立ち, ab(α+β)+2b2c−a

√
D = 0

かつ a ̸= 0 ならば

(
ab(α+β)+2b2c−a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c−
√
D

2b2−a3

)
=
( 0
− c
a

)
が成り立つ. 一方, f

( t
− c
a

)
− f

( 0
− c
a

)
= 2t3 だから ( xy ) が

( 0
− c
a

)
を通り, 方向ベクトルが ( 10 ) である直線上を動くとき,

( 0
− c
a

)
の前後で f( xy ) − f

( 0
− c
a

)
の符号が変わるため, f は
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( 0
− c
a

)
で極値をとらない. 従って, ab(α + β) + 2b2c± a

√
D = 0 かつ a ̸= 0 ならば f は

(
ab(α+β)+2b2c±a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c±
√
D

2b2−a3

)
で極

値をとらない. a = c = 0 ならば
√
D = |b(α − β)| だから

(
ab(α+β)+2b2c±a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c±
√
D

2b2−a3

)
は
( 0
α
b

)
または

(
0
β
b

)
に等しいが,

aα+ bc = aβ + bc = 0 だから, 上の結果から f は

(
ab(α+β)+2b2c±a

√
D

2b2−a3

b(α+β)+a2c±
√
D

2b2−a3

)
では極値をとらない.

a3 ̸= 2b2 かつ D = 0 の場合, f

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3
+at

b(α+β)+a2c

2b2−a3
+t

)
− f

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3

b(α+β)+a2c

2b2−a3

)
= t3(2b2 − a3) だから ( xy ) が

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3

b(α+β)+a2c

2b2−a3

)

を通り, 方向ベクトルが ( a1 ) である直線上を動くとき,

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3

b(α+β)+a2c

2b2−a3

)
の前後で f( xy )− f

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3

b(α+β)+a2c

2b2−a3

)
の符号が

変わるため, f は

(
ab(α+β)+2b2c

2b2−a3

b(α+β)+a2c

2b2−a3

)
で極値をとらない.

a3 = 2b2 かつ a2c ̸= −b(α+ β) の場合, b = 2k3 とおけば a = 2k2 > 0 だから

∂2f
∂x2

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
∂2f
∂y2

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

))2

= −72k2(α + kc)(β + kc) =

− 36(aα+bc)(aβ+bc)
a , ∂

2f
∂x2

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
= 6(α+kc)(β+kc)

k(α+β+2kc) = 6(aα+bc)(aβ+bc)
a(b(α+β)+a2c) が得られる. (aα+ bc)(aβ+ bc) < 0

かつ b(α + β) + a2c < 0 ならば f は

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
において極小値 12α2β2−12ac2αβ−4bc3(α+β)−a2c4

4(b(α+β)+a2c) を

とり, (aα + bc)(aβ + bc) < 0 かつ b(α + β) + a2c > 0 ならば f は

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
において極大値

12α2β2−12ac2αβ−4bc3(α+β)−a2c4
4(b(α+β)+a2c) をとる. (aα+bc)(aβ+bc) = 0ならば 2aαβ+2bc(α+β)+a2c2 = 2(aα+bc)(aβ+bc)

a = 0

であり, 2αβ−ac2
2(b(α+β)+a2c) = − c

a だから

(
2aαβ+2bc(α+β)+a2c2

2(b(α+β)+a2c)

2αβ−ac2

2(b(α+β)+a2c)

)
=
( 0
− c
a

)
が成り立つが, 上でみたように, f は

( 0
− c
a

)
にお

いて極値をとらない.

a3 = 2b2 かつ a2c = −b(α+ β) かつ ac2 = 2αβ の場合, f
( ap+c+s

p+t

)
− f

(
ap+c
p

)
= (2s+ at+ 3ap+ 3c)(s− at)2 が

成り立つ. ap+ c ̸= 0 ならば s2 + t2 < 9(ap+c)2

(2+|a|)2 を満たす s, t に対して |2s+ at| ≦ 2|s|+ |a||t| < 3|ap+ c| だから
2s+at+3ap+3c は ap+ c と同符号である. 従って ap+ c > 0 ならば f は

(
ap+c
p

)
において極小値 p3(a2−a3)− c3

をとり, ap+ c < 0 ならば f は
(
ap+c
p

)
において極大値 p3(a2 − a3)− c3 をとる. a ̸= 0 かつ p = − c

a ならば, 上で

みたように f は
( 0
− c
a

)
において極値をとらない. a = c = 0 ならば b = 2αβ = 0 だから f( xy ) = 2x3 となるため, f

は極値をとらない.

(13) a = 1
2 の場合, f( xy ) = y3 − 3

2y
2, ∂f∂y = 3y(y − 1) より, t を任意の実数とするとき, ( t0 ) で f は極大値 0 をと

り, ( t1 ) で f は極小値 − 1
2 をとる. 以下では a ̸= 1

2 の場合を考える.
∂f
∂x = 12(2a − 1)y(2x + y − 1), ∂f

∂y = 6(2(2a − 1)x2 + 4(2a − 1)xy + (3a − 1)y2 − 2(2a − 1)x − (3a − 1)y) より
∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとy(2x+ y − 1) = 0 · · · (i)

2(2a− 1)x2 + 4(2a− 1)xy + (3a− 1)y2 − 2(2a− 1)x− (3a− 1)y = 0 · · · (ii)

(i) より y = 0 または y = 1− 2x である. y = 0 の場合, (ii) より 2(2a− 1)x2 − 2(2a− 1) = 0 だから x = 0 または

x = 1 である. y = 1 − 2x の場合, (ii) より 12x(x − a) = 0 となるため x = 0 または x = a である. 従って f は

( 00 ), (
1
0 ), (

0
1 ), (

a
1−2a ) で極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 24(2a− 1)y, ∂2f

∂x∂y = 12(2a− 1)(2x+2y− 1), ∂
2f
∂y2 = 6(4(2a− 1)x+2(3a− 1)y− (3a− 1)) だから, x が 0 ま

たは 1 ならば ∂2f
∂x2 (

x
0 )

∂2f
∂y2 ( x0 )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
0 )
)2

= 144(2a− 1)2 < 0 となり, ( 00 ), (
1
0 ) では f は極値をとらない.
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∂2f
∂x2 ( 01 )

∂2f
∂y2 ( 01 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
1 )
)2

= 144a(2a− 1), ∂
2f
∂x2 ( 01 ) = 24(2a− 1), ∂

2f
∂x2 (

a
1−2a )

∂2f
∂y2 ( a

1−2a )−
(
∂2f
∂x∂y (

a
1−2a )

)2
=

144a(2a− 1)2, ∂
2f
∂x2 (

a
1−2a ) = −24(2a− 1)2 だから a < 0 の場合, f は ( 01 ) で極大値 1− 3a をとり, ( a

1−2a ) では極値

をとらない. a = 0 の場合, f
(

t
1−2t

)
− f( 01 ) = −8t3 だから, 点 ( xy ) が直線 y = 1− 2x 上を動くとき, この直線上の

点 ( 01 ) の前後で f( xy )− f( 01 ) の符号が変わるため, f は ( 01 ) で極値をとらない. 0 < a < 1
2 の場合, f は ( a

1−2a ) で

極大値 (a+1)(2a− 1)2 をとり, ( 01 ) では極値をとらない. a > 1
2 の場合, f は ( 01 ) で 極小値 1− 3a をとり, ( a

1−2a )

で極大値 (a+ 1)(2a− 1)2 をとる.

(14) ∂f
∂x = 4xy+2y2−4x−6y+4, ∂f∂y = 2x2+4xy+6(3a−2)y2−6x−2(27a−20)y+4(9a−8) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0

とおくと (y − 1)(2x+ y − 2) = 0 · · · (i)

x2 + 2xy + 3(3a− 2)y2 − 3x− (27a− 20)y + 2(9a− 8) = 0 · · · (ii)

(i) から y = 1 または y = 2− 2x. y = 1 の場合, (ii) より x2 − x− 2 = 0 だから x = −1 または x = 2. y = 2− 2x

の場合, (ii) より (4a − 3)x2 − (2a − 1)x = 0 だから x = 0 または x = 2a−1
4a−3 (a ̸= 3

4 の場合). 従って, f は
(−1

1

)
,

( 21 ), (
0
2 ) で極値をとる可能性があり, さらに a ̸= 3

4 の場合は
(

2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
で極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 4y − 4, ∂2f

∂x∂y = 4x+ 4y − 6, ∂
2f
∂y2 = 4x+ 12(3a− 2)y − 2(27a− 20) だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 8(y − 1)(2x+ 6(3a− 2)y − 27a+ 20)− 4(2x+ 2y − 3)2.

∂2f
∂x2

(−1
1

)
∂2f
∂y2

(−1
1

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(−1
1

))2
= ∂2f

∂x2 ( 21 )
∂2f
∂y2 (

2
1 )−

(
∂2f
∂x∂y (

2
1 )
)2

= −36 < 0 となるため f は
(−1

1

)
, ( 21 ) で極値

をとらない.
∂2f
∂x2 ( 02 )

∂2f
∂y2 (

0
2 )−

(
∂2f
∂x∂y (

0
2 )
)2

= 36(2a− 1), ∂
2f
∂x2 ( 02 ) = 4 > 0 より, a < 1

2 ならば ( 02 ) で f は極値をとらず, a > 1
2

ならば極小値 12a− 16 をとる.

a ̸= 3
4 の場合は

∂2f
∂x2

(
2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
∂2f
∂y2

(
2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
−
(

∂2f
∂x∂y

(
2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

))2

= 36(2a−1)
4a−3 , ∂

2f
∂x2

(
2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
= − 4

4a−3 より, 1
2 < a < 3

4

ならば
(

2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
で f は極値をとらず, a < 1

2 ならば極小値
240a3−616a2+528a−150

(4a−3)2 をとり, a > 3
4 ならば極大値

240a3−616a2+528a−150
(4a−3)2 をとる.

a = 1
2 の場合, f

(
t

2−2t

)
− f( 02 ) = 12t3 だから, 点 ( xy ) が直線 y = 2− 2x 上を動くとき, この直線上の点 ( 02 ) の前後

で f( xy )− f( 02 ) の符号が変わるため, f は ( 02 ) で極値をとらない.

以上から, a < 1
2 の場合は,

(
2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
で f は極小値 240a3−616a2+528a−150

(4a−3)2 をとり, a = 1
2 の場合は f は極値をとら

ない. 1
2 < a ≦ 3

4 の場合は, ( 02 ) で極小値 12a − 16 をとり, a > 3
4 の場合は ( 02 ) で f は極小値 12a − 16 をとり,(

2a−1
4a−3
4a−4
4a−3

)
で極大値 240a3−616a2+528a−150

(4a−3)2 をとる.

(15) ∂f
∂x = 24xy+12ay2 − 12(α+β)y, ∂f∂y = 12x2 +24axy+3(3a2 − b2 + c2)y2 − 12(α+β)x− 6(2a(α+β)− b(α−

β))y + 12αβ より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとy(2x+ ay − α− β) = 0 · · · (i)

4x2 + 8axy + (3a2 − b2 + c2)y2 − 4(α+ β)x− 2(2a(α+ β)− b(α− β))y + 4αβ = 0 · · · (ii)

(i) から y = 0 または x = 1
2 (α+ β − ay). y = 0 の場合, (ii) より (x− α)(x− β) = 0 だから x = α または x = β.

故に, f は ( α0 ),
(
β
0

)
で極値をとる可能性がある. x = 1

2 (α + β − ay) の場合, bc ≧ 0 だから b ̸= c ならば b + c と

b− c はともに 0 でないことに注意すれば, (ii) より ((b+ c)y−α+ β)((b− c)y−α+ β) = 0 だから, y = α−β
b+c また

は y = α−β
b−c である. b = c ̸= 0 ならば y = α−β

2b であり, b = c = 0 かつ α ̸= β ならば上式を満たす y は存在しない.

また, b = c = 0 かつ α = β ならば任意の y に対して上式が成り立つ. 以上から b ̸= c の場合は
(

α+β
2 − a(α−β)

2(b+c)
α−β
b+c

)
,(

α+β
2 − a(α−β)

2(b−c)
α−β
b−c

)
で f は極値をとる可能性があり, b = c ̸= 0 ならば

(
α+β

2 − a(α−β)
2b

α−β
2b

)
で f は極値をとる可能性があ
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る. b = c = 0 かつ α = β ならば任意の p に対して
( α−ap

2p

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 24y, ∂2f

∂x∂y = 24x + 24ay − 12(α + β), ∂2f
∂y2 = 24ax + 6(3a2 − b2 + c2)y − 6(2a(α + β) − b(α − β)) だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −144(4x2+4axy+(a2+b2−c2)y2−4(α+β)x−(2a(α+β)+b(α−β))y+(α+β)2.

∂2f
∂x2 (

α
0 )

∂2f
∂y2 (

α
0 )−

(
∂2f
∂x∂y (

α
0 )
)2

= ∂2f
∂x2

(
β
0

)
∂2f
∂y2

(
β
0

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
β
0

))2
= −144(α− β)2 だから, α ̸= β ならば, f は ( α0 ),(

β
0

)
では極値をとらない. α = β かつ b2 ̸= c2 ならば f

(
α+at
−2t

)
− f( α0 ) = 8t3(b3 − c3) だから, ( xy ) が ( α0 ) を通り,

方向ベクトルが ( a
−2 ) である直線上を動くとき, ( α0 ) の前後で f( xy )− f( α0 ) の符号が変わるため, f は ( α0 ) で極値

をとらない. α = β かつ b2 = c2 ならば f
(
α−(a+1)t

2t

)
− f( α0 ) = 24t3 だから, ( xy ) が ( α0 ) を通り, 方向ベクトルが(−a−1

2

)
である直線上を動くとき, ( α0 ) の前後で f( xy )− f( α0 ) の符号が変わるため, f は ( α0 ) で極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b+c)

α−β
b+c

)
∂2f
∂y2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b+c)

α−β
b+c

)
−
(

∂2f
∂x∂y

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b+c)

α−β
b+c

))2

= 144c(α−β)2
b+c , ∂2f

∂x2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b+c)

α−β
b+c

)
= 24(α−β)

b+c ,

∂2f
∂x2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
∂2f
∂y2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
−
(

∂2f
∂x∂y

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

))2

= − 144c(α−β)2
b−c , ∂2f

∂x2

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
= 24(α−β)

b−c

だから, c(b+c) > 0かつ c(α−β) > 0ならば f は
(

α+β
2 − a(α−β)

2(b+c)
α−β
b+c

)
において極小値 − (α−β)3(b+2c)

(b+c)2 をとり, c(b+c) > 0

かつ c(α−β) < 0 ならば f は
(

α+β
2 − a(α−β)

2(b+c)
α−β
b+c

)
において極大値 − (α−β)3(b+2c)

(b+c)2 をとる. c(b+ c) < 0 かつ α ̸= β なら

ば f は
(

α+β
2 − a(α−β)

2(b+c)
α−β
b+c

)
において極値をとらない. また, c(b− c) < 0 かつ c(α−β) < 0 ならば f は

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
において極小値 − (α−β)3(b−2c)

(b−c)2 をとり, c(b− c) < 0 かつ c(α− β) > 0 ならば f は
(

α+β
2 − a(α−β)

2(b−c)
α−β
b−c

)
において極大値

− (α−β)3(b−2c)
(b−c)2 をとる. c(b−c) > 0かつ α ̸= β ならば f は

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
において極値をとらない. α = β の場合は(

α+β
2 − a(α−β)

2(b+c)
α−β
b+c

)
=

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
= ( α0 ) となり, 上でみたように, f は ( α0 ) において極値をとらない. b ̸= c = 0 の

場合,

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b+c)

α−β
b+c

)
=

(
α+β

2 − a(α−β)
2(b−c)

α−β
b−c

)
=

(
α+β

2 − a(α−β)
2b

α−β
b

)
であり, f

(
α+β

2 − a(α−β)
2b +at

α−β
b −2t

)
−f
(

α+β
2 − a(α−β)

2b
α−β
b

)
= 8b2t3

だから, ( xy ) が
(

α+β
2 − a(α−β)

2b
α−β
b

)
を通り, 方向ベクトルが ( a

−2 ) である直線上を動くとき,

(
α+β

2 − a(α−β)
2b

α−β
b

)
の前後で

f( xy )− f

(
α+β

2 − a(α−β)
2b

α−β
b

)
の符号が変わるため, f は

(
α+β

2 − a(α−β)
2b

α−β
b

)
で極値をとらない.

b = c = 0 かつ α = β の場合, f
( α−ap+s

2p+t

)
− f

( α−ap
2p

)
= 3(2s+ at)2(t+ 2p) だから, p ̸= 0 のとき, s2 + t2 < 4p2

ならば |t| < |2p| であるため t+2p は p と同符号である. 従って p > 0 ならば f は
( α−ap

2p

)
において極小値 0 をと

り, p < 0 ならば f は
( α−ap

2p

)
において極大値 0 をとる. p = 0 の場合は

( α−ap
2p

)
= ( α0 ) であり, 上でみたように, f

は ( α0 ) において極値をとらない.

(16) ∂f
∂x = 6(x2 + (a2b− α− β)x+ aby + abc+ αβ), ∂f∂y = 6b(ax+ y + c) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx2 + (a2b− α− β)x+ aby + abc+ αβ = 0 · · · (i)

ax+ y + c = 0 · · · (ii)

(i) から (ii) の両辺を ab 倍した式を引けば, x2 − (α+ β)x+ αβ = 0 が得られるため, x = α または x = β である.

従って, (ii) より ( α
−aα−c ),

(
β

−aβ−c

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 6(2x+ a2b− α− β), ∂2f

∂x∂y = 6ab, ∂
2f
∂y2 = 6b だから ∂2f

∂x2 (
x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 36b(2x− α− β).

∂2f
∂x2 (

α
−aα−c )

∂2f
∂y2 (

α
−aα−c )−

(
∂2f
∂x∂y (

α
−aα−c )

)2
= 36b(α− β), ∂

2f
∂x2 (

α
−aα−c ) = 36a2b2 + 36b(α− β) より b(α− β) > 0

ならば ( α
−aα−c ) で f は極小値 −α3 + 3α2β − 3bc2 をとり, b(α− β) < 0 ならば ( α

−aα−c ) で f は極値をとらない.

∂2f
∂x2

(
β

−aβ−c

)
∂2f
∂y2

(
β

−aβ−c

)
−
(
∂2f
∂x∂y

(
β

−aβ−c

))2
= 36b(β−α), ∂

2f
∂x2

(
β

−aβ−c

)
= 36a2b2+36b(β−α)より b(α−β) < 0

ならば
(

β
−aβ−c

)
で f は極小値−β3 + 3αβ2 − 3bc2 をとり, b(α− β) > 0 ならば

(
β

−aβ−c

)
で f は極値をとらない.

α = β の場合, f
(

α+t
−aα−c−at

)
− f( α

−aα−c ) = 2t3 だから, ( xy ) が ( α
−aα−c ) を通り, 方向ベクトルが

(
1
−a
)
である直線
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上を動くとき, ( α
−aα−c ) の前後で f( xy )− f( α

−aα−c ) の符号が変わるため, f は ( α
−aα−c ) で極値をとらない.

(17) ∂f
∂x = 6x2 − 6a2(b2 − c2)2y2, ∂f∂y = −12a2(b2 − c2)2xy + 6a(d2 − 2a2(b2 − c2)2(b2 + c2))y2 − 12ad(b2 − c2)y +

6a(b2 − c2)2 より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくと(x− a(b2 − c2)y)(x+ a(b2 − c2)y) = 0 · · · (i)

2a(b2 − c2)2xy − (d2 − 2a2(b2 − c2)2(b2 + c2))y2 + 2d(b2 − c2)y − (b2 − c2)2 = 0 · · · (ii)

(i) から x = ±a(b2 − c2)y. x = a(b2 − c2)y の場合, (ii) より

((d+ 2ab(b2 − c2))y − b2 + c2)((d− 2ab(b2 − c2))y − b2 + c2) = 0

だから d ̸= ±2ab(b2 − c2) ならば y = b2−c2
d±2ab(b2−c2) であり, d = ±2ab(b2 − c2) ならば y = ± 1

4ab (複号同順)である.

x = a(b2 − c2)y の場合, (ii) より

((d+ 2ac(b2 − c2))y − b2 + c2)((d− 2ac(b2 − c2))y − b2 + c2) = 0

だから d ̸= ±2ac(b2 − c2) ならば y = b2−c2
d±2ac(b2−c2) であり, d = ±2ac(b2 − c2) ならば y = ± 1

4ac (複号同順)であ

る. 従って, d ̸= −2ab(b2 − c2) ならば

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
で f は極値をとる可能性があり, d ̸= 2ab(b2 − c2) ならば(

a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
で f は極値をとる可能性がある. また, d ̸= −2ac(b2 − c2) ならば

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
で f は極値をと

る可能性があり, d ̸= 2ac(b2 − c2) ならば

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = 12x, ∂2f

∂x∂y = −12a2(b2− c2)2y, ∂
2f
∂y2 = −12a(a(b2− c2)2x− (d2−2a2(b2− c2)2(b2+ c2))y+d(b2− c2)) だから

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= 144a(−x(a(b2−c2)2x−(d2−2a2(b2−c2)2(b2+c2))y+d(b2−c2))−a3(b2−c2)4y2).

d ̸= −2ab(b2 − c2) の場合, ∂2f
∂x2

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
∂2f
∂y2

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

))2

= − 288a3b(b2−c2)4
d+2ab(b2−c2) ,

∂2f
∂x2

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
= 12a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2) だから, a(d+ 2ab(b2 − c2)) < 0 かつ b > 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
におい

て極大値をとり, a(d + 2ab(b2 − c2)) > 0 かつ b < 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
において極小値をとる. ここで

f

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
= 2a(b2−c2)3(d+4ab(b2−c2))

(d+2ab(b2−c2))2 である. ab(d+ 2ab(b2 − c2)) > 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
において

極値をとらない.

d ̸= 2ab(b2 − c2) の場合, ∂
2f
∂x2

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
∂2f
∂y2

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

))2

= 288a3b(b2−c2)4
d−2ab(b2−c2) ,

∂2f
∂x2

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
= 12a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2) だから, a(d− 2ab(b2 − c2)) < 0 かつ b < 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
におい

て極大値をとり, a(d − 2ab(b2 − c2)) > 0 かつ b > 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
において極小値をとる. ここで

f

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
= 2a(b2−c2)3(d−4ab(b2−c2))

(d−2ab(b2−c2))2 である. ab(d− 2ab(b2 − c2)) < 0 ならば f は

(
a(b2−c2)2

d−2ab(b2−c2)

b2−c2

d−2ab(b2−c2)

)
において

極値をとらない.

d ̸= −2ac(b2 − c2) の場合, ∂2f
∂x2

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
∂2f
∂y2

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

))2

= 288a3c(b2−c2)4
d+2ac(b2−c2) ,

∂2f
∂x2

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
= −12a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2) だから, a(d + 2ac(b2 − c2)) > 0 かつ c > 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
に
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おいて極大値をとり, a(d+ 2ac(b2 − c2)) < 0 かつ c < 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
において極小値をとる. ここ

で f

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
= 2a(b2−c2)3(d+4ac(b2−c2))

(d+2ac(b2−c2))2 である. ac(d + 2ac(b2 − c2)) < 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d+2ac(b2−c2)

b2−c2

d+2ac(b2−c2)

)
にお

いて極値をとらない.

d ̸= 2ac(b2 − c2) の場合, ∂2f
∂x2

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
∂2f
∂y2

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
−

(
∂2f
∂x∂y

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

))2

= − 288a3c(b2−c2)4
d−2ac(b2−c2) ,

∂2f
∂x2

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
= −12a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2) だから, a(d − 2ac(b2 − c2)) > 0 かつ c < 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d+2ab(b2−c2)

b2−c2

d+2ab(b2−c2)

)
に

おいて極大値をとり, a(d− 2ac(b2 − c2)) < 0 かつ c > 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
において極小値をとる. ここ

で f

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
= 2a(b2−c2)3(d+4ac(b2−c2))

(d−2ac(b2−c2))2 である. ac(d − 2ac(b2 − c2)) > 0 ならば f は

(
−a(b2−c2)2

d−2ac(b2−c2)

b2−c2

d−2ac(b2−c2)

)
にお

いて極値をとらない.

d ̸= 0 かつ c = 0 ならば

(
−a(b2−c2)2

d±2ac(b2−c2)

b2−c2

d±2ac(b2−c2)

)
=

(
− ab4

d

b2

d

)
であり, f

(
− ab4

d −ab2t
b2

d +t

)
− f

(
− ab4

d

b2

d

)
= 2ad2t3 だから, ( xy ) が(

− ab4

d

b2

d

)
を通り, 方向ベクトルが

(
−ab2

1

)
である直線上を動くとき,

(
− ab4

d

b2

d

)
の前後で f( xy )− f

(
− ab4

d

b2

d

)
の符号が

変わるため, f は
(

− ab4

d

b2

d

)
で極値をとらない.

(18) ∂f
∂x = 2ay2−2x−8acy−2a(3α2−6(b+ c)α−9(b+ c)2+8c2+d+ r2), ∂f∂y = 4axy−24a2by2−8acx+4a2dy−

8a2(α3 − 3(2b+ c)α2 + (9b2 + 12bc+ 3c2 − r2)α− 9b2c− 18bc2 − c3 + cd+ cr2) より ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0 とおくとx = a(y2 − 4cy − 3α2 + 6(b+ c)α+ 9(b+ c)2 − 8c2 − d− r2)

xy− 6aby2 − 2cx+ ady− 2a(α3 − 3(2b+ c)α2 +(9b2 +12bc+3c2 − r2)α− 9b2c− 18bc2 − c3 + cd+ cr2) = 0

1 つ目の式を 2 つ目の式に代入して左辺を因数分解すれば a(y − 2α)(y − 3b − 3c + α − r)(y − 3b − 3c + α +

r) = 0 が得られるため, y = 2α, 3b + 3c − α ± r だから
(

−a(2α2−4cα−18b2−24bc+2c2+d±2r(α−3b−c))
3b+3c−α±r

)
(複号同順)と(

a(α2+2(3b−c)α+9b2+18bc+c2−d−r2)
2α

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f
∂x2 = −2, ∂2f

∂x∂y = 4a(y − 2c), ∂
2f
∂y2 = 4a(x − 12aby + ad) だから, 任意の ( pq ) ∈ R2 に対して ∂2f

∂x2 (
p
q ) < 0 であり,

∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2

= −8a(2ay2 − 4a(3b+ 2c)y + x+ 8ac2 + ad).

ここで, p0 =
(
a(α2+2(3b−c)α+9b2+18bc+c2−d−r2)

2α

)
, p1 =

(
−a(2α2−4cα−18b2−24bc+2c2+d+2r(α−3b−c))

3b+3c−α+r

)
,

p2 =
(

−a(2α2−4cα−18b2−24bc+2c2+d−2r(α−3b−c))
3b+3c−α−r

)
とおけば,

∂2f
∂x2 (p0)

∂2f
∂y2 (p0)−

(
∂2f
∂x∂y (p0)

)2
= 8a2(r − 3b− 3c+ 3α)(r + 3b+ 3c− 3α)

∂2f
∂x2 (p1)

∂2f
∂y2 (p1)−

(
∂2f
∂x∂y (p1)

)2
= −16a2r(r + 3b+ 3c− 3α)

∂2f
∂x2 (p2)

∂2f
∂y2 (p2)−

(
∂2f
∂x∂y (p2)

)2
= −16a2r(r − 3b− 3c+ 3α)

が成り立ち, r = 0 ならば p1 = p2 であることに注意する.

|r| > 3|b+ c−α| ならば f は p0 で極大値−a2(15α4 − 44(b+ c)α3 + (90b2 +180bc+42c2 − 6d− 14r2)α2 − 12(b+

c)(9b2 +18bc+ c2 − d− r2)α− (9b2 +18bc+ c2 − d− r2)2) をとり, |r| < 3|b+ c−α| ならば f は p0 で極値をとら

ない. α ̸= b+ c かつ r = ±3(b+ c− α) の場合, v0 =
(
4a(α−c)

1

)
とおけば f(p0 + tv0)− f(p0) = 8a2t3(α− b− c)

だから, 点 x が p0 を通り, 方向ベクトルが v0 である直線上を動くとき, p0 の前後で f(x)− f(p0) の符号が変わ

るため, f は p0 で極値をとらない. α = b+ c かつ r = 0 の場合, v(t) = p0 +
(
4abt+t3

t

)
によって写像 v : R → R2

を定義する. v(0) = p0 であり, f(v(t))− f(p0) = t5(2a− t) だから, 点 x が v でパラメータ表示される曲線上を動

きながら p0 を通過する前後で f(v(t))− f(p0) の符号がかわるため, f は p0 で極値をとらない.
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r(r + 3b+ 3c− 3α) < 0 ならば f は p1 で極大値 a2(12α4 − 64(b+ c)α3 + (72b2 + 144bc+ 120c2 − 4r2 + 6d)α2 −
12(b + c)(8c2 + d − 2r2)α + 108b4 + 432b3c + 504b2c2 + 144bc3 + 28c4 − 4r2(3b + c)(3b + 5c) − 2d(9b2 + 18bc +

c2 − r2) + d2 + 8r3(α− b− c)) をとり, r(r + 3b+ 3c− 3α) > 0 ならば f は p1 で極値をとらない. α ̸= b+ c かつ

r = −3(b+ c− α) の場合, v0 =
(
4a(α−c)

1

)
とおけば f(p1 + tv0)− f(p1) = 8a2t3(α− b− c) だから, 点 x が p1 を

通り, 方向ベクトルが v0 である直線上を動くとき, p1 の前後で f(x)− f(p1) の符号が変わるため, f は p1 で極値

をとらない. α ̸= b+ c かつ r = 0 の場合, v1 =
(
2a(c+3b−α)

1

)
とおけば f(p1 + tv1)− f(p1) = −4a2t3(α− b− c) だ

から, 点 x が p1 を通り, 方向ベクトルが v1 である直線上を動くとき, p1 の前後で f(x)− f(p1) の符号が変わる

ため, f は p1 で極値をとらない. α = b+ c かつ r = 0 の場合, w(t) = p1 +
(
4abt+t3

t

)
によって写像 w : R → R2

を定義する. w(0) = p1 であり, f(w(t))− f(p1) = t5(2a− t) だから, 点 x が w でパラメータ表示される曲線上を

動きながら p1 を通過する前後で f(w(t))− f(p1) の符号がかわるため, f は p1 で極値をとらない.

r(r − 3b− 3c+ 3α) < 0 ならば f は p2 で極大値 a2(12α4 − 64(b+ c)α3 + (72b2 + 144bc+ 120c2 − 4r2 + 6d)α2 −
12(b + c)(8c2 + d − 2r2)α + 108b4 + 432b3c + 504b2c2 + 144bc3 + 28c4 − 4r2(3b + c)(3b + 5c) − 2d(9b2 + 18bc +

c2 − r2) + d2 − 8r3(α− b− c)) をとり, r(r − 3b− 3c+ 3α) > 0 ならば f は p2 で極値をとらない. α ̸= b+ c かつ

r = 3(b+ c− α) の場合, v0 =
(
4a(α−c)

1

)
とおけば f(p2 + tv0)− f(p2) = 8a2t3(α− b− c) だから, 点 x が p1 を通

り, 方向ベクトルが v0 である直線上を動くとき, p2 の前後で f(x)− f(p2) の符号が変わるため, f は p2 で極値を

とらない.

6. f の偏導関数は

∂f

∂x
( xy ) =

a(x2 + y2 + 1)− 2nx(ax+ by + c)

(x2 + y2 + 1)n+1
,

∂f

∂y
( xy ) =

b(x2 + y2 + 1)− 2ny(ax+ by + c)

(x2 + y2 + 1)n+1

で与えられるため, 実数 x, y が ∂f
∂x (

x
y ) =

∂f
∂y (

x
y ) = 0 を満たせば(

a −2nx

b −2ny

)(
x2 + y2 + 1

ax+ by + c

)
=

(
0

0

)
· · · (i)

が成り立つ. x2+ y2+1 ̸= 0 だから

(
a −2nx

b −2ny

)
は正則ではないため, −ay+ bx = 0 である. 従って x = at, y = bt

を満たす t ∈ R が存在して, (i) より t は次の等式を満たす.

(1− 2n)(a2 + b2)t2 − 2cnt+ 1 = 0 · · · (ii)

n = 1
2 の場合, ct = 1 だから c = 0 ならば ∂f

∂x (
x
y ) =

∂f
∂y (

x
y ) = 0 を満たす x, y は存在せず, c ̸= 0 ならば

( a
c
b
c

)
で

f は極値をとる可能性がある.

n ̸= 1
2 の場合, c2n2 + (2n− 1)(a2 + b2) < 0 ならば (ii) を満たす実数 t は存在しないため, ∂f∂x (

x
y ) =

∂f
∂y (

x
y ) = 0

を満たす x, y は存在しない. c2n2 + (2n − 1)(a2 + b2) = 0 ならば c ̸= 0 であり, (ii) を満たす t は 1
cn だけ

で,
( a
cn
b
cn

)
で f は極値をとる可能性がある. c2n2 + (2n − 1)(a2 + b2) > 0 ならば α =

−cn−
√
c2n2+(2n−1)(a2+b2)

(2n−1)(a2+b2) ,

β =
−cn+

√
c2n2+(2n−1)(a2+b2)

(2n−1)(a2+b2) とおけば, ( aαbα ) と
(
aβ
bβ

)
で f は極値をとる可能性がある.

∂2f

∂x2
( xy ) =

2n((ax+ by + c)((2n+ 1)x2 − y2 − 1)− 2ax(x2 + y2 + 1))

(x2 + y2 + 1)n+2

∂2f

∂x∂y
( xy ) =

2n((2n+ 1)xy(ax+ by + c)− bx(x2 + 1)− ay(y2 + 1) + cxy)

(x2 + y2 + 1)n+2

∂2f

∂y2
( xy ) =

2n((ax+ by + c)(−x2 + (2n+ 1)y2 − 1)− 2by(x2 + y2 + 1))

(x2 + y2 + 1)n+2

301



だから

∂2f

∂x2
( atbt ) =

2n((a2 + b2)(a2(2n− 1)− b2)t3 + c(a2(2n+ 1)− b2)t2 − (3a2 + b2)t− c)

((a2 + b2)t2 + 1)n+2

∂2f

∂x∂y
( atbt ) =

4abnt(n(a2 + b2)t2 + c(n+ 1)t− 1)

((a2 + b2)t2 + 1)n+2

∂2f

∂y2
( atbt ) =

2n((a2 + b2)(−a2 + b2(2n− 1))t3 + c(−a2 + b2(2n+ 1))t2 − (a2 + 3b2)t− c)

((a2 + b2)t2 + 1)n+2

が得られる. 従って H( xy ) =
∂2f
∂x2 (

x
y )

∂2f
∂y2 (

x
y )−

(
∂2f
∂x∂y (

x
y )
)2
とおけば, H( atbt ) は以下で与えられる.

H( atbt ) =
−4n2((a2 + b2)t+ c)((2n− 1)(a2 + b2)2t3 + c(2n+ 1)(a2 + b2)t2 − 3(a2 + b2)t− c)

((a2 + b2)t2 + 1)2n+3
· · · (iii)

n = 1
2 , c ̸= 0 の場合, (iii)より H

( a
c
b
c

)
= c6

(a2+b2+c2)2 > 0, ∂
2f
∂x2

( a
c
b
c

)
= − c|c|(b2+c2)

(a2+b2+c2)
3
2
だから, c < 0 ならば f は( a

c
b
c

)
で極小値 −

√
a2 + b2 + c2 をとり, c > 0 ならば f は

( a
c
b
c

)
で極大値

√
a2 + b2 + c2 をとる.

n ̸= 1
2 , c

2n2 + (2n− 1)(a2 + b2) = 0 の場合, a2

c2n2 + b2

c2n2 = 1
1−2n , n <

1
2 であることに注意すれば

f
( a
cn+at
b
cn+bt

)
− f

( a
cn
b
cn

)
=

a2

cn + b2

cn + (a2 + b2)t+ c(
a2

c2n2 + b2

c2n2 + 2(a2+b2)t
cn + (a2 + b2)t2 + 1

)n −
a2

cn + b2

cn + c(
a2

c2n2 + b2

c2n2 + 1
)n

=
c(1− 2n)n−1

(
1 + cn2t

1−n −
(
1 + cnt

1−n + c2n2t2

2(1−n)

)n)
2n(1− n)n−1

(
1 + cnt

1−n + c2n2t2

2(1−n)

)n
が成り立つ.

∣∣∣ cnt1−n + c2n2t2

2(1−n)

∣∣∣ < 1 のとき, すなわち |1 + cnt| <
√
3− 2n を満たす t に対して(

1 +
cnt

1− n
+

c2n2t2

2(1− n)

)n
= 1 +

∞∑
i=1

(
n

i

)(
cnt

1− n
+

c2n2t2

2(1− n)

)i
と展開されるため, 上式より次の等式が得られる.

f
( a
cn+at
b
cn+bt

)
− f

( a
cn
b
cn

)
=

c(1− 2n)n−1

(
1 + cn2t

1−n −
(
1 +

∞∑
i=1

(
n
i

)(
cnt
1−n + c2n2t2

2(1−n)

)i))
2n(1− n)n−1

(
1 + cnt

1−n + c2n2t2

2(1−n)

)n

=

c4n4t3(1− 2n)n
(
1 + cnt(6(n−3)+cn(n−2)t(6+cnt))

8(1−2n) −
∞∑
i=4

(
n
i

)
6ci−3ni−4ti−3

(1−2n)(1−n)i−2

(
1 + cnt

2

)i)
3·2n+1(1− n)n+1

(
1 + cnt

1−n + c2n2t2

2(1−n)

)n
φ :
(
−

√
3−2n−1
|cn| ,

√
3−2n−1
|cn|

)
→ R を

φ(t) =
cnt(6(n− 3) + cn(n− 2)t(6 + cnt))

8(1− 2n)
−

∞∑
i=4

(
n

i

)
6ci−3ni−4ti−3

(1− 2n)(1− n)i−2

(
1 +

cnt

2

)i
で定めれば, φ は連続関数で, φ(0) = 0 である. 従って, ρ > 0 で条件「t ∈ (−ρ, ρ) ならば |φ(t)| < 1」を満たすもの

が存在する. このとき, 上の結果から t ∈ (−ρ, ρ) ならば

f
( a
cn+at
b
cn+bt

)
− f

( a
cn
b
cn

)
=

c4n4t3(1− 2n)n(1 + φ(t))

3·2n+1(1− n)n+1
(
1 + cnt

1−n + c2n2t2

2(1−n)

)n
だから t ∈ (−ρ, 0) ならば f

( a
cn+at
b
cn+bt

)
< f

( a
cn
b
cn

)
であり, t ∈ (0, ρ) ならば f

( a
cn+at
b
cn+bt

)
> f

( a
cn
b
cn

)
が成り立つ. 故に,

n ̸= 1
2 , c

2n2 + (2n− 1)(a2 + b2) = 0 ならば f は
( a
cn
b
cn

)
で極値をとらない.
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n ̸= 1
2 , c

2n2 + (2n− 1)(a2 + b2) > 0 の場合, R =
√
c2n2 + (2n− 1)(a2 + b2) とおけば, α = 1

cn−R , β = 1
R+cn だ

から, (iii)より次の等式が得られる.

H( aαbα ) = 2R(R− cn)

(
(2n− 1)(R− cn)

2n(R− cn+ c)

)2n+1

, H
(
aβ
bβ

)
= 2R(R+ cn)

(
(2n− 1)(R+ cn)

2n(R+ cn− c)

)2n+1

a2 + b2 = R2−c2n2

2n−1 より (a2 + b2)α2 + 1 = 2n(R−cn+c)
(2n−1)(R−cn) , (a

2 + b2)β2 + 1 = 2n(R+cn−c)
(2n−1)(R+cn) が得られ, これらの左

辺はともに正の実数だから, 上式より H( aαbα ), H
(
aβ
bβ

)
の符号はそれぞれ R − cn, R + cn の符号に一致する. 従っ

て, n > 1
2 の場合は R > |cn| だから H( aαbα ) と H

(
aβ
bβ

)
はともに正であり, n < 1

2 の場合は R < |cn| だから,

cn > 0 ならば H( aαbα ) < 0, H
(
aβ
bβ

)
> 0 で, cn < 0 ならば H( aαbα ) > 0, H

(
aβ
bβ

)
< 0 である. H( atbt ) > 0 の場合,

∂2f
∂x2 ( atbt )

∂2f
∂y2 (

at
bt ) = H( atbt ) +

(
∂2f
∂x∂y (

at
bt )
)2

> 0 だから ∂2f
∂x2 ( atbt ) と

∂2f
∂x2 ( atbt ) +

∂2f
∂y2 (

at
bt ) は同符号である.

∂2f

∂x2
( atbt ) +

∂2f

∂y2
( atbt ) =

4n((n− 1)(a2 + b2)2t3 + cn(a2 + b2)t2 − 2(a2 + b2)t− c)

((a2 + b2)t2 + 1)n+2

だから, 次の等式が得られる.

∂2f

∂x2
( aαbα ) +

∂2f

∂y2
( aαbα ) =

4n(R− cn+ c)((2n− 1)R+ n(R− cn+ c))

(2n− 1)2(R− cn)
(

2n(R−cn+c)
(2n−1)(R−cn)

)n+2 · · · (iv)

∂2f

∂x2

(
aβ
bβ

)
+
∂2f

∂y2

(
aβ
bβ

)
=

4n(R+ cn− c)((1− 2n)R− n(R+ cn− c))

(2n− 1)2(R+ cn)
(

2n(R+cn−c)
(2n−1)(R+cn)

)n+2 · · · (v)

n > 1
2 の場合, c ≧ 0 ならば R > cn ≧ cn − c かつ R > cn ≧ −cn + c であり, c < 0 ならば R > −cn >

−cn + c かつ R > −cn > cn − c だから, いずれにしても R − cn + c > 0 かつ R + cn − n > 0 である. 従って

(2n− 1)R+ n(R− cn+ c) > 0, (1− 2n)R− n(R+ cn− c) < 0 だから (iv)の右辺は正で, (v)右辺は負になり, f は

( aαbα ) で極小値 − (2n−1)n−1(R−cn)n
(2n)n(R−cn+c)n−1 をとり,

(
aβ
bβ

)
で極大値 (2n−1)n−1(R+cn)n

(2n)n(R+cn−c)n−1 をとる.

n < 0 かつ c < 0 の場合, R+ cn− c > 0 だから

4n(R+ cn− c)(−(3n− 1)R− cn2 + cn) = 4n(R+ cn− c)((1− 2n)R− n(R+ cn− c)) < 0

であり, 0 < n < 1
2 かつ c > 0 の場合, R < cn より R+ cn− c < c(2n− 1) < 0 だから次の不等式が成り立つ.

4n(R+ cn− c)(−(3n− 1)R− cn2 + cn) = 4n(R+ cn− c)((1− 2n)R− n(R+ cn− c)) < 0

故に n < 1
2 かつ cn > 0 の場合, (v)の右辺は負だから, f は

(
aβ
bβ

)
で極大値 R+cn−c

2n−1

(
(2n−1)(R+cn)
2n(R+cn−c)

)n
をとる.

n < 0 かつ c > 0 の場合, R− cn+ c > 0 だから

4n(R− cn+ c)((3n− 1)R− cn2 + cn) = 4n(R− cn+ c)((2n− 1)R+ n(R− cn+ c)) > 0

であり, 0 < n < 1
2 かつ c < 0 の場合, R < −cn より R− cn+ c < c(1− 2n) < 0 だから次の不等式が成り立つ.

4n(R− cn+ c)((3n− 1)R− cn2 + cn) = 4n(R− cn+ c)((2n− 1)R+ n(R− cn+ c)) > 0

故に n < 1
2 かつ cn < 0 の場合, (iv)の右辺は負だから, f は ( aαbα ) で極小値 −R−cn+c

2n−1

(
(2n−1)(R−cn)
2n(R−cn+c)

)n
をとる.

3次元数ベクトル
(
a
b
c

)
と
( x
y
1

)
に関するシュワルツの不等式から |ax+by+c| ≦

√
a2 + b2 + c2

√
x2 + y2 + 1が成り

立つため |f( xy )| ≦
√
a2+b2+c2

(x2+y2+1)n− 1
2
である. 従って n = 1

2 ならば,すべての ( xy ) ∈ R2に対して
∣∣∣f( a

c
b
c

)∣∣∣ ≦ √
a2 + b2 + c2

が成り立ち, c < 0 ならば f( xy ) = −
√
a2 + b2 + c2, c > 0 ならば f

( a
c
b
c

)
=

√
a2 + b2 + c2 が成り立つことから,

n = 1
2 かつ c < 0 の場合, f は

( a
c
b
c

)
で最小値 −

√
a2 + b2 + c2 をとるが最大値は存在せず, n = 1

2 かつ c > 0 の場
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合, f は
( a
c
b
c

)
で最大値

√
a2 + b2 + c2 をとるが最小値は存在しない. また, n = 1

2 かつ c = 0 の場合には f の最大

値と最小値は存在しない.

n > 1
2 ならば, ( xy ) が原点から遠ざかれば |f( xy )| は 0 に近づくため, ρ > 0 で条件,「x2 + y2 > ρ2 ならば

f( aαbα ) < f( xy ) < f
(
aβ
bβ

)
」を満たすものがある. D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 4ρ2
}
, E =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 > ρ2
}

とおけば R2 は D と E の合併であり, E は ( aαbα ) と
(
aβ
bβ

)
を含まないため, ( aαbα ) と

(
aβ
bβ

)
は D の内点である. f

は D において最大値と最小値をとり, x2 + y2 = 4ρ2 ならば f( aαbα ) < f( xy ) < f
(
aβ
bβ

)
だから f は D の境界上では

最大にも最小にもならない. 従って f が最大値と最小値をとるのは D の内部だから, f の最大値, 最小値はそれぞ

れ f の極大値, 極小値である. n > 1
2 の場合, f が極大になる点は

(
aβ
bβ

)
のみで, 極小になる点は ( aαbα ) のみだから

f は
(
aβ
bβ

)
で最大値 (2n−1)n−1(R+cn)n

(2n)n(R+cn−c)n−1 をとり, ( aαbα ) で最小値 − (2n−1)n−1(R−cn)n
(2n)n(R−cn+c)n−1 をとる.

n < 1
2 の場合, t > 0 に対し

f( atbt ) =
(a2 + b2)t+ c

((a2 + b2)t2 + c)n
= t1−2n a2 + b2 + c

t(
a2 + b2 + c

t2

)n , f
(−at
−bt
)
=

−(a2 + b2)t+ c

((a2 + b2)t2 + c)n
= t1−2n −a2 − b2 + c

t(
a2 + b2 + c

t2

)n
だから lim

t→∞
f( atbt ) = ∞, lim

t→∞
f
(−at
−bt
)
= −∞ となるため, f の最大値と最小値は存在しない.

7. q2 − pr = 0 より以下の等式が成り立つ.

f
( qt
−pt
)
= (aq3 − bpq2 + cp2q − dp3)t3 · · · (i) f

(
rt
−qt
)
= (ar3 − bqr2 + cq2r − dq3)t3 · · · (ii)

p ̸= 0 かつ d ̸= aq3 − bpq2 + cp2q

p3
ならば t の符号が負から正に変わるとき, 点

( qt
−pt
)
は原点を通過し, (i)より,

原点の前後で f
( qt
−pt
)
の符号がかわるため, f は原点で極値をとらない.

r ̸= 0 かつ a ̸= bqr2 − cq2r + dq3

r3
ならば t の符号が負から正に変わるとき, 点

(
rt
−qt
)
は原点を通過し, (ii)より,

原点の前後で f
(
rt
−qt
)
の符号がかわるため, f は原点で極値をとらない.

p ̸= 0 かつ d =
aq3 − bpq2 + cp2q

p3
かつ c ̸= −3aq2 + 2bpq

p2
の場合,

f
(

1
p (t

3−qt)
t

)
=
t5

p3
(3aq2 − 2bpq + cp2 + p2t− (3aq − bp)t2 + at4)

であり, |t| < |3aq2 − 2bpq + cp2|
|3aq2 − 2bpq + cp2|+ p2 + |3aq − bp|+ |a|

ならば |t| < 1 であることに注意すれば,

|p2t− (3aq − bp)t2 + at4| ≦ |t|(p2 + |3aq − bp||t|2 + |a||t|4)

≦ |t|(|3aq2 − 2bpq + cp2|+ p2 + |3aq − bp|+ |a|)

< |3aq2 − 2bpq + cp2|

だから |t| < |3aq2 − 2bpq + cp2|
|3aq2 − 2bpq + cp2|+ p2 + |3aq − bp|+ |a|

ならば 3aq2 − 2bpq + cp2 + p2t − (3aq − bp)t2 + at4 の符

号は変わらない. 従って t の符号が変わるとき, 0 の前後で f
(

1
p (t

3−qt)
t

)
の符号が変わるため, f は原点において極

値をとらない.

r ̸= 0 かつ a =
bqr2 − cq2r + dq3

r3
かつ b ̸= 2cqr − 3dq2

r2
の場合,

f
(

t
1
r (t

3−qt)

)
=
t5

r3
(br2 − 2cqr + 3dq2 + r2t+ (cr − 3dq)t2 + dt4)

であり, |t| < |br2 − 2cqr + 3dq2|
|br2 − 2cqr + 3dq2|+ r2 + |cr − 3dq|+ |d|

ならば |t| < 1 であることに注意すれば,

|r2t+ (cr − 3dq)t2 + dt4| ≦ |t|(r2 + |cr − 3dq||t|2 + |d||t|4)

≦ |t|(|br2 − 2cqr + 3dq2|+ r2 + |cr − 3dq|+ |d|)

< |br2 − 2cqr + 3dq2|
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だから |t| < |br2 − 2cqr + 3dq2|
|br2 − 2cqr + 3dq2|+ r2 + |cr − 3dq|+ |d|

ならば br2 − 2cqr+ 3dq2 + r2t+ (cr− 3dq)t2 + dt4 の符号

は変わらない. 従って t の符号が変わるとき, 0 の前後で f
(

t
1
r (t

3−qt)

)
の符号が変わるため, f は原点において極値

をとらない.

p ̸= 0 かつ d =
aq3 − bpq2 + cp2q

p3
かつ c =

−3aq2 + 2bpq

p2
の場合,

f( xy ) =
1

p3
(px+ qy)2(apx− (2aq − bp)y + p2)

であり,シュワルツの不等式から |apx−(2aq−bp)y| ≦ |ap||x|+|2aq−bp||y| ≦
√
a2p2 + (2aq − bp)2

√
x2 + y2 が成り

立つ. 従って
√
x2 + y2 <

p2√
a2p2 + (2aq − bp)2 + 1

ならば |apx−(2aq−bp)y| < p2だから, apx−(2aq−bp)y+p2 > 0

である. 故に
√
x2 + y2 <

p2√
a2p2 + (2aq − bp)2 + 1

ならば f( xy ) は 0 または p と同符号であるため, p > 0 ならば

f は原点で極小になり, p < 0 ならば f は原点で極大になる.

r ̸= 0 かつ a =
bqr2 − cq2r + dq3

r3
かつ b =

2cqr − 3dq2

r2
の場合,

f( xy ) =
1

r3
(qx+ ry)2((cr − 2dq)x+ dry + r2)

であり,シュワルツの不等式から |(cr−2dq)x+dry| ≦ |cr−2dq||x|+ |dr||y| ≦
√
(cr − 2dq)2 + d2r2

√
x2 + y2 が成り

立つ. 従って
√
x2 + y2 <

r2√
(cr − 2dq)2 + d2r2 + 1

ならば |(cr−2dq)x+dry| < r2 だから, (cr−2dq)x+dry+r2 > 0

である. 故に
√
x2 + y2 <

r2√
(cr − 2dq)2 + d2r2 + 1

ならば f( xy ) は 0 または r と同符号であるため, r > 0 ならば

f は原点で極小になり, r < 0 ならば f は原点で極大になる.

p = r = 0 の場合, q = 0 であり, a, b, c, d のうちの少なくとも 1 つは 0 でないため, a, d, a + b + c + d,

a − b + c − d うちの少なくとも 1つは 0ではない. ここで, f( t0 ) = at3, f( 0t ) = dt3, f( tt ) = (a + b + c + d)t3,

f
(
t
−t
)
= (a− b+ c− d)t3 だから, f は原点において極値をとらないことがわかる.

以上から, f が原点で極値をとるための条件は 「p ̸= 0 かつ d =
aq3 − bpq2 + cp2q

p3
かつ c =

−3aq2 + 2bpq

p2
」ま

たは「r ̸= 0 かつ a =
bqr2 − cq2r + dq3

r3
かつ b =

2cqr − 3dq2

r2
」が成り立つことである.
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微積分学 II 演習問題 第22回 陰関数の極値・条件付き極値

1. y を x の関数とみなしたとき, 次の方程式で与えられる陰関数 y = f(x) の極値を求めよ. ただし (7)では a ̸= −1,

b ̸= c(a− 1), c ̸= 0,− b
2
とし, (10)では c ̸= −ad, d ̸= 0, (13)では b ̸= 0,−a, (c, d) ̸= (0, 0), (14)では a, b > 0 とし

て f はつねに正の値をとるものとし, (15)では c ̸= 3ab2, p ̸= q, pq ̸= 0, ap, aq ̸= 1 とする.

(1) x2 − 2xy2 + 6xy + 16 = 0 (2) 2xy2 + x2y − 8 = 0 (3) x3 − 2y3 + 3x2y + 2 = 0

(4) log(x2 + y2)− 2 tan−1 y

x
= 0 (5) x+ 2 log y − exy3 = 0 (6) x3 + y3 − 3x2y − 1 = 0

(7) ax2y − (b+ c)y3 + x2 + by2 + cy = 0 (8) x3y3 − x+ y = 0 (9) x3 − 3xy + 2y2 − 4y = 0

(10) 3ay(x− by)2 − 3(x− by)2 + cy2 + dy = 0 (11) x4 + 4xy3 − 3y = 0 (12) x4 + 2x2 + y3 − y = 0

(13) x2(ay + b)− 2xy(y − 1)− y(y − 1)(cy + d) = 0 (14)

(
x2

a2
+
y2

b2

)3
= x4 + y4

(15) 3ax2y − 6abxy2 + cy3 − 3x2 + 6bxy − (3b2 + (p+ q)(c− 3ab2))y2 + pq(c− 3ab2)y = 0

2. 以下の各問で与えられた R2 の部分集合 X で定義された関数 f の最大値と最小値を求めよ.

(1) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 − 4 ≦ y ≦ x+ 2
}
, f( xy ) = x3 − 3xy + 3y

(2) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 2x2 + y2 ≦ 2
}
, f( xy ) = xy +

√
2x

(3) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 3− 2x2
}
, f( xy ) = y2 + 2x2y + 2x4 − 2y

(4) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 5
}
, f( xy ) = x4 + y4 − (x+ y)2

(5) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 6
}
, f( xy ) = x4 + y4 + 4xy

(6) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + 2y2 ≦ 3
}
, f( xy ) = x3 + 3xy2 − 3x

(7) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x4 + y4 ≦ 2
}
, f( xy ) = x2 + 2y

(8) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + 2y2 + 4y ≦ 7
}
, f( xy ) = x3 + 3x(y + 3)(y − 1)

(9) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 2x2 + y2 ≦ 10
}
, f( xy ) = 2x2 + 4xy + y2 − 4x

(10) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 − 4x+ y2 + 4y ≦ 10
}
, f( xy ) = xy(x− 4)(y + 4)

(11) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 12
}
, f( xy ) = x3 − y3 + 3(x− y)2

(12) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x4 + y4 ≦ 4
}
, f( xy ) = xy(x4 + y4 − 6)

(13) X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x 2
3 + y

2
3 ≦ 2, y ≧ 0

}
, f( xy ) = x− 3y

1
3

3. (発展問題) 以下の各問で与えられた条件のもとで, 関数 f の極値を求めよ.

(1) 2xy2 + x2y = 8 のとき, f( xy ) = x+ 2y で定義される f : R2 → R.

(2) x+ 2 log y + exy2 = 1 のとき, f( xy ) = x+ y2 で定義される f : R2 → R.

(3) y4 − y2 + x2 = 0 のとき, f( xy ) = xy で定義される f : R2 → R.

(4) x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 のとき, f( xy ) = x+ 2y で定義される f : R2 → R.

(5) 2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 = 0 のとき, f( xy ) = x− y で定義される f : R2 → R.

(6) 2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 のとき, f( xy ) = x2 + y で定義される f : R2 → R.

(7) x3 + x2 − y2 = 0 のとき, f( xy ) = xy で定義される f : R2 → R.

(8) x4 + y4 = 2 のとき, f( xy ) = x2 + 2y で定義される f : R2 → R.

(9) x4 + y4 = 4 のとき, f( xy ) = xy(x4 + y4 − 6) で定義される f : R2 → R.

(10) 2xy + z2 = 1 のとき, f
(
x
y
z

)
= (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 で定義される f : R3 → R.

(11) xy + yz + xz = 3a2 (a > 0) のとき, f
(
x
y
z

)
= xyz で定義される f : R3 → R.

4. (発展問題) (1) r を正の実数, n を 3 以上の自然数とする. x2 + y2 = r2 の条件の下で, (x+ y)n + (x− y)n の最

大値と最小値を求めよ.

(2) x, y が 0でない実数ならば coshx cosh y > cosh
√
x2 + y2 が成り立つことを示せ.
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第 22回の演習問題の解答

1. (1) F ( xy ) = x2−2xy2+6xy+16によって F : R2 → Rを定めれば ∂F
∂x = 2x−2y2+6yだから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

とおくと,

x2 − 2xy2 + 6xy + 16 = 0 · · · (i)

x− y2 + 3y = 0 · · · (ii)
. (ii)から x = y2−3y より (i)に代入して −y4+6y3−9y2+16 = 0

より (y + 1)(y − 4)(y2 − 3y + 4) = 0 を得るため, y = −1, 4 である. 従って F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは

( xy ) =
(

4
−1

)
, ( 44 ) の場合である.

∂F
∂y = −4xy + 6x, ∂

2F
∂x2 = 2 より f が f(4) = −1 を満たす場合, f ′′(4) = −

∂2F
∂x2

(
4
−1

)
∂F
∂y

(
4
−1

) = − 1

20
< 0 となるため, f は

4 で極大値 −1 をとり, f が f(4) = 4 を満たす場合, f ′′(4) = −
∂2F
∂x2 ( 44 )
∂F
∂y ( 44 )

=
1

20
> 0 となるため, f は 4 で極小値 4

をとる.

(2) F ( xy ) = 2xy2 + x2y − 8 によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 2y2 + 2xy だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 とお

くと,

2xy2 + x2y − 8 = 0 · · · (i)

y(y + x) = 0 · · · (ii)
. (ii) から y = 0 または y = −x. y = 0 の場合, (i) を満たす x は存在しない.

y = −x の場合, (i) より x = 2 である. 従って, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) =

(
2
−2

)
の場合である.

∂F
∂y = 4xy + x2, ∂

2F
∂x2 = 2y より f が f(2) = −2 を満たす場合, f ′′(2) = −

∂2F
∂x2

(
2
−2

)
∂F
∂y

(
2
−2

) = −1

3
< 0 となるため, f は 2

で極大値 −2 をとる.

(3) F ( xy ) = x3 − 2y3 + 3x2y + 2 によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 3x2 + 6xy だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

とおくと,

x3 − 2y3 + 3x2y + 2 = 0 · · · (i)

x(x+ 2y) = 0 · · · (ii)
. (ii) から x = 0 または x = −2y. x = 0 の場合, (i) より y = 1 で

あり, x = −2y の場合, (i) より y = −1 である. 従って, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) = ( 01 ) ,

(
2
−1

)
の

場合である.

∂F
∂y = −6y2 + 3x2, ∂

2F
∂x2 = 6x+ 6y より f が f(0) = 1 を満たす場合, f ′′(0) = −

∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

= 1 > 0 となるため, f は

0 で極小値 1 をとり, f が f(2) = −1 を満たす場合, f ′′(2) = −
∂2F
∂x2

(
2
−1

)
∂F
∂y

(
2
−1

) = −1 < 0 となるため, f は 2 で極大値

−1 をとる.

(4) F ( xy ) = log(x2 + y2) − 2 tan−1 y

x
によって F :

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ̸= 0
}

→ R を定めれば ∂F
∂x = 2(x+y)

x2+y2 だか

ら F ( xy ) = ∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,

log(x2 + y2)− 2 tan−1 y

x
= 0 · · · (i)

x+ y = 0 · · · (ii)
. (ii) から y = −x. (i) に代入す

れば, 2 log |x| + log 2 + π
2 = 0 だから, x = ± 1√

2e
π
4

である. 従って, F ( xy ) = ∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは

( xy ) = ±
( 1

√
2e
π
4

− 1
√

2e
π
4

)
の場合である. ∂F

∂y = 2(−x+y)
x2+y2 , ∂2F

∂x2 = 2(−x2−2xy+y2)
(x2+y2)2 より f が f

(
1√
2e
π
4

)
= − 1√

2e
π
4
を満

たす場合, f ′′
(

1√
2e
π
4

)
= −

∂2F
∂x2

( 1
√

2e
π
4

− 1
√

2e
π
4

)
∂F
∂y

( 1
√

2e
π
4

− 1
√

2e
π
4

) = e
π
4√
2
> 0 となるため, f は

1√
2e

π
4

で極小値 − 1√
2e

π
4

をとり, f が

f
(
− 1√

2e
π
4

)
= 1√

2e
π
4
を満たす場合, f ′′

(
− 1√

2e
π
4

)
= −

∂2F
∂x2

(− 1
√

2e
π
4

1
√

2e
π
4

)
∂F
∂y

(− 1
√

2e
π
4

1
√

2e
π
4

) = − e
π
4√
2
< 0 となるため, f は − 1√

2e
π
4

で極
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大値
1√
2e

π
4

をとる.

(5) F ( xy ) = x + 2 log y − exy3 によって F :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ∈ R, y > 0
}
→ R を定めれば ∂F

∂x = 1 − exy3 だから

F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,

x+ 2 log y − exy3 = 0 · · · (i)

1− exy3 = 0 · · · (ii)
. (ii) から y = e−

x
3 . (i) に代入すれば, x3 − 1 = 0

だから, x = 3 である. 従って, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) =

(
3
1
e

)
の場合である. ∂F

∂y = 2
y − 3exy2,

∂2F
∂x2 = −exy3 より f が f(3) = 1

e を満たす場合, f ′′(3) = −
∂2F
∂x2

(
3
1
e

)
∂F
∂y

(
3
1
e

) = −1

e
< 0 となるため, f は 3 で極大値

1

e

をとる.

(6) F ( xy ) = x3 + y3 − 3x2y − 1 によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 3x2 − 6xy だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

とおくと,

x3 + y3 − 3x2y − 1 = 0 · · · (i)

x(x− 2y) = 0 · · · (ii)
. (ii) から x = 0 または x = 2y. x = 0 の場合, (i) より y = 1 であ

り, x = 2y の場合, (i) より −3y3 − 1 = 0 だから y = − 1
3
√
3
である. 従って, F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは

( xy ) = ( 01 ) ,

(
− 2

3√3

− 1
3√3

)
の場合である.

∂F
∂y = 3y2 − 3x2, ∂

2F
∂x2 = 6x− 6y より f が f(0) = 1 を満たす場合, f ′′(0) = −

∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

= 2 > 0 となるため, f は 0

で極小値 1 をとり, f が f

(
− 2

3
√
3

)
= − 1

3
√
3
を満たす場合, f ′′

(
− 2

3
√
3

)
= −

∂2F
∂x2

(
− 2

3√3

− 1
3√3

)
∂F
∂y

(
− 2

3√3

− 1
3√3

) = − 2
3
√
9
< 0 となるた

め, f は − 2
3
√
3
で極大値 − 1

3
√
3
をとる.

(7) F ( xy ) = ax2y − (b + c)y3 + x2 + by2 + cy によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 2axy + 2x だから

F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,

ax2y − (b+ c)y3 + x2 + by2 + cy = 0 · · · (i)

x(ay + 1) = 0 · · · (ii)
. (ii) から x = 0 または, a ̸= 0 の

場合, y = −1

a
. x = 0の場合は (i)から y(y−1)((b+c)y+c) = 0だから y = 0, 1で, c ̸= −bの場合は y = − c

b+ c
で

ある. y = −1

a
の場合は a ̸= −1かつ b ̸= c(a−1)だから (i)を満たす xは存在しない. 従って, F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

が成り立つのは ( xy ) = ( 00 ) , (
0
1 ) ,
(

0
− c
b+c

)
の場合である.

∂F
∂y = ax2 − 3(b + c)y2 + 2by + c より ∂F

∂y ( 00 ) = c ̸= 0, ∂F∂y ( 01 ) = −b − 2c ̸= 0, ∂F∂y

(
0

− c
b+c

)
= −c(b+ 2c)

b+ c
̸= 0 だ

から, 方程式 ax2y − (b + c)y3 + x2 + by2 + cy = 0 により定まる陰関数 f0, f1, f− c
b+c
で, f0(0) = 0, f1(0) = 1,

f− c
b+c

(0) = − c

b+ c
を満たすものがある.

∂2F
∂x2 = 2ay + 2 より f ′′0 (0) = −

∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= −2

c
となるため, f0 は 0 で, c < 0 の場合は極小値 0, c > 0 の場合は極

大値 0 をとる.

f ′′1 (0) = −
∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

=
2a+ 2

b+ 2c
となるため, f1 は 0 で, (a+ 1)(b+ 2c) > 0 の場合は極小値 1, (a+ 1)(b+ 2c) < 0 の

場合は極大値 1 をとる.

f ′′− c
b+c

(0) = −
∂2F
∂x2

(
0

− c
b+c

)
∂F
∂y

(
0

− c
b+c

) =
2b+ 2c− 2ac

c(b+ 2c)
となるため, c ̸= −b ならば, f− c

b+c
は 0 で, c(b + 2c)(b + c − ac) > 0

の場合は極小値 − c

b+ c
, c(b+ 2c)(b+ c− ac) < 0 の場合は極大値 − c

b+ c
をとる.
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(8) F ( xy ) = x3y3 − x + y によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 3x2y3 − 1 だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 とお

くと,

x3y3 − x+ y = 0 · · · (i)

3x2y3 − 1 = 0 · · · (ii)
. (ii) より x3y3 =

x

3
だから, (i) に代入して y =

2x

3
を得る. (ii) に代入すれ

ば,
8x5

9
= 1 より x = 2−

3
5 3

2
5 である. 従って, F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) =

(
2−

3
5 3

2
5

2
2
5 3−

3
5

)
の場合であ

る. ∂F
∂y = 3x3y2 + 1, ∂

2F
∂x2 = 6xy3 より f が f

(
2−

3
5 3

2
5

)
= 2

2
5 3−

3
5 を満たす場合, f ′′

(
2−

3
5 3

2
5

)
= −

∂2F
∂x2

(
2−

3
5 3

2
5

2
2
5 3−

3
5

)
∂F
∂y

(
2−

3
5 3

2
5

2
2
5 3−

3
5

) =

− 4 5√8
5 5√9

< 0 となるため, f は 2−
3
5 3

2
5 = 5

√
9
8 で極大値 2

2
5 3−

3
5 = 5

√
4
27 をとる.

(9) F ( xy ) = x3 − 3xy + 2y2 − 4y によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 3x2 − 3y だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

とおくと,

x3 − 3xy + 2y2 − 4y = 0 · · · (i)

x2 − y = 0 · · · (ii)
. (ii) から y = x2 より (i) に代入して 2x4 − 2x3 − 4x2 = 0 よ

り x2(x + 1)(x − 2) = 0 を得るため, x = −1, 0, 2 である. 従って, F ( xy ) = ∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) =(−1

1

)
, ( 00 ) , (

2
4 ) の場合である.

∂F
∂y = −3x + 4y − 4, ∂

2F
∂x2 = 6x より f が f(−1) = 1 を満たす場合, f ′′(−1) = −

∂2F
∂x2

(−1
1

)
∂F
∂y

(−1
1

) = 2 > 0 となるため,

f は 4 で極小値 1 をとる. f が f(0) = 0 を満たす場合, f ′′(0) = −
∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= 0 となるため, f の 0 における高次

の微分係数を調べる. x3 − 3xf(x) + 2f(x)2 − 4f(x) = 0 の両辺を 3回 x で微分すれば, ライプニッツの公式から

3− 3xf ′′′(x)− 9f ′′(x)+ 4f ′(x)2 +4f(x)f ′′(x)− 4f ′′′(x) = 0 だから f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0 より f ′′′(0) =
3

4
> 0

を得る. 従って f ′′ は 0 の付近で単調に増加するため, 0 の前後で負から正に符号が変わる. 故に f ′ は 0 で極小値

0 をとるため, f ′ は 0 を除いた 0 の付近では正の値をとり, f は 0 の付近では単調に増加する. よって, f(0) = 0 を

満たす場合の f は 0 で極値をとらない. f が f(2) = 4 を満たす場合, f ′′(2) = −
∂2F
∂x2 ( 24 )
∂F
∂y ( 24 )

= −2 < 0 となるため, f

は 2 で極大値 4 をとる.

(10) F ( xy ) = 3ay(x− by)2 − 3(x− by)2 + cy2 + dy によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 6(x− by)(ay− 1) だか

ら F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,

3ay(x− by)2 − 3(x− by)2 + cy2 + dy = 0 · · · (i)

(x− by)(ay − 1) = 0 · · · (ii)
. (ii)から x = by または,

a ̸= 0 の場合, y =
1

a
である. x = by の場合, (i)から y(cy + d) = 0 だから y = 0 または, c ̸= 0 の場合, y = −d

c
で

ある. y =
1

a
の場合, c ̸= −ad だから (i)を満たす x は存在しない. 従って, F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは

( xy ) = ( 00 ) ,
(

− bd
c

− d
c

)
の場合である.

∂F
∂y = 3ax2 − 12abxy + 9ab2y2 + 6bx− 2(3b2 − c)y + d より ∂F

∂y ( 00 ) = d ̸= 0, ∂F∂y

(
− bd
c

− d
c

)
= −d ̸= 0 だから, 方程式

3ay(x− by)2 − 3(x− by)2 + cy2 + dy = 0 により定まる陰関数 f0, f1 で, f0(0) = 0, f1
(
− bd

c

)
= −d

c
を満たすもの

がある. ∂2F
∂x2 = 6(ay− 1) より f ′′0 (0) = −

∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

=
6

d
となるため, f0 は, d < 0 ならば 0 で極大値 0 をとり, d > 0

ならば 0 で極小値 0 をとる.

f ′′1
(
−d
c

)
= −

∂2F
∂x2

(
− bd
c

− d
c

)
∂F
∂y

(
− bd
c

− d
c

) =
−6(ad+ c)

cd
となるため, c ̸= 0 ならば, f1 は −bd

c
で, cd(ad + c) < 0 の場合は極小値

−d
c
をとり, cd(ad+ c) > 0 の場合は極大値 −d

c
をとる.

(11) F ( xy ) = x4 + 4xy3 − 3y によって F : R2 → R を定めれば ∂F
∂x = 4x3 + 4y3 だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 とお
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くと,

x4 + 4xy3 − 3y = 0 · · · (i)

x3 + y3 = 0 · · · (ii)
. (ii) から y = −x. (i) に代入すれば, −3x4 + 3x = 0 だから x = 0, 1 である.

従って, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) = ( 00 ) ,

(
1
−1

)
の場合である.

∂F
∂y = 12xy2 − 3, ∂2F

∂x2 = 12x2 より f が f(1) = −1 を満たす場合, f ′′(1) = −
∂2F
∂x2

(
1
−1

)
∂F
∂y

(
1
−1

) = − 4
3 < 0 となるため,

f は 1 で極大値 −1 をとる. f が f(0) = 0 を満たす場合, f ′′(0) = −
∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= 0 となるため, f の 0 におけ

る高次の微分係数を調べる. x4 + 4xf(x)3 − 3f(x) = 0 の両辺を 3回 x で微分すれば, ライプニッツの公式から

24x+ 4x(f(x)3)′′′ + 12(f(x)3)′′ − 3f ′′′(x) = 0 であり, (f(x)3)′′ = 3f ′′(x)f(x)2 + 6f ′(x)2f(x) かつ f(0) = 0 だか

ら f ′′′(0) = 0 となることがわかる. さらにもう 1回微分すれば 24 + 4x(f(x)3)(4) + 16(f(x)3)′′′ − 3f (4)(x) = 0 で

あり, (f(x)3)′′′ = 3f ′′′(x)f(x)2 + 18f ′′(x)f ′(x)f(x) + 6f ′(x)3 かつ f(0) = f ′(0) = 0 だから f (4)(0) = 8 > 0 とな

ることがわかる. 従って f ′′′ は 0 の付近で単調に増加し, f ′′′(0) = 0 より, 0 の前後で f ′′′ の値の符号は負から正に

変わる. 故に f ′′ は 0 で極小値 0 をとるため, f ′′ は 0 を除いた 0 の付近では正の値をとる. よって, f ′ は 0 の付近

では単調に増加し, f ′(0) = 0 より f ′ の値の符号は負から正に変わるため, f は 0 で極小値 0 をとる.

(12) F ( xy ) = x4+2x2+y3−yによって F : R2 → Rを定めれば ∂F
∂x = 4x3+4xだから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0とおくと,x4 + 2x2 + y3 − y = 0 · · · (i)

x(x2 + 1) = 0 · · · (ii)
. (ii) から x = 0 だから (i) から y = 0,±1 である. 従って, F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0

が成り立つのは ( xy ) = ( 00 ) ,± ( 01 ) の場合である.
∂F
∂y = 3y2 − 1 より ∂F

∂y ( 00 ) = −1 ̸= 0, ∂F∂y ( 01 ) = 2 ̸= 0, ∂F∂y
(

0
−1

)
= 2 ̸= 0 だから, 方程式 x4 + 2x2 + y3 − y = 0 に

より定まる陰関数 f0, f1, f−1 で, f0(0) = 0, f1(0) = 1, f−1(0) = −1 を満たすものがある.

∂2F
∂x2 = 12x2 + 4 より f ′′0 (0) = −

∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= 4 > 0 となるため, f0 は 0 で極小値 0 をとる.

f ′′1 (0) = −
∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

= −2 < 0 となるため, f1 は 0 で極大値 1 をとる.

f ′′−1(0) = −
∂2F
∂x2

(
0
−1

)
∂F
∂y

(
0
−1

) = −2 < 0 となるため, f−1 は 0 で極大値 −1 をとる.

(13) F ( xy )=x2(ay+ b)−2xy(y−1)−y(y−1)(cy+d)によって F :R2 → R を定めれば ∂F
∂x =2(ay+ b)x−2y(y−1)

だから F ( xy ) = ∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,

(ay + b)x2 − 2y(y − 1)x− y(y − 1)(cy + d) = 0 · · · (i)

2(ay + b)x− 2y(y − 1) = 0 · · · (ii)
. a ̸= 0 かつ

y = − b

a
ならば, 仮定 b ̸= 0,−a によって (ii)は成立しないため, (ii)より x =

y(y − 1)

ay + b
である. これを (i)に代入

して両辺に −ay − b をかけて左辺を因数分解すれば y(y − 1)((ac+ 1)y2 + (ad+ bc− 1)y + bd) = 0 が得られる.

(I) ac ̸= −1 かつ (ad+ bc− 1)2 ≧ 4bd(ac+ 1) の場合 : F ( xy )=
∂F
∂x (

x
y )= 0 を満たす ( xy ) はD = (ad+ bc− 1)2 −

4bd(ac+ 1) とおけば ( 00 ), (
0
1 ),

(
(−ad−bc+1±

√
D)(−ab−bc−2ac−1±

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b±a
√
D)

−ad−bc+1±
√
D

2(ac+1)

)
(複号同順)である.

(II) ac = −1 かつ ad+ bc ̸= 1 の場合 : F ( xy ) =
∂F
∂x (

x
y ) = 0 を満たす ( xy ) は ( 00 ), (

0
1 ),

(
− ad(ad−1)

a2d−a−b
− abd
a2d−a−b

)
である.

(III)「ac = −1かつ ad+bc = 1」または「ac ̸= −1かつ (ad+bc−1)2 < 4bd(ac+1)」の場合 : F ( xy ) =
∂F
∂x (

x
y ) = 0

を満たす ( xy ) は ( 00 ), (
0
1 ) である.

∂F
∂y = ax2 − 2x(2y − 1) − 3cy2 + 2(c − d)y + d より ∂F

∂y (
0
0 ) = d, ∂F

∂y (
0
1 ) = −c − d であり, 上の (I) の場合は,
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∂F
∂y

(
(−ad−bc+1+

√
D)(−ab−bc−2ac−1+

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b+a
√
D)

−ad−bc+1+
√
D

2(ac+1)

)
, ∂F∂y

(
(−ad−bc+1−

√
D)(−ab−bc−2ac−1−

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b−a
√
D)

−ad−bc+1−
√
D

2(ac+1)

)
はそれぞれ

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1)
√
D(

a2d− abc− a− 2b− a
√
D
)2 +

2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))D+ (2a2d+ a2c− a− 2b)D
3
2

(ac+ 1)
(
a2d− abc− a− 2b− a

√
D
)2

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1)
√
D

−
(
a2d− abc− a− 2b+ a

√
D
)2 +

2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))D− (2a2d+ a2c− a− 2b)D
3
2

(ac+ 1)
(
a2d− abc− a− 2b+ a

√
D
)2

で与えられ, 上の (II)の場合は ∂F
∂y

(
− ad(ad−1)

a2d−a−b
− abd
a2d−a−b

)
= d(ad− 1) である.

以上から, d ̸= 0 の場合は, 与えられた方程式から定まる陰関数 f0 で, f0(0) = 0 を満たすものが存在し, d ̸= −c
の場合は, 与えられた方程式から定まる陰関数 f1 で, f1(0) = 1 を満たすものが存在する. また, ac ̸= −1 かつ

(ad+ bc− 1)2 > 4bd(ac+ 1) の場合,

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1) +
2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))

√
D+ (2a2d+ a2c− a− 2b)D

ac+ 1
̸= 0

ならば,与えられた方程式から定まる陰関数 f+ で, f+

(
(−ad−bc+1+

√
D)(−ab−bc−2ac−1+

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b+a
√
D)

)
=

−ad− bc+ 1 +
√
D

2(ac+ 1)
を満たすものが存在し,

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1)− 2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))
√
D− (2a2d+ a2c− a− 2b)D

ac+ 1
̸= 0

ならば,与えられた方程式から定まる陰関数 f− で, f−

(
(−ad−bc+1−

√
D)(−ab−bc−2ac−1−

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b−a
√
D)

)
=

−ad− bc+ 1−
√
D

2(ac+ 1)
を満たすものが存在する. ac = −1, d ̸= 0, ad ̸= 1 かつ a2d− a− b ̸= 0 の場合は, 与えられた方程式から定まる陰

関数 f∗ で, f∗

(
−ad(ad−1)
a2d−a−b

)
= − abd

a2d− a− b
を満たすものが存在する.

∂2F
∂x2 = 2(ay + b) より, d ̸= 0 の場合は f ′′0 (0) = −

∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= −2b

d
となるため, bd < 0 ならば f0 は 0 で極小値

0 をとり, bd > 0 ならば f0 は 0 で極大値 0 をとる. d ̸= −c の場合は f ′′1 (0) = −
∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

=
2(a+ b)

c+ d
となるため,

(a+ b)(c+ d) > 0 ならば f0 は 0 で極小値 1 をとり, (a+ b)(c+ d) < 0 ならば f0 は 0 で極大値 1 をとる.

ac ̸= −1 かつ (ad+ bc− 1)2 > 4bd(ac+ 1) かつ

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1) +
2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))

√
D+ (2a2d+ a2c− a− 2b)D

ac+ 1
̸= 0

の場合は f ′′+

(
(−ad−bc+1+

√
D)(−ab−bc−2ac−1+

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b+a
√
D)

)
= −

∂2F
∂x2

(
(−ad−bc+1+

√
D)(−ab−bc−2ac−1+

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b+a
√
D)

−ad−bc+1+
√
D

2(ac+1)

)
∂F
∂y

(
(−ad−bc+1+

√
D)(−ab−bc−2ac−1+

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b+a
√
D)

−ad−bc+1+
√
D

2(ac+1)

) =

(a2d−a−b−a
√
D)(a2d−abc−a−2b−a

√
D)

2

(ac+1)(a2d−abc−a−2b)(ad+bc+2bd−1)
√
D+2(c(a+b)2−ad(a2c+a2d−a−2b))D+(2a2d+a2c−a−2b)D

3
2
となり, この値が正ならば f+

は

(
−ad− bc+ 1 +

√
D
)(

−ab− bc− 2ac− 1 +
√
D
)

2(ac+ 1)
(
−a2d+ abc+ a+ 2b+ a

√
D
) で極小値

−ad− bc+ 1 +
√
D

2(ac+ 1)
をとり, この値が負ならば

f+ は

(
−ad− bc+ 1 +

√
D
)(

−ab− bc− 2ac− 1 +
√
D
)

2(ac+ 1)
(
−a2d+ abc+ a+ 2b+ a

√
D
) で極大値

−ad− bc+ 1 +
√
D

2(ac+ 1)
をとる.
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ac ̸= −1 かつ (ad+ bc− 1)2 > 4bd(ac+ 1) かつ

(a2d− abc− a− 2b)(ad+ bc+ 2bd− 1)− 2(c(a+ b)2− ad(a2c+ a2d− a− 2b))
√
D− (2a2d+ a2c− a− 2b)D

ac+ 1
̸= 0

の場合は f ′′−

(
(−ad−bc+1−

√
D)(−ab−bc−2ac−1−

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b−a
√
D)

)
= −

∂2F
∂x2

(
(−ad−bc+1−

√
D)(−ab−bc−2ac−1−

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b−a
√
D)

−ad−bc+1−
√
D

2(ac+1)

)
∂F
∂y

(
(−ad−bc+1−

√
D)(−ab−bc−2ac−1−

√
D)

2(ac+1)(−a2d+abc+a+2b−a
√
D)

−ad−bc+1−
√
D

2(ac+1)

) =

(a2d−a−b+a
√
D)(a2d−abc−a−2b+a

√
D)

2

−(ac+1)(a2d−abc−a−2b)(ad+bc+2bd−1)
√
D+2(c(a+b)2−ad(a2c+a2d−a−2b))D−(2a2d+a2c−a−2b)D

3
2
となり, この値が正ならば

f− は

(
−ad− bc+ 1−

√
D
)(

−ab− bc− 2ac− 1−
√
D
)

2(ac+ 1)
(
−a2d+ abc+ a+ 2b− a

√
D
) で極小値

−ad− bc+ 1−
√
D

2(ac+ 1)
をとり, この値が負なら

ば f− は

(
−ad− bc+ 1−

√
D
)(

−ab− bc− 2ac− 1−
√
D
)

2(ac+ 1)
(
−a2d+ abc+ a+ 2b− a

√
D
) で極大値

−ad− bc+ 1−
√
D

2(ac+ 1)
をとる. ac = −1,

d ̸= 0, ad ̸= 1 かつ a2d− a− b ̸= 0 の場合は, f ′′∗

(
−ad(ad−1)
a2d−a−b

)
= −

∂2F
∂x2

(
− ad(ad−1)

a2d−a−b
− abd
a2d−a−b

)
∂F
∂y

(
− ad(ad−1)

a2d−a−b
− abd
a2d−a−b

) =
2b(a+ b)

d(ad− 1)(a2d− a− b)
と

なり, この値が正ならば f∗ は − ad(ad− 1)

a2d− a− b
で極小値− abd

a2d− a− b
をとり, この値が負ならば f∗ は− ad(ad− 1)

a2d− a− b

で極大値 − abd

a2d− a− b
をとる.

f ′′1 (0) = −
∂2F
∂x2 ( 01 )
∂F
∂y ( 01 )

= −2 < 0 となるため, f1 は 0 で極大値 1 をとる.

f ′′− 1
3

(0) = −
∂2F
∂x2

(
2
3

− 1
3

)
∂F
∂y

(
2
3

− 1
3

) = −2

3
< 0 となるため, f− 1

3
は

2

3
で極大値 −1

3
をとる.

(14) F ( xy ) =

(
x2

a2
+
y2

b2

)3
− x4 − y4 によってR2 上の関数 F を定める.

∂F

∂x
=

2x(3(b2x2 + a2y2)2 − 2a6b4x2)

a6b4
だ

から F ( xy ) =
∂F

∂x
( xy ) = 0 とおけば


(
x2

a2 + y2

b2

)3
− x4 − y4 = 0 · · · (i)

x(3(b2x2 + a2y2)2 − 2a6b4x2) = 0 · · · (ii)
が成り立つ. (ii) より x = 0 また

は y2 = −b
2x2

a2
±

√
6ab2x

3
である. x = 0 の場合は (i)と f(0) > 0 から y = b3 である.

x ̸= 0かつ y2 = −b
2x2

a2
+

√
6ab2x

3
の場合,この式を (i)に代入して x2

(
9(a4+ b4)x2− 2

√
6a3(a4+ 3b4)x+ 6a6b4

)
=0

が得られるため x =

√
6a3
(
a4 + 3b4 ± a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

である.

x ̸= 0かつ y2 = −b
2x2

a2
−
√
6ab2x

3
の場合,この式を (i)に代入して x2

(
9(a4+ b4)x2+ 2

√
6a3(a4+ 3b4)x+ 6a6b4

)
=0

が得られるため x =

√
6a3
(
−a4 − 3b4 ± a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

である.

以上から F ( xy ) =
∂F

∂x
( xy ) = 0 が成り立つのは a < 4

√
3b ならば ( xy ) =

(
0
b3
)
のみで, a ≧ 4

√
3b ならば y = f(x) > 0

より ( xy ) =
(

0
b3
)
,

 √
6a3(a4+3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

 ,

 √
6a3(a4+3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

 ,

 √
6a3(−a4−3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

, √
6a3(−a4−3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

 である.
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∂F

∂y
=

2y(3(b2x2 + a2y2)2 − 2a4b6y2)

a4b6
,
∂2F

∂x2
=

6(5b4x4 + 6a2b2x2y2 + a4y4 − 2a6b4x2)

a6b4
だから,

∂F

∂y

(
0
b3
)
= 2b9 > 0,

∂2F

∂x2
(

0
b3
)
=

6b8

a2
> 0 であり, 以下の等式が成り立つ.

∂F

∂y

( x√
− b2x2

a2
+

√
6ab2x
3

)
= −

4x2
(
3x−

√
6a3
)(
3(a4 + b4)x−

√
6a3b4

)
9a4

,
∂2F

∂x2

( x√
− b2x2

a2
+

√
6ab2x
3

)
=

8x2
(√

6x− a3
)

a3

∂F

∂y

( x√
− b2x2

a2
−

√
6ab2x
3

)
= −

4x2
(
3x+

√
6a3
)(
3(a4 + b4)x+

√
6a3b4

)
9a4

,
∂2F

∂x2

( x√
− b2x2

a2
−

√
6ab2x
3

)
= −

8x2
(√

6x+ a3
)

a3

また a ≧ 4
√
3b ならば

3

(√
6a3
(
a4 + 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
−
√
6a3 = −

√
6a5

2a2 +
√
a4 − 3b4

< 0

3(a4 + b4)

(√
6a3
(
a4 + 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
−
√
6a3b4 =

√
6a5

3

(
a2 +

√
a4 − 3b4

)
> 0

√
6

(√
6a3
(
a4 + 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
− a3 =

a3
√
a4 − 3b4

2a2 +
√
a4 − 3b4

≧ 0

3

(√
6a3
(
a4 + 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
−
√
6a3 = −

√
6a5
(
2a2 +

√
a4 − 3b4

)
3(a4 + b4)

< 0

3(a4 + b4)

(√
6a3
(
a4 + 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
−
√
6a3b4 =

√
6a5

3

(
a2 −

√
a4 − 3b4

)
> 0

√
6

(√
6a3
(
a4 + 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
− a3 = −

a3
√
a4 − 3b4

(
2a2 +

√
a4 − 3b4

)
3(a4 + b4)

≦ 0

3

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+

√
6a3 =

√
6a5

2a2 +
√
a4 − 3b4

> 0

3(a4 + b4)

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+
√
6a3b4 = −

√
6a5

3

(
a2 +

√
a4 − 3b4

)
< 0

√
6

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+ a3 = − a3

√
a4 − 3b4

2a2 +
√
a4 − 3b4

≦ 0

3

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+

√
6a3 =

√
6a5
(
2a2 +

√
a4 − 3b4

)
3(a4 + b4)

> 0

3(a4 + b4)

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+
√
6a3b4 = −

√
6a5

3

(
a2 −

√
a4 − 3b4

)
< 0

√
6

(√
6a3
(
−a4 − 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

)
+ a3 =

a3
√
a4 − 3b4

(
2a2 +

√
a4 − 3b4

)
3(a4 + b4)

≧ 0

より,
∂F

∂y

 √
6a3(a4+3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

,
∂F

∂y

 √
6a3(a4+3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

,
∂F

∂y

 √
6a3(−a4−3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

,

∂F

∂y

 √
6a3(−a4−3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

 はすべて正であり, a > 4
√
3b ならば

∂2F

∂x2

 √
6a3(a4+3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

 と
∂2F

∂x2

 √
6a3(−a4−3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

が正,
∂2F

∂x2

 √
6a3(a4+3b4−a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)−(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

と ∂2F

∂x2

 √
6a3(−a4−3b4+a2

√
a4−3b4)

9(a4+b4)

√
6a3b

√
a2(a4+9b4)+(a4−3b4)

3
2

9(a4+b4)

が
負である. 以上から与えられた関係式から定まる関数 f は 0 で極大値 b3 をとり, a < 4

√
3b ならば 0 以外の点で極

値をとらない.
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a > 4
√
3bならば f は 0で極大値 b3, ±

√
6a3
(
a4 + 3b4 + a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

で極大値

√
6a3b

√
a2(a4 + 9b4) + (a4 − 3b4)

3
2

9(a4 + b4)

をとり, ±
√
6a3
(
a4 + 3b4 − a2

√
a4 − 3b4

)
9(a4 + b4)

で極小値

√
6a3b

√
a2(a4 + 9b4)− (a4 − 3b4)

3
2

9(a4 + b4)
をとる. a = 4

√
3b の場合,

f が極値をとる可能性があるのは 0 以外に ±
√
6a3

6
である. f は 0 で極大であるため, もし f が ±

√
6a3

6
で極値を

とるとすれば, 極小値であり, 極小値は
a3√
23

3
4

0 である. 従って f は x ≦ −
√
6a3

6
の範囲の減少し, x ≧

√
6a3

6
の範

囲で増加するため, |x| ≧
√
6a3

6
ならば f(x) ≧ a3√

23
3
4

> 0 である. 一方, F (x, 0) = 0 を満たす x は ±a3 に限るた

め, x が ±a3 に近づけば f(x) は 0 に近づくため, 上で述べたことと矛盾する. 故に a = 4
√
3b の場合, f は 0 以外で

極値をとらない.

(15) F ( xy )=3ax2y− 6abxy2 + cy3 − 3x2 +6bxy− (3b2 +(p+ q)(c− 3ab2))y2 + pq(c− 3ab2)y によって F :R2 → R

を定めれば ∂F
∂x = 6(x− by)(ay − 1) だから F ( xy ) =

∂F
∂x ( xy ) = 0 とおくと,3ax2y − 6abxy2 + cy3 − 3x2 + 6bxy − (3b2 + (p+ q)(c− 3ab2))y2 + pq(c− 3ab2)y = 0 · · · (i)

(x− by)(ay − 1) = 0 · · · (ii)
.

(ii)から x = by または, a ̸= 0 の場合, y =
1

a
である. x = by の場合, (i)から (c− 3ab2)y(y − p)(y − q) = 0 だか

ら, c ̸= 3ab2 より y = 0, p, q である. y =
1

a
の場合, c ̸= 3ab2 かつ ap, aq ̸= 1 だから (i)を満たす x は存在しない.

従って, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) = 0 が成り立つのは ( xy ) = ( 00 ) ,

(
bp
p

)
,
(
bq
q

)
の場合である.

∂F
∂y = 3ax2 − 12abxy + 3cy2 + 6bx+ 2((3ab2 − c)(p+ q)− 3b2)y − pq(3ab2 − c) より ∂F

∂y ( 00 ) = −pq(3ab2 − c) ̸= 0,
∂F
∂y

(
bp
p

)
= −p(p−q)(3ab2−c) ̸= 0, ∂F∂y

(
bq
q

)
= q(p−q)(3ab2−c) ̸= 0, だから, 方程式 3ax2y−6abxy2+cy3−3x2+

6bxy − (3b2 + (p + q)(c − 3ab2))y2 + pq(c − 3ab2)y = 0 により定まる陰関数 f0, fp, fq で, f0(0) = 0, fp(bp) = p,

fq(bq) = q を満たすものがある. ∂2F
∂x2 = 6(ay − 1) より f ′′0 (0) = −

∂2F
∂x2 ( 00 )
∂F
∂y ( 00 )

= − 6

pq(3ab2 − c)
となるため, f0 は,

pq(3ab2 − c) < 0 ならば 0 で極小値 0 をとり, pq(3ab2 − c) > 0 ならば 0 で極大値 0 をとる.

f ′′p (bp) = −
∂2F
∂x2

(
bp
p

)
∂F
∂y

(
bp
p

) =
6(ap− 1)

p(p− q)(3ab2 − c)
となるため, fp は bp で, p(p− q)(ap− 1)(3ab2 − c) < 0 の場合は極大

値 p をとり, p(p− q)(ap− 1)(3ab2 − c) > 0 の場合は極小値 p をとる.

f ′′q (bq) = −
∂2F
∂x2

(
bq
q

)
∂F
∂y

(
bq
q

) = − 6(aq − 1)

q(p− q)(3ab2 − c)
となるため, fq は bq で, q(p− q)(aq− 1)(3ab2 − c) < 0 の場合は極小

値 q をとり, q(p− q)(aq − 1)(3ab2 − c) > 0 の場合は極大値 q をとる.

2. f の最大値, 最小値はそれぞれ f の極大値, 極小値であるため, f が極値をとる候補の点をすべて求め, それらの

点における f の値のうちで最大のものが f の最大値であり, 最小のものが f の最小値である. f が極値をとる候補

の点を求めるには, f の定義域 X を内部と境界に分けて考え, それぞれにおいて極値の候補になる点を求める.

(1) ∂f
∂x = 3x2 − 3y, ∂f∂y = −3x+ 3 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと3x2 − 3y = 0 · · · (i)

−3x+ 3 = 0 · · · (ii)

(i) から x = 1 であり, (ii)に代入すれば y = 1 が得られるため, X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をと

る可能性があるのは ( 11 ) のみである.

X の境界は
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y = x2 − 4, −2 ≦ x ≦ 3
}
と
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y = x+ 2, −2 ≦ x ≦ 3
}
の合併集合だから,

X の境界に f の定義域を制限した関数の極値は, f1(t) = f
( t
t2−4

)
, f2(t) = f

(
t
t+2

)
によって定められる関数

314



f1, f2 : [−2, 3] → R の極値になっている. f1(t) = −2t3 + 3t2 + 12t− 12 だから f ′1(t) = −6(t+ 1)(t− 2) となるた

め, f1 は [−2,−1], [2, 3] で減少, [−1, 2] で増加する. f2(t) = t3 − 3t2 − 3t+ 6 だから f ′2(t) = 3(t2 − 2t− 1) となる

ため, f2 は
[
−2, 1−

√
2
]
,
[
1 +

√
2, 3
]
で増加,

[
1−

√
2, 1 +

√
2
]
で減少する. 故に, X の境界に f の定義域を制限

した関数が極値をとる可能性があるのは
(−2

0

)
,
(−1
−3

)
, ( 20 ), (

3
5 ),
(

1−
√
2

3−
√
2

)
,
(

1+
√
2

3+
√
2

)
のみである.

f( 11 ) = 1, f
(−2

0

)
= −8, f

(−1
−3

)
= −19, f( 20 ) = 8, f( 35 ) = 3, f

(
1−

√
2

3−
√
2

)
= 1 + 4

√
2, f

(
1+

√
2

3+
√
2

)
= 1 − 4

√
2, であ

るため, f は ( 20 ) において最大値 2 をとり,
(−1
−3

)
において最小値 −19 をとる.

(2) ∂f
∂x = y +

√
2, ∂f∂y = x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと x = 0, y = −

√
2 であるが,

(
0

−
√
2

)
は X の内部の点ではな

い. 従って f は X の内部では極値をとらない.

F ( xy ) = 2x2 + y2 − 2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 4x, ∂F∂y = 2y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0

にはならないが, 原点は X 上にはない. また, ∂f∂x = y +
√
2, ∂f∂y = x より f が点 ( xy ) において極値をとるならば,

λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
2x2 + y2 − 2 = 0 · · · (i)

y +
√
2 = 4λx · · · (ii)

x = 2λy · · · (iii)

(ii)の両辺に y をかけた式から (iii)の両辺に 2x をかけた式を辺々引くと y2 +
√
2y − 2x2 = 0 だから, この等式と

(i)を辺々加えれば 2y2 +
√
2y− 2 = 0 が得られる. 2次方程式の解の公式から y = −

√
2,

√
2
2 がこの方程式の解であ

る. (i)から, y = −
√
2 の場合は x = 0, y =

√
2
2 の場合は, x = ±

√
3
2 である. 故に, f が極値をとる可能性があるの

は
(

0
−
√
2

)
,

( √
3

2√
2

2

)
,

(
−

√
3

2√
2

2

)
のみである.

f
(

0
−
√
2

)
= 0, f

( √
3

2√
2

2

)
= 3

√
6

4 , f

(
−

√
3

2√
2

2

)
= − 3

√
6

4 であるため, f は
( √

3
2√
2

2

)
において最大値 3

√
6

4 をとり,

(
−

√
3

2√
2

2

)
において最小値 − 3

√
6

4 をとる.

(3) ∂f
∂x = 8x3 + 4xy, ∂f∂y = 2x2 + 2y − 2 より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと8x3 + 4xy = 0 · · · (i)

2x2 + 2y − 2 = 0 · · · (ii)

(ii) から y = 1− x2 であり, (i)に代入すれば 4x(x2 + 1) = 0 が得られるため, x = 0 である. よって X の内部に f

の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ( 01 ) のみである.

X の境界は
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ y = 0, −
√
6
2 ≦ x ≦

√
6
2

}
と
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ y = 3− 2x2, −
√
6
2 ≦ x ≦

√
6
2

}
の合併集合だか

ら, X の境界に f の定義域を制限した関数の極値は, f1(t) = f( t0 ), f2(t) = f
( t
3−2t2

)
によって定められる関数

f1, f2 :
[
−

√
6
2 ,

√
6
2

]
→ R の極値になっている. f1(t) = 2t4 だから f1 は ±

√
6
2 で最大になり, 0 で最小である.

f2(t) = 2t4−2t2+3だから f ′2(t) = 4t(2t2−1)となるため, f2 は
[
−

√
6
2 ,−

√
2
2

]
,
[
0,

√
2
2

]
で減少,

[
−

√
2
2 , 0

]
,
[√

2
2 ,

√
6
2

]
で増加する. 故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ( 00 ),

(
±

√
6

2
0

)
,
(

±
√

2
2
2

)
,

( 03 ) のみである.

f( 01 ) = −1, f( 00 ) = 0, f
( √

6
2
0

)
= f

(
−

√
6

2
0

)
= 9

2 , f
( √

2
2
2

)
= f

(
−

√
2

2
2

)
= 3

2 , f(
0
3 ) = 3 であるため, f は

( √
6

2
0

)
,(

−
√

6
2
0

)
において最大値 9

2 をとり, ( 01 ) において最小値 −1 をとる.

(4) ∂f
∂x = 4x3 − 2x− 2y, ∂f∂y = 4y3 − 2x− 2y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x3 − 2x− 2y = 0 · · · (i)

4y3 − 2x− 2y = 0 · · · (ii)

(i)− (ii) から 4(x3 − y3) = 0 だから, x = y である. よって (i) から x3 − x = 0 だから, x = 0,±1 が得られ, X の

内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ( 00 ), (
1
1 ),
(−1
−1

)
のみである.
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F ( xy ) = x2 + y2 − 5 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 2y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0

にはならないが, 原点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域をを制限した関数が点 ( xy ) において

極値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 + y2 − 5 = 0 · · · (i)

4x3 − 2x− 2y = 2λx · · · (ii)

4y3 − 2x− 2y = 2λy · · · (iii)

(ii) − (iii)より 2(x − y)(2x2 + 2xy + 2y2 − λ) = 0 が得られるため, x = y または λ = 2x2 + 2xy + 2y2 である.

x = y の場合は (i)から x = y = ±
√
10
2 である. λ = 2x2+2xy+2y2 の場合, (ii)に代入すれば (x+ y)(2xy+1) = 0

が得られるため, x = −y または y = − 1
2x である. x = −y の場合は (i)から x = −y = ±

√
10
2 である. y = − 1

2x

の場合は (i)から 4x4 − 20x2 + 1 = 0 だから x2 = 10±4
√
6

4 =
(√

6
2 ± 1

)2
, 従って x = ±

√
6
2 ± 1 (複号任意)である.

故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ±
( √

10
2√
10
2

)
, ±
( √

10
2

−
√

10
2

)
, ±
( √

6
2 +1

−
√

6
2 +1

)
,

±
( √

6
2 −1

−
√

6
2 −1

)
のみである.

f( 00 ) = 0, f( 11 ) = f
(−1
−1

)
= −2, f

( √
10
2√
10
2

)
= f

(
−

√
10
2

−
√

10
2

)
= 5

2 , f

( √
10
2

−
√

10
2

)
= f

(
−

√
10
2√
10
2

)
= 25

2 , f

( √
6

2 +1

−
√

6
2 +1

)
=

f

(
−

√
6

2 −1
√

6
2 −1

)
= f

( √
6

2 −1

−
√

6
2 −1

)
= f

(
−

√
6

2 +1
√

6
2 +1

)
= 41

2 であるため, f は
( √

6
2 +1

−
√

6
2 +1

)
,

(
−

√
6

2 −1
√

6
2 −1

)
,

( √
6

2 −1

−
√

6
2 −1

)
,

(
−

√
6

2 +1
√

6
2 +1

)
において最大値 41

2 をとり, ( 11 ),
(−1
−1

)
において最小値 −2 をとる.

(5) ∂f
∂x = 4x3 + 4y, ∂f∂y = 4y3 + 4x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとx3 + y = 0 · · · (i)

y3 + x = 0 · · · (ii)

(i) から y = −x3 だから (ii)に代入すれば x(x8 − 1) = 0 を得る. 従って x = 0 または x = ±1 となるため, X

の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ( 00 ), ±
(

1
−1

)
, ±

(−1
1

)
のみである. このとき,

f( 00 ) = 0, f
(

1
−1

)
= f

(−1
1

)
= −2 である.

F ( xy ) = x2 + y2 − 6 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 2y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0

にはならないが, 原点は X 上にはない. また, ∂f∂x = 4x3 + 4y, ∂f∂y = 4y3 + 4x より f が点 ( xy ) において極値をとる

ならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 + y2 − 6 = 0 · · · (i)

4x3 + 4y = 2λx · · · (ii)

4y3 + 4x = 2λy · · · (iii)

(ii)から (iii)を辺々引くと 4(x−y)(x2+xy+y2−1) = 2λ(x−y)だから y = xまたは 2λ = 4(x2+xy+y2−1)であ

る. y = xの場合は, (i)から x = ±
√
3, 2λ = 4(x2+xy+y2−1)の場合は, (ii)に代入すれば (x+y)(xy−1) = 0が得

られるため, y = −xまたは y = 1
x である. 従って (i)から, y = −xならば x = ±

√
3, y = 1

x ならば x4−6x2+1 = 0

だから x2 = 3± 2
√
2 =

(√
2± 1

)2
となるため, x = ±

√
2± 1 (複号任意)である. 故に, f が極値をとる可能性があ

るのは ±
(√

3√
3

)
, ±
( √

3

−
√
3

)
, ±
(√

2+1√
2−1

)
, ±
(√

2−1√
2+1

)
のみである.

f
(√

3√
3

)
= f

(
−
√
3

−
√
3

)
= 30, f

( √
3

−
√
3

)
= f

(
−
√
3√
3

)
= 6, f

(√
2+1√
2−1

)
= f

(
−
√
2+1

−
√
2+1

)
= f

(√
2−1√
2+1

)
= f

(
−
√
2+1

−
√
2−1

)
= 38

であるため, f は
(√

2+1√
2−1

)
,
(

−
√
2+1

−
√
2+1

)
,
(√

2−1√
2+1

)
,
(

−
√
2+1

−
√
2−1

)
において最大値 38 をとり,

(
1
−1

)
,
(−1

1

)
において最小値

−2 をとる.
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(6) ∂f
∂x = 3x2 + 3y2 − 3, ∂f∂y = 6xy より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと3x2 + 3y2 − 3 = 0 · · · (i)

6xy = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 0 または y = 0 である. (i) から x = 0 の場合は y = ±1, y = 0 の場合は x = ±1 である. よって X

の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ± ( 01 ), ± ( 10 ) のみである.

F ( xy ) = x2 + 2y2 − 3 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 4y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0

にはならないが, 原点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限した関数が点 ( xy ) において極

値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 + 2y2 − 3 = 0 · · · (i)

3x2 + 3y2 − 3 = 2λx · · · (ii)

6xy = 4λy · · · (iii)

(iii)より y = 0 または λ = 3
2x である. y = 0 の場合は (i)から x = ±

√
3 である. λ = 3

2x の場合, (ii)に代入すれ

ば y = ±1 が得られるため, (i) から x = ±1 である. 故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可

能性があるのは ±
(√

3
0

)
, ± ( 11 ), ±

(
1
−1

)
のみである.

f( 01 ) = f
(

0
−1

)
= 0, f( 10 ) = −2, f

(−1
0

)
= 2, f

(√
3
0

)
= f

(
−
√
3

0

)
= 0, f( 11 ) = f

(
1
−1

)
= 1, f

(−1
1

)
= f

(−1
−1

)
= −1

であるため, f は
(−1

0

)
において最大値 2 をとり, ( 10 ) において最小値 −2 をとる.

(7) ∂f
∂y = 2 ̸= 0 より X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性がある点は存在しない. F ( xy ) =

x4 + y4 − 2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 4x3, ∂F∂y = 4y3 だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0 にはなら

ないが, 原点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限した関数が点 ( xy ) において極値をとる

ならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x4 + y4 − 2 = 0 · · · (i)

2x = 4λx3 · · · (ii)

2 = 4λy3 · · · (iii)

(ii) より x = 0 または λ = 1
2x2 である. x = 0 の場合, (i)より y = ± 4

√
2. λ = 1

2x2 の場合, (iii)より x2 = y3 だか

ら y ≧ 0 であり, (i)に代入すれば y6 + y4 − 2 = 0 となり, この左辺は (y+1)(y− 1)(y4 +2y2 +2) と因数分解され

るため y = 1 である. 故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは
(

0
4√2

)
,
(

0
− 4√2

)
,

( 11 ),
(−1

1

)
のみである. f

(
0
4√2

)
= 2 4

√
2, f

(
0

− 4√2

)
= −2 4

√
2, f( 11 ) = f

(−1
1

)
= 3 であるため, f は ( 11 ),

(−1
1

)
にお

いて最大値 3 をとり,
(

0
− 4√2

)
において最小値 −2 4

√
2 をとる.

(8) ∂f
∂x = 3x2 + 3(y + 3)(y − 1), ∂f∂y = 6x(y + 1) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと3x2 + 3(y + 3)(y − 1) = 0 · · · (i)

6x(y + 1) = 0 · · · (ii)

(ii) から x = 0 または y = −1 である. (i) から x = 0 の場合は y = −3 または y = 1, y = −1 の場合は x = ±2 で

ある. よって X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは
(

0
−3

)
, ( 01 ),

(±2
−1

)
のみである.

F ( xy ) = x2 + 2y2 + 4y − 7 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 4y + 4 だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は

(
0
−1

)
以外

では同時に 0 にはならないが, この点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限した関数が点
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( xy ) において極値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 + 2y2 + 4y − 7 = 0 · · · (i)

3x2 + 3(y + 3)(y − 1) = 2λx · · · (ii)

6x(y + 1) = 4λ(y + 1) · · · (iii)

(iii)より 2λ = 3x または y = −1 である. 2λ = 3x の場合, (ii)より 3(y+3)(y− 1) = だから y = −3 または y = 1

であり, (i)より y がいずれの場合も x = ±1 である. y = −1 の場合は (i)より x = ±3 である. 故に, X の境界に

f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは
(±1
−3

)
,
(±1

1

)
,
(±3
−1

)
のみである.

f
(

0
−3

)
= f( 01 ) = 0, f

(
2
−1

)
= −16, f

(−2
−1

)
= 16, f

(
1
−3

)
= f( 11 ) = 1, f

(−1
−3

)
= f

(−1
1

)
= −1, f

(
3
−1

)
= −9

f
(−3
−1

)
= 9 であるため, f は

(−2
−1

)
において最大値 16 をとり,

(
2
−1

)
において最小値 −16 をとる.

(9) ∂f
∂x = 4x+ 4y − 4, ∂f∂y = 4x+ 2y より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと4x+ 4y − 4 = 0 · · · (i)

4x+ 2y = 0 · · · (ii)

(ii) から y = −2x であり, (i)に代入すれば x = −1 が得られる. よって X の内部に f の定義域を制限した関数が

極値をとる可能性があるのは
(−1

2

)
のみであるが, ∂

2f
∂x2

∂2f
∂y2 −

(
∂2f
∂x∂y

)2
= −8 < 0 だから,

(−1
2

)
では f は極値をとら

ない.

F ( xy ) = 2x2 + y2 − 10 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 4x, ∂F∂y = 2y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に

0 にはならないが, 原点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限した関数が点 ( xy ) において

極値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
2x2 + y2 − 10 = 0 · · · (i)

4x+ 4y − 4 = 4λx · · · (ii)

4x+ 2y = 2λy · · · (iii)

(ii), (iii)を x, y に関する連立 1次方程式

(1− λ)x+ y = 1

2x+ (1− λ)y = 0
とみれば, λ ̸= 1 ±

√
2 のとき, x = − λ−1

(λ−1)2−2 ,

y = − 2
(λ−1)2−2 である. (i)に代入すれば (5(λ− 1)2 − 6)((λ− 1)2 − 3) = 0 が得られるため, λ− 1 = ±

√
30
5 , ±

√
3 で

ある. 故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは
(

±
√

30
4

5
2

)
,
(

±
√
3

−2

)
のみである.

f
( √

30
4
5
2

)
= 10 + 3

√
30
2 , f

(
−

√
30
4

5
2

)
= 10 − 3

√
30
2 , f

(√
3

−2

)
= 10 − 12

√
3, f

(
−
√
3

−2

)
= 10 + 12

√
3 であるため, f は(

−
√
3

−2

)
において最大値 10 + 12

√
3 をとり,

(√
3

−2

)
において最小値 10− 12

√
3 をとる.

(10) ∂f
∂x = 2y(x− 2)(y + 4), ∂f∂y = 2x(x− 4)(y + 2) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと2y(x− 2)(y + 4) = 0 · · · (i)

2x(x− 4)(y + 2) = 0 · · · (ii)

(i)から x = 2 または y = 0 または y = −4 である. (ii)から x = 2 ならば y = −2 であり, y = 0 または y = −4

ならば x = 0 または x = 4 である. よって X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは(
2
−2

)
, ( 00 ),

(
0
−4

)
, ( 40 ),

(
4
−4

)
のみである.

F ( xy ) = x2 − 4x + y2 + 4y − 10 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x − 4, ∂F∂y = 2y + 4 だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は(

2
−2

)
以外では同時に 0 にはならないが, この点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限し
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た関数が点 ( xy ) において極値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 − 4x+ y2 + 4y − 10 = 0 · · · (i)

2y(x− 2)(y + 4) = 2λ(x− 2) · · · (ii)

2x(x− 4)(y + 2) = 2λ(y + 2) · · · (iii)

(ii) より x = 2 または λ = y(y + 4) である. x = 2 の場合, (i)より y = −2 ± 3
√
2 であり, λ = y(y + 4) の場合,

(iii) より (x2 − 4x− y2 − 4y)(y+2) = だから x2 − 4x− y2 − 4y = 0 または y = −2 である. x2 − 4x− y2 − 4y = 0

のときは (i)からこの式を辺々引けば 2y2 +8y− 10 = 0 が得られるため, y = 1 または y = −5 であり, (i)より y が

いずれの場合も x = −1 または x = 5 である. y = −2 のときは (i)から x = 2± 3
√
2 である. 故に, X の境界に f

の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは
(

2
−2±3

√
2

)
,
(−1

1

)
, ( 51 ),

(−1
−5

)
,
(

5
−5

)
,
(

2±3
√
2

−2

)
のみである.

f
(

2
−2

)
= 8, f( 00 ) = f

(
0
−4

)
= f( 40 ) = f

(
4
−4

)
= 0, f

(−1
1

)
= f( 51 ) = f

(−1
−5

)
= f

(
5
−5

)
= 25, f

(
2

−2±3
√
2

)
=

f
(

2±3
√
2

−2

)
= −56 であるため, f は

(−1
1

)
, ( 51 ),

(−1
−5

)
,
(

5
−5

)
において最大値 25 をとり,

(
2

−2+3
√
2

)
,
(

2
−2−3

√
2

)
,(

2+3
√
2

−2

)
,
(

2−3
√
2

−2

)
において最小値 −56 をとる.

(11) ∂f
∂x = 3x2 + 6(x− y), ∂f∂y = −3y2 − 6(x− y) より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくと3x2 + 6(x− y) = 0 · · · (i)

−3y2 − 6(x− y) = 0 · · · (ii)

(i)から y = 1
2 (x

2 + 2x) であり, (ii)に代入して x4

4 + x3 = 0 を得る. 従って x = 0 または x = −4 であり, x = 0

ならば y = 0, x = −4 ならば y = 4 であるが,
(−4

4

)
は X に属さない. よって X の内部に f の定義域を制限した

関数が極値をとる可能性があるのは ( 00 ) のみである.

F ( xy ) = x2 + y2 − 12 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 2y だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に 0

にはならないが, 原点は X の境界上にはない. 従って, X の境界に f の定義域を制限した関数が点 ( xy ) において極

値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x2 + y2 − 12 = 0 · · · (i)

3x2 + 6(x− y) = 2λx · · · (ii)

−3y2 − 6(x− y) = 2λy · · · (iii)

(ii)と (iii)を辺々加えると 3(x− y)(x+ y) = 2λ(x+ y) だから y = −x または 2λ = 3(x− y) である. y = −x の
場合は, (i)から x = ±

√
6, 2λ = 3(x− y) の場合は, (ii) に代入すれば 2x− 2y = −xy が得られるため, y = − 2x

x−2

である. これを (i)に代入して x4 − 4x3 − 4x2 + 48x− 48 = 0 を得る. 実数係数の x の多項式は実数係数の 2次以

下の多項式の積に因数分解できるため, x4 − 4x3 − 4x2 + 48x− 48 = (x2 + ax+ b)
(
x2 − (a+ 4)x− 48

b

)
満たす実

数 a, b がある. この両辺の x2 と x の係数を比較すれば,b− 48
b − a(a+ 4) = −4 · · · (iv)

− 48a
b − b(a+ 4) = 48 · · · (v)

が得られる. (v)より a = − 4b2+48b
b2+48 だから, (iv)に代入して整理すれば b6+4b5−144b4−1152b3+6912b2+9216b−110592

b(b2+48)2 = 0

である. 110592 = 21233 と素因数分解され, b が奇数ならば上式の左辺の分子は 0 にならないため, 上式の左辺の分

子の b に ±2, ±4 を順に代入すれば, b = −4 の場合に, この分子は 0 になり, 上式は成り立つ. このとき a = 2 だか

ら x4 − 4x3 − 4x2 + 48x − 48 は (x2 + 2x − 4)(x2 − 6x + 12) と因数分解される. 従って x2 + 2x − 4 = 0 または

x2 − 6x+ 12 = 0 であり, 前者の解は x = −1±
√
5, 後者は実数解をもたない. y = − 2x

x−2 だから x = −1−
√
5 な

らば y = 1−
√
5 であり, x = −1 +

√
5 ならば y = 1 +

√
5 である.
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故に, X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ±
( √

6

−
√
6

)
,
(

−1−
√
5

1−
√
5

)
,
(

−1+
√
5

1+
√
5

)
の

みである.

f( 00 ) = 0, f
( √

6

−
√
6

)
= 72 + 12

√
6, f

(
−
√
6√
6

)
= 72 − 12

√
6, f

(
−1−

√
5

1−
√
5

)
= f

(
−1+

√
5

1+
√
5

)
= −20 であるため, f は( √

6

−
√
6

)
において最大値 72 + 12

√
6 をとり,

(
−1−

√
5

1−
√
5

)
,
(

−1+
√
5

1+
√
5

)
において最小値 −20 をとる.

(12) ∂f
∂x = 5x4y + y5 − 6y, ∂f∂y = x5 + 5xy4 − 6x より ∂f

∂x = ∂f
∂y = 0 とおくとy(5x4 + y4 − 6) = 0 · · · (i)

x(x4 + 5y4 − 6) = 0 · · · (ii)

(i) から y = 0 または 5x4 + y4 = 6 である. y = 0 の場合は, (ii)より x = 0 または x4 = 6 であるが, 後者の場合は

( xy ) は X に属さない. 5x4 + y4 = 6 の場合は, (ii)より x = 0 または x4 +5y4 = 6 である. x = 0 ならば y4 = 6 で

あるが, この場合も ( xy ) は X に属さない. x4 + 5y4 = 6 ならば x4 = y4 = 1 だから x = ±1, y = ±1 である. よっ

て X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性があるのは ( 00 ), ± ( 11 ), ±
(

1
−1

)
のみである. このと

き, f( 00 ) = 0, f( 11 ) = f
(−1
−1

)
= −4, f

(
1
−1

)
= f

(−1
1

)
= 4 である.

一方, 下の 2の (8)の解答より, X の境界に f の定義域を制限した関数は
(

4√2

− 4√2

)
,
(

− 4√2
4√2

)
において極大値 2

√
2

をとり,
(

4√2
4√2

)
,
(

− 4√2

− 4√2

)
において極小値 −2

√
2 をとるため, f は

(
1
−1

)
,
(−1

1

)
において最大値 4 をとり, ( 11 ),

(−1
−1

)
において最小値 −4 をとる.

(13) ∂f
∂x = 1 ̸= 0 より X の内部に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性がある点は存在しない.

X の境界は
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y = 0, −2
√
2 ≦ x ≦ 2

√
2
}
と
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x 2
3 + y

2
3 = 2, y ≧ 0

}
の合併集合であり, 前

者を Y , 後者を Z とおく.

関数 f1 :
[
−2

√
2, 2

√
2
]
→ R を f1(x) = f( x0 ) で定義すれば, f1(x) = x だから f1 は単調増加関数である. よって

X の境界に f の定義域を制限した関数が極値をとる可能性がある Y の点は,
(

±2
√
2

0

)
のみである.

F ( xy ) = x
2
3 + y

2
3 − 2 で F : R2 → R を定義する. ∂F

∂x = 2
3x

− 1
3 , ∂F∂y = 2

3y
− 1

3 だから, F は R2 から座標軸を除い

た集合上では C1級関数であり, F の偏導関数は 0 にならない. 従って, Z に f の定義域を制限した関数が座標軸上

にある Z の点以外の点 ( xy ) において極値をとるならば, λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x

2
3 + y

2
3 − 2 = 0 · · · (i)

1 = 2
3λx

− 1
3 · · · (ii)

−y− 2
3 = 2

3λy
− 1

3 · · · (iii)

(ii)より x
1
3 = 2λ

3 , (iii)より y
1
3 = − 3

2λ だから, (i) に代入して 4λ2

9 + 9
4λ2 − 2 = 0 を得る. この左辺は

(
2λ
3 − 3

2λ

)2
に等しいため, 4λ2 = 9 が得られる. 従って λ = ± 3

2 だから, y ≧ 0 であることに注意すれば, ( xy ) =
(−1

1

)
である.

故に, Z から座標軸上にある Z の点
(

0
2
√
2

)
と
(

±2
√
2

0

)
を除いた集合に f の定義域を制限した関数が極値をとる

可能性があるのは
(−1

1

)
のみである.

f
(

0
2
√
2

)
= −3

√
2, f

(
2
√
2

0

)
= 2

√
2, f

(
−2

√
2

0

)
= −2

√
2, f

(−1
1

)
= −4 であるため, f は

(
2
√
2

0

)
において最大値

2
√
2 をとり,

(
0

2
√
2

)
において最小値 −3

√
2 をとる.

3. (1) F ( xy ) = 2xy2 + x2y − 8 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2y2 + 2xy, ∂F∂y = 4xy + x2 だから ∂F

∂x = ∂F
∂y = 0

を満たす点は原点のみであるが, 原点は条件 2xy2 + x2y = 8 を満たさない. 故に f が条件 2xy2 + x2y = 8 のもと

で, 点 ( xy ) において極値をとるならば, ∂f∂x = 1, ∂f∂y = 2 より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
2xy2 + x2y = 8 · · · (i)

1 = λ(2y2 + 2xy) · · · (ii)

2 = λ(4xy + x2) · · · (iii)
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(ii) を (iii) で辺々割ると 4xy+x2

2y2+2xy = 2 が得られるため, x2 − 4y2 = 0 である. 従って x = ±2y となり, (i) より

x = 2y の場合は y = 1 で, x = −2y の場合は (i) は成り立たない. 故に f が条件 2xy2 + x2y = 8 のもとで極値を

とる可能性があるのは ( 21 ) のみである.

f( xy ) = z とおけば x = z − 2y だから, 点 ( xy ) が条件 2xy2 + x2y = 8 を満たすならば yz2 − 2y2z = 8 が成り立

つ. G ( yz ) = yz2 − 2y2z − 8 によって G : R2 → R を定めれば ∂G
∂z = 2yz − 2y2 であり, f( 21 ) = 4 であることに注

意すれば ∂G
∂z ( 14 ) = 6 ̸= 0 である. 従って, 陰関数定理により z を yz2 − 2y2z = 8 から定まる, 1 を含む開区間で定

義され, g(1) = 4 を満たす陰関数 g とみなして, 1 で g が極値 4 をとるかどうかを以下で判定する.

∂G
∂y = z2 − 4yz, ∂

2G
∂y2 = −4z だから g′(1) = −

∂G
∂y ( 14 )
∂G
∂z ( 14 )

= 0, g′′(1) = −
∂2G
∂y2 ( 14 )
∂G
∂z ( 14 )

= 8
3 > 0 となるため, g は 1 で極

小値 4 をとる. 故に f は与えられた条件のもとで, ( 21 ) において極小値 4 をとる.

(2) F ( xy ) = x+ 2 log y + exy2 − 1 で F :
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y > 0
}
→ R を定義すると ∂F

∂x = 1 + exy2, ∂F∂y = 2(1+exy2)
y

である. 従って, F の定義域に属する任意の点 ( xy ) において ∂F
∂x ( xy ) > 0 だから, f が条件 x2 − 2xy2 + 4xy+ 1 = 0

のもとで, 点 ( xy ) において極値をとるならば, ∂f∂x = 1, ∂f∂y = 2y より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x+ 2 log y + exy2 − 1 = 0 · · · (i)

1 = λ(1 + exy2) · · · (ii)

2y = 2λ(1+exy2)
y · · · (iii)

(ii) を (iii) で辺々割ると 2y = 2 だから, y = 1 である. 従って (i) より x+ ex− 1 = 0 となり, この左辺は x の単調

増加関数で, x = 0のときの値は 0であるため, この方程式の解は 0のみである. 故に f が条件 x+2 log y+exy2 = 1

のもとで極値をとる可能性があるのは ( 01 ) のみである.

f( xy ) = zとおけば y2 = z−xだから,点 ( xy )が条件x+2 log y+exy2 = 1を満たすならば x+log(z−x)+ex(z−x) =
1 が成り立つ. G ( xz ) = x + log(z − x) + ex(z − x) − 1 によって G :

{
( xz ) ∈ R2

∣∣ z > x
}

→ R を定めれば
∂G
∂z = 1

z−x + ex であり, f( 01 ) = 1 であることに注意すれば ∂G
∂z ( 01 ) = 1 ̸= 0 である. 従って, 陰関数定理により z を

x+ log(z − x) + ex(z − x) = 1 から定まる, 0 を含む開区間で定義され, g(0) = 1 を満たす陰関数 g とみなして, 0

で g が極値 1 をとるかどうかを以下で判定する.

∂G
∂x = 1− 1

z−x +e
x(z−x−1), ∂

2G
∂x2 = − 1

(z−x)2 +e
x(z−x−2)だから g′(0) = −

∂G
∂x ( 01 )
∂G
∂z ( 01 )

= 0, g′′(1) = −
∂2G
∂x2 ( 01 )
∂G
∂z ( 01 )

=

1 > 0 となるため, g は 0 で極小値 2 をとる. 故に f は与えられた条件のもとで, ( 01 ) において極小値 1 をとる.

(3) F ( xy ) = y4 − y2 + x2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x, ∂F∂y = 4y3 − 2y だから ∂F

∂x = ∂F
∂y = 0 とおくと,

x = 0, 2y3−y = 0である. よって ( 00 ),
(

0
± 1√

2

)
において ∂F

∂x = ∂F
∂y = 0であるが,これらのうち条件 y4−y2+x2 = 0

を満たすものは原点 ( 00 ) のみである.

点 ( xy ) が曲線 y4 − y2 + x2 = 0 上で x 座標が正の部分にあるとき, x = |y|
√
1− y2 (y ∈ [−1, 1]) と表される. こ

のとき f( xy ) = y|y|
√
1− y2 だから, 点 ( xy ) が曲線 y4 − y2 + x2 = 0 上で x 座標が正の部分を動きながら y が負か

ら正に増大するとき, f( xy ) は負から正に符号を変えるため, 条件 y4 − y2 + x2 = 0 のもとで, f は原点において極値

をとらない.

原点以外の点 ( xy ) で f が条件 y4 − y2 + x2 = 0 のもとで極値をとるならば, ∂f∂x = y, ∂f∂y = x より λ ∈ R が存在

して, 次の関係式が成り立つ. 
y4 − y2 + x2 = 0 · · · (i)

y = 2λx · · · (ii)

x = λ(4y3 − 2y) · · · (iii)

x = 0 ならば (ii)より y = 0 となるため ( xy ) が原点と異なるという仮定に反する. よって x ̸= 0 だから (ii)を (iii)

で辺々割ると y
x = x

2y3−y である. この両辺に x(2y3 − y) をかけて移項すれば y(2y3 − y) = x2 となるため, (i) に

代入して y2(3y2 − 2) = 0 を得る. y = 0 ならば (iii)より y = 0 となり, 仮定に反するため, y ̸= 0 である. 従って
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y = ±
√
6
3 であり, (i)より x = ±y

√
1− y2 だから x = ±

√
2
3 である. よって f が条件 y4 − y2 + x2 = 0 のもとで極

値をとる可能性がある点は
(

±
√

2
3

±
√

6
3

)
(複号任意)のみである.

曲線 y4 − y2 + x2 = 0 の x = y
√

1− y2 で表される部分を C+, x = −y
√
1− y2 で表される部分を C− とする.

点 ( xy ) が C+ 上にある場合, g+ : [−1, 1] → R を g+(y) = f
(
y
√

1−y2
y

)
= y2

√
1− y2 で定めれば, g′+(y) =

y(
√
2−

√
3y)(

√
2+

√
3y)√

1−y2
だから g+ の増減表は次のようになる.

y −1 −
√
6
3 0

√
6
3 1

g′+ + 0 − 0 + 0 −
g+ 0 ↗ 2

3
√
3

↘ 0 ↗ 2
3
√
3

↘ 0

従って g+ は ±
√
6
3 において最大になるため, f は条件 y4 − y2 + x2 = 0 のもとで,

( √
2

3√
6

3

)
,

(
−

√
2

3

−
√

6
3

)
において最大

値 2
3
√
3
をとる.

点 ( xy ) が C− 上にある場合, g− : [−1, 1] → R を g−(y) = f
(

−y
√

1−y2
y

)
= −y2

√
1− y2 で定めれば, g′−(y) =

−y(
√
2−

√
3y)(

√
2+

√
3y)√

1−y2
だから g− の増減表は次のようになる.

y −1 −
√
6
3 0

√
6
3 1

g′− − 0 + 0 − 0 +

g− 0 ↘ − 2
3
√
3

↗ 0 ↘ − 2
3
√
3

↗ 0

従って g− は ±
√
6
3 において最小になるため, f は条件 y4 − y2 + x2 = 0 のもとで,

(
−

√
2

3√
6

3

)
,

( √
2

3

−
√

6
3

)
において最小

値 − 2
3
√
3
をとる.

(4) F ( xy ) = x2 − 2xy2 + 4xy + 1 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 2x − 2y2 + 4y, ∂F

∂y = −4xy + 4x より

F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) =

∂F
∂y ( xy ) = 0 とおくと, 次の連立方程式を得る.

x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 · · · (i)

x− y2 + 2y = 0 · · · (ii)

x(y − 1) = 0 · · · (iii)

(iii) より x = 0 または y = 1 であるが, x = 0 のときは (i) は成立しないため y = 1 である. 故に (ii) から x = −1

となり, F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) =

∂F
∂y ( xy ) = 0 を満たす点は

(−1
1

)
のみである. 従って,

(−1
1

)
以外の点 ( xy ) で f が条件

x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 のもとで極値をとるならば, ∂f∂x = 1, ∂f∂y = 2 より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り

立つ. 
x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 · · · (iv)

1 = λ(2x− 2y2 + 4y) · · · (v)

2 = λ(−4xy + 4x) · · · (vi)

(vi) を (v) で辺々割ると −xy+x
x−y2+2y = 1 が得られるため, y(y − x − 2) = 0 である. よって y = 0 または y = x + 2

であるが, y = 0 の場合は (iv)を満たす実数 x は存在しないため, y = x + 2 である. (iv) に代入して整理すれば

(x+ 1)2(2x− 1) = 0 となるため x = −1 または x =
1

2
である. ここで, x = −1 ならば y = 1 となるが, この場合

は (v)を満たす λ は存在しない. 故に, 条件 x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 のもとで f が極値をとる
(−1

1

)
以外の候補の

点は
(

1
2
5
2

)
のみである.

f( xy ) = z とおけば x = z−2y だから, 点 ( xy ) が条件 x2−2xy2+4xy+1 = 0 を満たすならば 4y3−2y2z−4y2+

z2 + 1 = 0 が成り立つ. G ( yz ) = 4y3 − 2y2z − 4y2 + z2 + 1 によって G : R2 → R を定めれば ∂G
∂z = −2y2 + 2z
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であり, f
(

1
2
5
2

)
= 11

2 であることに注意すれば
∂G
∂z

(
5
2
11
2

)
= − 3

2 ̸= 0 である. 従って, 陰関数定理により z を

4y3 − 2y2z − 4y2 + z2 + 1 = 0 から定まる, 5
2 を含む開区間で定義され, g

(
5
2

)
= 11

2 を満たす陰関数 g とみなし

て, 5
2 で g が極値 11

2 をとるかどうかを以下で判定する. ∂G
∂y = 12y2 − 4yz − 8y, ∂2G

∂y2 = 24y − 4z − 8 だから

g′
(
5
2

)
= −

∂G
∂y

(
5
2
11
2

)
∂G
∂z

(
5
2
11
2

) = 0, g′′
(
5
2

)
= −

∂2G
∂y2

(
5
2
11
2

)
∂G
∂z

(
5
2
11
2

) = 20 > 0 となるため, g は 5
2 で極小値

11
2 をとる. 故に f は与え

られた条件のもとで,
(

1
2
5
2

)
において極小値 11

2 をとる.

x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 を x についての 2次方程式とみると, その判別式は

4(y − 1)2
(
y − 1−

√
2
)(

y − 1 +
√
2
)

と因数分解されるため, 1−
√
2 < y < 1 または 1 < y < 1 +

√
2 ならば x2 − 2xy2 + 4xy+ 1 = 0 を満たす実数 x は

存在しない. 故に, 開集合
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1−√
2 < y < 1 +

√
2
}
に含まれ, 条件 x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 を満たす点

は
(−1

1

)
だけであるので, x2 − 2xy2 + 4xy + 1 = 0 を満たす R2 の点 ( xy ) 全体からなる集合の中で

(−1
1

)
は孤立し

た点である. 従って f はこの点で極大かつ極小値 1 とる.

(5) F ( xy ) = 2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 8x3 − 2y, ∂F

∂y = −2x + 2y + 6 だから

F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) =

∂F
∂y ( xy ) = 0 とおくと, 次の連立方程式を得る.

2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 = 0 · · · (i)

4x3 − y = 0 · · · (ii)

−x+ y + 3 = 0 · · · (iii)

(iii) より y = x− 3 であり, (ii) に代入して (x+ 1)((2x− 1)2 + 2) = 0 を得る. 従って x = −1 だから y = −4 で

あるが, このとき (i) は成り立たない. 故に f が条件 2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 = 0 のもとで, 点 ( xy ) において極値

をとるならば, ∂f∂x = 1, ∂f∂y = −1 より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 = 0 · · · (iv)

1 = λ(8x3 − 2y) · · · (v)

−1 = λ(−2x+ 2y + 6) · · · (vi)

(v) を (vi) で辺々割ると −x+y+3
4x3−y = −1 が得られるため, 4x3 − x+3 = 0 である. 従って (x+1)((2x− 1)2 +2) = 0

となるため, x = −1 である. (iv) より y = −1 または y = −7 である. 故に f が条件 2x4 − 2xy + y2 + 6y + 5 = 0

のもとで極値をとる可能性があるのは
(−1
−1

)
,
(−1
−7

)
のみである.

f( xy ) = z とおけば y = x− z だから, 点 ( xy ) が条件 2x4− 2xy+ y2+6y+5 = 0 を満たすならば 2x4−x2+6x+

z2 − 6z + 5 = 0 が成り立つ. G ( yz ) = 2x4 − x2 + 6x+ z2 − 6z + 5 によって G : R2 → R を定めれば ∂G
∂z = 2z − 6

であり, f
(−1
−1

)
= 0, f

(−1
−7

)
= 6 であることに注意すれば ∂G

∂z

(−1
0

)
= −6 ̸= 0, ∂G∂z

(−1
6

)
= 6 ̸= 0 である. 従って, 陰

関数定理により, 2x4 − x2 +6x+ z2 − 6z+5 = 0 から定まる, −1 を含む開区間で定義され, g1(−1) = 0 を満たす陰

関数 g1 と, −1 を含む開区間で定義され, g2(−1) = 6 を満たす陰関数 g2 が存在する.

∂G
∂x = 8x3 − 2x+ 6, ∂

2G
∂x2 = 24x2 − 2 だから g′1(−1) = −

∂G
∂x

(−1
0

)
∂G
∂z

(−1
0

) = 0, g′′1 (−1) = −
∂2G
∂x2

(−1
0

)
∂G
∂z

(−1
0

) = 10
3 > 0 となる

ため, g1 は −1 で極小値 0 をとる. また g′2(−1) = −
∂G
∂x

(−1
6

)
∂G
∂z

(−1
6

) = 0, g′′2 (−1) = −
∂2G
∂x2

(−1
6

)
∂G
∂z

(−1
6

) = − 10
3 < 0 となるため,

g2 は −1 で極大値 6 をとる. 故に f は与えられた条件のもとで,
(−1
−1

)
において極小値 0 をとり,

(−1
−7

)
において極

大値 6 をとる.

(6) F ( xy ) = 2x3 + y3 − 3x2y + 2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 6x2 − 6xy, ∂F

∂y = 3y2 − 3x2 だから
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F ( xy ) =
∂F
∂x ( xy ) =

∂F
∂y ( xy ) = 0 とおくと, 次の連立方程式を得る.

2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 · · · (i)

x(x− y) = 0 · · · (ii)

(x+ y)(x− y) = 0 · · · (iii)

(ii)より x = 0 または x = y である. x = 0 の場合は (iii)より y = 0 であるが, このときは (i)は成り立たない.

x = y の場合も (i)は成り立たない. 故に f が条件 2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 のもとで, 点 ( xy ) において極値をとる

ならば, ∂f∂x = 2x, ∂f∂y = 1 より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 · · · (iv)

2x = λ(6x2 − 6xy) · · · (v)

1 = λ(3y2 − 3x2) · · · (vi)

(vi) を (v) で辺々割ると 2x
−x−y = 2x が得られるため, x(x+ y+1) = 0 である. 従って x = 0 または x = −y− 1 で

あり, (iv)から x = 0 の場合は y = − 3
√
2 , x = −y− 1 の場合は y(2y+3)2 = 0, すなわち y = 0 または y = − 3

2 で

ある. 故に f が条件 2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 のもとで極値をとる可能性があるのは
(

0
− 3√2

)
,
(−1

0

)
,
(

1
2

− 3
2

)
である.

f( xy ) = z とおけば y = z − x2 だから, 点 ( xy ) が条件 2x3 + y3 − 3x2y + 2 = 0 を満たすならば z3 − 3x2z2 +

3x4z− 3x2z−x6+3x4+2x3+2 = 0 が成り立つ. G ( xz ) = z3− 3x2z2+3x4z− 3x2z−x6+3x4+2x3+2 によって

G : R2 → R を定めれば ∂G
∂z = 3z2−6x2z+3x4−3x2 であり, f

(
0

− 3√2

)
= − 3

√
2, f

(−1
0

)
= 1, f

(
1
2

− 3
2

)
= − 5

4 である

ことに注意すれば ∂G
∂z

(
0

− 3√2

)
= 3 3

√
4 ̸= 0, ∂G∂z

(−1
1

)
= −3 ̸= 0, ∂G∂z

(
1
2

− 5
4

)
= 6 ̸= 0 である. 従って, 陰関数定理によ

り, z3−3x2z2+3x4z−3x2z−x6+3x4+2x3+2 = 0 から定まる, 0 を含む開区間で定義され, g1(0) = − 3
√
2 を満た

す陰関数 g1, −1 を含む開区間で定義され, g2(−1) = 1 を満たす陰関数 g2,
1
2 を含む開区間で定義され, g3

(
1
2

)
= − 5

4

を満たす陰関数 g3 が存在する.
∂G
∂x = −6xz2 + 12x3z − 6xz − 6x5 + 12x3 + 6x2, ∂2G

∂x2 = −6z2 + 36x2z − 6z − 30x4 + 36x2 + 12x だから

g′1(0) = −
∂G
∂x

(
0

− 3√2

)
∂G
∂z

(
0

− 3√2

) = 0, g′′1 (0) = −
∂2G
∂x2

(
0
3√2

)
∂G
∂z

(
0
3√2

) = 2 > 0 となるため, g1 は 0 で極小値 − 3
√
2 をとり, g′2(−1) =

−
∂G
∂x

(−1
1

)
∂G
∂z

(−1
1

) = 0, g′′2 (−1) = −
∂2G
∂x2

(−1
1

)
∂G
∂z

(−1
1

) = 6 > 0 となるため, g2 は −1 で極小値 1 をとる. さらに g′3
(
1
2

)
=

−
∂G
∂x

(
1
2

− 5
4

)
∂G
∂z

(
1
2

− 5
4

) = 0, g′′3
(
1
2

)
= −

∂2G
∂x2

(
1
2

− 5
4

)
∂G
∂z

(
1
2

− 5
4

) = − 15
4 < 0 となるため, g3 は 1

2 で極大値 − 5
4 をとる. 故に f は与えら

れた条件のもとで,
(

0
− 3√2

)
において極小値 − 3

√
2,
(−1

0

)
において極小値 1 をとり,

(
1
2

− 3
2

)
において極大値 − 5

4 を

とる.

(7) F ( xy ) = x3 + x2 − y2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 3x2 + 2x, ∂F

∂y = −2y だから F , ∂F
∂x ,

∂F
∂y が同

時に 0 になるのは原点のみである. x3 + x2 − y2 = 0 であることは y = ±|x|
√
x+ 1 であることと同値であり,

f
( x
|x|

√
x+1

)
= x|x|

√
x+ 1 だから, 点 ( xy ) が曲線 y = |x|

√
x+ 1 上を動くとき, x座標の符号が変わると, f( xy ) の符

号も変わるため, f は与えられた条件のもとで, 原点では極値をとらない. 故に与えられた条件のもとで, 点 ( xy ) に

おいて f が極値をとるならば, ( xy ) ̸= ( 00 ) であり, ∂f∂x = y, ∂f∂y = x より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x3 + x2 − y2 = 0 · · · (i)

y = λ(3x2 + 2x) · · · (ii)

x = −2λy · · · (iii)

もし x = 0 ならば y = 0 となるため矛盾が生じるため, x ̸= 0 である. (ii) を (iii) で辺々割ると y
x = − 3x2+2x

2y が得

られるため, 3x3 +2x2 +2y2 = 0 である. この方程式の両辺に (i)の両辺を 2倍したものを加えれば, x2(5x+4) = 0
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が得られる. x ̸= 0 だから x = − 4
5 であり, (i)から y = ± 4

5
√
5
である. 従って, 与えられた条件のもとで f が極値を

とる可能性があるのは
( − 4

5
4

5
√

5

)
,
( − 4

5

− 4
5
√

5

)
である.

( − 4
5

4
5
√

5

)
は曲線 x3 +x2 − y2 = 0 のうちの y = −x

√
x+ 1 を満たす

部分にあり, g− : [−1,∞) → R を g−(x) = f
( x
−x

√
x+1

)
= −x2

√
x+ 1 で定めれば g′−(x) = −x(5x+4)

2
√
x+1

である. よっ

て g′−(x) は x = − 4
5 前後で符号が負から正に変わるため, g− は− 4

5 において極小値 − 16
25

√
5
をとる. 故に与えられた

条件のもとで,
( − 4

5
4

5
√

5

)
において f は極小値 − 16

25
√
5
をとる.

( − 4
5

− 4
5
√

5

)
は曲線 x3+x2−y2 = 0 のうちの y = x

√
x+ 1

を満たす部分にあり, g+ : [−1,∞) → R を g+(x) = f
( x
x
√
x+1

)
= x2

√
x+ 1 で定めれば g′+(x) =

x(5x+4)

2
√
x+1

である.

よって g′+(x) は x = − 4
5 前後で符号が正から負に変わるため, g+ は − 4

5 において極大値
16

25
√
5
をとる. 故に与えら

れた条件のもとで,
( − 4

5

− 4
5
√

5

)
において f は極大値 16

25
√
5
をとる.

(8) F ( xy ) = x4 + y4 − 2 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 4x3, ∂F∂y = 4y3 だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時

に 0 にはならないが, 原点は x4 + y4 = 2 で定まる曲線上にない. 従って, 点 ( xy ) において f が条件 x4 + y4 = 2 の

もとで極値をとるならば, ∂f∂x = 2x, ∂f∂y = 2 より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x4 + y4 − 2 = 0 · · · (i)

2x = 4λx3 · · · (ii)

2 = 4λy3 · · · (iii)

(ii)より x = 0 または 2λx2 = 1 である. x = 0 の場合は (i)から y = ± 4
√
2 である. 2λx2 = 1 の場合, (iii)の両辺に

x2 をかけると 2x2 = 2y3 だから y = x
2
3 である. よって (i)から x4+x

8
3 = 2 だから

(
x

4
3 − 1

)(
x

8
3 + 2x

4
3 + 2

)
= 0

が成り立つ. x
4
3 ≧ 0 であるため, x

4
3 = 1. 従って x = ±1 である. 故に, 条件 x4 + y4 = 2 のもとで f が極値をとる

候補の点は
(

0
4√2

)
,
(

0
− 4√2

)
, ( 11 ),

(−1
1

)
である.

f( xy ) = z とおけば, y =
1

2
(z − x2) だから, 条件 x4 + y4 = 2 のもとでは 16x4 + (z − x2)4 − 32 = 0 が成り立つ.

そこで G : R2 → R を G ( xz ) = 16x4 + (z − x2)4 − 32 で定めて z を G ( xz ) = 0 から定まる x の陰関数とみなす.
∂G
∂x = 64x3 − 8x(z − x2)3, ∂G∂z = 4(z − x2)3, ∂

2G
∂x2 = 8(24x2 − (z − x2)3 + 6x2(z − x2)2) だから次の表が得られる.

( xy )
(

0
4√2

) (
0

− 4√2

)
( 11 )

(−1
1

)
( xz )

(
0

2 4√2

) (
0

−2 4√2

)
( 13 )

(−1
3

)
∂G
∂z ( xz ) 32 4

√
8 −32 4

√
8 32 32

∂G
∂x ( xz ) 0 0 0 0
∂2G
∂x2 ( xz ) −64 4

√
8 64 4

√
8 40 40

−
∂2G
∂x2

( xz )
∂G
∂z (

x
z )

2 2 − 5
4 − 5

4

上の表から条件 x4 + y4 = 2 のもとで f は
(

0
4√2

)
において極小値 2 4

√
2,
(

0
− 4√2

)
において極小値 −2 4

√
2 をとり,

( 11 ),
(−1

1

)
において極大値 3 をとる.

(9) g : R2 → R を g( xy ) = −2xy で定義すれば, x4 + y4 = 4 を満たす任意の x, y に対して g( xy ) = f( xy ) が成り立

つため, 条件 x4 + y4 = 4 のもとで g の極値を求めればよい.

F ( xy ) = x4 + y4 − 4 で F : R2 → R を定義する. ∂F
∂x = 4x3, ∂F∂y = 4y3 だから ∂F

∂x と
∂F
∂y は原点以外では同時に

0 にはならないが, 原点は x4 + y4 = 1 で定まる曲線上にない. 従って, 点 ( xy ) において g が条件 x4 + y4 = 4 のも

とで極値をとるならば, ∂g∂x = −2y, ∂g∂y = −2x より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.
x4 + y4 − 4 = 0 · · · (i)

−2y = 4λx3 · · · (ii)

−2x = 4λy3 · · · (iii)
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(ii)より y = −2λx3 だから (iii)に代入して x(16λ4x8 − 1) = 0 を得る. x = 0 の場合は (ii)から y = 0 である

が, このとき (i)は成り立たないので, x ̸= 0 である. 故に, x = ± 1√
2|λ|
だから, y = −2λx3 より λ > 0 ならば

( xy ) = ±
(

1√
2λ

− 1√
2λ

)
, λ < 0 ならば ( xy ) = ±

(
1√
−2λ
1√
−2λ

)
である. これらを (i)に代入すれば, λ = ±

√
2
4 が得られるため,

条件 x4 + y4 = 4 のもとで g が極値をとる候補の点は ±
(

4√2

− 4√2

)
, ±
(

4√2
4√2

)
である.

[最大値・最小値の定理を使う解法] X =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x4 + y4 = 4
}
とおくと, ( xy ) ∈ X ならば |x|, |y| ≦

√
2 だか

ら X は有界であり, X は連続関数 F による 0 の逆像だから閉集合である. 従って X は R2 の有界閉集合だから

最大値・最小値の定理によって, g は X 上で最大値と最小値をとる. g が X 上で最大値または最小値をとる点では

g は極値をとり, g が極値をとる候補の点は ±
(

4√2

− 4√2

)
と±

(
4√2
4√2

)
の 4つに限られるため, これらの点のいずれかで

g は X 上での最大値または最小値をとる. ここで, g
(

4√2

− 4√2

)
= g
(

− 4√2
4√2

)
= 2

√
2, g

(
4√2
4√2

)
= g
(

− 4√2

− 4√2

)
= −2

√
2 だか

ら, g, 従って f は
(

4√2

− 4√2

)
,
(

− 4√2
4√2

)
において極大値 2

√
2 をとり,

(
4√2
4√2

)
,
(

− 4√2

− 4√2

)
において極小値 −2

√
2 をとる.

[最大値・最小値の定理を使わない解法] g( xy ) = z とおけば, y = − z

2x
だから, 条件 x4 + y4 = 4 のもとでは

16x8 − 64x4 + z4 = 0 が成り立つ. そこで G : R2 → R を G ( xz ) = 16x8 − 64x4 + z4 で定めて z を G ( xz ) = 0 か

ら定まる x の陰関数とみなす. ∂G
∂x = 128x7 − 256x3, ∂G∂z = 4z3, ∂

2G
∂x2 = 896x6 − 768x2 だから次の表が得られる.

( xy )
(

4√2

− 4√2

) (
− 4√2

4√2

) (
4√2
4√2

) (
− 4√2

− 4√2

)
( xz )

(
4√2

2
√
2

) (
− 4√2

2
√
2

) (
4√2

−2
√
2

) (
− 4√2

−2
√
2

)
∂G
∂z ( xz ) 64

√
2 64

√
2 −64

√
2 −64

√
2

∂G
∂x ( xz ) 0 0 0 0
∂2G
∂x2 ( xz ) 256

(
7
√
2− 6

)
256

(
7
√
2− 6

)
256

(
7
√
2− 6

)
256

(
7
√
2− 6

)
−

∂2G
∂x2

( xz )
∂G
∂z (

x
z )

−28 + 12
√
2 −28 + 12

√
2 28− 12

√
2 28− 12

√
2

上の表から条件 x4+ y4 = 4 のもとで g, 従って f は
(

4√2

− 4√2

)
,
(

− 4√2
4√2

)
において極大値 2

√
2 をとり,

(
4√2
4√2

)
,
(

− 4√2

− 4√2

)
において極小値 −2

√
2 をとる.

(10) F
(
x
y
z

)
= 2xy + z2 − 1 で F : R3 → R を定義する. ∂F

∂x = 2y, ∂F∂y = 2x, ∂F∂z = 2z だから ∂F
∂x = ∂F

∂y = ∂F
∂z = 0

を満たす点は原点のみであるが, 原点は条件 2xy + z2 = 1 を満たさない. 故に点
(
x
y
z

)
で f が条件 2xy + z2 = 1 の

もとで極値をとれば, ∂f∂x = 2(x− 1), ∂f∂y = 2(y − 1), ∂f∂z = 2(z − 2) より λ ∈ R が存在して, 次の関係式が成り立つ.

2xy + z2 = 1 · · · (i)

x− 1 = λy · · · (ii)

y − 1 = λx · · · (iii)

z − 2 = λz · · · (iv)

(iv)より λ ̸= 1 であり, z = 2
1−λ . (ii), (iii)を x, y に関する連立 1次方程式とみれば, λ ̸= ±1 の場合 x = y = 1

1−λ

がその唯一の解である. 従って (i)より λ = 1±
√
6 が得られるため,

(
x
y
z

)
=

( 1√
6

1√
6

2√
6

)
,

(− 1√
6

− 1√
6

− 2√
6

)
である. λ = −1 の場

合, z = 1, y = 1− x だから (i)より x = 0, 1 が得られるため,
(
x
y
z

)
=
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
である. 故に, 条件 2xy + z2 = 1

のもとで f が極値をとる候補の点は

( 1√
6

1√
6

2√
6

)
,

(− 1√
6

− 1√
6

− 2√
6

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
である.

点

( 1√
6

1√
6

2√
6

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
の z 座標は正であるため, これらは 2xy + z2 = 1 で与えられる曲面のうち z =

√
1− 2xy
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で与えられる曲面上にある. また

(− 1√
6

− 1√
6

− 2√
6

)
の z 座標は負であるため, これらは 2xy+ z2 = 1 で与えられる曲面のう

ち z = −
√
1− 2xy で与えられる曲面上にある. そこで関数 g+, g− :

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ xy < 1
2

}
→ R を

g+ ( xy ) = f
( x

y√
1−2xy

)
= (x− 1)2 + (y − 1)2 + 5− 2xy − 4

√
1− 2xy

g− ( xy ) = f
( x

y
−
√
1−2xy

)
= (x− 1)2 + (y − 1)2 + 5− 2xy + 4

√
1− 2xy

で定めれば ∂g+
∂x = 2(x − y − 1) + 4y√

1−2xy
, ∂g+

∂y = 2(−x + y − 1) + 4x√
1−2xy

, ∂g−
∂x = 2(x − y − 1) − 4y√

1−2xy
,

∂g−
∂y = 2(−x + y − 1) − 4x√

1−2xy
, ∂2g+

∂x2 = 2 + 4y2

(1−2xy)
3
2
, ∂2g+
∂x∂y = −2 + 4√

1−2xy
+ 4xy

(1−2xy)
3
2
, ∂2g+

∂y2 = 2 + 4x2

(1−2xy)
3
2
,

∂2g−
∂x2 = 2− 4y2

(1−2xy)
3
2
, ∂

2g−
∂x∂y = −2− 4√

1−2xy
− 4xy

(1−2xy)
3
2
, ∂

2g−
∂y2 = 2− 4x2

(1−2xy)
3
2
である. 故に ∂g+

∂x

(
1√
6

1√
6

)
= ∂g+

∂y

(
1√
6

1√
6

)
=

∂g+
∂x ( 10 ) = ∂g+

∂y ( 10 ) = ∂g+
∂x ( 01 ) = ∂g+

∂y ( 01 ) = ∂g−
∂x

(
− 1√

6

− 1√
6

)
= ∂g−

∂y

(
− 1√

6

− 1√
6

)
= 0,

∣∣∣∣g′′+( 1√
6

1√
6

)∣∣∣∣ = 12
(√

6− 3
)
< 0,∣∣∣∣g′′−(− 1√

6

− 1√
6

)∣∣∣∣ = −12(
√
6 + 3) < 0,

∣∣g′′+ ( 10 )
∣∣ = ∣∣g′′+ ( 01 )

∣∣ = 8 > 0, ∂
2g+
∂x2 ( 10 ) = 2 > 0, ∂

2g+
∂x2 ( 01 ) = 8 > 0 だから g+ は(

1√
6

1√
6

)
で極値をとらず, g− は

(
− 1√

6

− 1√
6

)
で極値をとらないが, g+ は ( 10 ), (

0
1 ) で極小値 2 をとる. 以上から, 条件

2xy + z2 = 1 のもとで f は
(

1
0
1

)
と
(

0
1
1

)
において極小値 2 をとる.

(11) F
(
x
y
z

)
= xy + yz + xz − 3a2 で F : R3 → R を定義する. ∂F

∂x = y + z, ∂F
∂y = x + z, ∂F

∂z = x + y だから

∂F
∂x = ∂F

∂y = ∂F
∂z = 0 を満たす点は原点のみであるが, 原点は条件 xy + yz + xz = 3a2 を満たさない. 故に点

(
x
y
z

)
で f が条件 xy + yz + xz = 3a2 のもとで極値をとるならば, ∂f∂x = yz, ∂f∂y = xz, ∂f∂z = xy より λ ∈ R が存在して,

次の関係式が成り立つ.



xy + yz + xz = 3a2 · · · (i)

yz = λ(y + z) · · · (ii)

xz = λ(x+ z) · · · (iii)

xy = λ(x+ y) · · · (iv)
(ii), (iii), (vi)を (i)に代入すれば 2λ(x + y + z) = 3a2 で a ̸= 0 だから λ ̸= 0 である. xy = 0 ならば (iv)と

λ ̸= 0 から y = −x であるため, x = y = 0 となる. このとき (i)の左辺は 0 になるため a ̸= 0 と矛盾する. 従っ

て xy ̸= 0 である. (ii), (iii)を (vi)で辺々割ると z
x = y+z

x+y ,
z
y = x+z

x+y が得られ, これらを整理すれば y(z − x) = 0,

x(z − y) = 0 となる. y ̸= 0 だから 1つ目の式から z = x であり, x ̸= 0 だから 2つ目の式から z = y である. 故に

(i)から x = y = z = ±a となるため f が条件 xy + yz + xz = 3a2 のもとで極値をとる可能性があるのは
(
a
a
a

)
ま

たは
(−a

−a
−a

)
のみである.

U =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x, y, z > 0
}
, V =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x, y, z < 0
}
とおくと, U , V は R3 の開集合であり,

(
a
a
a

)
∈ U ,(−a

−a
−a

)
∈ V である. x, y, z が条件 xy+yz+xz = 3a2 を満たし,

(
x
y
z

)
∈ U であるとき (相乗平均) ≦ (相加平均)より

(xyz)
2
3 = 3

√
x2y2z2 ≦ xy+yz+xz

3 = a2すなわち f
(
x
y
z

)
= xyz ≦ a3 = f

(
a
a
a

)
である. 故に f は条件 xy+yz+xz = 3a2

のもとで,
(
a
a
a

)
において U における最大値をとるため f は条件 xy + yz + xz = 3a2 のもとで,

(
a
a
a

)
において極大

値をとる. x, y, z が条件 xy + yz + xz = 3a2 を満たし,
(
x
y
z

)
∈ V であるとき

(−x
−y
−z

)
∈ U だから, 今示したことか

ら −f
(
x
y
z

)
= −xyz = f

(−x
−y
−z

)
≦ f

(
a
a
a

)
= a3 = −f

(−a
−a
−a

)
, すなわち f

(
x
y
z

)
≧ f

(−a
−a
−a

)
が成り立つ. 故に f は条件

xy + yz + xz = 3a2 のもとで,
(−a

−a
−a

)
において V における最小値をとるため f は条件 xy + yz + xz = 3a2 のもと

で,
(
a
a
a

)
において極小値をとる.

4. (1) R2 上の関数 f , F を f( xy ) = (x+y)n+(x−y)n, F ( xy ) = x2+y2−r2 で定義する.
∂F

∂x
( xy ) = 2x,

∂F

∂y
( xy ) = 2y
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だから, F ( xy ) =
∂F

∂x
( xy ) =

∂F

∂y
( xy ) = 0 をみたす点 ( xy ) は存在しない. また,

∂f

∂x
( xy ) = n((x+ y)n−1 + (x− y)n−1),

∂f

∂y
( xy ) = n((x+ y)n−1 − (x− y)n−1) が成り立つため, f が条件 x2 + y2 = r2 の下で点 ( xy ) において極値をとれば,


x2 + y2 = r2 · · · (i)

n((x+ y)n−1 + (x− y)n−1) = 2λx · · · (ii)

n((x+ y)n−1 − (x− y)n−1) = 2λy · · · (iii)

を満たす λ がある. (ii) + (iii) と (ii)− (iii) を考えれば, 上の連立方程式は
x2 + y2 = r2 · · · (i)

2n(x+ y)n−1 = 2λ(x+ y) · · · (ii′)

2n(x− y)n−1 = 2λ(x− y) · · · (iii′)

と同値であり, (ii′) と (iii′) から λ を消去すれば (x2 − y2)((x+ y)n−2 − (x− y)n−2) = 0 が得られるため, または

(x+ y)n−2 = (x− y)n−2 である. (i)から, y = ±x ならば ( xy ) =
( r√

2
r√
2

)
,
(− r√

2

− r√
2

)
,
(− r√

2
r√
2

)
,
( r√

2

− r√
2

)
である. n が奇

数で (x+ y)n−2 = (x− y)n−2 の場合, y = 0 だから (i)より ( xy ) =
(±r

0

)
. n が偶数で (x+ y)n−2 = (x− y)n−2 の場

合, x = 0 または y = 0 だから (i)より ( xy ) =
(±r

0

)
,
(

0
±r
)
. 以上から, 条件 x2 + y2 = r2 のもとで f が極値をとる

可能性がある点は,
( r√

2
r√
2

)
,
(− r√

2

− r√
2

)
,
( r√

2

− r√
2

)
,
(− r√

2
r√
2

)
,
(±r

0

)
で, n が偶数の場合はさらに

(
0
±r
)
も条件 x2 + y2 = r2

のもとで f が極値をとる可能性がある点である. また, x2 + y2 = r2 を満たす点全体は有界閉集合だから f は条件

x2 + y2 = r2 のもとで最大値と最小値をとるため, 上記の点のいずれかで f は条件 x2 + y2 = r2 のもとで最大値と

最小値をとる.

n が奇数の場合, f
( r√

2
r√
2

)
= f

( r√
2

− r√
2

)
= 2

n
2 rn, f

(− r√
2

− r√
2

)
= f

(− r√
2

r√
2

)
= −2

n
2 rn, f( r0 ) = 2rn, f

(−r
0

)
= −2rn で,

n が偶数の場合は f
( r√

2
r√
2

)
= f

( r√
2

− r√
2

)
= f

(− r√
2

− r√
2

)
= f

(− r√
2

r√
2

)
= 2

n
2 rn, f

(±r
0

)
= f

(
0
±r
)
= 2rn である. 従って n

が奇数の場合, f は条件 x2 + y2 = r2 のもとで
( r√

2
r√
2

)
と
( r√

2

− r√
2

)
において最大値 2

n
2 rn をとり,

(− r√
2

− r√
2

)
と
(− r√

2
r√
2

)
において最小値 −2

n
2 rn をとる. n が偶数の場合, f は条件 x2 + y2 = r2 のもとで

( r√
2
r√
2

)
,
(− r√

2

− r√
2

)
,
( r√

2

− r√
2

)
,
(− r√

2
r√
2

)
において最大値 2

n
2 rn をとり,

(±r
0

)
と
(

0
±r
)
において最小値 2rn をとる.

(2) r =
√
x2 + y2 とおけば, x, y ̸= 0 のとき (1)の結果から 2以上の自然数に対して (x+ y)2n+(x− y)2n > 2r2n

が成り立ち, n = 0, 1 に対して (x+ y)2n + (x− y)2n = 2r2n が成り立つため, cosh のマクローリン展開を考えると,

coshx cosh y =
1

2
(cosh(x+y)+cosh(x−y)) = 1

2

∞∑
n=0

(x+ y)2n + (x− y)2n

(2n)!
>

∞∑
n=0

r2n

(2n)!
= cosh r = cosh

√
x2 + y2

が得られる.
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微積分学 II 演習問題 第23回 長方形の領域での重積分

1. 次の積分を求めよ. ただし α は正の実数, a < b とし, (10)では n ≧ 1

2
, m ≧ 0, (11)と (12)では n ̸= 0, (17)で

は a > −1, (22)と (24)では a > 0 とする.

(1) I = [0, 1]× [0, 2],

∫∫
I

(x+ y)dxdy (2) I = [0, a]× [0, b],

∫∫
I

(x2 + y2)dxdy

(3) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

x3y2dxdy (4) I = [0, 1]× [a, b],

∫∫
I

xy2dxdy

(5) I = [−1, 1]× [0, 1],

∫∫
I

12x2y3dxdy (6) I = [0, 1]× [0, α],

∫∫
I

ex sin ydxdy

(7) I =
[
0, π3

]
×
[
0, π6

]
,

∫∫
I

sinx cos ydxdy (8) I = [1, 2]× [2, 3],

∫∫
I

1

x+ y
dxdy

(9) I = [0, a]× [0, b],

∫∫
I

sin(x+ y)dxdy (10) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

x2n−1ymex
nym+1

dxdy

(11) I = [0, 1]× [0, a],

∫∫
I

y2n−1

xyn + 1
dxdy (12) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

y2n−1

xy2n + 1
dxdy

(13) I = [0, 1]×
[
0, π2

]
,

∫∫
I

y cos(xy)dxdy (14) I = [0, 1]×
[
0, π4

]
,

∫∫
I

x

cos2(xy)
dxdy

(15) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

y(x+ y)αdxdy (16) I = [0, 2]× [0, 3]× [0, 4],

∫∫∫
I

xy2z3dxdydz

(17) I = [0, 1]× [a, b],

∫∫
I

xydxdy (18) I =
[
0, π2

]
× [0, 2],

∫∫
I

x2y sin(xy2)dxdy

(19) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

(x+ y2)2dxdy (20) I = [0, π]×
[
0, π2

]
,

∫∫
I

x sin(x+ y)dxdy

(21) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

xydxdy (22) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

1

(x+ y + a)2
dxdy

(23) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

ex+ydxdy (24) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

1

x+ y + a
dxdy

(25) I = [0, 1]× [0, 1],

∫∫
I

y2

x2y2 + 1
dxdy (26) I =

[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
,

∫∫∫
I

sin(x+ y + z)dxdydz

2. (1)m,n ̸= 0とし, f をC2級関数とする. a, b, c, d,m, n, f を用いて重積分
∫∫

[a,b]×[c,d]

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dxdy

の値を表せ.

(2) I = [a, b]× [c, d]× [p, q] とし, l,m, n ̸= 0, f を C3級関数とする. a, b, c, d, p, q, l, m, n, f を用いて 3重積分∫∫∫
I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdydz の値を表せ.

3. (発展問題) すべての成分が 0以上 1以下である n次元数ベクトル全体からなる領域を [0, 1]n で表す.

(1) k > 0 とするとき, n重積分
∫∫

· · ·
∫
[0,1]n

(
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn

)
dx1dx2 · · · dxn の値を求めよ.

(2) 次の等式が成り立つことを示せ. ただし,

(
n

j

)
は二項係数 nCj =

n(n− 1) · · · (n− j + 1)

j!
を表す.

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

1

1 + x1 + x2 + · · ·+ xn
dx1dx2 · · · dxn =

1

(n− 1)!

n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
(j + 1)n−1 log(j + 1)

(3) a > 0, k > −1 とするとき n重積分
∫∫

· · ·
∫
[0,1]n

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n+k
dx1dx2 · · · dxn の値を求めよ.

(4) a > 0 とするとき n重積分
∫∫

· · ·
∫
[0,1]n

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n−1
dx1dx2 · · · dxn の値を求めよ.
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第 23回の演習問題の解答

1. (1)

∫∫
I

(x+ y)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 1

0

(x+ y)dx

)
dy =

∫ 2

0

[
x2

2
+ xy

]x=1

x=0

dy =

∫ 2

0

(
y +

1

2

)
dy =

[
y2

2
+
y

2

]2
0

= 3

(2)

∫∫
I

(x2 + y2)dxdy =

∫ b

0

(∫ a

0

(x2 + y2)dx

)
dy =

∫ b

0

[
x3

3
+ xy2

]x=a
x=0

dy =

∫ b

0

(
a3

3
+ ay2

)
dy =

[
a3y

3
+
ay3

3

]b
0

=

ab(a2 + b2)

3

(3)

∫∫
I

x3y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

x3y2dx

)
dy =

∫ 1

0

[
x4y2

4

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

y2

4
dy =

[
y3

12

]1
0

=
1

12

(4)

∫∫
I

xy2dxdy =

∫ b

a

(∫ 1

0

xy2dx

)
dy =

∫ b

a

[
x2y2

2

]x=1

x=0

dy =

∫ b

a

y2

2
dy =

[
y3

6

]b
a

=
b3 − a3

6

(5)

∫∫
I

12x2y3dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

−1

12x2y3dx

)
dy =

∫ 1

0

[4x3y3]x=1
x=−1dy =

∫ 1

0

8y3dy = [2y4]10 = 2

(6)

∫∫
I

ex sin y dxdy =

∫ α

0

(∫ 1

0

ex sin ydx

)
dy =

∫ α

0

[ex sin y]x=1
x=0 dy =

∫ α

0

(e− 1) sin y dy = [(1− e) cos y]α0 =

(e− 1)(1− cosα)

(7)

∫∫
I

sinx cos ydxdy =

∫ π
6

0

(∫ π
3

0

sinx cos ydx

)
dy =

∫ π
6

0

[− cosx cos y]
x=π

3
x=0 dy =

∫ π
6

0

cos y

2
dy =

[
sin y

2

]π
6

0

=
1

4

(8)

∫∫
I

1

x+ y
dxdy =

∫ 3

2

(∫ 2

1

1

x+ y
dx

)
dy =

∫ 3

2

[log(x+ y)]x=2
x=1dy =

∫ 1

0

(log(y + 2)− log(y + 1))dy =

[(y + 2) log(y + 2)− (y + 1) log(y + 1)]32 = 5 log 5− 16 log 2 + 3 log 3

(9)

∫∫
I

sin(x+ y)dxdy =

∫ b

0

(∫ a

0

sin(x+ y)dx

)
dy =

∫ b

0

[− cos(x+ y)]
x=a
x=0 dy =

∫ b

0

(− cos(y + a) + cos y) dy =

[− sin(y + a) + sin y]
b
0 = − sin(a+ b) + sin a+ sin b = 4 sin

a

2
sin

b

2
sin

a+ b

2

(10)

∫∫
I

x2n−1ymex
nym+1

dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2n−1ymex
nym+1

dy

)
dx =

∫ 1

0

[
xn−1ex

nym+1

m+ 1

]y=1

y=0

dx =

1

m+ 1

∫ 1

0

(
xn−1ex

n

− xn−1
)
dx =

1

n(m+ 1)
[ex

n

− xn]10 =
e− 2

n(m+ 1)

(11)

∫∫
I

y2n−1

xyn + 1
dxdy =

∫ a

0

(∫ 1

0

y2n−1

xyn + 1
dx

)
dy =

∫ a

0

[yn−1 log(xyn + 1)]x=1
x=0 dy =

∫ a

0

yn−1 log(yn + 1)dy =[
yn + 1

n
log(yn + 1)

]a
0

−
∫ a

0

yn−1 dy =
(an + 1) log(an + 1)− an

n

(12)

∫∫
I

y2n−1

x2y2n + 1
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

y2n−1

(xyn)2 + 1
dx

)
dy =

∫ 1

0

[yn−1 tan−1(xyn)]x=1
x=0 dy =

∫ 1

0

yn−1 tan−1(yn) dy =[
yn tan−1(yn)

n

]1
0

−
∫ 1

0

y2n−1

1 + y2n
dy =

π

4n
−
[
log(1 + y2n)

2n

]1
0

=
π

4n
− log 2

2n

(13)

∫∫
I

y cos(xy)dxdy =

∫ π
2

0

(∫ 1

0

y cos(xy)dx

)
dy =

∫ π
2

0

[sin(xy)]x=1
x=0dy =

∫ π
2

0

sin ydy = [− cos y]10 = 1

(14)

∫∫
I

x

cos2(xy)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ π
4

0

x

cos2(xy)
dy

)
dx =

∫ 1

0

[tan(xy)]
y=π

4
y=0 dy =

∫ 1

0

tan
πx

4
dy =[

− 4

π
log
(
cos

πx

4

)]π4
0

=
2 log 2

π

(15)

∫∫
I

y(x+ y)αdxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

y(x+ y)αdx

)
dy =

∫ 1

0

[
y(x+ y)α+1

α+ 1

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

y
(
(1 + y)α+1 − yα+1

)
α+ 1

dy =[
y
(
(1+ y)α+2− yα+2

)
(α+ 1)(α+ 2)

]1
0

−
∫ 1

0

(1+ y)α+2− yα+2

(α+ 1)(α+ 2)
dy =

2α+2 − 1

(α+1)(α+2)
−
[

(1 + y)α+3 − yα+3

(α+1)(α+2)(α+3)

]1
0

=
2α+2 − 1

(α+2)(α+3)

(16)

∫∫∫
I

xy2z3dxdydz =

∫ 4

0

(∫ 3

0

(∫ 2

0

xy2z3dx

)
dy

)
dz =

∫ 4

0

(∫ 3

0

[
1

2
x2y2z3

]x=2

x=0

dy

)
dz =
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∫ 4

0

(∫ 3

0

2y2z3dy

)
dz =

∫ 4

0

[
2

3
y3z3

]y=3

y=0

dz =

∫ 4

0

18z3dz =

[
9

2
z4
]4
0

= 1152

(17)

∫∫
I

xydxdy =

∫ b

a

(∫ 1

0

xydx

)
dy =

∫ b

a

[
xy+1

y + 1

]x=1

x=0

dy =

∫ b

a

1

y + 1
dy = [log(y + 1)]ba = log(b+ 1)− log(a+ 1)

(18)

∫∫
I

x2y sin(xy2)dxdy =

∫ π
2

0

(∫ 2

0

x2y sin(xy2)dy

)
dx =

∫ π
2

0

[
−x
2
cos(xy2)

]y=2

y=0
dx =

∫ π
2

0

x

2
(1− cos(4x))dx =[

x

2

(
x− sin(4x)

4

)]π
2

0

−
∫ π

2

0

1

2

(
x− sin(4x)

4

)
dx =

π2

8
−
[
x2

4
+

cos(4x)

32

]π
2

0

=
π2

16

(19)

∫∫
I

(x+ y2)2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(x+ y2)2dx

)
dy =

∫ 1

0

[
(x+ y2)3

3

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

(
1

3
+ y2 + y4

)
dy =

13

15

(20)

∫∫
I

x sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0

(∫ π
2

0

x sin(x+ y)dy

)
dx =

∫ π

0

[−x cos(x+ y)]
y=π

2
y=0 dx =∫ π

0

(
−x cos

(
x+

π

2

)
+ x cosx

)
dx =

∫ π

0

x(sinx+ cosx)dx = [x(− cosx+ sinx)]π0 −
∫ π

0

(− cosx+ sinx)dx =

π − [− sinx− cosx]π0 = π − 2

(21)

∫∫
I

xydxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

xydx

)
dy =

∫ 1

0

y

2
dy =

1

4

(22)

∫∫
I

1

(x+ y + a)2
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

(x+ y + a)2
dx

)
dy =

∫ 1

0

[
−1

x+ y + a

]x=1

x=0

dy =∫ 1

0

(
1

y + a
− 1

y + a+ 1

)
dy = [log(y + a)− log(y + a+ 1)]

1
0 = − log a+ 2 log(a+ 1)− log(a+ 2)

(23)

∫∫
I

ex+ydxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

ex+ydx

)
dy =

∫ 1

0

(ey+1 − ey)dy = (e− 1)2

(24)

∫∫
I

1

x+ y + a
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

x+ y + a
dx

)
dy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

[log(x+ y + a)]x=1
x=0

)
dy =∫ 1

0

(log(y + a+ 1)− log(y + a)) dy = [(y + a+ 1) log(y + a+ 1)− (y + a) log(y + a)]10 =

a log a− 2(a+ 1) log(a+ 1) + (a+ 2) log(a+ 2)

(25)

∫∫
I

y2

x2y2 + 1
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

y2

x2y2 + 1
dx

)
dy =

∫ 1

0

[y tan−1(xy)]x=1
x=0dy =

∫ 1

0

y tan−1 ydy =

[
y2

2
tan−1 y

]1
0

−

1

2

∫ 1

0

(
1− 1

1 + y2

)
dy =

π

8
− 1

2
[y − tan−1 y]10 =

π

4
− 1

2

(26)

∫∫∫
I

sin(x+ y + z)dxdydz=

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

sin(x+ y + z)dx

)
dy

)
dz =

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

[− cos(x+ y + z)]
x=π

2
x=0 dy

)
dz =∫ π

2

0

(∫ π
2

0

(sin(y + z) + cos(y + z))dy

)
dz =

∫ π
2

0

[sin(y + z)− cos(y + z)]
y=π

2
y=0 dz =

∫ π
2

0

2 cos zdz = 2

2. (1) c, d ̸= 0 の場合∫∫
[a,b]×[c,d]

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dy

)
dx =

∫ b

a

[
xm−1

n
f ′(xmyn)

]y=d
y=c

dx =∫ b

a

xm−1

n
(f ′(dnxm)− f ′(cnxm)) dx =

[
f(dnxm)

dnmn
− f(cnxm)

cnmn

]b
a

=
f(bmdn)

dnmn
− f(bmcn)

cnmn
− f(amdn)

dnmn
+
f(amcn)

cnmn
c = 0, d ̸= 0 の場合∫∫

[a,b]×[c,d]

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

0

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dy

)
dx =

∫ b

a

[
xm−1

n
f ′(xmyn)

]y=d
y=0

dx =∫ b

a

xm−1

n
(f ′(dnxm)− f ′(0)) dx =

[
f(dnxm)

dnmn
− f ′(0)xm

mn

]b
a

=
f(bmdn)

dnmn
− f ′(0)bm

mn
− f(amdn)

dnmn
+
f ′(0)am

mn
c ̸= 0, d = 0 の場合は, 上の場合で c と d を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫

[a,b]×[c,d]

x2m−1yn−1f ′′(xmyn) dxdy =
f ′(0)bm

mn
− f(bmcn)

cnmn
− f ′(0)am

mn
+
f(amcn)

cnmn
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(2) c, d, p, q ̸= 0 の場合
∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =∫ b

a

(∫ d

c

(∫ q

p

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dz

)
dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

[
x2l−1ym−1

n
f ′′(xlymzn)

]z=q
z=p

dy

)
dx =∫ b

a

(∫ d

c

x2l−1ym−1

n

(
f ′′(qnxlym)− f ′′(pnxlym)

)
dy

)
dx =

∫ b

a

[
xl−1

qnmn
f ′(qnxlym)− xl−1

pnmn
f ′(pnxlym)

]y=d
y=c

dx =∫ b

a

(
xl−1

qnmn
f ′(dmqnxl)− xl−1

pnmn
f ′(dmpnxl)− xl−1

qnmn
f ′(cmqnxl) +

xl−1

pnmn
f ′(cmpnxl)

)
dx =[

f(dmqnxl)

dmq2nlmn
− f(dmpnxl)

dmp2nlmn
− f(cmqnxl)

cmq2nlmn
+
f(cmpnxl)

cmp2nlmn

]b
a

=

f(bldmqn)

dmq2nlmn
− f(bldmpn)

dmp2nlmn
− f(blcmqn)

cmq2nlmn
+
f(blcmpn)

cmp2nlmn
− f(aldmqn)

dmq2nlmn
+
f(aldmpn)

dmp2nlmn
+
f(alcmqn)

cmq2nlmn
− f(alcmpn)

cmp2nlmn

c, d, q ̸= 0, p = 0 の場合
∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =∫ b

a

(∫ d

c

(∫ q

0

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dz

)
dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

[
x2l−1ym−1

n
f ′′(xlymzn)

]z=q
z=0

dy

)
dx =∫ b

a

(∫ d

c

x2l−1ym−1

n

(
f ′′(qnxlym)− f ′′(0)

)
dy

)
dx =

∫ b

a

[
xl−1

qnmn
f ′(qnxlym)− x2l−1ym

mn
f ′′(0)

]y=d
y=c

dx =∫ b

a

(
xl−1

qnmn
f ′(dmqnxl)− dmx2l−1

mn
f ′′(0)− xl−1

qnmn
f ′(cmqnxl) +

cmx2l−1

mn
f ′′(0)

)
dx =[

f(dmqnxl)

dmq2nlmn
− dmf ′′(0)x2l

2lmn
− f(cmqnxl)

cmq2nlmn
+
cmf ′′(0)x2l

2lmn

]b
a

=

f(bldmqn)

dmq2nlmn
− b2ldmf ′′(0)

2lmn
− f(blcmqn)

cmq2nlmn
+
b2lcmf ′′(0)

2lmn
− f(aldmqn)

dmq2nlmn
+
a2ldmf ′′(0)

2lmn
+
f(alcmqn)

cmq2nlmn
− a2lcmf ′′(0)

2lmn
c, d, p ̸= 0, q = 0 の場合は上の場合で, p と q を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =

b2ldmf ′′(0)

2lmn
− f(bldmpn)

dmp2nlmn
− b2lcmf ′′(0)

2lmn
+
f(blcmpn)

cmp2nlmn
− a2ldmf ′′(0)

2lmn
+
f(aldmpn)

dmp2nlmn
+
a2lcmf ′′(0)

2lmn
− f(alcmpn)

cmp2nlmn

d, p, q ̸= 0, c = 0 の場合
∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =∫ b

a

(∫ d

0

(∫ q

p

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dz

)
dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

0

[
x2l−1ym−1

n
f ′′(xlymzn)

]z=q
z=p

dy

)
dx =∫ b

a

(∫ d

0

x2l−1ym−1

n

(
f ′′(qnxlym)− f ′′(pnxlym)

)
dy

)
dx =

∫ b

a

[
xl−1

qnmn
f ′(qnxlym)− xl−1

pnmn
f ′(pnxlym)

]y=d
y=0

dx =∫ b

a

(
xl−1

qnmn
f ′(dmqnxl)− xl−1

pnmn
f ′(dmpnxl)− xl−1

qnmn
f ′(0) +

xl−1

pnmn
f ′(0)

)
dx =[

f(dmqnxl)

dmq2nlmn
− f(dmpnxl)

dmp2nlmn
− f ′(0)xl

qnlmn
+
f ′(0)xl

pnlmn

]b
a

=

f(bldmqn)

dmq2nlmn
− f(bldmpn)

dmp2nlmn
− blf ′(0)

qnlmn
+
blf ′(0)

pnlmn
− f(aldmqn)

dmq2nlmn
+
f(aldmpn)

dmp2nlmn
+
alf ′(0)

qnlmn
− alf(0)

pnlmn
d = 0, c, p, q ̸= 0 の場合は, 上の場合で c と d を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =

blf ′(0)

qnlmn
− blf ′(0)

pnlmn
− f(blcmqn)

cmq2nlmn
+
f(blcmpn)

cmp2nlmn
− alf ′(0)

qnlmn
+
alf(0)

pnlmn
+
f(alcmqn)

cmq2nlmn
− f(alcmpn)

cmp2nlmn

c = p = 0, d, q ̸= 0 の場合
∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =∫ b

a

(∫ d

0

(∫ q

0

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dz

)
dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

0

[
x2l−1ym−1

n
f ′′(xlymzn)

]z=q
z=0

dy

)
dx =
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∫ b

a

(∫ d

0

x2l−1ym−1

n

(
f ′′(qnxlym)− f ′′(0)

)
dy

)
dx =

∫ b

a

[
xl−1

qnmn
f ′(qnxlym)− x2l−1ym

mn
f ′′(0)

]y=d
y=0

dx =∫ b

a

(
xl−1

qnmn
f ′(dmqnxl)− dmx2l−1

mn
f ′′(0)− xl−1

qnmn
f ′(0)

)
dx =

[
f(dmqnxl)

dmq2nlmn
− dmf ′′(0)x2l

2lmn
− f ′(0)xl

qnlmn

]b
a

=

f(bldmqn)

dmq2nlmn
− b2ldmf ′′(0)

2lmn
− blf ′(0)

qnlmn
− f(aldmqn)

dmq2nlmn
+
a2ldmf ′′(0)

2lmn
+
alf ′(0)

qnlmn
c = q = 0, d, p ̸= 0 の場合は上の場合で, p と q を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =

b2ldmf ′′(0)

2lmn
− f(bldmpn)

dmp2nlmn
+
blf ′(0)

pnlmn
− a2ldmf ′′(0)

2lmn
+
f(aldmpn)

dmp2nlmn
− alf ′(0)

pnlmn
d = q = 0, c, p ̸= 0 の場合は上の場合で, c と d を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =

−b
lf ′(0)

pnlmn
− b2lcmf ′′(0)

2lmn
+
f(blcmpn)

cmp2nlmn
+
alf ′(0)

pnlmn
+
a2lcmf ′′(0)

2lmn
− f(alcmpn)

cmp2nlmn
d = p = 0, c, q ̸= 0 の場合は上の場合で, p と q を入れ替えて符号を変えたものである.∫∫∫

I

x3l−1y2m−1zn−1f ′′′(xlymzn) dxdy =

blf ′(0)

qnlmn
− f(blcmqn)

cmq2nlmn
+
b2lcmf ′′(0)

2lmn
− alf ′(0)

qnlmn
+
f(alcmqn)

cmq2nlmn
− a2lcmf ′′(0)

2lmn

3. (1) In =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

(
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn

)
dx1dx2 · · · dxn とおくと, I1 =

∫ 1

0

xk1 dx1 =
1

k + 1
であり,

In =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(∫ 1

0

(
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn−1 + xkn

)
dxn

)
dx1dx2 · · · dxn−1

=

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn−1 +

1

k + 1

)
dx1dx2 · · · dxn−1

= In−1 +
1

k + 1

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

dx1dx2 · · · dxn−1 = In−1 +
1

k + 1

だから, 数列 {In}∞n=1 は初項と公差がともに
1

k + 1
の等差数列である. 故に In =

n

k + 1
である.

(2) fm : [0, 1] → R を, m = 1, 2, . . . , n− 1 に対して

fm(x) =

m∑
k=0

(−1)k

(m− 1)!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi + x

)m−1(
log

(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi + x

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

によって定め, fn : [0, 1] → R は, 常に
n∑
k=0

(−1)k

(n− 1)!

(
n

k

)
(n+ 1− k)n−1

(
log(n+ 1− k)−

n−1∑
i=1

1

i

)
を値にとる定数

値関数であるとする.∫ 1

0

fm(x)dx =

∫ 1

0

 m∑
k=0

(−1)k

(m− 1)!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m∑
i=1

xi

)m−1(
log

(
m+ 1− k +

n−m∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)dxn−m
=

[
m∑
k=0

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 1− k +

n−m∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)]xn−m=1

xn−m=0

−
∫ 1

0

 m∑
k=0

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m∑
i=1

xi

)m−1
 dx
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=

m∑
k=0

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

−
m∑
k=0

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

−
m∑
k=0

(−1)k

m!m

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m
+

m∑
k=0

(−1)k

m!m

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

=
1

m!

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

+

m∑
k=1

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

−
m−1∑
k=0

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

− (−1)m

m!

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

− 1

m!m

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m
−

m∑
k=1

(−1)k

m!m

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

+

m−1∑
k=0

(−1)k

m!m

(
m

k

)(
m+ 1− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m
+

(−1)m

m!m

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

=
1

m!

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

+

m∑
k=1

(−1)k

m!

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

−
m∑
k=1

(−1)k−1

m!

(
m

k − 1

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

− (−1)m

m!

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

− 1

m!m

(
m+ 2 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m
−

m∑
k=1

(−1)k

m!m

(
m

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

+

m∑
k=1

(−1)k−1

m!m

(
m

k − 1

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m
+

(−1)m

m!m

(
1 +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

=

m+1∑
k=0

(−1)k

m!

(
m+ 1

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−
m−1∑
i=1

1

i

)

−
m+1∑
k=0

(−1)k

m!m

(
m+ 1

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m

=

m+1∑
k=0

(−1)k

m!

(
m+ 1

k

)(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)m(
log

(
m+ 2− k +

n−m−1∑
i=1

xi

)
−

m∑
i=1

1

i

)
= fm+1(xn−m−1)
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だから, 1 ≦ m ≦ n− 1 のとき,

∫ 1

0

fm(xn−m)dxn−m =

∫ 1

0

fm(x)dx = fm+1(xn−m−1) である. このことから,

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

1

1 + x1 + x2 + · · ·+ xn
dx1dx2 · · · dxn =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(
· · ·
(∫ 1

0

1

1 + x1 + x2 + · · ·+ xn
dxn

)
· · ·
)
dx2

)
dx1

=

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[
log

(
1 +

n∑
i=1

xi

)]xn=1

xn=0

dxn−1

· · ·

dx2
dx1

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

(
· · ·
(∫ 1

0

f1(xn−1)dxn−1

)
· · ·
)
dx2

)
dx1

· · ·

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

(
· · ·
(∫ 1

0

fm(xn−m)dxn−m

)
· · ·
)
dx2

)
dx1

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

(
· · ·
(∫ 1

0

fm+1(xn−m−1)dxn−m−1

)
· · ·
)
dx2

)
dx1

· · ·

=

∫ 1

0

fn−1(x1)dx1 = fn(x)

=

n∑
k=0

(−1)k

(n− 1)!

(
n

k

)
(n+ 1− k)n−1

(
log(n+ 1− k)−

n−1∑
i=1

1

i

)

=

n∑
j=0

(−1)n−j

(n− 1)!

(
n

n− j

)
(j + 1)n−1

(
log(j + 1)−

n−1∑
i=1

1

i

)

=

n∑
j=0

(−1)n−j

(n− 1)!

(
n

j

)
(j + 1)n−1

(
log(j + 1)−

n−1∑
i=1

1

i

)

となるため, 次の等式が示された.∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

1

1 + x1 + x2 + · · ·+ xn
dx1dx2 · · · dxn =

n∑
j=0

(−1)n−j

(n− 1)!

(
n

j

)
(j + 1)n−1

(
log(j + 1)−

n−1∑
i=1

1

i

)
· · · (∗)

次に, p(x) が n− 1次以下の多項式ならば
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
p(j) = 0 が成り立つことを n による帰納法で示す. n = 1

の場合には, この主張は明らかに成り立つ. n− 1次以下の任意の多項式 q(x) に対して
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
q(j) = 0 が成

り立つと仮定し, p(x) を n次以下の任意の多項式とする. このとき, q(x) = p(x+ 1)− p(x) とおけば, q(x) は n− 1

次以下の多項式であるため, 帰納法の仮定により

n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)
p(k) = 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(
n+ 1

k

)
p(k) + (−1)n+1p(n+ 1)

= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
p(k) +

n∑
k=1

(−1)k
(

n

k − 1

)
p(k) + (−1)n+1p(n+ 1)

=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
p(k)−

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
p(k + 1) = −

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
q(k) = 0

となって, 主張が成り立つことがわかる. とくに p(x) = (x+ 1)n−1 とすれば,
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
(j + 1)n−1 = 0 が得ら

れるため, (∗)の右辺は 1

(n− 1)!

n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
(j + 1)n−1 log(j + 1) に等しいことがわかる.
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(3) Ikn(a) =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n+k
dx1dx2 · · · dxn とおくとき, n ≧ 2 ならば

Ikn(a) =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(∫ 1

0

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n+k
dxn

)
dx1dx2 · · · dxn−1

=

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

[
− 1

(n+ k − 1)(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n+k−1

]xn=1

xn=0

dx1dx2 · · · dxn−1

=
1

n+ k − 1

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(
1

(x1 + · · ·+ xn−1 + a)n+k−1
− 1

(x1 + · · ·+ xn−1 + a+ 1)n+k−1

)
dx1 · · · dxn−1

=
1

n+ k − 1
(Ikn−1(a)− Ikn−1(a+ 1))

より Ikn(a) =
1

n+ k − 1
(Ikn−1(a)−Ikn−1(a+1))である. この等式の両辺に

n−1∏
j=1

(k+j)をかけてJkn(a) =
n−1∏
j=1

(k+j)Ikn(a)

とおけば, Jkn(a) = Jkn−1(a)− Jkn−1(a+ 1) が得られる. ここで,

Jk1 (a) = Ik1 (a) =

∫ 1

0

1

(x1 + a)k+1
dx1 =


log(a+ 1)− log a k = 0

1

k

(
1

ak
− 1

(a+ 1)k

)
k ̸= 0

だから, J0
2 (a) = J0

1 (a) − J0
1 (a + 1) = − log a + 2 log(a + 1) − log(a + 2) =

2∑
i=0

(−1)i+1

(
2

i

)
log(a + i) が成り立ち,

k ̸= 0 ならば Jk2 (a) = Jk1 (a)− Jk1 (a+ 1) =
1

k

(
1

ak
− 2

(a+ 1)k
+

1

(a+ 2)k

)
=

1

k

2∑
i=0

(−1)i
(
2

i

)
1

(a+ i)k
が成り立つ.

そこで, 数学的帰納法で次の等式が成り立つことを示す.

J0
n(a) =

n∑
i=0

(−1)i+1

(
n

i

)
log(a+ i), Jkn(a) =

1

k

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
1

(a+ i)k
(k ̸= 0)

上でみたように, n = 1, 2 のときは主張が成り立つ. n ≧ 2 に対して J0
n−1(a) =

n−1∑
i=0

(−1)i+1

(
n− 1

i

)
log(a + i),

Jkn−1(a) =
1

k

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
1

(a+ i)k
(k ̸= 0) が成り立つと仮定する.

J0
n(a) = J0

n−1(a)− J0
n−1(a+ 1) =

n−1∑
i=0

(−1)i+1

(
n− 1

i

)
log(a+ i)−

n−1∑
i=0

(−1)i+1

(
n− 1

i

)
log(a+ i+ 1)

=

n−1∑
i=0

(−1)i+1

(
n− 1

i

)
log(a+ i) +

n∑
i=1

(−1)i+1

(
n− 1

i− 1

)
log(a+ i)

= − log a+

n−1∑
i=1

(−1)i+1

((
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

))
log(a+ i) + (−1)n+1 log(a+ n)

= − log a+

n−1∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
log(a+ i) + (−1)n+1 log(a+ n) =

n∑
i=0

(−1)i+1

(
n

i

)
log(a+ i)

Jkn(a) = Jkn−1(a)− Jkn−1(a+ 1) =
1

k

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
1

(a+ i)k
− 1

k

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
1

(a+ i+ 1)k

=
1

k

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
1

(a+ i)k
+

1

k

n∑
i=1

(−1)i
(
n− 1

i− 1

)
1

(a+ i)k

=
1

k

(
1

ak
+

n−1∑
i=1

(−1)i
((

n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

))
1

(a+ i)k
+ (−1)n

1

(a+ n)k

)

=
1

k

(
1

ak
+

n−1∑
i=1

(−1)i
(
n

i

)
1

(a+ i)k
+ (−1)n

1

(a+ n)k

)
=

1

k

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
1

(a+ i)k
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が得られ, n のときも主張が成り立つことがわかる．(上で
(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n

k

)
が成り立つことを用いた.)

故に I0n(a) =
J0
n(a)

(n− 1)!
=

n∑
i=0

(−1)i+1

(n− 1)!

(
n

i

)
log(a+ i) であり, k ̸= 0 ならば Ikn(a) は次のようになる.

Ikn(a) = Jkn(a)

(
n−1∏
i=1

(k + i)

)−1

=

n−1∏
i=1

1

k + i

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
1

(a+ i)k

(4) In(a) =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n−1
dx1dx2 · · · dxn とおくとき, n ≧ 3 ならば

In(a) =

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(∫ 1

0

1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n−1
dxn

)
dx1dx2 · · · dxn−1

=

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

[
− 1

(n− 2)(x1 + x2 + · · ·+ xn + a)n−2

]xn=1

xn=0

dx1dx2 · · · dxn−1

=
1

n− 2

∫∫
· · ·
∫
[0,1]n−1

(
1

(x1 + · · ·+ xn−1 + a)n−2
− 1

(x1 + · · ·+ xn−1 + a+ 1)n−2

)
dx1dx2 · · · dxn−1

=
1

n− 2
(In−1(a)− In−1(a+ 1))

だから In(a) =
1

n− 2
(In−1(a)−In−1(a+1))が成り立つ. この等式の両辺に (n−2)!をかけて Jn(a) = (n−2)!In(a)

とおけば, Jn(a) = Jn−1(a)− Jn−1(a+ 1) が得られる. 問題 1の (24)の結果から

J2(a) = I2(a) =

∫∫
[0,1]n

1

x1 + x2 + a
dx1dx2 =

2∑
i=0

(−1)i
(
2

k

)
(a+ i) log(a+ i)

だから, Jn(a) =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(a+ i) log(a+ k) が成り立つことを数学的帰納法で示す. 上でみたように, n = 2 の

ときは主張が成り立つ. n ≧ 3 に対して Jn−1(a) =
n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
(a+ i) log(a+ i) が成り立つと仮定する.

Jn(a) = Jn−1(a)− Jn−1(a+ 1) =

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
(a+ i) log(a+ i)−

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
(a+ i+ 1) log(a+ i+ 1)

=

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
(a+ i) log(a+ i) +

n∑
i=1

(−1)i
(
n− 1

i− 1

)
(a+ i) log(a+ i)

= a log a+

n−1∑
i=1

(−1)i
((

n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

))
(a+ i) log(a+ i) + (−1)n(a+ n) log(a+ n)

= a log a+

n−1∑
i=1

(−1)i
(
n

i

)
(a+ i) log(a+ i) + (−1)n(a+ n) log(a+ n) =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(a+ i) log(a+ i)

が得られ, n のときも主張が成り立つ．故に n ≧ 2 ならば In(a) =
Jn(a)

(n− 2)!
=

n∑
i=0

(−1)i

(n− 2)!

(
n

i

)
(a+ i) log(a+ i) で

ある.
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微積分学 II 演習問題 第24回 縦線図形における重積分

1. 以下の積分を計算せよ. ただし (3) では d > 1, (18) では a, b > 0, (29) では l > 1, p, q > 0 であり, m, n は 0 以

上の整数

(1) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≦ y ≦ 2− x2
}
,

∫∫
D

(x+ y)dxdy

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x+ y ≦ 2
}
,

∫∫
D

(x+ y)dxdy

(3) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (a+ d)x2 + (b− d)x+ c ≦ y ≦ ax2 + bx+ c
}
,

∫∫
D

(x+ y)dxdy

(4) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, x3 − x ≦ y ≦ 3x
}
,

∫∫
D

(x+ y)dxdy

(5) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 ≦ y ≦ x+ 2
}
,

∫∫
D

(2x+ 3y)dxdy

(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

xydxdy

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ y2, y ≧ x2
}
,

∫∫
D

xydxdy

(8) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 ≦ y ≦ 2− x
}
,

∫∫
D

(
24x2 + 84y2

)
dxdy

(9) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, −3x ≦ y ≦ x− x3
}
,

∫∫
D

6x2ydxdy

(10) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 1− x2
}
,

∫∫
D

12x2ydxdy

(11) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≦ y ≦ 2x− x2
}
,

∫∫
D

12x2ydxdy

(12) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 2− x
}
,

∫∫
D

(
x3 − 2xy

)
dxdy

(13) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ y2, y ≧ x2
}
,

∫∫
D

(xy + y)dxdy

(14) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ y2, y ≧ x3
}
,

∫∫
D

(
xy + y2

)
dxdy

(15) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≦ y ≦ 3x− x2
}
,

∫∫
D

(x+ xy)dxdy

(16) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 2x ≦ y ≦ x− x2
}
,

∫∫
D

(
x2 − y2

)
dxdy

(17) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
2x

2 ≦ y ≦ 6− x2
}
,

∫∫
D

(
x2 − y

)
dxdy

(18) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (a2 − 1)x2 ≦ y ≦ a2b2 − x2
}
,

∫∫
D

(
x2 − xy

)
dxdy

(19) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 11x2 ≦ y ≦ 3− x2
}
,

∫∫
D

(
x2 + xy

)
dxdy

(20) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 3x+ x2 ≦ y ≦ −x
}
,

∫∫
D

(
xy − y2

)
dxdy

(21) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≦ y ≦ 3x, x+ y ≦ 4
}
,

∫∫
D

(2x+ y)dxdy

(22) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≦ y ≦ 2x, x+ y ≦ 3
}
,

∫∫
D

(2x− xy)dxdy

(23) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, 1
x ≦ y ≦ 2

}
,

∫∫
D

(
x3 − 3xy

)
dxdy

(24) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ −y4 + y2 + 12
}
,

∫∫
D

y2dxdy

(25) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y2 − 4 ≦ x ≦ −y4 + 2y2 + 8
}
,

∫∫
D

(x+ 2y)dxdy

(26) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 − x ≦ y ≦ −2x
}
,

∫∫
D

(x2 + 3y2)dxdy
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(27) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 2x+ 2 ≦ y ≦ x− x2
}
,

∫∫
D

(2xy − 3y2)dxdy

(28) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ −1, y − 2 ≦ x ≦ −y3 + 4y
}
,

∫∫
D

(2x− y)dxdy

(29) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, xl − x ≦ y ≦ −xl + x
}
,

∫∫
D

(
xp + xqy2m+1 + y2n+1

)
dxdy

(30) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ π
4 , 0 ≦ y ≦ x

}
,

∫∫
D

sin(x+ 3y)dxdy

(31) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x+ y ≦ π
}
,

∫∫
D

sin(x+ y)dxdy

(32) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, −x ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

xe2ydxdy

(33) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 3x2
}
,

∫∫
D

2y

1 + x
dxdy

(34) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, x ≦ y ≦
√
3x
}
,

∫∫
D

1

x2 + y2
dxdy

(35) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ y ≦ 2− x
}
,

∫∫
D

y

(x+ 1)2
dxdy

(36) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

y3exydxdy

(37) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦
√
2, x ≦ y ≦ x3

}
,

∫∫
D

x4exydxdy

(38) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

√
1− x2dxdy

(39) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ x
2 ≦ 1

}
,

∫∫
D

y
√
x2 + y2dxdy

(40) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x3
}
,

∫∫
D

ex
2

dxdy

(41) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 1 ≦ y ≦ ex
}
,

∫∫
D

xex

y
dxdy

(42) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

4x

1 + y4
dxdy

(43) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x3 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

3y2

x4 + 1
dxdy

(44) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

x2
√
x2 + y2dxdy

(45) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ x2, x ≧ 0, 1 ≦ y ≦ 3
}
,

∫∫
D

2x

x2 + y2
dxdy

(46) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 3
√
π, 0 ≦ y ≦ 3x2

}
,

∫∫
D

sin
(
x3
)
dxdy

(47) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x2
}
,

∫∫
D

x7√
1 + x3y

dxdy

(48) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x2 ≦ yn−1 ≦ 1
}
(n ≧ 1),

∫∫
D

6x
√

1 + yn dxdy

(49) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 3,
√

y
3 ≦ x ≦ 1

}
,

∫∫
D

x
√
x2 + y dxdy

(50) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 3x, y ≦ 4x− x3
}
,

∫∫
D

cos
(π
2
x2
)
dxdy

(51) D = [0, π]× [0, π],

∫∫
D

| cos(x+ y)|dxdy

2. (1) c > 0, k > 1 とし, f を 0 と c を含む開区間で定義された C1 級関数とする. このとき, 累次積分∫ c

0

∫ c
1
k−1

(c−x)
1
k−1

f ′(yk)dy

 dx の値を k, m, c, r および f を用いて表せ.

(2) r を自然数, k, c > 0, m >
1

r
とし, f を 0 と ckm を含む開区間で定義された Cr 級関数とする. このとき, 累
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次積分
∫ c

0

(∫ ck

xk
xk(mr−1)−1f (r)(ym)dy

)
dx の値を k, m, c, r および f を用いて表せ.

(3) r, s を自然数, k, n, c を正の実数とし, m は m+ n > 0 を満たす実数であるとする. 0 と ck(m+n) を含む開区

間で定義された Cr+s級関数 f に対し, 累次積分
∫ c

0

(∫ ck

xk
xknr−1ym(r+s)+ns−1f (r+s)(xknym)dy

)
dx の値を k, m,

n, c, r, s および f を用いて表せ.
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第 24回の演習問題の解答

1. (1) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 2 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 2− x2
}
より

∫∫
D

(x+ y)dxdy =

∫ 1

−2

(∫ 2−x2

x

(x+ y)dy

)
dx =∫ 1

−2

[
xy +

y2

2

]y=2−x2

y=x

dx =

∫ 1

−2

(
x4

2
− x3 − 7x2

2
+ 2x+ 2

)
dx =

[
x5

10
− x4

4
− 7x3

6
+ x2 + 2x

]1
−2

= − 9

20

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 2− x
}
より

∫∫
D

(x+ y)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 2−x

0

(x+ y) dy

)
dx =∫ 2

0

[
xy +

y2

2

]y=2−x

y=0

dx =

∫ 2

0

(
2− x2

2

)
dx =

[
2x− x3

6

]2
0

=
8

3

(3) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, (a+ d)x2 + (b− d)x+ c ≦ y ≦ ax2 + bx+ c
}
より

∫∫
D

(x+ y)dxdy =∫ 1

0

(∫ ax2+bx+c

(a+d)x2+(b−d)x+c
(x+ y)dy

)
dx =

∫ 1

0

[
xy +

y2

2

]y=ax2+bx+c

y=(a+d)x2+(b−d)x+c
dx =∫ 1

0

d

2

(
−(2a+ d)x4 + 2(a− b+ d− 1)x3 + (2b− 2c− d+ 2)x2 + 2cx

)
dx =

d

60
(3a+ 5b+ 10c− d+ 5)

(4) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, x3 − x ≦ y ≦ 3x
}
より

∫∫
D

(x+ y)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 3x

x3−x
(x+ y) dy

)
dx =∫ 2

0

[
xy +

y2

2

]y=3x

y=x3−x
dx =

∫ 2

0

(
8x2 − x6

2

)
dx =

[
8

3
x3 − x7

14

]2
0

=
256

21

(5) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ x ≦ 2, x2 ≦ y ≦ x+ 2
}
だから

∫∫
D

(2x+ 3y)dxdy =

∫ 2

−1

(∫ x+2

x2

(2x+ 3y)dy

)
dx =∫ 2

−1

[
2xy +

3y2

2

]y=x+2

y=x2

dx =

∫ 2

−1

(
6 + 10x+

7x2

2
− 2x3 − 3x4

2

)
dx =

[
6x+ 5x2 +

7x3

6
− x4

2
− 3x5

10

]2
−1

=
261

10

(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ x
}
より∫∫

D

xydxdy =

∫ 1

0

(∫ x

x2

xydy

)
dx =

∫ 1

0

[
xy2

2

]y=x
y=x2

dx =

∫ 1

0

(
x3

2
− x5

2

)
dx =

[
x4

8
− x6

12

]1
0

=
1

24

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ √
x
}
より∫∫

D

xydxdy =

∫ 1

0

(∫ √
x

x2

xydy

)
dx =

∫ 1

0

[
xy2

2

]y=√
x

y=x2

dx =

∫ 1

0

(
x2

2
− x5

2

)
dx =

[
x3

6
− x6

12

]1
0

=
1

12

(8) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 2 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 2− x
}
だから

∫∫
D

(
24x2 + 84y2

)
dxdy =∫ 1

−2

(∫ 2−x

x2

(
24x2 + 84y2

)
dy

)
dx =

∫ 1

−2

[
24x2y + 28y3

]y=2−x
y=x2 dx =

∫ 2

−1

(
48x2 − 24x3 + 28(2− x)3− 24x4 − 28x6

)
dx

=

[
16x3 − 6x4 − 7(2− x)4 − 24x5

5
− 4x7

]1
−2

=
6723

5

(9) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, −3x ≦ y ≦ x− x3
}
より

∫∫
D

6x2ydxdy =

∫ 2

0

(∫ x−x3

−3x

6x2ydy

)
dx =∫ 2

0

[3x2y2]x−x
3

−3x dx =

∫ 2

0

(
3x8 − 6x6 − 24x4

)
dx =

[
x9

3
− 6

7
x7 − 24

5
x5
]2
0

= −9728

105

(10) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1− x2
}
より

∫∫
D

12x2ydxdy =

∫ 1

−1

(∫ 1−x2

0

12x2ydy

)
dx =∫ 1

−1

[
6x2y2

]y=1−x2

y=0
dx =

∫ 1

−1

6x2
(
1− x2

)2
dx = 12

∫ 1

0

(
x2 − 2x4 + x6

)
dx = 12

[
x2

3
− 2x5

5
+
x7

7

]1
0

=
32

35

(11) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 2x− x2
}
より

∫∫
D

12x2ydxdy =

∫ 1

0

(∫ 2x−x2

x

12x2ydy

)
dx =

341



∫ 1

0

[
6x2y2

]y=2x−x2

y=x
dx =

∫ 1

0

(
18x4 − 24x5 + 6x6

)
dx =

[
18x5

5
− 4x5 +

6x7

7

]1
0

=
16

35

(12) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 2− x
}
より

∫∫
D

(
x3 − 2xy

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2−x

x2

(
x3 − 2xy

)
dy

)
dx =∫ 1

0

[
x3y − xy2

]y=2−x
y=x2 dx =

∫ 1

0

(
x3 − x4 − 4x+ 4x2

)
dx =

[
x4

4
− x5

5
− 2x2 +

4x3

3

]1
0

= −37

60

(13) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ √
x
}
より

∫∫
D

(xy + y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
x

x2

(xy + y)dy

)
dx =∫ 1

0

[
xy2

2
+
y2

2

]y=√
x

y=x2

dx =

∫ 1

0

(
x2

2
+
x

2
− x5

2
− x4

2

)
dx =

[
x3

6
+
x2

4
− x6

12
− x5

10

]1
0

=
7

30

(14) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x3 ≦ y ≦ √
x
}
より

∫∫
D

(
xy + y2

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
x

x3

(
xy + y2

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

[
xy2

2
+
y3

3

]y=√
x

y=x3

dx =

∫ 1

0

(
x2

2
+
x

3
2

3
− x7

2
− x9

3

)
dx =

[
x3

6
+

2x
5
2

15
− x8

16
− x10

30

]1
0

=
49

240

(15) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, x ≦ y ≦ 3x− x2
}
より

∫∫
D

(x+ xy)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 3x−x2

x

(x+ xy)dy

)
dx =∫ 2

0

[
xy +

xy2

2

]y=3x−x2

y=x

dx =

∫ 2

0

(
x5

2
− 3x4 + 3x3 + 2x2

)
dx =

[
x6

12
− 3

5
x5 +

3

4
x3 +

2

3
x3
]2
0

=
52

15

(16)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ x ≦ 0, 2x ≦ y ≦ x− x2
}
より

∫∫
D

(
x2 − y2

)
dxdy =

∫ 0

−1

(∫ x−x2

2x

(
x2 − y2

)
dy

)
dx =∫ 0

−1

[
x2y − y3

3

]y=x−x2

y=2x

dx =

∫ 0

−1

(
x6

3
− x5 +

4x3

3

)
dx =

[
x7

21
− x6

6
+

2x4

6

]0
−1

= − 5

42

(17) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣−2 ≦ x ≦ 2, 1
2x

2 ≦ y ≦ 6− x2
}
より

∫∫
D

(
x2 − y

)
dxdy =

∫ 2

−2

(∫ 6−x2

1
2x

2

(
x2 − y

)
dy

)
dx =∫ 2

−2

[
x2y − y2

2

]y=6−x2

y= 1
2x

2

dx =

∫ 2

−2

(
12x2 − 18− 15x4

8

)
dx =

[
4x3 − 18x− 3x5

8

]2
−2

= −32

(18) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣−b ≦ x ≦ b, (a2 − 1)x2 ≦ y ≦ a2b2 − x2
}
より

∫∫
D

(
x2 − xy

)
dxdy =∫ b

−b

(∫ a2b2−x2

(a2−1)x2

(
x2 − xy

)
dy

)
dx =

∫ b

−b

[
x2y − xy2

2

]y=a2b2−x2

y=(a2−1)x2

dx =∫ b

−b

(
a4 − 2a2

2
x5 − a2x4 + a2b2x3 + a2b2x2 − a4b4

2
x

)
dx = 2

∫ b

0

(
a2b2x2

)
dx = 2

[
a2b2

3
x3 − a2

5
x5
]b
0

=
4a2b5

15

(19) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1
2 ≦ x ≦ 1

2 , 11x
2 ≦ y ≦ 3− x2

}
より

∫∫
D

(
x2 + xy

)
dxdy =∫ 1

2

− 1
2

(∫ 3−x2

11x2

(
x2 + xy

)
dy

)
dx =

∫ 1
2

− 1
2

[
x2y +

xy2

2

]y=3−x2

y=11x2

dx =

∫ 1
2

− 1
2

(
x2
(
3− 12x2

)
+
x

2

((
3− x2

)
− 121x4

))
dx =∫ 1

2

− 1
2

(
3x2 − 12x4

)
dx+

∫ 1
2

− 1
2

x

2

((
3− x2

)
− 121x4

)
dx = 2

∫ 1
2

0

(
3x2 − 12x4

)
dx = 2

[
x3 − 12

5
x5
] 1

2

0

=
1

10

(3x2 − 12x4 は偶関数,
x

2

((
3− x2

)
− 121x4

)
は奇関数であることを用いた.)

(20)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣− 4 ≦ x ≦ 0, 3x+ x2 ≦ y ≦ −x
}
より

∫∫
D

(
xy − y2

)
dxdy =

∫ 0

−4

(∫ −x

3x+x2

(
xy − y2

)
dy

)
dx =∫ 0

−4

[
xy2

2
− y3

3

]y=−x

y=3x+x2

dx =

∫ 0

−4

(
16x3

3
+ 6x4 +

5x5

2
+
x6

3

)
dx =

[
4x4

3
+

6x5

5
+

5x6

12
+
x7

21

]0
−4

= −4096

105

(21) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 3x
}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, x ≦ y ≦ 4− x
}
より

∫∫
D

(2x+ y)dxdy =

342



∫ 1

0

(∫ 3x

x

(2x+ y)dy

)
dx+

∫ 2

1

(∫ 4−x

x

(2x+ y)dy

)
dx =

∫ 1

0

[
2xy +

y2

2

]3x
x

dx+

∫ 2

1

[
2xy +

y2

2

]4−x
x

dx =∫ 1

0

8x2dx+

∫ 2

1

(
4x− 4x2 + 8

)
dx =

[
8x3

3

]1
0

+

[
2x2 − 4x3

3
+ 8x

]2
1

=
22

3

(22)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 2x
}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 3
2 , x ≦ y ≦ 3− x

}
より

∫∫
D

(2x− xy)dxdy =∫ 1

0

(∫ 2x

x

(2x− xy)dy

)
dx+

∫ 3
2

1

(∫ 3−x

x

(2x− xy)dy

)
dx =

∫ 1

0

[
2xy − xy2

2

]2x
x

dx+

∫ 3
2

1

[
2xy − xy2

2

]3−x
x

dx =∫ 1

0

(
2x2 − 3x3

2

)
dx+

∫ 3
2

1

(
3x

2
− x2

)
dx =

[
2x3

3
− 3x4

8

]1
0

+

[
3x2

4
− x3

3

] 3
2

1

=
7

16

(23) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, 1
x ≦ y ≦ 2

}
より

∫∫
D

(
x3 − 3xy

)
dxdy =

∫ 2

1

(∫ 2

1
x

(
x3 − 3xy

)
dy

)
dx =∫ 2

1

[
x3y − 3xy2

2

]y=2

y= 1
x

dx =

∫ 2

1

(
2x3 − 6x− x2 +

3

2x

)
dx =

[
x4

2
− 3x2 − x3

3
+

3

2
log x

]2
1

=
3

2
log 2− 23

6

(24) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 2 ≦ y ≦ 2, 0 ≦ x ≦ −y4 + y2 + 12
}
より

∫∫
D

y2dxdy =∫ 2

−2

(∫ −y4+y2+12

0

y2dx

)
dy =

∫ 2

−2

[xy2]x=−y4+y2+12
x=0 dy =

∫ 2

−2

(−y6 + y4 + 12y2)dy =

[
−y

7

7
+
y5

5
+ 4y3

]2
−2

=
1408

35

(25) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 2 ≦ y ≦ 2, y2 − 4 ≦ x ≦ −y4 + 2y2 + 8
}
より

∫∫
D

(x+ 2y)dxdy =∫ 2

−2

(∫ −y4+2y2+8

y2−4

(x+ 2y)dx

)
dy =

∫ 2

−2

[
x2

2
+ 2xy

]x=−y4+2y2+8

x=y2−4

dy =∫ 2

−2

(
y8

2
− 2y6 − 2y5 − 13y4

2
+ 2y3 + 20y2 + 24y + 24

)
dy =[

y9

18
− 2y7

7
− y6

3
− 13y5

10
+
y4

2
+

20y3

3
+ 12y2 + 24y

]2
−2

=
32512

315

(26)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣− 1 ≦ x ≦ 0, x2 − x ≦ y ≦ −2x
}
より

∫∫
D

(x2 + 3y2)dxdy =

∫ 0

−1

(∫ −2x

x2−x
(x2 + 3y2) dy

)
dx =∫ 0

−1

[
x2y + y3

]y=−2x

y=x2−xdx =

∫ 0

−1

(
−8x3 − 4x4 + 3x5 − x6

)
dx =

[
−2x4 − 4

5
x5 +

1

2
x6 − 1

7
x7
]0
−1

=
39

70

(27) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, −2x+ 2 ≦ y ≦ x− x2
}
より

∫∫
D

(2xy − 3y2) dxdy =∫ 2

1

(∫ −2x+2

x−x2

(2xy − 3y2) dy

)
dx =

∫ 2

1

[
xy2 − y3

]y=−2x+2

y=x−x2 dx =

∫ 2

1

(
−8 + 28x− 32x2 + 12x3 − x4 + 2x5 − x6

)
dx =[

−8x+ 14x2 − 32x3

3
+ 3x4 − x5

5
+
x6

3
− x7

7

]2
1

=
104

105

(28) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ y ≦ 2, y − 2 ≦ x ≦ −y3 + 4y
}
,

∫∫
D

(2x− y)dxdy =

∫ 2

−1

(∫ −y3+4y

y−2

(2x− y) dx

)
dy =∫ 2

−1

[
x2 − xy

]x=−y3+4y

x=y−2
dy =

∫ 2

−1

(
y6 − 7y4 + 10y2 + 6y − 4

)
dy =

[
y7

7
− 7y5

5
+

10y3

3
+ 3y2 − 4y

]2
−1

= −27

35

(29) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, xl − x ≦ y ≦ −xl + x
}
であり, xqy2m+1 + y2n+1 は y に関して奇関数だから,∫∫

D

(
xp + xqy2m+1 + y2n+1

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ −xl+x

xl−x

(
xp + xqy2m+1 + y2n+1

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ −xl+x

xl−x
xp dy

)
dx =∫ 1

0

2(xp+1 − xl+p)dx = 2

[
xp+2

p+ 2
− xl+p+1

l + p+ 1

]1
0

=
2(l − 1)

(p+ 2)(l + p+ 1)
.

(30) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ π
4 , 0 ≦ y ≦ x

}
より

∫∫
D

sin(x+ 3y)dxdy =

∫ π
4

0

(∫ x

0

sin(x+ 3y)dy

)
dx =

343



∫ π
4

0

[
−1

3
cos(x+ 3y)

]y=x
y=0

dx =

∫ π
4

0

(
1

3
cosx− 1

3
cos 4x

)
dx =

[
1

3
sinx− 1

12
sin 4x

]π
4

0

=

√
2

6

(31) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ π, 0 ≦ y ≦ π − x
}
より

∫∫
D

sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0

(∫ π−x

0

sin(x+ y)dy

)
dx =∫ π

0

[− cos(x+ y)]y=π−xy=0 dx =

∫ π

0

(1 + cosx)dx = [x+ sinx]π0 = π

(32)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, −x ≦ y ≦ x
}
より

∫∫
D

xe2ydxdy =

∫ 2

0

(∫ x

−x
xe2ydy

)
dx =

∫ 2

0

[
xe2y

2

]y=x
y=−x

dx =∫ 2

0

(
xe2x

2
− xe−2x

2

)
dx =

[
xe2x

4
+
xe−2x

4

]2
0

−
∫ 2

0

(
e2x

4
+
e−2x

4

)
dx =

e4 + e−4

2
−
[
e2x

8
− e−2x

8

]2
0

=
3e4 + 5e−4

8

(33) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 3x2
}
より

∫∫
D

2y

1 + x
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 3x2

0

2y

1 + x
dy

)
dx =∫ 1

0

[
y2

1 + x

]y=3x2

y=0

dx =

∫ 1

0

9x4

1 + x
dx =

∫ 1

0

9

(
x3 − x2 + x− 1 +

1

1 + x

)
dx =[

9x4

4
− 3x3 +

9x2

2
− 9x+ 9 log(1 + x)

]1
0

= 9 log 2− 21

4

(34) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, x ≦ y ≦
√
3x
}
より

∫∫
D

1

x2 + y2
dxdy =

∫ 2

1

(∫ √
3x

x

1

x2 + y2
dy

)
dx =∫ 2

1

[
1

x
tan−1 y

x

]y=√
3x

y=x

dx =

∫ 2

1

π

12x
dx =

[ π
12

log x
]2
1
=
π log 2

12

(35) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 2− x
}
より

∫∫
D

y

(x+ 1)2
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2−x

x

y

(x+ 1)2
dy

)
dx =∫ 1

0

[
y2

2(x+ 1)2

]y=2−x

y=x

dx =

∫ 1

0

2− 2x

(x+ 1)2
dx =

∫ 1

0

(
4

(x+ 1)2
− 2

x+ 1

)
dx =

[
− 4

x+ 1
− 2 log(x+ 1)

]1
0

= 2− 2 log 2

(36) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ √
y
}
より

∫∫
D

y3exydxdy =

∫ 1

0

(∫ √
y

0

y3exydx

)
dy =∫ 1

0

[
y2exy

]x=√
y

x=0
dy =

∫ 1

0

(
y2ey

3
2 − y2

)
dy =

∫ 1

0

y2ey
3
2 dy −

∫ 1

0

y2dyである. t = y
3
2 とおけば y = t

2
3 , dy =

2

3t
1
3

dt

であり, y が 0から 1まで動くとき, tも 0から 1まで動くため,

∫ 1

0

y2ey
3
2 dy =

∫ 1

0

2tet

3
dt =

[
2tet

3

]1
0

−
∫ 1

0

2et

3
dt =

2e

3
−
[
2et

3

]1
0

=
2

3
である. 従って

∫∫
D

y3exydxdy =
2

3
−
∫ 1

0

y2dy =
1

3

(37) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦
√
2, x ≦ y ≦ x3

}
より

∫∫
D

x4exydxdy =

∫ √
2

1

(∫ x3

x

x4exydy

)
dy =∫ √

2

1

[
x3exy

]y=x3

y=x
dx =

∫ √
2

1

(
x3ex

4

− x3ex
2
)
dy =

∫ √
2

1

x3ex
4

dx−
∫ √

2

1

x3ex
2

dy である. s = x4 とおけば x3dx =

1

4
ds であり, x が 1 から

√
2 まで動くとき, s は 1 から 4 まで動くため,

∫ √
2

1

x3ex
4

dx =

∫ 4

1

1

4
esds =

e4

4
− e

4

である. t = x2 とおけば x3dx =
t

2
dt であり, x が 1 から

√
2 まで動くとき, t は 1 から 2 まで動くため,∫ √

2

1

x3ex
2

dx =

∫ 2

1

tet

2
dt =

[
tet

2

]2
1

−
∫ 2

1

et

2
dt =

e2

2
である. 従って

∫∫
D

x4exydxdy =
e4

4
− e2

2
− e

4
.

(38) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ x ≦ 1, −
√
1− x2 ≦ y ≦

√
1− x2

}
より∫∫

D

√
1− x2dxdy =

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√
1−x2

√
1− x2dy

)
dx =

∫ 1

−1

2
(
1− x2

)
dx =

[
2x− 2x3

3

]1
−1

=
8

3

(39) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ x
2

}
より

∫∫
D

y
√
x2 + y2dxdy =

∫ 2

0

(∫ x
2

0

y
√
x2 + y2dy

)
dx =

344



∫ 2

0

[
1

3

(
x2 + y2

) 3
2

]y= x
2

y=0

dx =

∫ 2

0

(
5
√
5

24
− 1

3

)
x3dx =

[(
5
√
5

24
− 1

3

)
x4

4

]2
0

=
5
√
5

6
− 4

3

(40) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x3
}
より

∫∫
D

ex
2

dxdy =

∫ 1

0

(∫ x3

0

ex
2

dy

)
dx =

∫ 1

0

x3ex
2

dx である.

t = x2 とおけば x3dx =
t

2
dt であり, x が 0 から 1 まで動くとき, t も 0 から 1 まで動くため,∫∫

D

ex
2

dxdy =

∫ 1

0

x3ex
2

dx =

∫ 1

0

tet

2
dt =

[
tet

2

]1
0

−
∫ 1

0

et

2
dt =

1

2
である.

(41)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 1 ≦ y ≦ ex
}
より

∫∫
D

xex

y
dxdy =

∫ 1

0

(∫ ex

1

xex

y
dy

)
dx =

∫ 1

0

[xex log y]
y=ex

y=1 dx

=

∫ 1

0

x2exdx =
[
x2ex

]1
0
−
∫ 1

0

2xexdx = e− [2xex]
1
0 +

∫ 1

0

2exdx = −e+ [2ex]
1
0 = e− 2

(42) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ √
y
}
より∫∫

D

4x

1 + y4
dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
y

0

4x

1 + y4
dx

)
dy =

∫ 1

0

[
2x2

1 + y4

]x=√
y

x=0

dy =

∫ 1

0

2y

1 + y4
dy =

[
tan−1

(
y2
)]1

0
=
π

4

(43) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x3 ≦ y ≦ x
}
より

∫∫
D

3y2

x4 + 1
dxdy =

∫ 1

0

(∫ x

x3

3y2

x4 + 1
dy

)
dx =∫ 1

0

[
y3

x4 + 1

]y=x
y=x3

dx =

∫ 1

0

(
x3

x4 + 1
− x9

x4 + 1

)
dx =

∫ 1

0

x3

x4 + 1
dx−

∫ 1

0

x9

x4 + 1
dx である. s = x4 + 1 とおけば

x3dx =
1

4
dsであり, xが 0から 1まで動くとき, sは 1から 2まで動くため,

∫ 1

0

x3

x4 + 1
dx =

∫ 2

1

1

4s
ds =

[
log s

4

]2
1

=

log 2

4
である. t = x2 とおけば xdx =

1

2
dt であり, x が 0 から 1 まで動くとき, t も 0 から 1 まで動くた

め,

∫ 1

0

x9

x4 + 1
dx =

∫ 1

0

t4

2(t2 + 1)
dt =

∫ 1

0

1

2

(
t2 − 1 +

1

t2 + 1

)
dt =

1

2

[
t3

3
− t+ tan−1 t

]1
0

=
π

8
− 1

3
である. 従っ

て
∫∫

D

3y2

x4 + 1
dxdy =

log 2

4
− π

8
+

1

3
.

(44) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x
}
より

∫∫
D

x2
√
x2 + y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0

x2
√
x2 + y2dy

)
dx =∫ 1

0

[
x2y

2

√
x2 + y2 +

x4

2
log
(
y +

√
x2 + y2

)]y=x
y=0

dx =

∫ 1

0

1

2

(√
2 + log

(
1 +

√
2
))

x4dx =

√
2 + log

(
1 +

√
2
)

10

(教科書の 104ページの結果を用いた.)

(45) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ y ≦ 3, 0 ≦ x ≦ √
y,
}
より

∫∫
D

2x

x2 + y2
dxdy =

∫ 3

1

(∫ √
y

0

2x

x2 + y2
dx

)
dy =∫ 3

1

[
log
(
x2 + y2

)]x=√
y

x=0
dx =

∫ 3

1

(log(1 + y)− log y)dx = [(1 + y) log(1 + y)− y log y]31 = 6 log 2− 3 log 3

(46) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 3
√
π, 0 ≦ y ≦ 3x2

}
より∫∫

D

sin
(
x3
)
dxdy =

∫ 3
√
π

0

(∫ 3x2

0

sin
(
x3
)
dy

)
dx =

∫ 3
√
π

0

3x2 sin
(
x3
)
dx =

[
− cos

(
x3
)] 3

√
π

0
= 2

(47) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x2
}
より

∫∫
D

x7√
1 + x3y

dxdy =

∫ 1

0

(∫ x2

0

x7√
1 + x3y

dy

)
dx =∫ 1

0

[
2x4
√
1 + x3y

]y=x2

y=0
dx =

∫ 1

0

(
2x4
√

1 + x5 − 2x4
)
dx =

[
4

15

(
1 + x5

) 3
2 − 2x5

5

]1
0

=
8
√
2

15
− 2

3

(48)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦
√
yn−1

}
より

∫∫
D

6x
√
1 + yndxdy =

∫ 1

0

(∫ √
yn−1

0

6x
√
1 + yn dx

)
dy =∫ 1

0

[
3x2
√
1 + yn

]x=√yn−1

x=0
dy =

∫ 1

0

3yn−1
√
1 + yndy =

[
2

n
(1 + yn)

3
2

]1
0

=
2

n

(
2
√
2− 1

)
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(49) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 3,
√

y
3 ≦ x ≦ 1

}
より

∫∫
D

x
√
x2 + ydxdy =

∫ 3

0

(∫ 1

√
y
3

x
√
x2 + ydx

)
dy =∫ 3

0

[
1

3

(
x2 + y

) 3
2

]x=1

x=
√

y
3

dy =

∫ 3

0

(
1

3
(1 + y)

3
2 − 8

9
√
3
y

3
2

)
dy =

[
2

15
(1 + y)

5
2 − 16

45
√
3
y

5
2

]3
0

=
14

15

(50) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 3x
}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 4x− x3
}
より∫∫

D

cos
(π
2
x2
)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 3x

0

cos
(π
2
x2
)
dy

)
dx+

∫ 2

1

(∫ 4x−x3

0

cos
(π
2
x2
)
dy

)
dx =

∫ 1

0

3x cos
(π
2
x2
)
dx+∫ 2

1

(
4x− x3

)
cos
(π
2
x2
)
dx =

∫ 1

0

3x cos
(π
2
x2
)
dx+

∫ 2

1

4x cos
(π
2
x2
)
dx−

∫ 2

1

x3 cos
(π
2
x2
)
dx である.∫ 1

0

3x cos
(π
2
x2
)
dx =

[
3

π
sin
(π
2
x2
)]1

0

=
3

π
,

∫ 2

1

4x cos
(π
2
x2
)
dx =

[
4

π
sin
(π
2
x2
)]2

1

= − 4

π
であり, t = x2 とおけ

ば x3dx =
t

2
dt であり, x が 1 から 2 まで動くとき, t は 1 から 4 まで動くため,

∫ 2

1

x3 cos
(π
2
x2
)
dx =∫ 4

1

t

2
cos
(π
2
t
)
dt =

[
t

π
sin
(π
2
t
)]4

1

−
∫ 4

1

1

π
sin
(π
2
t
)
dt = − 1

π
+

[
2

π2
cos
(π
2
t
)]4

1

= − 1

π
+

2

π2
である. 以上から∫∫

D

cos
(π
2
x2
)
dxdy =

3

π
− 4

π
−
(
− 1

π
+

2

π2

)
= − 2

π2
.

(51) D の部分集合D1 =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ π
2 , 0 ≦ y ≦ π

2 − x
}
, D2 =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ π
2 ,

π
2 − x ≦ y ≦ π

}
,

D3 =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ π
2 ≦ x ≦ π, 0 ≦ y ≦ 3π

2 − x
}
, D4 =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ π
2 ≦ x ≦ π, 3π

2 − x ≦ y ≦ π
}
を考える. i ̸= j

ならば Di ∩Dj は線分, 点, 空集合のいずれかであり, D = D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4 が成り立つ. また, ( xy ) ∈ D1 ∪D4

ならば cos(x+ y) ≧ 0 であり, ( xy ) ∈ D2 ∪D3 ならば cos(x+ y) ≦ 0 だから
∫∫

D

| cos(x+ y)|dxdy =∫∫
D1

cos(x+ y)dxdy −
∫∫

D2

cos(x+ y)dxdy −
∫∫

D3

cos(x+ y)dxdy +

∫∫
D4

cos(x+ y)dxdy =∫ π
2

0

(∫ π
2 −x

0

cos(x+ y)dy

)
dx−

∫ π
2

0

(∫ π

π
2 −x

cos(x+ y)dy

)
dx−

∫ π

π
2

(∫ 3π
2 −x

0

cos(x+ y)dy

)
dx+∫ π

π
2

(∫ π

3π
2 −x

cos(x+ y)dy

)
dx =

∫ π
2

0

[sin(x+ y)]
y=π

2 −x
y=0 dx−

∫ π
2

0

[sin(x+ y)]
y=π
y=π

2 −x dx−
∫ π

π
2

[sin(x+ y)]
3π
2 −x
y=0 dx+∫ π

π
2

[sin(x+ y)]
y=π

y= 3π
2 −x dx =

∫ π
2

0

(1− sinx)dx+

∫ π
2

0

(sinx+ 1)dx+

∫ π

π
2

(1 + sinx)dx+

∫ π

π
2

(− sinx+ 1)dx =∫ π
2

0

(1− sinx)dx+

∫ π
2

0

(sinx+ 1)dx+

∫ π

π
2

(1 + sinx)dx+

∫ π

π
2

(− sinx+ 1)dx = 2π

2. (1)D=
{
( xy ) ∈R2

∣∣∣0 ≦ x ≦ c, (c− x)
1
k−1 ≦ y ≦ c

1
k−1

}
とおけばD=

{
( xy ) ∈R2

∣∣∣0 ≦ y ≦ c
1
k−1 , c− yk−1 ≦ x ≦ c

}
でもあるから,

∫ c

0

∫ c
1
k−1

(c−x)
1
k−1

f ′(yk)dy

 dx =

∫∫
D

f ′(yk)dxdy =

∫ c
1
k−1

0

(∫ c

c−yk−1

f ′(yk)dx

)
dy =

∫ c
1
k−1

0

[
xf ′(yk)

]x=c
x=c−yk−1 dy =

∫ c
1
k−1

0

yk−1f ′(yk) dy =

[
1

k
f(yk)

]c 1
k−1

0

=
1

k

(
f
(
c

1
k−1

)
− f(0)

)
.

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ c, xk ≦ y ≦ ck
}
とおけば D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ y ≦ ck, 0 ≦ x ≦ y
1
k

}
でもあるか

ら,第 10回の演習問題 5の結果を用いると
∫ c

0

(∫ ck

xk
xk(mr−1)−1f (r)(ym)dy

)
dx =

∫∫
D

xk(mr−1)−1f (r)(ym)dxdy =

∫ ck

0

∫ y
1
k

0

xk(mr−1)−1f (r)(ym)dx

 dy =

∫ ck

0

[
xk(mr−1)f (r)(ym)

k(mr − 1)

]x=y 1
k

x=0

dy =

∫ ck

0

ymr−1f (r)(ym)

k(mr − 1)
dy =

[
r−1∑
i=0

(−1)r−i−1(r − 1)!xim

i!km(mr − 1)
f (i)(xm)

]ck
0

=

r−1∑
i=0

(−1)r−i−1(r − 1)!cikm

i!km(mr − 1)
f (i)(ckm)− (−1)r−1(r − 1)!

km(mr − 1)
f(0).

346



(3) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ c, xk ≦ y ≦ ck
}
とおけば D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ y ≦ ck, 0 ≦ x ≦ y
1
k

}
でもあるか

ら, 第 10回の演習問題 5の結果を用いると
∫ c

0

(∫ ck

xk
xknr−1ym(r+s)+ns−1f (r+s)(xknym)dy

)
dx =

∫∫
D

xknr−1ym(r+s)+ns−1f (r+s)(xknym)dxdy =

∫ ck

0

∫ y
1
k

0

xknr−1ym(r+s)+ns−1f (r+s)(xknym)dx

 dy =

∫ ck

0

[
r−1∑
i=0

(−1)r−i−1(r − 1)!xikny(i+s)m+ns−1

i!kn
f (i+s)(xknym)

]x=y 1
k

x=0

dy =

∫ ck

0

(
r−1∑
i=0

(−1)r−i−1(r − 1)!y(i+s)(m+n)−1

i!kn
f (i+s)(ym+n)− (−1)r−1(r − 1)!y(m+n)s−1

kn
f (s)(0)

)
dy =

r−1∑
i=0

(−1)r−i−1(r − 1)!

i!kn

∫ ck

0

y(i+s)(m+n)−1f (i+s)(ym+n)dy − (−1)r−1(r − 1)!f (s)(0)

kn

∫ ck

0

y(m+n)s−1dy =

r−1∑
i=0

i+s−1∑
j=0

(−1)r−i−1(r − 1)!

i!kn

[
(−1)i+s−j−1(i+ s− 1)!yj(m+n)

j!(m+ n)
f (j)(ym+n)

]ck
0

− (−1)r−1(r − 1)!cks(m+n)f (s)(0)

kns(m+ n)
=

r−1∑
i=0

i+s−1∑
j=0

[
(−1)r+s−j(r − 1)!(i+ s− 1)!yj(m+n)

i!j!kn(m+ n)
f (j)(ym+n)

]ck
0

− (−1)r−1(r − 1)!cks(m+n)f (s)(0)

kns(m+ n)
=

r−1∑
i=0

i+s−1∑
j=0

(−1)r+s−j(r − 1)!(i+ s− 1)!cjk(m+n)

i!j!kn(m+ n)
f (j)

(
ck(m+n)

)
−
r−1∑
i=0

(−1)r+s(r − 1)!(i+ s− 1)!

i!kn(m+ n)
f(0)−

(−1)r−1(r − 1)!cks(m+n)f (s)(0)

kns(m+ n)
=

(r − 1)!

kn(m+ n)

r−1∑
i=0

i+s−1∑
j=0

(−1)r+s−j(i+ s− 1)!cjk(m+n)

i!j!
f (j)

(
ck(m+n)

)
− (−1)r+s(r − 1)!f(0)

kn(m+ n)

r−1∑
i=0

(i+ s− 1)!

i!
−

(−1)r−1(r − 1)!cks(m+n)f (s)(0)

kns(m+ n)
.
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微積分学 II 演習問題 第25回 重積分の変数変換

1. 以下の積分を計算せよ. ただし 0 < a < b, mn n は 0 以上の整数とし, p は実数, q は分母が奇数で分子が偶数で

ある正の有理数とする.

(1) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

x2dxdy

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

x2y2dxdy

(3) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

(2x2 + 3y2)2dxdy

(4) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

16x2y2(x2 + y2)dxdy

(5) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, 1 ≦ x2 + y2 ≦ 9
}
,

∫∫
D

x4dxdy

(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

y2(4x2 + y2)2dxdy

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, x2 + y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

x(x2 + 4y2)2dxdy

(8) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, x2 + y2 ≦ 1,
}
,

∫∫
D

x2√
1 + x2 + y2

dxdy

(9) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, a2 ≦ x2 + y2 ≦ b2
}
,

∫∫
D

xmyn
(
x2 + y2

)p
dxdy

(10) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, a2 ≦ x2 + y2 ≦ b2
}
,

∫∫
D

xmyn
(
x2 + y2

)p
dxdy

(11) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ x, a2 ≦ x2 + y2 ≦ b2
}
,

∫∫
D

xmyn(x2 + y2)pdxdy

(12) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ x, x2 + y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

(x2 − y2)2dxdy

(13) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ y, x2 + y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

x
√
x2 + y2dxdy

(14) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − y ≦ x ≦ y, x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

xy
√
x2 + y2dxdy

(15) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ x, x2 + y2 ≦ π
}
,

∫∫
D

sin(x2 + y2)dxdy

(16) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦
√
3x, x2 + y2 ≦ π

4

}
,

∫∫
D

tan(x2 + y2)dxdy

(17) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ y ≧ x√
3
, y ≧ −

√
3x, x2 + y2 ≦ 1

}
,

∫∫
D

cos
(π
2
(x2 + y2)

)
dxdy

(18) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦
√
3x, x2 + y2 ≦ 4

}
,

∫∫
D

ex
2+y2dxdy

(19) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x2 + y2 ≦ 4, x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

x log(x2 + y2)dxdy

(20) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ − x ≦ y ≦
√
3x, 1 ≦ x2 + y2 ≦ e2

}
,

∫∫
D

log(x2 + y2)√
x2 + y2

dxdy

(21) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x+ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

2(x+ y)a(x− y)qdxdy

(22) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ 1− 2y
}
,

∫∫
D

(x− 2y)4

(x+ 2y)2 + 1
dxdy

(23) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x+ 2y ≦ 1, 0 ≦ x− 4y ≦ 1
}
,

∫∫
D

xadxdy

(24) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

(
(a+ 1)(x+ y)a + (x− y)a+1

)
dxdy

(25) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x+ y ≦ 1, 1 ≦ x− y ≦ 2
}
,

∫∫
D

x2ex−ydxdy

(26) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x− 2y ≦ π, 0 ≦ x+ 2y ≦ 1
}
,

∫∫
D

(x− 2y)2 sin
(
x2 − 4y2

)
dxdy
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(27) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 3x
}
,

∫∫
D

(3x+ y)(3x− y)adxdy

(28) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, −x+ 1 ≦ 2y ≦ x+ 1
}
,

∫∫
D

((x+ 2y)a − (x− 2y)q) dxdy

(29) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

(x+ y)a(x− y)dxdy

(30) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

(x+ y)(x− y)qdxdy

(31) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0,
√
x+

√
2y ≦ 1

}
,

∫∫
D

x2dxdy

(32) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 − 2x ≦ 0
}
,

∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy

(33) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ x2

4 + y2

9 ≦ 1, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

(
x2 + y

)
dxdy

(34) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x2 + 4y2 ≦ 3
}
,

∫∫
D

y2√
4− x2 − 4y2

dxdy

(35) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, x2 + y2 ≦ 2x
}
,

∫∫
D

xydxdy

(36) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x2 + y2 + x+ y ≦ 3
2

}
,

∫∫
D

(
x2 + y2 + x+ y

)
dxdy

(37) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x− 1)2 + (y − 1)2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy

(38) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x− 2)2 + y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

xdxdy

(39) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 − 2x− 2y ≦ 0
}
,

∫∫
D

√
8− x2 − y2dxdy

(40) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x ≦ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

√
x2 + y2dxdy

(41) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 2(x+ y), x ≦ y
}
,

∫∫
D

xydxdy

(42) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ y ≦
√
3
2 x, 0 ≦ x2

4 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

x(x2 + 4y2)2dxdy

(43) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣−2x ≦ y ≦ 2
√
3x, 1 ≦ x2 + y2

4 ≦ 4
}
,

∫∫
D

y2(4x2 + y2)2dxdy

(44) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ y, 5x2 + 6xy + 5y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

(x− y)(x+ y)6dxdy

(45) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ y ≧ 0, x2 + 2xy + 5y2 ≦ 4
}
,

∫∫
D

(
x2 + 3y

)
dxdy

(46) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy

(47) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x− 1)2 + (y − 1)2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

1

(1 + x2 + y2)2
dxdy
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第 25回の演習問題の解答

1. (1)から (20)と (32),(39),(40),(41),(47)では写像 φ : [0,∞)×
[
−π

2 ,
3π
2

]
→ R2 を φ ( rθ ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
により定める

と, detφ′ ( rθ ) = r である.

(1) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ 3π

2 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×
[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば

∫
D

x2dxdy =

∫∫
E

r3 cos2 θdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r3

2
(1 + cos 2θ)dθ

)
dr =

∫ 1

0

πr3dr =
π

4
.

(2) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ 3π

2 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×
[
−π

2 ,
3π
2

]
と

おけば
∫
D

x2y2dxdy =

∫∫
E

r5 cos2 θ sin2 θdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5

4
sin2 2θdθ

)
dr =

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5

8
(1− cos 4θ) dθ

)
dr =∫ 1

0

πr5

4
dr =

π

24
.

(3) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ 3π

2 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×
[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば

∫
D

(2x2 + 3y2)2dxdy =

∫∫
E

(
2r2 cos2 θ + 3r2 sin2 θ

)2
rdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5
(
2 +

1− cos 2θ

2

)2

dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5
(
25

4
− 5 cos 2θ

2
+

cos2 2θ

4

)
dθ

)
dr=

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5
(
51

8
− 5 cos 2θ

2
+

cos 4θ

8

)
dθ

)
dr=

∫ 1

0

51πr5

4
dr =

17

8
π.

(4) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×

[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば

∫
D

16x2y2(x2 + y2)dxdy =

∫∫
E

16r7 cos2 θ sin2 θdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

4r7 sin2 2θdθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ 3π
2

−π
2

2r7(1− cos 4θ)dθ

)
dr =

∫ 1

0

4πr7dr =
π

2
.

(5) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 1 ≦ r ≦ 3, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [1, 3]×[0, π]とおけば∫∫
D

x4dxdy =

∫∫
E

r5 cos4 θdrdθ =

∫ 3

1

(∫ π

0

r5
(
1 + cos 2θ

2

)2

dθ

)
dr =

∫ 3

1

(∫ π

0

r5
(
3

8
+ cos 2θ +

cos 4θ

8

)
dθ

)
dr

=

∫ 3

1

3πr5

8
dr =

91π

2
.

(6) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×[0, π]とおけば∫
D

y2
(
4x2 + y2

)2
dxdy =

∫∫
E

r2 sin2 θ
(
4r2 cos2 θ + r2 sin2 θ

)2
rdrdθ =

∫ π

0

(∫ 1

0

r7 sin2 θ
(
4− 3 sin2 θ

)2
dr

)
dθ =∫ π

0

1

8

(
16 sin2 θ − 24 sin4 θ + 9 sin6 θ

)
dθ = 2

∫ π

0

sin2 θdθ − 3

∫ π

0

sin4 θdθ +
9

8

∫ π

0

sin6 θdθ である. ここで ψ = θ −

π

2
とおくと, θ が

π

2
から π まで動けば ψ は 0 から

π

2
まで動くため,

∫ π

π
2

sin2n θdθ =

∫ π
2

0

sin2n
(
ψ +

π

2

)
dψ =∫ π

2

0

cos2n ψdψ =
(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
である. 従って

∫ π

0

sin2n θdθ =

∫ π
2

0

sin2n θdθ +

∫ π

π
2

sin2n θdθ =
(2n− 1)!!π

(2n)!!
が得ら

れるため, 上の結果から
∫
D

y2
(
4x2 + y2

)2
dxdy = 2

1!!π

2!!
− 3

3!!π

4!!
+

9

8

5!!π

6!!
=

77π

128
.

(7) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [0, 2]× [0, π] とお

けば
∫
D

x(x2 + 4y2)2dxdy =

∫∫
E

r cos θ
(
r2 cos2 θ + 4r2 sin2 θ

)2
rdrdθ =

∫ 2

0

(∫ π

0

r6 cos θ
(
1 + 3 sin2 θ

)2
dθ

)
dr =∫ 2

0

[
r6
(
sin θ + 2 sin3 θ +

9

5
sin5 θ

)]θ=π
θ=0

dr = 0.

(8) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×
[
−π

2 ,
π
2

]
と

おけば
∫∫

D

x2√
1 + x2 + y2

dxdy =

∫∫
E

r3 cos2 θ√
1 + r2

drdθ =

∫ 1

0

(∫ π
2

−π
2

r3 cos2 θ√
1 + r2

dθ

)
dr =

∫ 1

0

(∫ π
2

−π
2

r3(1 + cos 2θ)

2
√
1 + r2

dθ

)
dr
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=

∫ 1

0

[
r3(2θ + sin 2θ)

4
√
1 + r2

]θ=π
2

θ=−π
2

dr =

∫ 1

0

πr3

2
√
1 + r2

dr である. t = r2 とおけば r3dr =
t

2
dt であり, r が 0 から 1 ま

で動くとき, t は 0 から 1 まで動くため, (上式) =

∫ 1

0

πt

4
√
1 + t

dt =

[
πt

2

√
1 + t

]1
0

−
∫ 1

0

π

2

√
1 + tdt =

√
2π

2
−
[π
3
(1 + t)

3
2

]1
0
=
π
(
2−

√
2
)

6
.

(9) φ ( rθ )∈ D であるためには a ≦ r ≦ b, 0 ≦ θ ≦ π
2 であることが必要十分である. 従って E = [a, b]×

[
0, π2

]
とおけ

ば
∫∫

D

xmyn
(
x2 + y2

)p
dxdy =

∫∫
E

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ drdθ =

∫ b

a

(∫ π
2

0

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ dθ

)
dr · · · (∗)

m と n がともに偶数ならば (∗) = π(m− 1)!!(n− 1)!!

2(m+ n)!!

∫ b

a

rm+n+2p+1dr であり, m と n の少なくとも一方が奇数

ならば (∗) = (m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

∫ b

a

rm+n+2p+1dr である. また, p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

∫ b

a

rm+n+2p+1dr =

bm+n+2p+2 − am+n+2p+2

m+ n+ 2p+ 2
であり, p = −m+ n+ 2

2
ならば

∫ b

a

rm+n+2p+1dr = log b− log a である. 従って, 求

める値は m と n がともに偶数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(bm+n+2p+2 − am+n+2p+2)

2(m+ n)!!(m+ n+ 2p+ 2)
, m と

n がともに偶数で p = −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(log b− log a)

2(m+ n)!!
, m と n の少なくとも一方が奇

数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

(m− 1)!!(n− 1)!!(bm+n+2p+2 − am+n+2p+2)

(m+ n)!!(m+ n+ 2p+ 2)
, m と n の少なくとも一方が奇数で

p = −m+ n+ 2

2
ならば

(m− 1)!!(n− 1)!!(log b− log a)

(m+ n)!!
である.

(10) φ ( rθ )∈ D であるためには a ≦ r ≦ b, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [a, b]× [0, π] とおけ

ば
∫∫

D

xmyn
(
x2 + y2

)p
dxdy =

∫∫
E

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ drdθ =

∫ b

a

(∫ π

0

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ dθ

)
dr · · · (∗)

∫ π

0

cosm θ sinn θ dθ =

∫ π
2

0

cosm θ sinn θ dθ +

∫ π

π
2

cosm θ sinn θ dθ

=

∫ π
2

0

cosm θ sinn θ dθ +

∫ π
2

0

cosm
(
θ +

π

2

)
sinn

(
θ +

π

2

)
dθ

=

∫ π
2

0

cosm θ sinn θ dθ + (−1)m
∫ π

2

0

sinm θ cosn θ dθ

より, m が奇数ならば (∗) = 0, m と n がともに偶数ならば (∗) = π(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

∫ b

a

rm+n+2p+1dr であり, m

が偶数で n が奇数ならば (∗) = 2(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

∫ b

a

rm+n+2p+1dr である. (9)の解答と同様にして, 求める値は

m が奇数ならば 0, m と n がともに偶数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(bm+n+2p+2 − am+n+2p+2)

(m+ n)!!(m+ n+ 2p+ 2)
,

m と n がともに偶数で p = −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(log b− log a)

(m+ n)!!
, m が偶数, n が奇数で p ̸=

−m+ n+ 2

2
ならば

2(m− 1)!!(n− 1)!!(bm+n+2p+2 − am+n+2p+2)

(m+ n)!!(m+ n+ 2p+ 2)
, m が偶数, n が奇数で p = −m+ n+ 2

2
なら

ば
2(m− 1)!!(n− 1)!!(log b− log a)

(m+ n)!!
である.

(11) φ ( rθ )∈Dであるためには a ≦ r ≦ b, π4 ≦ θ ≦ 5π
4 であることが必要十分である. 従って E = [a, b]×

[
π
4 ,

5π
4

]
とおけ

ば
∫∫

D

xmyn
(
x2 + y2

)p
dxdy =

∫∫
E

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ drdθ =

∫ b

a

(∫ 5π
4

π
4

rm+n+2p+1 cosm θ sinn θ dθ

)
dr · · · (∗)
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∫ 5π
4

π
4

cosm θ sinn θ dθ =

∫ π

π
4

cosm θ sinn θ dθ +

∫ 5π
4

π

cosm θ sinn θ dθ

=

∫ π

π
4

cosm θ sinn θ dθ +

∫ π
4

0

cosm(θ + π) sinn(θ + π)dθ

=

∫ π

π
4

cosm θ sinn θ dθ + (−1)m+n

∫ π
4

0

cosm θ sinn θ dθ

より, m + n が偶数ならば上式は
∫ π

0

cosm θ sinn θ dθ に等しいため (10)の結果から, m と n がともに奇数ならば

(∗) = 0, m と n がともに偶数ならば (∗) = π(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

∫ b

a

rm+n+2p+1dr である. m が奇数, n が偶数の場

合は m = 2k + 1, n = 2l とおき, m が偶数, n が奇数の場合は m = 2k, n = 2l + 1 とおけば∫ 5π
4

π
4

cos2k+1 θ sin2l θ dθ =

∫ 5π
4

π
4

(1− sin2 θ)k sin2l θ cos θ dθ =

∫ −
√

2
2

√
2

2

(1− t2)kt2l dt

= −2

k∑
i=0

∫ √
2

2

0

(−1)i
(
k

i

)
t2i+2l dt =

k∑
i=0

(−1)i+1(√
2
)2i+2l−1

(2i+ 2l + 1)

(
k

i

)
∫ 5π

4

π
4

cos2k θ sin2l+1 θ dθ =

∫ 5π
4

π
4

cos2k θ(1− cos2 θ)l sin θ dθ = −
∫ −

√
2

2

√
2

2

t2k(1− t2)l dt

= 2

l∑
i=0

∫ √
2

2

0

(−1)i
(
l

i

)
t2i+2k dt =

l∑
i=0

(−1)i(√
2
)2i+2k−1

(2i+ 2k + 1)

(
l

i

)

である. 従って m が奇数, n が偶数ならば (∗) =

(
k∑
i=0

(−1)i+1(√
2
)2i+2l−1

(2i+ 2l + 1)

(
k

i

))∫ b

a

rm+n+2p+1dr であ

り, m が偶数, n が奇数ならば (∗) =

(
l∑
i=0

(−1)i(√
2
)2i+2k−1

(2i+ 2k + 1)

(
l

i

))∫ b

a

rm+n+2p+1dr である. (9) の解答

と同様にして, 求める値は m と n がともに奇数ならば 0, m と n がともに偶数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(bm+n+2p+2 − am+n+2p+2)

(m+ n)!!(m+ n+ 2p+ 2)
, m と n がともに偶数で p = −m+ n+ 2

2
ならば

π(m− 1)!!(n− 1)!!(log b− log a)

(m+ n)!!
, m が奇数, n が偶数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

bm+n+2p+2 − am+n+2p+2

m+ n+ 2p+ 2

(
k∑
i=0

(−1)i+1(√
2
)2i+2l−1

(2i+ 2l + 1)

(
k

i

))
, m が奇数, n が偶数で p = −m+ n+ 2

2
ならば

(log b− log a)

(
k∑
i=0

(−1)i+1(√
2
)2i+2l−1

(2i+ 2l + 1)

(
k

i

))
, m が偶数, n が奇数で p ̸= −m+ n+ 2

2
ならば

bm+n+2p+2 − am+n+2p+2

m+ n+ 2p+ 2

(
l∑
i=0

(−1)i(√
2
)2i+2k−1

(2i+ 2k + 1)

(
l

i

))
, m が偶数, n が奇数で p = −m+ n+ 2

2
ならば

(log b− log a)

(
l∑
i=0

(−1)i(√
2
)2i+2k−1

(2i+ 2k + 1)

(
l

i

))
である.

(12) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 0 ≦ r ≦ 2, π4 ≦ θ ≦ 5π
4 であることが必要十分である. 従って E = [0, 2]×

[
π
4 ,

5π
4

]
とお

けば
∫∫

D

(x2 − y2)2dxdy =

∫∫
E

r5 cos2 2θdrdθ =

∫ 2

0

(∫ 5π
4

π
4

r5(1 + cos 4θ)

2
dθ

)
dr =

∫ 2

0

[
r5(4θ + sin 4θ)

8

]θ= 5π
4

θ=π
4

dr =∫ 2

0

πr5

2
dr =

16π

3
.
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(13) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 2, π4 ≦ θ ≦ π
2 であることが必要十分である. 従って E = [0, 2]×

[
π
4 ,

π
2

]
と

おけば
∫∫

D

x
√
x2 + y2dxdy =

∫∫
E

r3 cos θdrdθ =

∫ 2

0

(∫ π
2

π
4

r3 cos θdθ

)
dr =

∫ 2

0

[
r3 sin θ

]θ=π
2

θ=π
4

dr =∫ 2

0

(
1−

√
2

2

)
r3dr = 4− 2

√
2.

(14) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 0 ≦ r ≦ 1, π4 ≦ θ ≦ 3π
4 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×

[
π
4 ,

3π
4

]
とお

けば
∫∫

D

xy
√
x2 + y2dxdy =

∫∫
E

r4 cos θ sin θdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 3π
4

π
4

r2

2
sin 2θdθ

)
dr =

∫ 1

0

[
−r

2

4
cos 2θ

]θ= 3π
4

θ=π
4

dr = 0.

(15) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ √
π, 0 ≦ θ ≦ π

4 であることが必要十分である. 従って E = [0,
√
π]×

[
0, π4

]
とおけば

∫∫
D

sin
(
x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
E

r sin
(
r2
)
drdθ =

∫ √
π

0

(∫ π
4

0

r sin
(
r2
)
dθ

)
dr =

∫ √
π

0

r

4
sin
(
r2
)
dr =[

−1

8
cos
(
r2
)]√π

0

=
1

4
.

(16) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦
√
π
2 , 0 ≦ θ ≦ π

3 であることが必要十分である. 従って E =
[
0,

√
π
2

]
×
[
0, π3

]
とおけば

∫∫
D

tan
(
x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
E

tan
(
r2
)
rdrdθ =

∫ √
π
2

0

(∫ π
3

0

r tan
(
r2
)
dθ

)
dr =

∫ √
π
2

0

π

3
r tan

(
r2
)
dr =

[
−π
6
log
∣∣cos (r2)∣∣]√

π
2

0
= −π

6
log

∣∣∣∣ 1√
2

∣∣∣∣ = π

12
log 2.

(17) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, π6 ≦ θ ≦ 2π
3 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1]×

[
π
6 ,

2π
3

]
とおけば

∫
D

cos
(π
2

(
x2 + y2

))
dxdy =

∫∫
E

r cos

(
πr2

2

)
drdθ =

∫ 2π
3

π
6

(∫ 1

0

r cos

(
πr2

2

)
dr

)
dθ =∫ 2π

3

π
6

[
1

π
sin

(
πr2

2

)]r=1

r=0

dθ =

∫ 2π
3

π
6

1

π
dθ =

1

2
.

(18) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 0 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ π
3 であることが必要十分である. 従って E = [0, 2]×

[
0, π3

]
とおけ

ば
∫∫

D

ex
2+y2dxdy =

∫∫
E

rer
2

drdθ =

∫ π
3

0

(∫ 2

0

rer
2

dr

)
dθ =

∫ π
3

0

[
1

2
er

2

]2
0

dθ =

∫ π
3

0

1

2

(
e4 − 1

)
dθ =

π

6

(
e4 − 1

)
.

(19) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには 1 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ π
2 であることが必要十分である. 従って E = [1, 2]×

[
0, π2

]
とおけ

ば
∫∫

D

x log(x2 + y2)dxdy =

∫∫
E

r cos θ log(r2)rdrdθ =

∫ 2

1

(∫ π
2

0

2r2 cos θ log rdθ

)
dr =

∫ 2

1

[
2r2 sin θ log r

]θ=π
2

θ=0
dr

=

∫ 2

1

2r2 log rdr =

[
2

3
r3 log r

]2
1

−
∫ 2

1

2

3
r2dr =

16

3
log 2−

[
2

9
r3
]2
1

=
16

3
log 2− 14

9
.

(20) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 1 ≦ r ≦ e, −π
4 ≦ θ ≦ π

3 であることが必要十分である. 従って E = [1, e]×
[
−π

4 ,
π
3

]
とおけば

∫∫
D

log(x2 + y2)√
x2 + y2

dxdy =

∫∫
E

2 log rdrdθ =

∫ e

1

(∫ π
3

−π
4

2 log rdθ

)
dr =

∫ e

1

7π

6
log rdr =[

7π

6
(r log r − r)

]e
1

=
7π

6
.

(21) z = x−y, w = x+y とおけば,

x = z
2 + w

2

y = − z
2 + w

2

である. 写像 ψ : R2 → R2 をψ ( zw ) =
(

z
2+

w
2

− z
2+

w
2

)
により定める

と, detψ′ ( zw ) = 1
2 であり, ψ ( zw ) ∈ Dであるためには「z+w ≧ 0かつ −z+w ≧ 0かつ w ≦ 1」すなわち「0 ≦ w ≦ 1

かつ −w ≦ z ≦ w」が成り立つことが必要十分である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ w ≦ 1, −w ≦ z ≦ w
}
とおけ

ば
∫∫

D

2(x+ y)a(x− y)qdxdy =

∫∫
E

zqwadzdw =

∫ 1

0

(∫ w

−w
zqwadz

)
dw =

∫ 1

0

[
zq+1wa

q + 1

]z=w
z=−w

dw =∫ 1

0

2wa+q+1

q + 1
dw =

[
2wa+q+2

(q + 1)(a+ q + 2)

]1
0

=
2

(q + 1)(a+ q + 2)
.
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(22) z = x−2y, w = x+2y とおけば,

x = z
2 + w

2

y = − z
4 + w

4

である. 写像 ψ : R2 → R2 をψ ( zw ) =
(

z
2+

w
2

− z
4+

w
4

)
により定め

ると, detψ′ ( zw ) = 1
4 であり, ψ ( zw ) ∈ Dであるためには「0 ≦ −z+w ≦ 4かつ 0 ≦ z+w ≦ 2+z−w」すなわち「0 ≦

w ≦ 1かつ −w ≦ z ≦ w」が成り立つことが必要十分である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ w ≦ 1, −w ≦ z ≦ w
}
と

おけば
∫∫

D

(x− 2y)4

(x+ 2y)2 + 1
dxdy =

∫∫
E

z4

4 (w2 + 1)
dzdw =

∫ 1

0

(∫ w

−w

z4

4 (w2 + 1)
dz

)
dw =

∫ 1

0

[
z5

20 (w2 + 1)

]z=w
z=−w

dw

=

∫ 1

0

w5

10 (w2 + 1)
dw =

1

10

∫ 1

0

(
w3 − w +

w

w2 + 1

)
dw =

1

10

[
w4

4
− w2

2
+

1

2
log
(
w2 + 1

)]1
0

=
log 2

20
− 1

40
.

(23) z = x−4y, w = x+2y とおけば,

x = z
2 + w

y = − z
6 + w

6

である. 写像 ψ : R2 → R2 をψ ( zw ) =
(

z
2+w

− z
6+

w
6

)
により定め

ると, detψ′ ( zw ) = 1
4 であり, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z ≦ 1 かつ 0 ≦ w ≦ 1」が成り立つことが必要十分で

ある. 従って E = [0, 1]× [0, 1] とおけば
∫∫

D

xadxdy =

∫∫
E

1

4

(z
2
+ w

)a
dzdw =

∫ 1

0

(∫ 1

0

1

4

(z
2
+ w

)a
dz

)
dw =∫ 1

0

[
1

2(a+ 1)

(z
2
+ w

)a+1
]z=1

z=0

dw =

∫ 1

0

1

2(a+ 1)

((
1

2
+ w

)a+1

− wa+1

)
dw =

1

2(a+ 1)(a+ 2)

[(
1

2
+ w

)a+2

− wa+2

]1
0

=
3a+2 − 2a+2 − 1

2a+3(a+ 1)(a+ 2)
.

(24) 写像 ψ : R2 → R2 を (21) と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z + w ≦ 2 かつ 0 ≦
−z + w ≦ z + w」すなわち「0 ≦ z ≦ 1 かつ z ≦ w ≦ 2 − z」が成り立つことが必要十分である. 従って

E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, z ≦ w ≦ 2− z
}
とおけば

∫∫
D

(
(a+ 1)(x+ y)a + (x− y)a+1

)
dxdy =∫∫

E

1

2

(
(a+ 1)wa + za+1

)
dzdw =

∫ 1

0

(∫ 2−z

z

1

2

(
(a+ 1)wa + za+1

)
dw

)
dz =

∫ 1

0

[
1

2

(
wa+1 + za+1w

)]w=2−z

w=z

dz

=

∫ 1

0

1

2

(
(2− z)a+1 − za+1 + 2za+1 − 2za+2

)
dz =

[
−(2− z)a+2 − za+2

2(a+ 2)
+
za+2

a+ 2
− za+3

a+ 3

]1
0

=
2a+1

a+ 2
− 1

a+ 3
.

(25) 写像 ψ : R2 → R2 を (21)と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「1 ≦ z ≦ 2 かつ 0 ≦ w ≦ 1」が成

り立つことが必要十分である. 従って E = [1, 2]× [0, 1] とおけば
∫∫

D

x2ex−ydxdy =

∫∫
E

1

8
(z + w)2ezdzdw =∫ 2

1

(∫ 1

0

1

8
(z + w)2ezdw

)
dz =

∫ 2

1

[
1

24
(z + w)3ez

]w=1

w=0

dz =

∫ 2

1

ez

24

(
3z2 + 3z + 1

)
dz =

[
ez

24

(
3z2 + 3z + 1

)]2
1

−∫ 2

1

ez

8
(2z + 1)dz =

19e2 − 7e

24
−
[
ez

8
(2z + 1)

]2
1

+

∫ 2

1

ez

4
dz =

19e2 − 7e

24
− 5e2 − 3e

8
+

[
ez

4

]2
1

=
5e2 − 2e

12
.

(26) 写像 ψ : R2 → R2 を (22)と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z ≦ π かつ 0 ≦ w ≦ 1」が成

り立つことが必要十分である. 従って E = [0, π]× [0, 1] とおけば
∫∫

D

(x− 2y)2 sin
(
x2 − 4y2

)
dxdy =∫∫

E

z2

4
sin(zw)dzdw =

∫ π

0

(∫ 1

0

z2

4
sin(zw)dw

)
dz =

∫ π

0

[
−z
4
cos(zw)

]w=1

w=0
dz =

∫ π

0

z

4
(1− cos z)dz =[z

4
(z − sin z)

]π
0
−
∫ π

0

z − sin z

4
dz =

π2

4
−
[
z2 + 2 cos z

8

]π
0

=
π2

8
+

1

2
.

(27) z = 3x−y, w = 3x+yとおけば,

x = z
6 + w

6

y = − z
2 + w

2

である. 写像 ψ : R2 → R2をψ ( zw ) =
(

z
6+

w
6

− z
2+

w
2

)
により定める

と, detψ′ ( zw ) = 1
6 であり, ψ ( zw ) ∈ Dであるためには「0 ≦ z+w ≦ 6かつ 0 ≦ −z+w ≦ z+w」すなわち「0 ≦ z ≦ 3

かつ z ≦ w ≦ 6− z」が成り立つことが必要十分である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, z ≦ w ≦ 6− z
}
とお

けば
∫∫

D

(3x+ y)(3x− y)adxdy =

∫∫
E

1

6
zawdzdw =

∫ 3

0

(∫ 6−z

z

1

6
zawdw

)
dz =

∫ 3

0

[
1

12
zaw2

]w=6−z

w=z

dz =

354



∫ 3

0

(
3za − za+1

)
dz =

[
3za+1

a+ 1
− za+2

a+ 2

]3
0

=
3a+2

(a+ 1)(a+ 2)
.

(28) 写像 ψ : R2 → R2 を (22)と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z +w ≦ 2 かつ −z −w + 2 ≦
−z +w ≦ z +w + 2」すなわち「−1 ≦ z ≦ 1 かつ 1 ≦ w ≦ 2− z」が成り立つことが必要十分である. 従って E ={
( zw ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ z ≦ 1, 1 ≦ w ≦ 2− z
}
とおけば

∫∫
D

((x+ 2y)a − (x− 2y)q) dxdy =

∫∫
E

1

4
(wa − zq) dzdw =∫ 1

−1

(∫ 2−z

1

1

4
(wa − zq) dw

)
dz =

∫ 1

−1

[
1

4

(
wa+1

a+ 1
− zqw

)]w=2−z

w=1

dz =

∫ 1

−1

1

4

(
(2− z)a+1 − 1

a+ 1
− zq + zq+1

)
dz

=
1

4

[
− (2− z)a+2

(a+ 1)(a+ 2)
− z

a+ 1
− zq+1

q + 1
+
zq+2

q + 2

]1
−1

=
3a+2 − 1

4(a+ 1)(a+ 2)
− 1

2(a+ 1)
− 1

2(q + 1)
.

(29) 写像 ψ : R2 → R2 を (21) と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z + w ≦ 2 かつ 0 ≦
−z + w ≦ z + w」すなわち「0 ≦ z ≦ 1 かつ z ≦ w ≦ 2 − z」が成り立つことが必要十分である. 従って

E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, z ≦ w ≦ 2− z
}
とおけば

∫∫
D

(x+ y)a(x− y)dxdy =

∫∫
E

1

2
zwadzdw =∫ 1

0

(∫ 2−z

z

1

2
zwadw

)
dz =

∫ 1

0

[
zwa+1

2(a+ 1)

]w=2−z

w=z

dz =

∫ 1

0

z
(
(2− z)a+1 − za+1

)
2(a+ 1)

dz =

[
z
(
−(2− z)a+2 − za+2

)
2(a+ 1)(a+ 2)

]1
0

+

∫ 1

0

(2− z)a+2 + za+2

2(a+ 1)(a+ 2)
dz = − 1

(a+ 1)(a+ 2)
+

[
−(2− z)a+3 + za+3

2(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)

]1
0

=
2a+2 − a− 3

(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)
.

(30)写像 ψ : R2 → R2 を (21)と同様に定めれば, ψ ( zw ) ∈ D であるためには「0 ≦ z+w ≦ 2かつ 0 ≦ −z+w ≦ 2」

すなわち「−1 ≦ z ≦ 0 かつ −z ≦ w ≦ z + 2」または「0 ≦ z ≦ 1 かつ z ≦ w ≦ 2− z」が成り立つことが必要十分

である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ − 1 ≦ z ≦ 0, −z ≦ w ≦ z + 2
}
∪
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, z ≦ w ≦ 2− z
}
とおけ

ば
∫∫

D

(x+ y)(x− y)qdxdy =

∫∫
E

1

2
zqwdzdw =

∫ 0

−1

(∫ 2+z

−z

1

2
zqwdw

)
dz +

∫ 1

0

(∫ 2−z

z

1

2
zqwdw

)
dz =∫ 0

−1

[
1

4
zqw2

]w=2+z

w=−z
dz +

∫ 1

0

[
1

4
zqw2

]w=2−z

w=z

dz =

∫ 0

−1

(
zq + zq+1

)
dz +

∫ 1

0

(
zq − zq+1

)
dz =[

zq+1

q + 1
+
zq+2

q + 2

]0
−1

+

[
zq+1

q + 1
− zq+2

q + 2

]1
0

=
2

(q + 1)(q + 2)
.

(31) 写像 ψ : [0,∞) × [0,∞) → [0,∞) × [0,∞) を ψ ( zw ) =
(
z2

w2

2

)
により定めると, detψ′ ( zw ) = 2zw であり,

ψ ( zw ) ∈ D であるためには「z ≧ 0 かつ w ≧ 0 かつ z +w ≦ 1」すなわち「0 ≦ z ≦ 1 かつ 0 ≦ w ≦ 1− z」が成り

立つことが必要十分である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, 0 ≦ w ≦ 1− z
}
とおけば

∫∫
D

x2dxdy =∫∫
E

2z5wdzdw =

∫ 1

0

(∫ 1−z

0

2z5wdw

)
dz =

∫ 1

0

[
z5w2

]w=1−z
w=0

dz =

∫ 1

0

(
z5 − 2z6 + z7

)
dz =

1

168
.

(32) φ ( rθ ) ∈ D であるためには −π
2 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ r ≦ 2 cos θ であることが必要十分である. 従って E ={
( rθ ) ∈ R2

∣∣−π
2 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ r ≦ 2 cos θ
}
とおけば,

∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy =

∫∫
E

r
√
4− r2drdθ =∫ π

2

−π
2

(∫ 2 cos θ

0

r
√
4− r2dr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
−1

3

(
4− r2

) 3
2

]r=2 cos θ

r=0

dθ =

∫ π
2

−π
2

8

3

(
1−

∣∣sin3 θ∣∣) dθ =
8π

3
− 16

3

∫ π
2

0

sin3 θdθ =
8π

3
− 16

3

∫ π
2

0

(
1− cos2 θ

)
sin θdθ =

8π

3
− 16

3

[
− cos θ +

1

3
cos3 θ

]π
2

0

=
8π

3
− 32

9
.

(33) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
2r cos θ
3r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 6r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [0, 1] × [0, π] とおけば,∫∫
D

(
x2 + y

)
dxdy =

∫∫
E

6r
(
4r2 cos2 θ + 3r sin θ

)
drdθ =

∫ 1

0

(∫ π

0

(
12r3(1 + cos 2θ) + 18r2 sin θ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(
12πr3 + 36r2

)
dr = 3π + 12.

(34) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
2r cos θ
r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 2r であり, ψ ( rθ ) ∈ D
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であるためには 1
2 ≦ r ≦

√
3
2 , 0 ≦ θ ≦ 2π であることが必要十分である. 従って E =

[
1
2 ,

√
3
2

]
× [0, 2π] とおけ

ば,

∫∫
D

y2√
4− x2 − 4y2

dxdy =

∫∫
E

r3 sin2 θ√
1− r2

drdθ =

∫ √
3

2

1
2

(∫ 2π

0

r3(1− cos 2θ)

2
√
1− r2

dθ

)
dr =

∫ √
3

2

1
2

πr3√
1− r2

dr である.

r = sin tとおけば dr = cos tdtであり tが π
6 から

π
3 まで動けば rは 1

2 から
√
3
2 まで動くため, (上式) =

∫ π
3

π
6

π sin3 tdt

=

∫ π
3

π
6

π
(
1− cos2 t

)
sin tdt = π

[
− cos t+

1

3
cos3 t

]π
3

π
6

= π

(
3
√
3

8
− 11

24

)
.

(35) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r cos θ+1
r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って E = [0, 1] × [0, π] とおけば,∫∫
D

xydxdy =

∫∫
E

r2 sin θ(r cos θ + 1)drdθ =

∫ 1

0

(∫ π

0

r2(r cos θ + 1) sin θdθ

)
dr =∫ 1

0

[
r2
(
−1

2
r cos2 θ − cos θ

)]π
0

dr =

∫ 1

0

2r2dr =
2

3
.

(36) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r cos θ− 1

2

r sin θ− 1
2

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦
√
2, 0 ≦ θ ≦ 2π であることが必要十分である. 従って E =

[
0,
√
2
]
× [0, 2π] とおけば,∫∫

D

(
x2 + y2 + x+ y

)
dxdy =

∫∫
E

r

(
r2 − 1

2

)
drdθ =

∫ √
2

0

(∫ 2π

0

(
r3 − r

2

)
dθ

)
dr =

∫ √
2

0

π
(
2r3 − r

)
dr = π.

(37) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r cos θ+1
r sin θ+1

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ 2π であることが必要十分である. 従って E = [0, 1] × [0, 2π] とおけば,∫∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
E

r
(
r2 + 2r(cos θ + sin θ) + 2

)
drdθ =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(
r3 + 2r2(cos θ + sin θ) + 2r

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

2π
(
r3 + 2r

)
dr =

5π

2
.

(38) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r cos θ+2
r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ 2π であることが必要十分である. 従って E = [0, 2] × [0, 2π] とおけば,∫∫
D

xdxdy =

∫∫
E

r(r cos θ + 2)drdθ =

∫ 2

0

(∫ 2π

0

(
r2 cos θ + 2r

)
dθ

)
dr =

∫ 2

0

4πrdr = 8π.

(39) φ ( rθ ) ∈ D であるためには −π
4 ≦ θ ≦ 3π

4 , 0 ≦ r ≦ 2
√
2 sin

(
θ + π

4

)
であることが必要十分である. 従って E ={

( rθ ) ∈ R2
∣∣−π

4 ≦ θ ≦ 3π
4 , 0 ≦ r ≦ 2

√
2 sin

(
θ + π

4

)}
とおけば,

∫∫
D

√
8− x2 − y2dxdy =

∫∫
E

r
√
8− r2drdθ =∫ 3π

4

−π
4

(∫ 2
√
2 sin(θ+π

4 )

0

r
√
8− r2dr

)
dθ =

∫ 3π
4

−π
4

[
−1

3

(
8− r2

) 3
2

]r=2
√
2 sin(θ+π

4 )

r=0

dθ =

∫ 3π
4

−π
4

2
9
2

3

(
1−

∣∣∣cos3(θ + π

4

)∣∣∣) dθ
=

2
9
2π

3
−
∫ π

0

2
9
2

3

∣∣cos3 θ∣∣ dθ = 2
9
2π

3
−
∫ π

2

0

2
9
2

3

(
1− sin2 θ

)
cos θdθ +

∫ π

π
2

2
9
2

3

(
1− sin2 θ

)
cos θdθ =

2
9
2π

3
− 2

9
2

3

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]π
2

0

+
2

9
2

3

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]π
π
2

=
16
√
2π

3
− 64

√
2

9
.

(40) φ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ θ ≦ π
2 , cos θ ≦ r ≦ 1 であることが必要十分である. 従って E ={

( rθ ) ∈ R2
∣∣ 0 ≦ θ ≦ π

2 , cos θ ≦ r ≦ 1
}
とおけば,

∫∫
D

√
x2 + y2dxdy =

∫∫
E

r2drdθ =

∫ π
2

0

(∫ 1

cos θ

r2dr

)
dθ =∫ π

2

0

[
r3

3

]1
cos θ

dθ =

∫ π
2

0

1− cos3 θ

3
dθ =

π

6
− 1

3

∫ π
2

0

(
1− sin2 θ

)
cos θdθ =

π

6
− 1

3

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]π
2

0

=
π

6
− 2

9
.

(41) φ ( rθ ) ∈ D であるためには −π
4 ≦ θ ≦ π

4 , 0 ≦ r ≦ 2(cos θ + sin θ) であることが必要十分である. 従って

E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣−π
4 ≦ θ ≦ π

4 , r ≦ 2(cos θ + sin θ)
}
とおけば,

∫∫
D

xydxdy =

∫∫
E

r3 cos θ sin θdrdθ =∫ π
4

−π
4

(∫ 2(cos θ+sin θ)

0

r3

2
sin 2θdr

)
dθ =

∫ π
4

−π
4

[
r4

8
sin 2θ

]r=2(cos θ+sin θ)

r=0

dθ =

∫ π
4

−π
4

2(cos θ + sin θ)4 sin 2θdθ =
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∫ π
4

−π
4

2
(
sin 2θ + 2 sin2 2θ + sin3 2θ

)
dθ =

∫ π
4

0

4(1− cos 4θ)dθ = [4θ − sin 4θ]
π
4
0 = π.

(42) 写像 ψ : [0,∞) × [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
2r cos θ
r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 2r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π
3 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1] ×

[
0, π3

]
とおけば,∫

D

x(x2 + 4y2)2dxdy =

∫∫
E

4r2 cos θ
(
4r2 cos2 θ + 4r2 sin2 θ

)2
drdθ =

∫ 1

0

(∫ π
3

0

64r6 cos θdθ

)
dr =∫ 1

0

[
64r6 sin θ

]θ=π
3

θ=0
dr =

∫ 1

0

32
√
3r6dr =

32
√
3

7
.

(43) 写像 ψ : [0,∞) × [−π, π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r cos θ
2r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 2r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 1 ≦ r ≦ 2, −π
4 ≦ θ ≦ π

3 であることが必要十分である. 従って E = [1, 2] ×
[
−π

4 ,
π
3

]
とおけば,∫

D

y2
(
4x2 + y2

)2
dxdy =

∫∫
E

8r3 sin2 θ
(
4r2 cos2 θ + 4r2 sin2 θ

)2
drdθ =

∫ 2

1

(∫ π
3

−π
4

64r7(1− cos 2θ)dθ

)
dr =∫ 2

1

[
32r7(2θ − sin 2θ)

]θ=π
3

θ=−π
4

dr =

∫ 2

1

32r7

(
7π

6
−

√
3

2
− 1

)
dr = 170

(
7π − 3

√
3− 6

)
.

(44)写像 ψ :R2 → R2を (21)と同様に定めれば, ψ ( zw )∈Dであるためには「z ≧ 0かつ z2

4 +w2 ≦ 1」が成り立つこと

が必要十分である. 従って E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣∣ z ≧ 0, z
2

4 + w2 ≦ 1
}
とおけば

∫∫
D

(x− y)(x+ y)6dxdy=

∫∫
E

zw6

2
dzdw

が成り立つ. さらに写像 ρ : [0,∞) × [−π, π] → R2 を ρ ( rθ ) =
(
2r cos θ
r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 2r であり,

ψ ( rθ ) ∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, −π
2 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って F = [0, 1]×
[
−π

2 ,
π
2

]
と

おけば,

∫∫
E

zw6

2
dzdw =

∫∫
F

2r8 cos θ sin6 θdrdθ =

∫ π
2

−π
2

(∫ 1

0

2r8 cos θ sin6 θdr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

2

9
cos θ sin6 θdθ =[

2 sin7 θ

63

]π
2

−π
2

=
4

63
が得られるため,

∫∫
D

(x− y)(x+ y)6dxdy =
4

63
である.

(45) 写像 ψ : [0,∞)× [0, 2π] → R2 を ψ ( rθ ) =
(
r(2 cos θ−sin θ)

r sin θ

)
により定めると, detψ′ ( rθ ) = 2r であり, ψ ( rθ ) ∈ D

であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π
3 であることが必要十分である. 従って E = [0, 1] × [0, π] とおけば,∫∫

D

(
x2 + 3y

)
dxdy =

∫∫
E

2r
(
r2(2 cos θ − sin θ)2 + 3r sin θ

)
drdθ =∫ 1

0

(∫ π

0

(
r3 (3 cos 2θ − 4 sin 2θ + 5) + 6r2 sin θ

)
dθ

)
dr =

∫ 1

0

(
5πr3 + 12r2

)
dr =

5π

4
+ 4.

(46) 極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θ を行うと, D は E = [0, 1]× [0, 2π] に対応する. さらに t = r2 と変数変換

して, 教科書の問 3.26の (1)より
∫ √

1− t

1 + t
dt = sin−1 t+

√
1− t2 が成り立つことに注意すれば,∫∫

D

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy =

∫∫
E

r

√
1− r2

1 + r2
drdθ =

∫ 1

0

∫ 2π

0

r

√
1− r2

1 + r2
dθ

 dr =

∫ 1

0

π

√
1− r2

1 + r2
2rdr =

∫ 1

0

π

√
1− t

1 + t
dt = π

[
sin−1 t+

√
1− t2

]1
0
=
π2

2
− π.

(47) φ ( rθ ) ∈ Dであるためには r2−2r(cos θ+sin θ)+1 ≦ 0であることが必要十分である. この不等式を満たすための

r ≧ 0が存在するための条件は (cos θ+sin θ)2−1 ≧ 0かつ cos θ+sin θ ≧ 0だから
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
≧ 1,すなわち θの範

囲は 0 ≦ θ ≦ π

2
である. この範囲の θに対してα(θ) = cos θ+sin θ−

√
2 cos θ sin θ, β(θ) = cos θ+sin θ+

√
2 cos θ sin θ

とおけば r の範囲は α(θ) ≦ r ≦ β(θ) だから, E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ θ ≦ π
2 , α(θ) ≦ r ≦ β(θ)

}
とおけば, φ : E → D

は全単射である. 従って第 11回の問題 1.(65)の結果より
∫∫

D

1

(1 + x2 + y2)2
dxdy =

∫∫
E

r

(1 + r2)2
drdθ =∫ π

2

0

(∫ β(θ)

α(θ)

r

(1 + r2)2
dr

)
dθ =

∫ π
2

0

[
− 1

2(1 + r2)

]β(θ)
α(θ)

dθ =

∫ π
2

0

β(θ)2 − α(θ)2

2(1 + α(θ)2)(1 + β(θ)2)
dθ =∫ π

2

0

√
cos θ sin θ√

2(cos θ + sin θ)
dθ =

[
1

2
tan−1

(√
2 tanx+ 1

)
+

1

2
tan−1

(√
2 tanx− 1

)
− 1√

2
tan−1

√
tanx

]π
2

0

=

(√
2− 1

)
π

2
√
2
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微積分学 II 演習問題 第26回 3重積分

1. a, b, c を正の実数とし, D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0,
x

a
+
y

b
+
z

c
≦ 1

}
とするとき, 次の積分を計算せ

よ. ただし (6)では k ̸= 0,
a

b
,
c

b
とする.

(1)

∫∫∫
D

dxdydz (2)

∫∫∫
D

xzdxdydz (3)

∫∫∫
D

y2dxdydz

(4)

∫∫∫
D

xyzdxdydz (5)

∫∫∫
D

xyz
(
1− x

a
− y

b
− z

c

)
dxdydz (6)

∫∫∫
D

ex+ky+zdxdydz

2. a を正の実数とし, D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0, x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
とするとき, 次の積分を計算せよ.

(1)

∫∫∫
D

zdxdydz (2)

∫∫∫
D

yzdxdydz (3)

∫∫∫
D

xyzdxdydz

3. a, b, c を正の実数とし, D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
+
z2

c2
≦ 1

}
とするとき, 次の積分を計算せよ.

(1)

∫∫∫
D

dxdydz (2)

∫∫∫
D

x2dxdydz (3)

∫∫∫
D

x2z2dxdydz

(4)

∫∫∫
D

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz (5)

∫∫∫
D

z2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz (6)

∫∫∫
D

(x2 + y2 + z2)dxdydz

4. a > b > 0 とし, D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ b2 ≦ x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
とするとき, 次の積分を計算せよ.

(1)

∫∫∫
D

1√
x2 + y2 + z2

dxdydz (2)

∫∫∫
D

z2

x2 + y2 + z2
dxdydz (3)

∫∫∫
D

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2
dxdydz

5. a, b, c を正の実数とし, R3 の領域 D1, D2, D3 をD1 =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ 1, 0 ≦ z ≦ c

}
,

D2 =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ z2

c2
, 0 ≦ z ≦ c

}
, D3 =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ z

c
, 0 ≦ z ≦ c

}
で定めるとき, 次

の積分を計算せよ.

(1)

∫∫∫
D1

z2dxdydz (2)

∫∫∫
D1

x2z2dxdydz (3)

∫∫∫
D1

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz

(4)

∫∫∫
D2

z2dxdydz (5)

∫∫∫
D2

x2z2dxdydz (6)

∫∫∫
D2

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz

(7)

∫∫∫
D3

z2dxdydz (8)

∫∫∫
D3

x2z2dxdydz (9)

∫∫∫
D3

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz

6. D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ z2, x2 + y2 + z2 ≦ 1, z ≧ 0
}
とするとき

∫∫∫
D

z2dxdydz を計算せよ.

7. 体積を持つ R3 の領域 D に対し, 連続関数 ρ : D → [0,∞) を D の密度関数という. m, b1, b2, b3 を

m =

∫∫∫
D

ρ
(
x
y
z

)
dxdydz, b1 =

∫∫∫
D

xρ
(
x
y
z

)
dxdydz, b2 =

∫∫∫
D

yρ
(
x
y
z

)
dxdydz, b3 =

∫∫∫
D

zρ
(
x
y
z

)
dxdydz

で定め, m を D の質量といい,
bi
m
を第 i成分とする R3 の点を D の重心という.

(1) a, k, ρ0 は正の定数で, ak ≦ π とする. D = {x ∈ R3| ∥x∥ ≦ a} とし, D の密度関数 ρ を ρ(0) = ρ0,

ρ(x) = ρ0
sin k∥x∥
k∥x∥

(x ̸= 0) で定めるとき, D の質量を求めよ.

(2) a を正の実数とし, E =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ z ≧ 0, x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
とする. E の密度関数 ρ が常に一定の正の

値 ρ0 をとる定数値関数であるとき, E の重心を求めよ.

8. 体積を持つ R3 の領域 D に対し, 密度関数 ρ と R3 の直線 l が与えられているとする. x ∈ R3 に対して r(x) を

x から l までの距離とするとき, I(D; l) =

∫∫∫
D

r
(
x
y
z

)2
ρ
(
x
y
z

)
dxdydz とおき, D の l に関する慣性能率という. l0 が

D の重心を通る直線 l に平行な直線で, l と l0 との距離を a, D の質量をm とするとき, I(D; l) = I(D; l0) + a2m

が成り立つことを示せ.
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第 26回の演習問題の解答

1. D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ 0 ≦ x ≦ a, 0 ≦ y ≦ b− b

a
x, 0 ≦ z ≦ c− c

a
x− c

b
y

}
だから

(1)

∫∫∫
D

dxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

dz

)
dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(
c− c

a
x− c

b
y
)
dy

)
dx =∫ a

0

[
cy − c

a
xy − c

2b
y2
]y=b− b

ax

y=0
dx =

∫ a

0

bc

2

(
1− x

a

)2
dx =

[
−abc

6

(
1− x

a

)3]a
0

=
abc

6

(2)

∫∫∫
D

xzdxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

xzdz

)
dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

x

2

(
c− c

a
x− c

b
y
)2
dy

)
dx =∫ a

0

[
−bc

2x

6

(
1− x

a
− y

b

)3]y=b− b
ax

y=0

dx =

∫ a

0

bc2x

6

(
1− x

a

)3
dx =

[
−abc

2x

24

(
1− x

a

)4]a
0

+

∫ a

0

abc2

24

(
1− x

a

)4
dx =[

−a
2bc2

120

(
1− x

a

)5]a
0

=
a2bc2

120

(3)

∫∫∫
D

y2dxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

y2dz

)
dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

y2
(
c− c

a
x− c

b
y
)
dy

)
dx =∫ a

0

([
cy3

3

(
1− x

a
− y

b

)]y=b− b
ax

y=0

+

∫ b− b
ax

0

cy3

3b
dy

)
dx =

∫ a

0

b3c

12

(
1− x

a

)4
dx =

[
−ab

3c

60

(
1− x

a

)5]a
0

=
ab3c

60

(4)

∫∫∫
D

xyzdxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

xyzdz

)
dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

xy

2

(
c− c

a
x− c

b
y
)2
dy

)
dx =∫ a

0

([
−bc

2xy

6

(
1− x

a
− y

b

)3]y=b− b
ax

y=0

+

∫ b− b
ax

0

bc2x

6

(
1− x

a
− y

b

)3
dy

)
dx =∫ a

0

[
−b

2c2x

24

(
1− x

a
− y

b

)4]y=b− b
ax

y=0

dx =

∫ a

0

b2c2x

24

(
1− x

a

)4
dx =[

−ab
2c2x

120

(
1− x

a

)5]a
0

+

∫ a

0

ab2c2

120

(
1− x

a

)5
dx =

[
a2b2c2

720

(
1− x

a

)6]a
0

=
a2b2c2

720

(5)

∫∫∫
D

xyz
(
1− x

a
− y

b
− z

c

)
dxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

xyz
(
1− x

a
− y

b
− z

c

)
dz

)
dy

)
dx =∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

([
−cxyz

2

(
1− x

a
− y

b
− z

c

)2]z=c− c
ax−

c
b y

z=0

+

∫ c− c
ax−

c
b y

0

cxy

2

(
1− x

a
− y

b
− z

c

)2
dz

)
dy

)
dx =∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

[
−c

2xy

6

(
1− x

a
− y

b
− z

c

)3]z=c− c
ax−

c
b y

z=0

dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

c2xy

6

(
1− x

a
− y

b

)3
dy

)
dx =∫ a

0

([
−bc

2xy

24

(
1− x

a
− y

b

)4]y=b− b
ax

y=0

+

∫ b− b
ax

0

bc2x

24

(
1− x

a
− y

b

)4
dy

)
dx =∫ a

0

[
−b

2c2x

120

(
1− x

a
− y

b

)5]y=b− b
ax

y=0

dx =

∫ a

0

b2c2x

120

(
1− x

a

)5
dx =[

−ab
2c2x

720

(
1− x

a

)6]a
0

+

∫ a

0

ab2c2

720

(
1− x

a

)6
dx =

[
−a

2b2c2

5040

(
1− x

a

)7]a
0

=
a2b2c2

5040

(6)

∫∫∫
D

ex+ky+zdxdydz =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(∫ c− c
ax−

c
b y

0

ex+ky+zdz

)
dy

)
dx =∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

[
ex+ky+z

]z=c− c
ax−

c
b y

z=0
dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ b− b
ax

0

(
e
a−c
a x+ bk−c

b y+c − ex+ky
)
dy

)
dx =
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∫ a

0

[
be

a−c
a x+ bk−c

b y+c

bk − c
− ex+ky

k

]y=b− b
ax

y=0

dx =

∫ a

0

(
be

a−bk
a x+bk

bk − c
− e

a−bk
a x+bk

k
− be

a−c
a x+c

bk − c
+
ex

k

)
dx · · · (∗)

a ̸= c の場合 (∗) =

[
abe

a−bk
a x+bk

(a− bk)(bk − c)
− ae

a−bk
a x+bk

k(a− bk)
− abe

a−c
a x+c

(a− c)(bk − c)
+
ex

k

]a
0

=

ac
(
ea − ebk

)
k(a− bk)(bk − c)

− ab (ea − ec)

(a− c)(bk − c)
+
ea − 1

k

a = c の場合 (∗) =

[
abe

a−bk
a x+bk

(a− bk)(bk − c)
− ae

a−bk
a x+bk

k(a− bk)
− becx

bk − c
+
ex

k

]a
0

=
a2
(
ebk − ea

)
k(a− bk)2

− abea

bk − a
+
ea − 1

k

2. 写像 ρ : [0,∞) × [0, π] × [0, 2π] → R2 を ρ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
により定めると, det ρ′

( r
θ
φ

)
= r2 sin θ で

ある. ρ
( r
θ
φ

)
∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ φ ≦ π
2 であることが必要十分である. そこで

E = [0, a]×
[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
とおく.

(1)

∫∫∫
D

zdxdydz =

∫∫∫
E

r3 cos θ sin θdrdθdφ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

r3

2
sin 2θdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

0

(∫ π
2

0

πr3

4
sin 2θdθ

)
dr =

∫ a

0

[
−πr

3

8
cos 2θ

]θ=π
2

θ=0

dr =

∫ a

0

πr3

4
dr =

πa4

16

(2)

∫∫∫
D

yzdxdydz =

∫∫∫
E

r4 cos θ sin2 θ sinφdrdθdφ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

r4 cos θ sin2 θ sinφdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

0

(∫ π
2

0

r4 cos θ sin2 θdθ

)
dr =

∫ a

0

[
r4

3
sin3 θ

]θ=π
2

θ=0

dr =

∫ a

0

r4

3
dr =

a5

15

(3)

∫∫∫
D

xyzdxdydz =

∫∫∫
E

r5 cos θ sin3 θ cosφ sinφdrdθdφ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

r5

2
cos θ sin3 θ sin 2φdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

0

(∫ π
2

0

[
−r

5

4
cos θ sin3 θ cos 2φ

]φ=π
2

φ=0

dθ

)
dr =

∫ a

0

(∫ π
2

0

r5

2
cos θ sin3 θdθ

)
dr =

∫ a

0

[
r5

8
sin4 θ

]θ=π
2

θ=0

dr =∫ a

0

r5

8
dr =

a6

48

3. 写像 ρ : [0,∞) × [0, π] × [0, 2π] → R2 を ρ
( r
θ
φ

)
=

(
ar sin θ cosφ
br sin θ sinφ
cr cos θ

)
により定めると, det ρ′

( r
θ
φ

)
= abcr2 sin θ

である. ρ
( r
θ
φ

)
∈ D であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π であることが必要十分である. そこで

E = [0, 1]× [0, π]× [0, 2π] とおく.

(1)

∫∫∫
D

dxdydz =

∫∫∫
E

abcr2 sin θdrdθdφ =

∫ 1

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

abcr2 sin θdφ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ π

0

2πabcr2 sin θdθ

)
dr =

∫ 1

0

4πabcr2dr =
4πabc

3

(2)

∫∫∫
D

x2dxdydz =

∫∫∫
E

a3bcr4 sin3 θ cos2 φdrdθdφ =

∫ 1

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

a3bcr4

2
sin3 θ(1 + cos 2φ)dφ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ π

0

πa3bcr4
(
1− cos2 θ

)
sin θdθ

)
dr =

∫ 1

0

[
πa3bcr4

(
− cos θ +

cos3 θ

3

)]θ=π
θ=0

dr =

∫ 1

0

4πa3bcr4

3
dr =

4πa3bc

15

(3)

∫∫∫
D

x2z2dxdydz =

∫∫∫
E

a3bc3r6 cos2 θ sin3 θ cos2 φdrdθdφ =∫ 1

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

a3bc3r6

2
cos2 θ sin3 θ(1 + cos 2φ)dφ

)
dθ

)
dr =

∫ 1

0

(∫ π

0

πa3bc3r6
(
cos2 θ − cos4 θ

)
sin θdθ

)
dr =∫ 1

0

[
πa3bc3r6

(
−cos3 θ

3
+

cos5 θ

5

)]θ=π
θ=0

dr =

∫ 1

0

4πa3bc3r6

15
dr =

4πa3bc3

105
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(4)

∫∫∫
D

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz =

∫∫∫
E

ab3cr5 sin4 θ sin2 φdrdθdφ =∫ 1

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

ab3cr5

8

(
1− 2 cos 2θ + cos2 2θ

)
(1− cos 2φ)dφ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ π

0

πab3cr5

8
(3− 4 cos 2θ + cos 4θ) dθ

)
dr =

∫ 1

0

3π2ab3cr5

8
dr =

π2ab3c

16

(5)

∫∫∫
D

z2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz =

∫∫∫
E

abc3r5 cos2 θ sin2 θdrdθdφ =

∫ 1

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

abc3r5

4
sin2 2θdφ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ π

0

πabc3r5

4
(1− cos 4θ) dθ

)
dr =

∫ 1

0

π2abc3r5

4
dr =

π2abc3

24
.

(6)

∫∫∫
D

(x2 + y2 + z2)dxdydz =

∫∫∫
E

abcr4(a2 sin2 θ cos2 φ+ b2 sin2 θ sin2 φ+ c2 cos2 θ) sin θdrdθdφ =∫ 2π

0

(∫ π

0

(∫ 1

0

abcr4(a2 sin2 θ cos2 φ+ b2 sin2 θ sin2 φ+ c2 cos2 θ) sin θdr

)
dθ

)
dφ =

8

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

abc

5
(a2 sin2 θ cos2 φ+ b2 sin2 θ sin2 φ+ c2 cos2 θ) sin θ dθ

)
dφ =

8

∫ π
2

0

(∫ 1

0

abc

10
(a2(1− t2)(1 + cos 2φ) + b2(1− t2)(1− cos 2φ) + 2c2t2) dt

)
dφ =

8

∫ π
2

0

abc

30
(2a2(1 + cos 2φ) + 2b2(1− cos 2φ) + 2c2) dφ =

4πabc

15
(a2 + b2 + c2).

4. 写像 ρ : [0,∞) × [0, π] × [0, 2π] → R2 を ρ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
により定めると, det ρ′

( r
θ
φ

)
= r2 sin θ で

ある. ρ
( r
θ
φ

)
∈ D であるためには b ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π であることが必要十分である. そこで

E = [b, a]× [0, π]× [0, 2π] とおく.

(1)

∫∫∫
D

1√
x2 + y2 + z2

dxdydz =

∫∫∫
E

r sin θdrdθdφ =

∫ a

b

(∫ π

0

(∫ 2π

0

r sin θdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

b

(∫ π

0

2πr sin θdθ

)
dr =

∫ a

b

4πrdr = 2π
(
a2 − b2

)
(2)

∫∫∫
D

z2

x2 + y2 + z2
dxdydz =

∫∫∫
E

r2 cos2 θ sin θdrdθdφ =

∫ a

b

(∫ π

0

(∫ 2π

0

r2 cos2 θ sin θdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

b

(∫ π

0

2πr2 cos2 θ sin θdθ

)
dr =

∫ a

b

[
−2πr2

3
cos3 θ

]θ=π
θ=0

dr =

∫ a

b

4πr2

3
dr =

4π
(
a3 − b3

)
9

(3)

∫∫∫
D

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2
dxdydz =

∫∫∫
E

r sin2 θdrdθdφ =

∫ a

b

(∫ π

0

(∫ 2π

0

r

2
(1− cos 2θ)dφ

)
dθ

)
dr =∫ a

b

(∫ π

0

πr(1− cos 2θ)dθ

)
dr =

∫ a

b

π2rdr =
π2
(
a2 − b2

)
2

5. 写像 ρ : [0,∞) × [0, 2π] × (−∞,∞) → R2 を ρ
(
r
φ
t

)
=
( ar cosφ
ar sinφ

t

)
により定めると, det ρ′

( r
θ
φ

)
= abr である.

ρ
(
r
φ
t

)
∈ D1 であるためには 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ c であることが必要十分であり, ρ

(
r
φ
t

)
∈ D1

であるためには 0 ≦ r ≦ t
c , 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ c であることが必要十分であり, ρ

(
r
φ
t

)
∈ D1 であるため

には 0 ≦ r ≦
√
t√
c
, 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ c であることが必要十分である. そこで E1 = [0, 1] × [0, 2π] × [0, c],

E2 =
{(

r
φ
t

)
∈ R3

∣∣∣ 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ c, 0 ≦ r ≦ t
c

}
, E3 =

{(
r
φ
t

)
∈ R3

∣∣∣ 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ c, 0 ≦ r ≦
√
t√
c

}
とおく.

(1)

∫∫∫
D1

z2dxdydz =

∫∫∫
E1

abrt2drdφdt =

∫ c

0

(∫ 1

0

(∫ 2π

0

abrt2dφ

)
dr

)
dt =

∫ c

0

(∫ 1

0

2πabrt2dr

)
dt =

361



∫ c

0

πabt2dt =
πabc3

3

(2)

∫∫∫
D1

x2z2dxdydz =

∫∫∫
E1

a3br3t2 cos2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ 1

0

(∫ 2π

0

a3br3t2

2
(1 + cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ 1

0

πa3br3t2dr

)
dt =

∫ c

0

πa3bt2

4
dt =

πa3bc3

12

(3)

∫∫∫
D1

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz =

∫∫∫
E1

ab3r4 sin2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ 1

0

(∫ 2π

0

ab3r4

2
(1− cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ 1

0

πab3r4dr

)
dt =

∫ c

0

πab3

5
dt =

πab3c

5

(4)

∫∫∫
D2

z2dxdydz =

∫∫∫
E2

abrt2drdφdt =

∫ c

0

(∫ t
c

0

(∫ 2π

0

abrt2dφ

)
dr

)
dt =

∫ c

0

(∫ t
c

0

2πabrt2dr

)
dt =∫ c

0

[
πabr2t2

]r= t
c

r=0
dt =

∫ c

0

πabt4

c2
dt =

πabc3

5

(5)

∫∫∫
D2

x2z2dxdydz =

∫∫∫
E2

a3br3t2 cos2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ t
c

0

(∫ 2π

0

a3br3t2

2
(1 + cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ t
c

0

πa3br3t2dr

)
dt =

∫ c

0

πa3bt6

4c4
dt =

πa3bc3

28

(6)

∫∫∫
D2

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz =

∫∫∫
E2

ab3r4 sin2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ t
c

0

(∫ 2π

0

ab3r4

2
(1− cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ t
c

0

πab3r4dr

)
dt =

∫ c

0

πab3t5

5c5
dt =

πab3c

30

(7)

∫∫∫
D3

z2dxdydz =

∫∫∫
E3

abrt2drdφdt =

∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

(∫ 2π

0

abrt2dφ

)
dr

)
dt =

∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

2πabrt2dφdr

)
dt =∫ c

0

[
πabr2t2

]r=√
t√
c

r=0
dt =

∫ c

0

πabt3

c
dt =

πabc3

4

(8)

∫∫∫
D3

x2z2dxdydz =

∫∫∫
E3

a3br3t2 cos2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

(∫ 2π

0

a3br3t2

2
(1 + cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

πa3br3t2dr

)
dt =

∫ c

0

πa3bt4

4c2
dt =

πa3bc3

20

(9)

∫∫∫
D3

y2
√
x2

a2
+
y2

b2
dxdydz =

∫∫∫
E3

ab3r4 sin2 φdrdφdt =

∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

(∫ 2π

0

ab3r4

2
(1− cos 2φ)dφ

)
dr

)
dt =∫ c

0

(∫ √
t√
c

0

πab3r4dr

)
dt =

∫ c

0

πab3t
5
2

5c
5
2

dt =
2πab3c

35

6. 極座標変換 x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ を行うと, D は E = [0, 1]×
[
0, π4

]
× [0, 2π] に対応する

ため,

∫∫∫
D

z2dxdydz =

∫∫∫
E

r4 sin θ cos2 θdrdθdφ =

∫ 1

0

(∫ π
4

0

(∫ 2π

0

r4 sin θ cos2 θdφ

)
dθ

)
dr =∫ 1

0

(∫ π
4

0

2πr4 sin θ cos2 θdθ

)
dr =

∫ 1

0

[
−2πr4

3
cos3 θ

]π
4

0

dr =

∫ 1

0

π
(
2
√
2− 1

)
r4

3
√
2

dr =
π
(
4−

√
2
)

30
.

7. (1) 極座標変換 x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ を行うと, D は F = [0, a]× [0, π]× [0, 2π] に対応

するため, D の質量は
∫∫∫

D

ρ0
sin k

√
x2 + y2 + z2

k
√
x2 + y2 + z2

dxdydz =

∫∫∫
F

ρ0
r sin kr sin θ

k
drdθdφ =

362



∫ a

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

ρ0
r sin kr sin θ

k
dφ

)
dθ

)
dr =

∫ a

0

(∫ π

0

2πρ0
r sin kr sin θ

k
dθ

)
dr =

∫ a

0

4πρ0
r sin kr

k
dr =[

−4πρ0
r cos kr

k2

]a
0

+

∫ a

0

4πρ0
cos kr

k2
dr = −4πaρ0 cos ak

k2
+

[
4πρ0 sin kr

k3

]a
0

=
4πρ0
k3

(sin ak − ak cos ak).

(2) 極座標変換 x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ を行うと, E は G = [0, a]×
[
0, π2

]
× [0, 2π] に対応

するため, E の質量は
∫∫∫

E

ρ0 dxdydz =

∫∫∫
G

ρ0r
2 sin θ drdθdφ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ 2π

0

ρ0r
2 sin θ dφ

)
dθ

)
dr =∫ a

0

(∫ π
2

0

2πρ0r
2 sin θ dθ

)
dr =

∫ a

0

2πρ0r
2dr =

2πρ0a
3

3
. また,

∫∫∫
E

xρ0 dxdydz =

∫∫∫
G

ρ0r
3 sin2 θ cosφdrdθdφ =∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ 2π

0

ρ0r
3 sin2 θ cosφdφ

)
dθ

)
dr = 0,

∫∫∫
E

yρ0 dxdydz =

∫∫∫
G

ρ0r
3 sin2 θ sinφdrdθdφ =∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ 2π

0

ρ0r
3 sin2 θ sinφdφ

)
dθ

)
dr = 0,

∫∫∫
E

zρ0 dxdydz =

∫∫∫
G

ρ0r
3 sin θ cos θ drdθdφ =∫ a

0

(∫ π
2

0

(∫ 2π

0

ρ0r
3 sin θ cos θ dφ

)
dθ

)
dr =

∫ a

0

(∫ π
2

0

2πρ0r
3 sin θ cos θ dθ

)
dr =

∫ a

0

[πρ0r
3 sin2 θ]

θ=π
2

θ=0 dr =∫ π

0

aρ0r
3 dr =

πρ0a
4

4
だから, E の重心の座標は

(
0, 0,

3a

8

)
である.

8. l の方向ベクトルで単位ベクトルであるものを v とし, D の重心の位置ベクトルを g, g から l に下ろした垂線の

足の位置ベクトルを c とすれば, l, l0 はそれぞれ x = c+ tv, x = g + tv とパラメータ表示される. x ∈ D から l,

l0 に下ろした垂線の足の位置ベクトルをそれぞれ p, q とすれば, p = c+ sv, q = g + tv を満たす実数 s, t があり,

(x− p,v) = (x− q,v) = 0 から s = (x− c,v), t = (x− g,v) である. 従って x ∈ D から l, l0 までの距離をそれ

ぞれ r(x), r0(x) とすれば

r(x)2 = ∥x− p∥2 = ∥x− c− (x− c,v)v∥2 = ∥x− c∥2 − (x− c,v)2

r0(x)
2 = ∥x− q∥2 = ∥x− g − (x− g,v)v∥2 = ∥x− g∥2 − (x− g,v)2

であり, c− g と v が垂直であることから (c,v) = (g,v) だから, 上式より

r(x)2 − r0(x)
2 = 2(x, g − c) + ∥c∥2 − ∥g∥2 · · · (∗)

が成り立つ. b1 =

∫∫∫
D

xρ
(
x
y
z

)
dxdydz, b2 =

∫∫∫
D

yρ
(
x
y
z

)
dxdydz, b3 =

∫∫∫
D

zρ
(
x
y
z

)
dxdydz, c =

(
c1
c2
c3

)
とおけ

ば, g =
1

m

(
b1
b2
b3

)
より

∫∫∫
D

(x, g − c)ρ(x) dxdydz =

∫∫
D

((
b1
m

− c1

)
x+

(
b2
m

− c2

)
y +

(
b2
m

− c3

)
z

)
ρ
(
x
y
z

)
dxdydz

= b1

(
b1
m

− c1

)
+ b2

(
b2
m

− c2

)
+ b3

(
b2
m

− c3

)
= m(g, g − c)

だから (∗)と a = ∥c− g∥ より,

I(D; l)− I(D; l0) =

∫∫∫
D

(2(x, g − c) + ∥c∥2 − ∥g∥2)ρ(x) dxdydz = 2m(g, g − c) +m(∥c∥2 − ∥g∥2)

= m(∥g∥2 − 2(g, c) + ∥c∥2) = m∥c− g∥2 = a2m

が得られる.
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微積分学 II 演習問題 第27回 重積分の広義積分

1. 以下の広義積分を計算せよ. ただし α, a, b, c は正の実数とし, (39)では α < 9
2 , (40)では α > 2, (44)では α < 3

とする.

(1) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ y
}
,

∫∫
D

e−y
2

dxdy

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x2
}
,

∫∫
D

2y

x2 + y2
dxdy

(3) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x ≦ 1, x ≦ y ≦
√
3x
}
,

∫∫
D

√
x

x2 + y2
dxdy

(4) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, −x < y ≦ 1
}
,

∫∫
D

1√
x+ y

dxdy

(5) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ y
}
,

∫∫
D

2x

(x2 + y2)
2 dxdy

(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x ≦ y ≦ 1
}
, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |x| ≦ 1, |y| ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

1√
x2 + y2

dxdy

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 ≦ y < x
}
, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |y| < x ≦ 1
}
, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y < min{x, 1− x}
}
,∫∫

D

1√
x2 − y2

dxdy

(8) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x < 1, x ≦ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

1√
1− x2

dxdy,

∫∫
D

1√
(1− x2)(1− y2)

dxdy

(9) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, 0 < x+ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

e
y−x
y+x dxdy,

∫∫
D

cos

(
π(y − x)

2(y + x)

)
dxdy

(10) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 1, 0 < y ≦ 1
x2

}
,

∫∫
D

1
√
xy
dxdy

(11) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

(x+ y)e−x−ydxdy,

∫∫
D

(x+ y)e−x
2−y2dxdy

(12) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, a < x+ y ≦ b
}
,

∫∫
D

x2 + y2

(x+ y)3
dxdy

(13) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

log(x+ y)dxdy

(14) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

xy

(x2 + y2)
3
2

dxdy

(15) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

y2

(x2 + y2)
3
2

dxdy

(16) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

2y

x2 + y2
dxdy

(17) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

1

(x+ y)α
dxdy

(18) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y < x ≦ 1
}
,

∫∫
D

1

(x− y)α
dxdy

(19) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≧ 1, −x ≦ y ≦
√
3x
}
,

∫∫
D

1

x2
√
x2 + y2

dxdy

(20) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 ≦ b2
}
, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≧ a2
}
,

∫∫
D

1

(x2 + y2)α
dxdy

(21) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 ≦ 1, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

log(x2 + y2)√
x2 + y2

dxdy

(22) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

x log(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy

(23) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x ̸= 0または y ̸= 0
}
,

∫∫
D

(
x2 + y2

)α−1
e−(x2+y2)αdxdy

(24) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 ≦ 1
}
,

∫∫
D

log(x2 + y2)dxdy
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(25) D =
{
( xy ) ∈ R2 |x2 + y2 < a2

}
,

∫∫
D

(
− log

(
a−

√
x2 + y2

))
dxdy

(26) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

y

x
e−

√
x2+y2dxdy

(27) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

dxdy

(x2 + y2 + a2)α

(28) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 > 1, x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

1

(x2 + y2)
√
x2 + y2 − 1

dxdy

(29) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 < 1, 0 ≦ x ≦ y
}
,

∫∫
D

1

y
√
1− x2 − y2

dxdy

(30) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≧ 1, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

1

x2
√
1 + x2 + y2

dxdy

(31) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

x2e−x
2−y2dxdy,

∫∫
D

e−(x2+y2)2dxdy

(32) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

1

(x2 + y2 + a2)
√
x2 + y2

dxdy

(33) D = R2,

∫∫
D

(x2 + y2)e−x
2−y2dxdy,

∫∫
D

x2y2e−x
2−y2dxdy,

∫∫
D

e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy (a > 0, b2 − ac < 0)

(34) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 < a2
}
,

∫∫
D

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy

(35) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≦ a2, x > 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

tan−1 y

x
dxdy

(36) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < y < 1, y3 ≦ x < y2
}
,

∫∫
D

1√
y4 − x2

dxdy

(37) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, y > x3
}
,

∫∫
D

x2

x4 + y2
dxdy

(38) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0, x2 + y2 + z2 < 1
}
,

∫∫∫
D

1√
1− x2 − y2 − z2

dxdy

(39) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ 0 < x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
,

∫∫∫
D

log(x2 + y2 + z2)dxdydz,

∫∫∫
D

x2y2z2

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz

(40) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0
}
,

∫∫∫
D

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)α
dxdydz

(41) D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣x2 + y2 + z2 ≦ 1,
(
x
y
z

)
̸=
(

0
0
1
2

)}
,

∫∫∫
D

1

x2 + y2 +
(
z − 1

2

)2 dxdydz
(42) D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy

(43) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ a, 0 ≦ y ≦ x
}
,

∫∫
D

y2√
(a− x)(x− y)

dxdy

(44) D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ 0 < x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0

}
,

∫∫∫
D

xyz

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz

2. (1) 関数 f : (a, b) → R (0 ≦ a < b) は単調増加であるC1級関数であり, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ a < x2 + y2 < b
}
とす

る. 極限 lim
x→a+0

f(x), lim
x→b−0

f(x) が存在するとき,

∫∫
D

f ′(x2 + y2)dxdy を, lim
x→a+0

f(x), lim
x→b−0

f(x) を用いて表せ.

(2) 関数 f : (a,∞) → R (a ≧ 0) は単調増加である C1級関数であり, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 > a
}
とする. 極

限 lim
x→a+0

f(x), lim
x→∞

f(x) が存在するとき,

∫∫
D

f ′(x2 + y2)dxdy を, lim
x→a+0

f(x), lim
x→∞

f(x) を用いて表せ.

3. (発展問題) ベータ関数を用いることによって, 次の広義積分の値を表せ.

(1) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x > 0, y > 0, x+ y ≦ 1
}
,

∫∫
D

xp−1yq−1dxdy (ただし p > 0, q > 0)

(2) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0
}
,

∫∫
D

xm−1yn−1(
(1 + x2)

2
+ y2

)α dxdy (ただし m > 0, n > 0, α > max
{
m
4 + 1

2 ,
n
2

}
)

(3) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0
}
,

∫∫∫
D

1

1 + xα + yα + zα
dxdy (ただし α > 3)

365



第 27回の演習問題の解答

1. (19)から (36)では写像 φ : [0,∞)×
[
−π

2 ,
3π
2

]
→ R2 を φ ( rθ ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
により定めると, detφ′ ( rθ ) = r である.

(1) Dn =
{
( xy ) ∈ R2 | 1 ≦ y ≦ n, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,

∫∫
Dn

e−y
2

dxdy =∫ n

0

(∫ y

0

e−y
2

dx

)
dy =

∫ n

0

ye−y
2

dy =

[
−1

2
e−y

2

]n
0

=
1

2
− 1

2
e−n

2

だから
∫∫

D

e−y
2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

e−y
2

dxdy =

lim
n→∞

(
1

2
− 1

2
e−n

2

)
=

1

2
.

(2) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x2

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

2y

x2 + y2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x2

0

2y

x2 + y2
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
log
(
x2 + y2

)]y=x2

y=0
dx =

∫ 1

1
n

log
(
1 + x2

)
dx =

[
x log

(
1 + x2

)]1
1
n

−
∫ 1

1
n

(
2− 2

1 + x2

)
dx = log 2− 1

n
log

(
1 +

1

n2

)
−
[
2x− 2 tan−1 x

]1
1
n

=

log 2− 1

n
log

(
1 +

1

n2

)
− 2 +

π

2
+

2

n
− 2 tan−1 1

n
だから

∫∫
D

2y

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

2y

x2 + y2
dxdy =

lim
n→∞

(
log 2− 1

n
log

(
1 +

1

n2

)
− 2 +

π

2
+

2

n
− 2 tan−1 1

n

)
= log 2− 2 +

π

2
.

(3) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦

√
3x
}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

√
x

x2 + y2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ √
3x

x

√
x

x2 + y2
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
1√
x
tan−1 y

x

]y=√
3x

y=x

dx =

∫ 1

1
n

π

12
√
x
dx =

[π
6

√
x
]1

1
n

=

π

6

(
1− 1√

n

)
だから

∫∫
D

√
x

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

√
x

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

π

6

(
1− 1√

n

)
=
π

6
.

(4) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 1
n − x < y ≦ 1

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

1√
x+ y

dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

1
n−x

1√
x+ y

dy

)
dx =

∫ 1

0

[
2
√
x+ y

]y=1

y= 1
n−x dx =

∫ 1

0

(
2
√
x+ 1− 2√

n

)
dx =[

4

3
(x+ 1)

3
2 − 2x√

n

]1
0

=
8
√
2

3
− 2√

n
− 4

3
だから

∫∫
D

1√
x+ y

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x+ y

dxdy =

lim
n→∞

(
8
√
2

3
− 2√

n
− 4

3

)
=

8
√
2

3
− 4

3
.

(5) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ y ≦ n, 1 ≦ x ≦ y
}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

2x

(x2 + y2)
2 dxdy =

∫ n

1

(∫ y

1

2x

(x2 + y2)
2 dx

)
dy =

∫ n

1

[
−1

x2 + y2

]x=y
x=1

dy =

∫ n

1

(
1

1 + y2
− 1

2y2

)
dy =[

tan−1 y +
1

2y

]n
1

= tan−1 n+
1

2n
− π

4
− 1

2
だから∫∫

D

2x

(x2 + y2)
2 dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

2x

(x2 + y2)
2 dxdy = lim

n→∞

(
tan−1 n+

1

2n
− π

4
− 1

2

)
=
π

4
− 1

2
.

(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x ≦ y ≦ 1
}
の場合, Dn =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D

の近似増加列である.

∫∫
Dn

1√
x2 + y2

dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ y

0

1√
x2 + y2

dy

)
dx=

∫ 1

1
n

[
log
(
x+

√
x2 + y2

)]x=y
x=0

dx=∫ 1

1
n

log
(
1 +

√
2
)
dx = log

(
1 +

√
2
)(

1− 1

n

)
だから

∫∫
D

1√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x2 + y2

dxdy =

lim
n→∞

log
(
1 +

√
2
)(

1− 1

n

)
= log

(
1 +

√
2
)
.

D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |x| ≦ 1, |y| ≦ 1, x ̸= 0または y ̸= 0
}
の場合, Dn =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ |x| ≦ 1, 1

n ≦ |y| ≦ 1
}
と

おけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. Dn の部分集合 En =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
を考えれば,
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Dn が x軸, y軸,直線 y = x,直線 y = −xに関して対称であり,被積分関数を f とすれば f( xy ) = f
(−x
y

)
= f( x

−y ) =

f( yx ) が成り立つことから,

∫∫
Dn

1√
x2 + y2

dxdy = 8

∫∫
En

1√
x2 + y2

dxdy = 8

∫ 1

1
n

(∫ x

0

1√
x2 + y2

dy

)
dx =

8

∫ 1

1
n

[
log
(
y +

√
x2 + y2

)]y=x
y=0

dx = 8

∫ 1

1
n

log
(
1 +

√
2
)
dx = 8 log

(
1 +

√
2
)(

1− 1

n

)
. 従って∫∫

D

1√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

8 log
(
1 +

√
2
)(

1− 1

n

)
= 8 log

(
1 +

√
2
)
.

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 ≦ y < x
}
の場合, Dn =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ x− n−1

n2

}
とおけば {Dn}∞n=1

は D の近似増加列であり,∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x−n−1

n2

x2

1√
x2 − y2

dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
sin−1 y

x

]y=x−n−1

n2

y=x2
dx =∫ 1

1
n

(
sin−1

(
1− n− 1

n2x

)
− sin−1 x

)
dx =

[
x sin−1

(
1− n− 1

n2x

)
− x sin−1 x

]1
1
n

−
∫ 1

1
n

√
n− 1√

2n2x− n+ 1
dx+∫ 1

1
n

x√
1− x2

dx = sin−1

(
1− 1

n
+

1

n2

)
− π

2
−
[√

n− 1

n2

√
2n2x− n+ 1

]1
1
n

+
[
−
√

1− x2
]1

1
n

=

sin−1

(
1− 1

n
+

1

n2

)
− π

2
−
√

1

n
− 1

n2

√
2− 1

n
+

1

n2
+

(
1 +

1

n

)√
1− 1

n2
だから

∫∫
D

1√
x2 − y2

dxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy = lim
n→∞

(
sin−1

(
1− 1

n
+

1

n2

)
− π

2
−
√

1

n
− 1

n2

√
2− 1

n
+

1

n2
+

(
1 +

1

n

)√
1− 1

n2

)
= 1.

D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ |y| < x ≦ 1
}
の場合, Dn =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, −x+ 1

n ≦ y ≦ x− 1
n

}
とおけば {Dn}∞n=1

は D の近似増加列であり,

∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x− 1
n

−x+ 1
n

1√
x2 − y2

dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
sin−1 y

x

]x− 1
n

−x+ 1
n

dx =

2

∫ 1

1
n

sin−1

(
1− 1

nx

)
dx = 2

[
x sin−1

(
1− 1

nx

)]1
1
n

−
∫ 1

1
n

2√
n2 − x2

dx = 2 sin−1

(
1− 1

n

)
− 2

[
sin−1 x

n

]1
1
n

=

2 sin−1

(
1− 1

n

)
− 2 sin−1 1

n
+ 2 sin−1 1

n2
だから

∫∫
D

1√
x2 − y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy =

lim
n→∞

(
2 sin−1

(
1− 1

n

)
− 2 sin−1 1

n
+ 2 sin−1 1

n2

)
= π.

D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x < 1, 0 ≦ y < min{x, 1− x}
}
の場合, φ : R2 → R2 を φ ( zw ) =

(
z
2−

w
2

z
2+

w
2

)
で定めれ

ば, φ ( zw ) ∈ D であるためには 0 ≦ z − w < 2 かつ 0 ≦ z + w < z − w かつ z + w < 2 − z + w が成り

立つことが必要十分だから, φ は E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z < 1, −z ≦ w < 0
}
を D の上に 1 対 1 に写す. En ={

( zw ) ∈ R2
∣∣ 1
n ≦ z ≦ 1− 1

n , −z ≦ w ≦ − 1
n

}
とおき, Dn を φによる En の像とすれば, {Dn}∞n=1 は D の近似増加

列である. detφ′ ( zw ) =
1

2
だから,

∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy =

∫∫
En

1

2
√
−zw

dzdw =

∫ 1− 1
n

1
n

(∫ − 1
n

−z

1

2
√
−zw

dw

)
dz =∫ 1− 1

n

1
n

[
−
√
−w√
z

]w=− 1
n

w=−z
dz =

∫ 1− 1
n

1
n

(
1− 1√

nz

)
dz =

[
z − 2

√
z√
n

]1− 1
n

1
n

= 1− 2

√
1

n
− 1

n2
.

従って
∫∫

D

1√
x2 − y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
x2 − y2

dxdy = lim
n→∞

(
1− 2

√
1

n
− 1

n2

)
= 1.

(8) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1− 1
n , x ≦ y ≦ 1

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列である. t =

√
1− x

1 + x
と

変数変換すれば, x =
1− t2

1 + t2
, dx =

−4t

(1 + t2)2
dt であり, x が 0 から 1− 1

n
まで動けば, t は 1 から

√
1

2n− 1
まで

動く.

∫∫
Dn

1√
1− x2

dxdy =

∫ 1− 1
n

0

(∫ 1

x

1√
1− x2

dy

)
dx =

∫ 1− 1
n

0

√
1− x

1 + x
dx =

∫ 1

√
1

2n−1

4t2

(1 + t2)2
dt =

367



4

∫ 1

√
1

2n−1

(
1

1 + t2
− 1

(1 + t2)2

)
dt = 4

[
tan−1 t

]1√
1

2n−1

− 2

[
t

1 + t2
+ tan−1 t

]1
√

1
2n−1

=

π

2
− 1 + 2 tan−1

√
1

2n− 1
−
√

2

n
− 1

n2
だから∫∫

D

1√
1− x2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
1− x2

dxdy = lim
n→∞

(
π

2
− 1 + 2 tan−1

√
1

2n− 1
−
√

2

n
− 1

n2

)
=
π

2
− 1.

En =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1− 1
n , x ≦ y ≦ 1− 1

n

}
とおけば {En}∞n=2 は D の近似増加列である.∫∫

En

1√
(1− x2)(1− y2)

dxdy =

∫ 1− 1
n

0

(∫ 1− 1
n

x

1√
(1− x2)(1− y2)

dy

)
dx =

∫ 1− 1
n

0

[
sin−1 y√
1− x2

]y=1− 1
n

y=x

dx =

∫ 1− 1
n

0

 sin−1
(
1− 1

n

)
− sin−1 x√

1−x2√
1− x2

 dx =

[
sin−1

(
1− 1

n

)
sin−1 x− 1

2
(sin−1 x)2

]1− 1
n

0

=
1

2

(
sin−1

(
1− 1

n

))2

だか

ら
∫∫

D

1√
(1− x2)(1− y2)

dxdy = lim
n→∞

∫∫
En

1√
(1− x2)(1− y2)

dxdy = lim
n→∞

1

2

(
sin−1

(
1− 1

n

))2

=
π2

8
.

(9) φ : R2 → R2 を φ ( zw ) =
(
z
2−

w
2

z
2+

w
2

)
で定めれば, φ ( zw ) ∈ D であるためには 0 < z ≦ 1 かつ −z ≦ w ≦ z が成

り立つことが必要十分だから, φ は E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣ 0 < z ≦ 1, −z ≦ w ≦ z
}
を D の上に 1対 1に写す. En ={

( zw ) ∈ R2
∣∣ 1
n ≦ z ≦ 1, −z ≦ w ≦ z

}
とおき, Dn を φ による En の像とすれば, {Dn}∞n=1 は D の近似増加列で

ある. detφ′ ( zw ) =
1

2
だから,

∫∫
Dn

e
y−x
y+x dxdy =

∫∫
En

1

2
e
w
z dzdw =

∫ 1

1
n

(∫ z

−z

1

2
e
w
z dw

)
dz =

∫ 1

1
n

[z
2
e
w
z

]w=z

w=−z
dz =∫ 1

1
n

z

2

(
e− 1

e

)
dz =

[
z2

4

(
e− 1

e

)]1
1
n

=
1

4

(
e− 1

e

)(
1− 1

n2

)
,

∫∫
Dn

cos

(
π(y − x)

2(y + x)

)
dxdy =∫∫

En

1

2
cos
(πw
2z

)
dzdw =

∫ 1

1
n

(∫ z

−z

1

2
cos
(πw
2z

)
dw

)
dz =

∫ 1

1
n

[ z
π
sin
(πw
2z

)]w=z

w=−z
dz =

∫ 1

1
n

2z

π
dz =

[
z2

π

]1
1
n

=

1

π

(
1− 1

n2

)
. 従って

∫∫
D

e
y−x
y+x dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

e
y−x
y+x dxdy = lim

n→∞

1

4

(
e− 1

e

)(
1− 1

n2

)
=

1

4

(
e− 1

e

)
,∫∫

D

cos

(
π(y − x)

2(y + x)

)
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

cos

(
π(y − x)

2(y + x)

)
dxdy = lim

n→∞

1

π

(
1− 1

n2

)
=

1

π
.

(10) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x ≦ n, 1
n2 ≦ y ≦ 1

x2

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

1√
x2 − y2

dxdy =

∫ n

1

(∫ 1
x2

1
n2

1
√
xy
dy

)
dx =

∫ n

1

[
2
√
y

√
x

]y= 1
x2

y= 1
n2

dx =

∫ n

1

(
2

x
3
2

− 2

n
√
x

)
dx =[

− 4√
x
− 4

√
x

n

]n
1

= 4 +
4

n
− 8√

n
だから

∫∫
D

1
√
xy
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

1
√
xy
dxdy = lim

n→∞

(
4 +

4

n
− 8√

n

)
= 4.

(11) Dn = [0, n]× [0, n] とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,

∫∫
Dn

(x+ y)e−x−ydxdy =∫ n

0

(∫ n

0

(x+ y)e−x−ydx

)
dy =

∫ n

0

([
−(x+ y)e−x−y

]x=n
x=0

+

∫ n

0

e−x−ydx

)
dy =∫ n

0

(
ye−y − (y + n)e−y−n +

[
−e−x−y

]y=n
x=0

)
dy =

[
−ye−y + (y + n)e−y−n

]n
0
+ 2

∫ n

0

(
e−y − e−y−n

)
dy =

−2ne−n + 2ne−2n + 2
[
−e−y + e−y−n

]n
0
= 2− 2(n+ 2)e−n + 2(n+ 1)e−2n だから

∫∫
D

(x+ y)e−x−ydxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

(x+ y)e−x−ydxdy = lim
n→∞

(
2− 2(n+ 2)e−n + 2(n+ 1)e−2n

)
= 2.

∫∫
Dn

(x+ y)e−x
2−y2dxdy =∫ n

0

(∫ n

0

xe−x
2−y2dx

)
dy +

∫ n

0

(∫ n

0

ye−x
2−y2dy

)
dx =

∫ n

0

[
−1

2
e−x

2−y2
]x=n
x=0

dy +

∫ n

0

[
−1

2
e−x

2−y2
]y=n
y=0

dx =

1

2

∫ n

0

e−y
2
(
1− e−n

2
)
dy +

1

2

∫ n

0

e−x
2
(
1− e−n

2
)
dx =

(
1− e−n

2
)∫ n

0

e−x
2

dxだから
∫∫

D

(x+ y)e−x
2−y2dxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

(x+ y)e−x
2−y2dxdy = lim

n→∞

(
1− e−n

2
)∫ n

0

e−x
2

dx =

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

368



(12)写像 φ : R×(−1,∞) → R2 をφ ( zw ) =
( z

1+w
zw
1+w

)
によって定めれば, φは定義域 R×(−1,∞)から {0}×(−1,∞)

を除いた部分では単射であり, φ ( zw ) ∈ D であるためには, ( zw ) ∈ (a, b] × [0,∞) であることが必要十分であ

る. En =
[
a+ 1

n , b
]
× [0, n] とおき, Dn を φ による En の像とすれば, {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である.

detφ′ ( zw ) =
z

(1 + w)2
だから

∫∫
Dn

x2 + y2

(x+ y)3
dxdy =

∫∫
En

1 + w2

(1 + w)4
dzdw =

∫ n

0

(∫ b

a+ 1
n

1 + w2

(1 + w)4
dz

)
dw =(

b− a− 1

n

)∫ n

0

(
1

(1 + w)2
− 2

(1 + w)3
+

2

(1 + w)4

)
dw =

(
b− a− 1

n

)[
− 1

1 + w
+

1

(1 + w)2
− 2

3(1 + w)3

]n
0

=(
b− a− 1

n

)(
2

3
− 1

1 + n
+

1

(1 + n)2
− 2

3(1 + n)3

)
. 従って

∫∫
D

x2 + y2

(x+ y)3
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

x2 + y2

(x+ y)3
dxdy =

lim
n→∞

(
b− a− 1

n

)(
2

3
− 1

1 + n
+

1

(1 + n)2
− 2

3(1 + n)3

)
=

2

3
(b− a).

(13) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の

近似増加列であり,

∫∫
Dn

log(x+ y) dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

log(x+ y) dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

log(x+ y) dx

)
dy =∫ 1

1
n

[(x+ y) log(x+ y)− y]
y=x
y=0dx+

∫ 1

1
n

[(x+ y) log(x+ y)− x]
x=y
x=0dy = 2

∫ 1

1
n

((2 log 2− 1)t+ t log t) dt =[
(2 log 2− 1)t2 + t2 log t− t2

2

]1
1
n

= 2 log 2− 3

2
+

log n

n2
+

3− 4 log 2

2n2
だから∫∫

D

log(x+ y)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

log(x+ y)dxdy = lim
n→∞

(
2 log 2− 3

2
+

log n

n2
+

3− 4 log 2

2n2

)
= 2 log 2− 3

2
.

(14) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の

近似増加列であり,

∫∫
Dn

xy

(x2 + y2)
3
2

dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

xy

(x2 + y2)
3
2

dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

xy

(x2 + y2)
3
2

dx

)
dy =∫ 1

1
n

[
−x√
x2 + y2

]y=x
y=0

dx+

∫ 1

1
n

[
−y√
x2 + y2

]x=y
x=0

dy =

∫ 1

1
n

2−
√
2

2
dx+

∫ 1

1
n

2−
√
2

2
dy =

(
2−

√
2
)(

1− 1

n

)
だから∫∫

D

xy

(x2 + y2)
3
2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

xy

(x2 + y2)
3
2

dxdy = lim
n→∞

(
2−

√
2
)(

1− 1

n

)
= 2−

√
2.

(15) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の

近似増加列であり, y = x tan θ と変数変換すれば, dy =
x

cos2 θ
dθ であり, θ が 0 から

π

4
まで動けば, y は 0 から x

まで動くため,

∫∫
Dn

y2

(x2 + y2)
3
2

dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

y2

(x2 + y2)
3
2

dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

y2

(x2 + y2)
3
2

dx

)
dy =∫ 1

1
n

(∫ x

0

y2

(x2 + y2)
3
2

dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ x

0

x2

(x2 + y2)
3
2

dy

)
dx =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

1√
x2 + y2

dy

)
dx =

∫ 1

1
n

(∫ π
4

0

1

cos θ
dθ

)
dx =∫ 1

1
n

(∫ π
4

0

1

2

(
cos θ

1 + sin θ
+

cos θ

1− sin θ

)
dθ

)
dx =

∫ 1

1
n

1

2

[
log

1 + sin θ

1− sin θ

]π
4

0

dx = log
(√

2 + 1
)(

1− 1

n

)
だから∫∫

D

y2

(x2 + y2)
3
2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

y2

(x2 + y2)
3
2

dxdy = lim
n→∞

log
(√

2 + 1
)(

1− 1

n

)
= log

(√
2 + 1

)
.

(16) Dn

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似

増加列であり,

∫∫
Dn

2y

x2 + y2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

2y

x2 + y2
dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

2y

x2 + y2
dx

)
dy =

∫ 1

1
n

[
log(x2 + y2)

]y=x
y=0

dx+∫ 1

1
n

[
2 tan−1 x

y

]x=y
x=0

dy =

∫ 1

1
n

log 2 dx+

∫ 1

1
n

π

2
dy =

(
log 2 +

π

2

)(
1− 1

n

)
だから∫∫

D

2y

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

2y

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

(
log 2 +

π

2

)(
1− 1

n

)
= log 2 +

π

2
.

(17) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の
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近似増加列であり, α ̸= 1, 2 ならば
∫∫

Dn

1

(x+ y)α
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

1

(x+ y)α
dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

1

(x+ y)α
dx

)
dy =∫ 1

1
n

[
1

(1− α)(x+ y)α−1

]y=x
y=0

dx+

∫ 1

1
n

[
1

(1− α)(x+ y)α−1

]x=y
x=0

dy =
1− 2α−1

2α−1(1− α)

(∫ 1

1
n

1

xα−1
dx+

∫ 1

1
n

1

yα−1
dy

)
=

1− 2α−1

2α−1(1− α)

([
x2−α

2− α

]1
1
n

+

[
y2−α

2− α

]1
1
n

)
=

1− 2α−1

2α−2(1− α)(2− α)

(
1− 1

n2−α

)
, α = 1 ならば

∫∫
Dn

1

(x+ y)α
dxdy =∫ 1

1
n

(∫ x

0

1

x+ y
dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

1

x+ y
dx

)
dy =

∫ 1

1
n

[log(x+ y)]y=xy=0dx+

∫ 1

1
n

[log(x+ y)]x=yx=0dy =

(log 2− 1)

(∫ 1

1
n

log xdx+

∫ 1

1
n

log ydy

)
= (log 2− 1)

(
[x log x− x]11

n
+ [y log y − y]11

n

)
= 2(1− log 2)

(
1− 1

n
− log n

n

)
,

α = 2 ならば
∫∫

Dn

1

(x+ y)α
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x

0

1

(x+ y)2
dy

)
dx+

∫ 1

1
n

(∫ y

0

1

(x+ y)2
dx

)
dy =∫ 1

1
n

[
−1

x+ y

]y=x
y=0

dx+

∫ 1

1
n

[
−1

x+ y

]x=y
x=0

dy =

∫ 1

1
n

1

2x
dx+

∫ 1

1
n

1

2y
dy =

1

2

(
[log x]11

n
+ [log y]11

n

)
= log nである. 以上から,

0 < α < 1または 1 < α < 2ならば
∫∫

D

dxdy

(x+ y)α
= lim
n→∞

1− 2α−1

2α−2(1− α)(2− α)

(
1− 1

n2−α

)
=

1− 2α−1

2α−2(1− α)(2− α)
,

α = 1 ならば
∫∫

D

dxdy

(x+ y)α
= lim
n→∞

2(1− log 2)

(
1− 1

n
− log n

n

)
= 2(1− log 2),

α = 2 ならば
∫∫

D

dxdy

(x+ y)α
= lim
n→∞

log n = ∞,

α > 2 ならば
∫∫

D

dxdy

(x+ y)α
= lim
n→∞

1− 2α−1

2α−2(1− α)(2− α)

(
1− nα−2

)
= ∞.

(18) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x− 1

n

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列であり, α ̸= 1, 2 ならば∫∫

Dn

1

(x− y)α
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x− 1
n

0

1

(x− y)α
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
1

(α− 1)(x− y)α−1

]y=x− 1
n

y=0

dx =∫ 1

1
n

1

α− 1

(
nα−1 − 1

xα−1

)
dx =

1

α− 1

[
nα−1x+

1

(α− 2)xα−2

]1
1
n

=
1

(α− 1)(α− 2)
+
nα−1

α− 1

(
1− α− 1

n(α− 2)

)
,

α = 1 ならば
∫∫

Dn

1

(x− y)α
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ x− 1
n

0

1

x− y
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[− log(x− y)]
y=x− 1

n
y=0 dx =∫ 1

1
n

(log n+ log x)dx = [x log n+ x log x− x]11
n
= log n+

1

n
− 1, α = 2 ならば

∫∫
Dn

1

(x− y)α
dxdy =∫ 1

1
n

(∫ x− 1
n

0

1

(x− y)2
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
1

x− y

]y=x− 1
n

y=0

dx =

∫ 1

1
n

(
n− 1

x

)
dx = [nx− log x]11

n
= n− log n− 1である. 以上

から, 0 < α < 1 ならば
∫∫

D

1

(x− y)α
dxdy = lim

n→∞

(
1

(α− 1)(α− 2)
+
nα−1

α− 1

(
1− α− 1

n(α− 2)

))
=

1

(α− 1)(α− 2)
,

α = 1 ならば
∫∫

D

1

(x− y)α
dxdy = lim

n→∞

(
log n+

1

n
− 1

)
= ∞,

1 < α < 2 または α > 2 ならば
∫∫

D

1

(x− y)α
dxdy = lim

n→∞

(
1

(α− 1)(α− 2)
+
nα−1

α− 1

(
1− α− 1

n(α− 2)

))
= ∞,

α = 2 ならば
∫∫

D

1

(x− y)α
dxdy = lim

n→∞
(n− log n− 1) = ∞.

(19) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x2 + y2 ≦ n2, −x ≦ y ≦
√
3x
}
とおけば {Dn}∞n=0 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈

Dn であるためには 1 ≦ r ≦ n, −π
4 ≦ θ ≦ π

3 であることが必要十分である. 従って En = [1, n]×
[
−π

4 ,
π
3

]
とおけば∫∫

Dn

1

x2
√
x2 + y2

dxdy =

∫∫
En

1

r3 cos2 θ
rdrdθ =

∫ n

1

(∫ π
3

−π
4

1

r2 cos2 θ
dθ

)
dr =

∫ n

1

[
1

r2
tan θ

]π
3

−π
4

dr =∫ n

1

√
3 + 1

r2
dr =

[
−
√
3 + 1

r

]n
1

=
(√

3 + 1
)(

1− 1

n

)
である. 故に
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∫∫
D

1

x2
√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1

x2
√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

(√
3 + 1

)(
1− 1

n

)
=

√
3 + 1.

(20) E[a, b] =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ a2 ≦ x2 + y2 ≦ b2
}
とおけば,

∫∫
E[a,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy の値は第 26回の演習問題 1の

(12)で p = −α とした値を 4倍したものだから
∫∫

E[a,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy =


π

1− α

(
b2−2α − a2−2α

)
α ̸= 1

2π(log b− log a) α = 1
であ

る. ここで, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 ≦ b2
}
の場合,

{
E
[
1
n , b
]}∞
n=1
は D の近似増加列だから, α < 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[ 1

n ,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

1− α

(
b2−2α − 1

n2−2α

)
=
πb2−2α

1− α
, α = 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[ 1

n ,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞
2π(log b+ log n) = ∞ であり, α > 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[ 1

n ,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

α− 1

(
n2α−2 − b2α−2

)
= ∞ となる.

D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≧ a2
}
の場合, {E[a, n]}∞n=1 は D の近似増加列だから, α < 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[a,n]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

1− α

(
n2−2α − a2−2α

)
= ∞, α = 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[ 1

n ,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞
2π(log n− log a) = ∞ であり, α > 1 ならば∫∫

D

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
E[ 1

n ,b]

1

(x2 + y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

α− 1

(
a2−2α − 1

n2α−2

)
=
πa2−2α

α− 1
となる.

(21) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦, x2 + y2 ≦ 1, y ≧ 0

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 1
n ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π であることが必要十分である. 従って En =

[
1
n , 1
]
× [0, π] とおけば∫∫

Dn

log(x2 + y2)√
x2 + y2

dxdy =

∫∫
En

log(r2)

r
rdrdθ =

∫ 1

1
n

(∫ π

0

2 log rdθ

)
dr =

∫ 1

1
n

2π log rdr = 2π[r log r − r]11
n
=

2π

(
log n

n
− 1 +

1

n

)
. 故に

∫∫
D

log(x2+ y2)√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

log(x2+ y2)√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

2π

(
log n

n
− 1 +

1

n

)
= −2π.

(22) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0

}
とおけば {Dn}∞n=1 は Dの近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 1
n ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って En =
[
1
n , 1
]
×
[
0, π2

]
とおけば∫∫

Dn

x log(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy =

∫∫
En

r cos θ log(r2)

r2
rdrdθ =

∫ 1

1
n

(∫ π
2

0

2 cos θ log rdθ

)
dr =

∫ 1

1
n

[2 sin θ log r]
θ=π

2

θ=0 dr =∫ 1

1
n

2 log rdr = [2r log r − 2r]11
n
=

2 log n

n
− 2 +

2

n
である. 故に∫∫

D

x log(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

x log(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

(
2 log n

n
− 2 +

2

n

)
= −2.

(23) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈

Dn であるためには 1
n ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って En =
[
1
n , n

]
×
[
0, π2

]
とおけば∫∫

Dn

(x2 + y2)α−1e−(x2+y2)αdxdy =

∫∫
En

r2α−1e−r
2α

drdθ =

∫ n

1
n

(∫ π
2

0

r2α−1e−r
2α

dθ

)
dr =

∫ n

1
n

πr2α−1

2
e−r

2α

dr =[
− π

4α
e−r

2α
]n

1
n

=
π

4α

(
e−

1
n2α − e−n

2α
)
となるため,∫∫

D

(x2 + y2)α−1e−(x2+y2)αdxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

(x2 + y2)α−1e−(x2+y2)αdxdy = lim
n→∞

π

4α

(
e−

1
n2α − e−n

2α
)
=

π

4α
.

(24) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ 1

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn であ

るためには 1
n ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ 2π であることが必要十分である. 従って En =

[
1
n , 1
]
× [0, 2π] とおけば∫∫

Dn

log(x2 + y2)dxdy =

∫∫
En

r log(r2)drdθ =

∫ 1

1
n

(∫ 2π

0

2r log r

)
dr =

∫ 1

1
n

4πr log rdr =

371



[
2πr2 log r

]1
1
n

−
∫ 1

1
n

2πrdr =
2π log n

n2
− [πr2]11

n
=

2π log n

n2
+

π

n2
− π となるため,∫∫

D

log(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

log(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

(
2π log n

n2
+

π

n2
− π

)
= −π.

(25) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x2 + y2 ≦
(
a− 1

n

)2}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり, φ ( rθ ) ∈ Dn であるた

めには 0 ≦ r ≦ a− 1

n
, −π

2
≦ θ ≦ 3π

2
であることが必要十分である. 従って En =

[
0, 1− 1

n

]
×
[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば,∫∫

Dn

(
− log

(
1−

√
x2 + y2

))
dxdy =

∫∫
En

(−r log(1− r)) drdθ =

∫ a− 1
n

0

(∫ 3π
2

−π
2

(−r log(1− r)) dθ

)
dr =∫ a− 1

n

0

(−2πr log(1− r)) dr = [π(1− r2) log(1− r)]
a− 1

n
0 +

∫ a− 1
n

0

π(1 + r) dr = π

(
1−

(
a− 1

n

)2)
log

(
1− a+

1

n

)
+

π

(
a− 1

n
+

1

2

(
a− 1

n

)2
)
より,

∫∫
D

(
− log

(
1−

√
x2 + y2

))
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

(
− log

(
1−

√
x2 + y2

))
dxdy =

lim
n→∞

(
π

(
1−

(
a− 1

n

)2)
log

(
1− a+

1

n

)
+ π

(
a− 1

n
+

1

2

(
a− 1

n

)2))
= π

(
(1− a2) log(1− a) + a+

a2

2

)
.

(26) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ n2, 0 ≦ y ≦ x

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 1
n ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π

4 であることが必要十分である. 従って En =
[
1
n , n

]
×
[
0, π4

]
とおけば∫∫

Dn

y

x
e−

√
x2+y2dxdy =

∫∫
En

r tan θe−rdrdθ =

∫ n

1
n

(∫ π
4

0

r tan θe−rdθ

)
dr =

∫ n

1
n

[
−re−r log cos θ

]θ=π
4

θ=0
dr =∫ n

1
n

r log 2

2
e−rdr =

[
−r log 2

2
e−r
]n

1
n

+

∫ n

1
n

log 2

2
e−rdr =

log 2

2

(
1

n
e−

1
n − (n+ 1)e−n + e−

1
n

)
だから∫∫

D

y

x
e
√
x2+y2dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

y

x
e
√
x2+y2dxdy = lim

n→∞

log 2

2

(
1

n
e−

1
n − (n+ 1)e−n + e−

1
n

)
=

log 2

2

(27)Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0

}
とおけば{Dn}∞n=1はDの近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 1
n ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って En =
[
1
n , n

]
×
[
0, π2

]
とおけば∫∫

Dn

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
=

∫∫
En

r

(r2 + a2)α
drdθ =

∫ n

1
n

(∫ π
2

0

r

(r2 + a2)α
dθ

)
dr =

∫ n

1
n

πr

2(r2 + a2)α
dr が得られる.

α ̸= 1 の場合は
∫ n

1
n

πr

2(r2 + a2)α
dr =

[
π

4(1− α)(r2 + a2)α−1

]n
1
n

=
π

4(α− 1)

(
n2(α−1)

(1 + a2n2)α−1
− 1

(n2 + a2)α−1

)
で

あり, α = 1 の場合は
∫ n

1
n

πr

2(r2 + a2)α
dr =

[π
4
log
(
r2 + a2

)]n
1
n

=
π

4
log

n4 + a2n2

1 + a2n2
であるため, α > 1 かつ a ̸= 0 な

らば
∫∫

D

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
= lim
n→∞

π

4(α− 1)

(
n2(α−1)

(1 + a2n2)α−1
− 1

(n2 + a2)α−1

)
=

π

4a2(α−1)(α− 1)
. α > 1 かつ a = 0 ならば

∫∫
D

dxdy

(x2 + y2)α
= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x2 + y2)α
=

lim
n→∞

π

4(α− 1)

(
n2(α−1) − 1

n2(α−1)

)
= ∞. α < 1 ならば

∫∫
D

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
=

lim
n→∞

π

4(1− α)

((
n2 + a2

)1−α − (1 + a2n2)α−1

n2(α−1)

)
= ∞.

α = 1 ならば
∫∫

D

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x2 + y2 + a2)α
= lim
n→∞

π

4
log

n4 + a2n2

1 + a2n2
= ∞.

(28) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ (1 + 1
n

)2 ≦ x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0
}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列である.

φ ( rθ ) ∈ Dn であるためには 1+ 1
n ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って En =
[
1 + 1

n , n
]
×
[
0, π2

]
とおけば

∫∫
Dn

1

(x2 + y2)
√
x2 + y2 − 1

dxdy =

∫∫
En

r

r2
√
r2 − 1

drdθ =

∫ n

1+ 1
n

(∫ π
2

0

r

r2
√
r2 − 1

dθ

)
dr =∫ n

1+ 1
n

πr

2r2
√
r2 − 1

dr. t =
√
r2 − 1 と変数変換をすれば, r が 1+

1

n
から n まで動けば t は

√
2
n + 1

n2 から
√
n2 − 1
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まで動き,
r√

r2 − 1
dr = dt, r2 = t2+1 だから

∫ n

1+ 1
n

πr

2r2
√
r2 − 1

dr =

∫ √
n2−1√
2
n+ 1

n2

π

2(t2 + 1)
dt =

[π
2
tan−1 t

]√n2−1√
2
n+ 1

n2

=

π

2

(
tan−1

√
n2 − 1− tan−1

√
2

n
+

1

n2

)
である. 故に

∫∫
D

1

(x2 + y2)
√
x2 + y2 − 1

dxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

1

(x2 + y2)
√
x2 + y2 − 1

dxdy = lim
n→∞

π

2

(
tan−1

√
n2 − 1− tan−1

√
2

n
+

1

n2

)
=
π2

4
である.

(29) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦

(
1− 1

n

)2
, 0 ≦ x ≦ y

}
とおけば {Dn}∞n=3 は D の近似増加列である.

φ ( rθ ) ∈ Dnであるためには 1
n ≦ r ≦ 1− 1

n ,
π
4 ≦ θ ≦ π

2 であることが必要十分である. 従って En =
[
1
n , 1−

1
n

]
×
[
π
4 ,

π
2

]
とおけば

∫∫
Dn

1

y
√
1− x2 − y2

dxdy =

∫∫
En

1

r sin θ
√
1− r2

rdrdθ =

∫ π
2

π
4

(∫ 1− 1
n

1
n

1

sin θ
√
1− r2

dr

)
dθ =(∫ π

2

π
4

1

sin θ
dθ

)(∫ 1− 1
n

1
n

1√
1− r2

dr

)
である. ここで

∫ π
2

π
4

1

sin θ
dθ =

∫ π
2

π
4

sin θ

1− cos2 θ
dθ =

∫ 0

√
2

2

−1

1− t2
dt =

∫ √
2

2

0

1

2

(
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt =

[
1

2
(log(1 + t)− log(1− t))

]√
2

2

0

=
1

2
log

√
2 + 1√
2− 1

= log
(√

2 + 1
)
,∫ 1− 1

n

1
n

1√
1− r2

dr =
[
sin−1 r

]1− 1
n

1
n

= sin−1

(
1− 1

n

)
− sin−1 1

n
だから

∫∫
Dn

1

y
√
1− x2 − y2

dxdy = log
(√

2 + 1
)(

sin−1

(
1− 1

n

)
− sin−1 1

n

)

である. 故に
∫∫

D

1

y
√
1− x2 − y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1

y
√
1− x2 − y2

dxdy =

lim
n→∞

log
(√

2 + 1
)(

sin−1

(
1− 1

n

)
− sin−1 1

n

)
=
π

2
log
(√

2 + 1
)
.

(30) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x2 + y2 ≦ n2, 0 ≦ y ≦ x
}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 0 ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π
4 であることが必要十分である. 従って En = [1, n] ×

[
0, π4

]
とおけば∫∫

Dn

1

x2
√
1 + x2 + y2

dxdy =

∫∫
En

r

r2 cos2 θ
√
1 + r2

drdθ =

∫ n

1

(∫ π
4

0

1

r cos2 θ
√
1 + r2

dθ

)
dr =∫ n

1

[
tan2 θ

r
√
1 + r2

]θ=π
4

θ=0

dr =

∫ n

1

1

r
√
1 + r2

dr である. ここで t =
√
1 + r2 と変数変換すれば, r が 0 から n まで動く

とき, t は
√
2 から

√
1 + n2 まで動き, r =

√
t2 − 1 だから dr =

t√
t2 − 1

dt である. 故に
∫ n

1

1

r
√
1 + r2

dr =∫ √
1+n2

√
2

1

t2 − 1
dt =

∫ √
1+n2

√
2

1

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt =

[
1

2
log

t− 1

t+ 1

]√1+n2

√
2

1

2
log

√
1 + n2 − 1√
1 + n2 + 1

− 1

2
log

√
2− 1√
2 + 1

=

log

(√
1

n2
+ 1− 1

n

)
+ log

(√
2 + 1

)
となるため,

∫∫
D

1

x2
√
1 + x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1

x2
√
1 + x2 + y2

dxdy =

lim
n→∞

(
log

(√
1

n2
+ 1− 1

n

)
+ log

(√
2 + 1

))
= log

(√
2 + 1

)
.

(31) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0
}
とおけば {Dn}∞n=1 は Dの近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn

であるためには 0 ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π
2 であることが必要十分である. 従って En = [0, n] ×

[
0, π2

]
とおけば∫∫

Dn

x2e−x
2−y2dxdy =

∫∫
En

r3e−r
2

cos2θdrdθ =

∫ n

0

(∫ π
2

0

r3e−r
2

cos2θdθ

)
dr =

∫ n

0

(∫ π
2

0

r3e−r
2

(1 + cos 2θ)

2
dθ

)
dr =

∫ n

0

[
r3e−r

2

(2θ + sin 2θ)

4

]π
2

0

dr =

∫ n

0

π

4
r3e−r

2

dr =

∫ n

0

π

8
r2
(
−e−r

2
)′
dr =

[
−π
8
r2e−r

2
]n
0
+

∫ n

0

π

4
re−r

2

dr =

−π
8
n2e−n

2

+

∫ n

0

π

4
re−r

2

dr = −π
8
n2e−n

2

+
[
−π
8
e−r

2
]n
0
=
π

8

(
1− 1 + n2

en2

)
である. 故に

∫∫
D

x2e−x
2−y2dxdy =
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lim
n→∞

∫∫
Dn

x2e−x
2−y2dxdy = lim

n→∞

π

8

(
1− 1 + n2

en2

)
=
π

8
である.∫∫

Dn

e−(x2+y2)2dxdy =

∫∫
En

re−r
4

drdθ =

∫ n

0

(∫ π
2

0

re−r
4

dθ

)
dr =

∫ n

0

πr

2
e−r

4

dr であり, t = r2 と変数変換す

れば, r が 0 から n まで動くとき, t は 0 から n2 まで動き, rdr =
1

2
dt だから,

∫ n

0

πr

2
e−r

4

dr =
π

4

∫ n2

0

e−t
2

dt が得

られる.

∫ ∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
を用いると,

∫∫
D

e−(x2+y2)2dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

e−(x2+y2)2dxdy = lim
n→∞

π

4

∫ n2

0

e−t
2

dt =

π

4

∫ ∞

0

e−t
2

dt =
π
√
π

8
.

(32) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈

Dn であるためには 0 ≦ r ≦ n, 0 ≦ θ ≦ π
2 であることが必要十分である. 従って En =

[
1
n , n

]
×
[
0, π2

]
とおけば∫∫

Dn

1

(x2 + y2 + a2)
√
x2 + y2

dxdy =

∫∫
En

1

r2 + a2
drdθ =

∫ n

1
n

(∫ π
2

0

1

r2 + a2
dθ

)
dr =

∫ n

1
n

π

2 (r2 + a2)
dr =[ π

2a
tan−1 r

a

]n
1
n

=
π

2a

(
tan−1 n

a
− tan−1 1

an

)
である. 故に

∫∫
D

1

(x2 + y2 + a2)
√
x2 + y2

dxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

1

(x2 + y2 + a2)
√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

π

2a

(
tan−1 n

a
− tan−1 1

an

)
=
π2

4a
.

(33) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x2 + y2 ≦ n2
}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. φ ( rθ ) ∈ Dn である

ためには 0 ≦ r ≦ n, −π
2 ≦ θ ≦ 3π

2 であることが必要十分である. 従って En = [0, n] ×
[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば∫∫

Dn

(x2 + y2)e−x
2−y2dxdy =

∫∫
En

r3e−r
2

drdθ =

∫ n

0

(∫ 3π
2

−π
2

r3e−r
2

dθ

)
dr =

∫ n

0

2πr3e−r
2

dr =

∫ n2

0

πte−tdt =

[−πte−t]n
2

0 +

∫ n2

0

πe−tdt = −πn2e−n
2

+ [−πe−t]n
2

0 = π
(
1− n2e−n

2

− e−n
2
)
となるため,∫∫

D

(x2 + y2)e−x
2−y2dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

(x2 + y2)e−x
2−y2dxdy = lim

n→∞
π
(
1− n2e−n

2

− e−n
2
)
= π.

上と同様に
∫∫

Dn

x2y2e−x
2−y2dxdy =

∫∫
En

r5 cos2θ sin2θe−r
2

drdθ =

∫ n

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5

4
sin22θe−r

2

dθ

)
dr =∫ n

0

(∫ 3π
2

−π
2

r5(1− cos 4θ)

8
e−r

2

dθ

)
dr =

∫ n

0

πr5

4
e−r

2

dr =

∫ n2

0

πt2

4
e−tdt =

[
−πt

2

4
e−t
]n2

0

+

∫ n2

0

πt

2
e−tdt =

−πn
4

4
e−n

2

+

[
−πt

2
e−t
]n2

0

+

∫ n2

0

π

2
e−tdt = −πn

4

4
e−n

2

− πn2

2
e−n

2

+
[
−π
2
e−t
]n2

0
=

π

4

(
2− n4e−n

2 − 2n2e−n
2 − 2e−n

2
)
となるため,

∫∫
D

x2y2e−x
2−y2dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

x2y2e−x
2−y2dxdy =

lim
n→∞

π

4

(
2− n4e−n

2 − 2n2e−n
2 − 2e−n

2
)
=
π

2
.

実対称行列 A =
(
a b
b c

)
の固有方程式は t2 − (a+ c)t+ ac− b2 = 0 であり, この判別式は (a+ c)2 − 4(ac− b2) =

(a − c)2 + 4b2 ≧ 0 となるため, A は実数の固有値をもつ. 仮定から a > 0 かつ ac > b2 ≧ 0 だから a と

c はともに正の実数である. α, β を A の固有値とすれば, 解と係数の関係と仮定から α + β = a + c > 0,

αβ = ac−b2 > 0だから αと β はともに正の実数である. R−1AR =
(
α 0
0 β

)
となる直交行列 Rで R =

(
cos θ0 − sin θ0
sin θ0 cos θ0

)
(0 ≦ θ0 < 2π) という形のものが存在し,

1√
α
,

1√
β
をそれぞれ (1, 1)成分, (2, 2)成分とする対角行列を S とする.

このとき ψ : R2 → R2 を RS で表される 1 次変換として ( xy ) = ψ ( uv ) と変数変換すれば, ( xy ) = RS ( uv ) よ

り ax2 + 2bxy + cy2 = (x y)A ( xy ) = (u v)t(RS)A(RS) ( uv ) = (u v)tStRARS ( uv ) = (u v)tSR−1ARS ( uv ) =

(u v)tS
(
α 0
0 β

)
S ( uv ) = u2 + v2 である. En = [0, n] ×

[
−π

2 ,
3π
2

]
とおき, ψ◦φ による En の像を Dn とすれば

{Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. detψ′ ( uv ) = det(RS) = (detR)(detS) =
1√
αβ

=
1√

ac− b2
だから, 合成写

像の微分法により det(ψ◦φ)′ ( rθ ) = det
(
ψ′ ( r cos θ

r sin θ

)
φ′ ( rθ )

)
= detψ′ ( r cos θ

r sin θ

)
detφ′ ( rθ ) =

r√
ac− b2

である. 従って
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∫∫
Dn

e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy =

∫∫
En

r√
ac− b2

e−r
2

drdθ =

∫ n

0

(∫ 3π
2

−π
2

r√
ac− b2

e−r
2

dθ

)
dr =

∫ n

0

2πr√
ac− b2

e−r
2

dr =[
− π√

ac− b2
e−r

2

]n
0

=
π√

ac− b2

(
1− e−r

2
)
となるため,∫∫

D

e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy = lim
n→∞

π√
ac− b2

(
1− e−r

2
)
=

π√
ac− b2

.

(34) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x2 + y2 ≦
(
a− 1

n

)2}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり, φ ( rθ ) ∈ Dn であるた

めには 0 ≦ r ≦ a− 1

n
, −π

2
≦ θ ≦ 3π

2
であることが必要十分である. 従って En =

[
0, 1− 1

n

]
×
[
−π

2 ,
3π
2

]
とおけば,∫∫

Dn

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy =

∫∫
En

r

(a2 − r2)α
drdθ =

∫ a− 1
n

0

(∫ 3π
2

−π
2

r

(a2 − r2)α
dθ

)
dr =

∫ a− 1
n

0

2πr

(a2 − r2)α
dr · · · (∗)

である. α ̸= 1 の場合, (∗) =
[

−π
(1− α)(a2 − r2)α−1

]a− 1
n

0

=
π

1− α

(
a2−2α − (2an− 1)1−α

n2−2α

)
であり, α = 1 の場合,

(∗) =
[
−π log(a2 − r2)

]a− 1
n

0
= 2π log a− π log

(
2a

n
− 1

n2

)
である. 故に α < 1ならば

∫∫
D

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy =

lim
n→∞

∫∫
Dn

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

1− α

(
a2−2α − (2an− 1)1−α

n2−2α

)
=
πa2−2α

1− α
, α = 1 ならば∫∫

D

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy = lim

n→∞

(
2π log a− π log

(
2a

n
− 1

n2

))
= ∞, α < 1

ならば
∫∫

D

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

1

(a2 − x2 − y2)α
dxdy = lim

n→∞

π

α− 1

(
n2α−2

(2an− 1)α−1
− a2−2α

)
= ∞

である

(35) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 ≦ a2, 0 ≦ y ≦ x tan

(
π
2 − 1

n

)}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である.

φ ( rθ ) ∈ Dn であるためには 1
n ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ π

2−
1
n であることが必要十分である. 従って En =

[
1
n , a

]
×
[
0, π2 − 1

n

]
とおけば

∫∫
Dn

tan−1 y

x
dxdy =

∫∫
En

r tan−1(tan θ)drdθ =

∫ a

1
n

(∫ π
2 − 1

n

0

rθdθ

)
dr =

∫ a

1
n

[
rθ2

2

]θ=π
2 − 1

n

θ=0

dr =∫ a

1
n

r

2

(
π

2
− 1

n

)2

dr =

[
r2

4

(
π

2
− 1

n

)2
]a

1
n

=
1

4

(
a2 − 1

n2

)(
π

2
− 1

n

)2

である. 従って

∫∫
D

tan−1 y

x
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

tan−1 y

x
dxdy = lim

n→∞

1

4

(
a2 − 1

n2

)(
π

2
− 1

n

)2

=
π2a2

16
.

(36) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ y ≦ 1− 1

n , y
3 ≦ x ≦

(
1− 1

n

)
y2
}
とおけば {Dn}∞n=2 はD の近似増加列であり,∫∫

Dn

1√
y4 − x2

dxdy =

∫ 1− 1
n

1
n

(∫ (1− 1
n )y

2

y3

1√
y4 − x2

dx

)
dy =

∫ 1− 1
n

1
n

[
sin−1 x

y2

]x=(1− 1
n )y

2

x=y3
dy =∫ 1− 1

n

1
n

(
sin−1

(
1− 1

n

)
− sin−1 y

)
dy =

(
1− 2

n

)
sin−1

(
1− 1

n

)
−
[
y sin−1 y

]1− 1
n

1
n

+

∫ 1− 1
n

1
n

y√
1− y2

dy =

− 3

n
sin−1

(
1− 1

n

)
+

1

n
sin−1 1

n
+
[
−
√
1− y2

]1− 1
n

1
n

= − 3

n
sin−1

(
1− 1

n

)
+

1

n
sin−1 1

n
−

√
1−

(
1− 1

n

)2

+√
1− 1

n2
だから

∫∫
D

1√
y4 − x2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

1√
y4 − x2

dxdy =

lim
n→∞

− 3

n
sin−1

(
1− 1

n

)
+

1

n
sin−1 1

n
−

√
1−

(
1− 1

n

)2

+

√
1− 1

n2

 = 1

(37) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1, x3

(
1 + 1

n

)
≦ y ≦ n2x

}
とおけば {Dn}∞n=2 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

x2

x4 + y2
dxdy =

∫ 1

1
n

(∫ n2x

x3(1+ 1
n )

x2

x4 + y2
dy

)
dx =

∫ 1

1
n

[
tan−1 y

x2

]y=n2x

y=x3(1+ 1
n )
dx =
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∫ 1

1
n

(
tan−1 n

2

x
− tan−1

((
1 +

1

n

)
x

))
dx =

[
x tan−1 n

2

x
− x tan−1

((
1 +

1

n

)
x

)]1
1
n

+∫ 1

1
n

(
n2x

x2 + n4
+

(
1 + 1

n

)
x

1 +
(
1 + 1

n

)2
x2

)
dx = tan−1 n2 − tan−1

(
1 +

1

n

)
− tan−1 n3

n
+

1

n
tan−1

(
1

n
+

1

n2

)
+[

n2

2
log
(
x2 + n4

)
+

1

2
(
1 + 1

n

) log(1 + (1 + 1

n

)2

x2

)]1
1
n

= tan−1 n2 − tan−1

(
1 +

1

n

)
− tan−1 n3

n
+

1

n
tan−1

(
1

n
+

1

n2

)
+
n2

2
log

1 + n4

1
n2 + n4

+
1

2
(
1 + 1

n

) log 1 +
(
1 + 1

n

)2
1 +

(
1 + 1

n

)2 1
n2

である. lim
k→∞

(
1 +

1

k

)k
= e を用いれば

lim
n→∞

n2

2
log

1 + n4

1
n2 + n4

= lim
n→∞

n2

2
log

1 + 1
n4

1 + 1
n6

= lim
n→∞

1

2

(
1

n2
log

(
1 +

1

n4

)n4

− 1

n4
log

(
1 +

1

n6

)n6)
= 0 だから∫∫

D

x2

x4 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

x2

x4 + y2
dxdy = lim

n→∞

(
tan−1 n2 − tan−1

(
1 +

1

n

)
− tan−1 n3

n
+

1

n
tan−1

(
1

n
+

1

n2

)
+
n2

2
log

1 + n4

1
n2 + n4

+
1

2
(
1 + 1

n

) log 1 +
(
1 + 1

n

)2
1 +

(
1 + 1

n

)2 1
n2

)
=
π

4
+

log 2

2
.

(38)Dn=
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≦
(
a− 1

n

)2}
とおけば {Dn}∞n=1はDの近似増加列である.

(
x
y
z

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π) と変数変換を行えば, この変換のヤコビ行列式は r2 sin θ であり,

(
x
y
z

)
∈ Dn である

ためには, 0 ≦ r ≦ a− 1

n
, 0 ≦ θ ≦ π

2
, 0 ≦ φ ≦ π

2
であることが必要十分である. En =

[
0, a− 1

n

]
×
[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
と

おけば
∫∫∫

Dn

1√
a2 − x2 − y2 − z2

dxdydz =

∫∫∫
En

r2 sin θ√
a2 − r2

drdθdφ =

∫ a

1
n

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

r2 sin θ√
a2 − r2

dφ

)
dθ

)
dr =∫ a

1
n

(∫ π
2

0

πr2 sin θ

2
√
a2 − r2

dθ

)
dr =

∫ a

1
n

πr2

2
√
a2 − r2

dr =
π

2

(∫ a

1
n

a2√
a2 − r2

dr −
∫ a

1
n

√
a2 − r2dr

)
=

π

2

([
a2 sin−1 r

a

]a
1
n

−
∫ a

1
n

√
a2 − r2dr

)
=
π

2

(
πa2

2
− a2 sin−1 1

an
−
∫ a

1
n

√
a2 − r2dr

)
だから,

∫ a

0

√
a2 − r2dr =

πa2

4

であることに注意すれば,

∫∫∫
D

1√
1− x2 − y2 − z2

dxdy = lim
n→∞

∫∫∫
Dn

1√
a2 − x2 − y2 − z2

dxdydz =

lim
n→∞

π

2

(
πa2

2
− a2 sin−1 1

an
−
∫ a

1
n

√
a2 − r2dr

)
=
π

2

(
πa2

2
−
∫ a

0

√
a2 − r2dr

)
=
π2a2

8
.

(39) Dn =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ 1
n2 ≦ x2 + y2 + z2 ≦ a2

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. ψ : [0,∞) ×

[0, π] × [0, 2π] → R3 を ψ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
で定めれば, ψ

( r
θ
φ

)
∈ Dn であるためには

1

n
≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ π,

0 ≦ φ ≦ 2π が成り立つことが必要十分であり, detψ′
( r
θ
φ

)
= r2 sin θ だから En =

[
1
n , a

]
× [0, π]× [0, 2π] とおけば∫∫∫

Dn

log(x2 + y2 + z2)dxdydz =

∫∫∫
En

2r2 log r sin θdrdθdφ =

∫ a

1
n

(∫ π

0

(∫ 2π

0

2r2 log r sin θdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

1
n

(∫ π

0

4πr2 log r sin θdθ

)
dr =

∫ a

1
n

8πr2 log rdr =

[
8πr3

3
log r

]a
1
n

−
∫ a

1
n

8πr2

3
dr =

[
8πr3

3
log r

]a
1
n

−
[
8πr3

9

]a
1
n

=

8πa3 log a

3
+
8π log n

3n3
− 8πa3

9
+

8π

9n2
だから

∫∫∫
D

log(x2 + y2 + z2)dxdydz = lim
n→∞

∫∫∫
Dn

log(x2 + y2 + z2)dxdydz =

lim
n→∞

(
8πa3 log a

3
+

8π log n

3n3
− 8πa3

9
+

8π

9n2

)
=

8πa3

9
(3 log a− 1).

同様に,

∫∫∫
Dn

x2y2z2

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

∫∫∫
En

r8−2α sin5 θ cos2 θ cos2φ sin2φdrdθdφ =∫ a

1
n

(∫ π

0

(∫ 2π

0

r8−2α

4
sin5 θ cos2 θ sin2 2φdφ

)
dθ

)
dr =

∫ a

1
n

(∫ π

0

(∫ 2π

0

r8−2α

8
sin5 θ cos2 θ (1− cos 4φ) dφ

)
dθ

)
dr =
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∫ a

1
n

(∫ π

0

πr8−2α

4
cos2 θ

(
1− cos2 θ

)2
sin θdθ

)
dr =

∫ a

1
n

πr8−2α

4

[
−cos3 θ

3
+

2 cos5 θ

5
− cos7 θ

7

]θ=π
θ=0

dr =∫ a

1
n

4πr8−2α

105
dr =

[
4πr9−2α

105(9− 2α)

]a
1
n

=
4π

105(9− 2α)

(
a9−2α − 1

n9−2α

)
. 従って

∫∫
D

x2y2z2

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

lim
n→∞

∫∫∫
Dn

x2y2z2

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz = lim

n→∞

4π

105(9− 2α)

(
a9−2α − 1

n9−2α

)
=

4πa9−2α

105(9− 2α)
.

(40) Dn =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣x2 + y2 + z2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0
}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である.

ψ : [0,∞)× [0, π]× [0, 2π] → R3 を ψ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
で定めれば, ψ

( r
θ
φ

)
∈ Dn であるためには 0 ≦ r ≦ n,

0 ≦ θ ≦ π

2
, 0 ≦ φ ≦ π

2
であることが必要十分であり, detψ′

( r
θ
φ

)
= r2 sin θ だから En = [1, n]×

[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
と

おけば
∫∫∫

Dn

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

∫∫∫
En

r3 sin θ

(1 + r2)α
drdθdφ =

∫ n

0

(∫ π
2

0

(∫ π
2

0

r3 sin θ

(1 + r2)α
dφ

)
dθ

)
dr =∫ n

0

πr3

2(1 + r2)α
dr =

∫ n

0

πt

4(1 + t)α
dt =

∫ n

0

π

4

(
1

(1 + t)α−1
− 1

(1 + t)α

)
dt =

π

4

[
1

(α− 1)(1 + t)α−1
− 1

(α− 2)(1 + t)α−2

]n
0

=
π

4

(
1

(α− 1)(1 + n)α−1
− 1

(α− 2)(1 + n)α−2
+

1

(α− 1)(α− 2)

)
である. 従って

∫∫
D

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)α
dxdydz = lim

n→∞

∫∫∫
Dn

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

lim
n→∞

π

4

(
1

(α− 1)(1 + n)α−1
− 1

(α− 2)(1 + n)α−2
+

1

(α− 1)(α− 2)

)
=

π

4(α− 1)(α− 2)
.

(41) ψ : [0,∞)×[0, π]×[0, 2π] → R3 をψ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ

r cos θ+ 1
2

)
で定める. ψ

( r
θ
φ

)
∈ Dであるためには r2+r cos θ ≦

3

4
かつ r > 0, すなわち 0 < r ≦ 1

2

(√
cos2 θ + 3− cos θ

)
が成り立つことが必要十分であり, detψ′

( r
θ
φ

)
= r2 sin θ で

ある. En =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ θ ≦ π, 1
n ≦ r ≦ 1

2

(√
cos2 θ + 3− cos θ

)}
とおいて, ψ による En × [0, 2π] の像を Dn

とすれば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である.

∫∫∫
Dn

1

x2 + y2 +
(
z − 1

2

)2 dxdydz = ∫∫∫
En×[0,2π]

sin θdrdθdφ =∫∫
En

(∫ 2π

0

sin θdφ

)
drdθ =

∫ π

0

(∫ 1
2 (

√
cos2 θ+3−cos θ)

1
n

sin θdr

)
dθ =

∫ π

0

sin θ

(√
cos2 θ + 3

2
− cos θ

2
− 1

n

)
dθ =∫ 1

−1

(√
t2 + 3

2
− t

2
− 1

n

)
dt =

[
t

4

√
t2 + 3 +

3

4
log
(
t+
√
t2 + 3

)
− t2

4
− t

n

]1
−1

= 1 +
3 log 3

4
− 2

n
だから∫∫∫

D

1

x2+ y2+
(
z − 1

2

)2 dxdydz = lim
n→∞

∫∫∫
Dn

1

x2+ y2+
(
z − 1

2

)2 dxdydz = lim
n→∞

(
1 +

3 log 3

4
− 2

n

)
= 1 +

3 log 3

4
.

(42) D = [0, n]× [0, n] とおけば {Dn}∞n=0 は D の近似増加列である. このとき
∫∫

Dn

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy =∫ n

0

(∫ n

0

1

(1 + x)(1 + xy2)
dy

)
dx =

∫ n

0

[
tan−1 (

√
xy)√

x(1 + x)

]y=n
y=0

dx =

∫ n

0

tan−1 (n
√
x)√

x(1 + x)
dx である. t = n

√
x とおけば

1√
x
dx =

2

n
dt であり, x が 0 から n まで動けば t は 0 から n

√
n まで動くため, 上式は

∫ n
√
n

0

2n tan−1 t

n2 + t2
dt に等し

い. そこで, 関数 f : (0,∞)× (0,∞) → R を f( xy ) =

∫ x

0

tan−1 t

y2 + t2
dt によって定めれば,

∫∫
Dn

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy = 2nf

(
n
√
n

n

)
· · · (i)

が成り立つ. 0 ≦ tan−1 t ≦ min
{
t,
π

2

}
が 0以上の任意の実数 t に対して成り立つため, ( xy ) ∈ (0,∞) × (0,∞) な

らば

0 ≦ f( xy ) ≦
∫ π

2

0

t

y2 + t2
dt+

∫ ∞

π
2

π

2(y2 + t2)
dt =

1

2
log

(
1 +

π2

4y2

)
+

π

2y
tan−1

(
2y

π

)
· · · (ii)
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である. 一方, 部分積分と置換積分 t = sy を行えば,

f( xy ) =

[
1

y
tan−1t tan−1 t

y

]x
0

−
∫ x

0

tan−1 t
y

y(1 + t2)
dt =

1

y
tan−1x tan−1x

y
−
∫ x

y

0

tan−1s

1 + s2y2
ds

=
1

y
tan−1x tan−1x

y
− 1

y2

∫ x
y

0

tan−1t(
1
y

)2
+ t2

dt =
1

y
tan−1x tan−1x

y
− 1

y2
f
( x
y
1
y

)

となるため, x = n
√
n, y = n とすれば

f
(
n
√
n

n

)
=

1

n
tan−1

(√
n
)
tan−1

(
n
√
n
)
− 1

n2
f
(√

n
1
n

)
· · · (iii)

が得られる. (ii)から 0 ≦ 1

n
f
(√

n
1
n

)
≦ 1

2n
log

(
1 +

π2n2

4

)
+
π

2
tan−1

(
2

πn

)
であり, lim

n→∞

1

2n
log

(
1 +

π2n2

4

)
=

lim
n→∞

tan−1

(
2

πn

)
= 0 だから lim

n→∞

1

n
f
(√

n
1
n

)
= 0 が成り立つ. 故に (i)と (iii)から

∫∫
D

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

1

(1 + x)(1 + xy2)
dxdy = lim

n→∞
2nf

(
n
√
n

n

)
= lim
n→∞

(
2 tan−1

(√
n
)
tan−1

(
n
√
n
)
− 2

n
f
(√

n
1
n

))
= 2 lim

n→∞
tan−1

(√
n
)
tan−1

(
n
√
n
)
− 2 lim

n→∞

1

n
f
(√

n
1
n

)
=
π2

2
.

(43) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n2 ≦ x ≦ a− 1

n2 , 0 ≦ y ≦ x− 1
n2

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. t =

√
x− y とおけば y = x − t2, dy = −2tdt であり, y が 0 から x − 1

n2
まで動けば t は

√
x から

1

n
まで動くため,∫∫

Dn

y2√
(a− x)(x− y)

dxdy =

∫ a− 1
n2

1
n2

(∫ a− 1
n2

0

y2√
(a− x)(x− y)

dy

)
dx =

∫ a− 1
n2

1
n2

(∫ √
x

1
n

2(x− t2)2√
a− x

dt

)
dx =∫ a− 2

n2

1
n2

[
2(15tx2 − 10t3x+ 3t5)

15
√
a− x

]√x
1
n

dx =
16

15

∫ a− 2
n2

1
n2

x2
√
x√

a− x
dx− 2

15n5

∫ a− 2
n2

1
n2

15n4x2 − 10n2x+ 3√
a− x

dx · · · (∗)

が得られる. t = tan−1

( √
x√

a− x

)
とおけば x = a sin2 t, dx = 2a cos t sin t dt だから

∫
x2

√
x√

a− x
dx =

∫
2a3 sin6 t dt

が成り立つため, lim
n→∞

∫ a− 1
n2

1
n2

x2
√
x√

a− x
dx = lim

n→∞

∫ tan−1(
√
an2−1)

tan−1

(
1√

an2−1

)2a3 sin6 t dt =
∫ π

2

0

2a3 sin6 t dt = 2a3
5!!

6!!

π

2
=

5πa3

16

である. 一方,
1

n2
≦ x ≦ a − 1

n2
ならば 0 ≦ x2√

a− x
≦ a2√

a− x
, 0 ≦ x√

a− x
≦ a√

a− x
であり, 広義積分∫ a

0

1√
a− x

dx は収束するため, 広義積分
∫ a

0

x2√
a− x

dx,

∫ a

0

x√
a− x

dx はともに収束する. 従って,

lim
n→∞

2

15n5

∫ a− 1
n2

1
n2

15n4x2 − 10n2x+ 3√
a− x

dx = lim
n→∞

2

n

∫ a− 1
n2

1
n2

x2√
a− x

dx− lim
n→∞

4

5n3

∫ a− 1
n2

1
n2

x√
a− x

dx+

lim
n→∞

2

5n5

∫ a− 1
n2

1
n2

1√
a− x

dx = 0 ·
∫ a

0

x2√
a− x

dx− 0 ·
∫ a

0

x√
a− x

dx+ 0 ·
∫ a

0

1√
a− x

dx = 0 である. 故に (∗)から∫∫
D

y2√
(a− x)(x− y)

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

y2√
(a− x)(x− y)

dxdy =
16

15

5πa3

16
=
πa3

3
が得られる.

(44) ψ : [0,∞)×[0, π]×[0, 2π] → R3 をψ
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
で定める. detψ′

( r
θ
φ

)
= r2 sin θであり, ψ

( r
θ
φ

)
∈ D

であるためには 0 ≦ φ ≦ π

2
, 0 ≦ θ ≦ π

2
, 0 < r ≦

(
sin2 θ cos2 φ

a2
+

sin2 θ sin2 φ

b2
+

cos2 θ

c2

)− 1
2

が成り立つことが必

要十分である. En =

{( r
θ
φ

)
∈ R3

∣∣∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π

2
, 0 ≦ φ ≦ π

2
,
1

n
≦ r ≦

(
sin2 θ cos2 φ

a2
+

sin2 θ sin2 φ

b2
+

cos2 θ

c2

)− 1
2

}
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とおいて, ψ による En の像を Dn とすれば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. s = sin2 φ, t = sin2 θ とおくと∫∫∫
Dn

xyz

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

∫∫∫
En

r5−2α cos θ sin3 θ cosφ sinφdr dθdφ =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ (
sin2 θ cos2 φ

a2
+ sin2 θ sin2 φ

b2
+ cos2 θ

c2

)− 1
2

1
n

r5−2α cos θ sin3 θ cosφ sinφdr

dφ
dθ =

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

sin2θ

8(3− α)

((
sin2θ(1− sin2φ)

a2
+

sin2θ sin2φ

b2
+

1− sin2θ

c2

)α−3

− 1

n2(3−α)

)
2 cosφ sinφdφ

)
2 cos θ sin θ dθ =∫ 1

0

(∫ 1

0

t

8(3− α)

((
t(1− s)

a2
+
st

b2
+

1− t

c2

)α−3

− 1

n2(3−α)

)
ds

)
dt =∫ 1

0

(∫ 1

0

(abc)2(3−α)t

8(3− α)

(
(a2 − b2)c2st+ b2((c2 − a2)t+ a2)

)α−3
ds

)
dt− 1

16n2(3−α)(3− α)
である.

α < 3 だから lim
n→∞

1

16n2(3−α)(3− α)
= 0 となるため, 上式から

∫∫∫
D

xyz

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

lim
n→∞

∫∫∫
Dn

xyz

(x2 + y2 + z2)α
dxdydz =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(abc)2(3−α)t

8(3− α)

(
(a2 − b2)c2st+ b2((c2 − a2)t+ a2)

)α−3
ds

)
dt · · · (∗).

a = bならば (∗) =
∫ 1

0

(ac)2(3−α)t

8(3− α)

(
(c2 − a2)t+ a2

)α−3
dtだから a = b = cの場合, (∗) =

∫ 1

0

a2(3−α)t

8(3− α)
dt =

a2(3−α)

16(3− α)
.

a = b ̸= c, α ̸= 1, 2 の場合, (∗) =

[
(ac)2(3−α)t

(
(c2 − a2)t+ a2

)α−2

8(c2 − a2)(3− α)(α− 2)

]1
0

−
∫ 1

0

(ac)2(3−α)
(
(c2 − a2)t+ a2

)α−2

8(c2 − a2)(3− α)(α− 2)
dt =

a2(3−α)c2

8(c2 − a2)(3− α)(α− 2)
−

[
(ac)2(3−α)

(
(c2 − a2)t+ a2

)α−1

8(c2 − a2)2(3− α)(α− 2)(α− 1)

]1
0

=

a2c2
(
a2c2(2−α) − (α− 1)a2(3−α) + (α− 2)a2(2−α)c2

)
8(c2 − a2)2(3− α)(2− α)(1− α)

.

a = b ̸= c, α = 1 の場合, (∗) =
∫ 1

0

a4c4

16(c2 − a2)

(
1

(c2 − a2)t+ a2
− a2

((c2 − a2)t+ a2)2

)
dt =

a4c4

16(c2 − a2)2

[
log((c2 − a2)t+ a2) +

a2

(c2 − a2)t+ a2

]1
0

=
a4c2(2c2(log c− log a)− c2 + a2)

16(c2 − a2)2
.

a = b ̸= c, α = 2 の場合, (∗) =
∫ 1

0

a2c2

8(c2 − a2)

(
1− a2

(c2 − a2)t+ a2

)
dt =

a2c2

8(c2 − a2)2
[
(c2 − a2)t− a2 log((c2 − a2)t+ a2)

]1
0
=
a2c2

(
2a2(log a− log c)− a2 + c2

)
8(c2 − a2)2

.

a ̸= b, α ̸= 2 ならば (∗) =
∫ 1

0

[
a2(3−α)b2(3−α)c2(2−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

(
(a2 − b2)c2st+ b2((c2 − a2)t+ a2)

)α−2
]s=1

s=0

dt =

a2(3−α)b2(3−α)c2(2−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

∫ 1

0

(
a2(α−2)

(
(c2 − b2)t+ b2

)α−2 − b2(α−2)
(
(c2 − a2)t+ a2

)α−2
)
dt · · · (i).

a ̸= b, α = 2 ならば (∗) =
∫ 1

0

(∫ 1

0

a2b2c2t

8((a2 − b2)c2st+ b2((c2 − a2)t+ a2))
ds

)
dt =∫ 1

0

[
a2b2 log((a2 − b2)c2st+ b2((c2 − a2)t+ a2))

8(a2 − b2)

]s=1

s=0

dt =

a2b2

8(a2 − b2)

(∫ 1

0

(
log((c2 − b2)t+ b2)− log((c2 − a2)t+ a2)

)
dt+ 2(log a− log b)

)
· · · (ii)

a ̸= b, b ̸= c, c ̸= a, α ̸= 1, 2 の場合,

(i) =
a2(3−α)b2(3−α)c2(2−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)(α− 1)

[
a2(α−2)

(
(c2 − b2)t+ b2

)α−1

c2 − b2
−
b2(α−2)

(
(c2 − a2)t+ a2

)α−1

c2 − a2

]1
0

=

a2(3−α)b2(3−α)c2(2−α)

8(a2 − b2)(3− α)(2− α)(1− α)

(
a2(α−2)c2α−2

c2 − b2
− a2(α−2)b2α−2

c2 − b2
− b2(α−2)c2α−2

c2 − a2
+
b2(α−2)a2α−2

c2 − a2

)
=

a2b2c2

8(a2 − b2)(3− α)(2− α)(1− α)

(
b2(2−α) − b2c2(1−α)

c2 − b2
− a2(2−α) − a2c2(1−α)

c2 − a2

)
=
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a2b2c2
(
a2b2(2−α) − a2(2−α)b2 + b2c2(2−α) − b2(2−α)c2 + c2a2(2−α) − c2(2−α)a2

)
8(a2 − b2)(b2 − c2)(c2 − a2)(3− α)(2− α)(1− α)

.

a ̸= b, b ̸= c, c ̸= a, α = 1 の場合, (i) =
a2b2c2

16(a2 − b2)

∫ 1

0

(
a2

(c2 − a2)t+ a2
− b2

(c2 − b2)t+ b2

)
dt =

a2b2c2

16(a2 − b2)

[
a2 log

(
(c2 − a2)t+ a2

)
c2 − a2

−
b2 log

(
(c2 − b2)t+ b2

)
c2 − b2

]1
0

=

a2b2c2
(
−a2(b2 − c2) log a− c2(a2 − b2) log c− b2(c2 − a2) log b

)
8(a2 − b2)(b2 − c2)(c2 − a2)

.

a ̸= b, b ̸= c, c ̸= a, α = 2 の場合, (ii) =
a2b2(log a− log b)

4(a2 − b2)
+

a2b2

8(a2 − b2)

([
((c2 − b2)t+ b2) log((c2 − b2)t+ b2)

c2 − b2
− t

]1
0

−
[
((c2 − a2)t+ a2) log((c2 − a2)t+ a2)

c2 − a2
− t

]1
0

)
=

a2b2(log a− log b)

4(a2 − b2)
+

a2b2

4(a2 − b2)

(
(a2b2 − a2c2) log a+ (b2c2 − a2b2) log b+ (a2c2 − b2c2) log c

(b2 − c2)(c2 − a2)

)
=

a2b2c2
(
(b2 − c2) log a+ (c2 − a2) log b+ (a2 − b2) log c

)
4(a2 − b2)(b2 − c2)(c2 − a2)

.

a ̸= b, a = c, α ̸= 1, 2 の場合, (i) =
a2(3−α)b2(3−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

∫ 1

0

((
(a2 − b2)t+ b2

)α−2 − b2(α−2)
)
dt =

a2(3−α)b2(3−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

[(
(a2 − b2)t+ b2

)α−1

(α− 1)(a2 − b2)
− b2(α−2)t

]1
0

=

a2b2
(
a2b2(2−α) − (α− 1)a2(3−α) + (α− 2)a2(2−α)b2

)
8(a2 − b2)2(3− α)(2− α)(1− α)

.

a ̸= b, b = c, α ̸= 1, 2 の場合, (i) =
a2(3−α)b2(3−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

∫ 1

0

(
a2(α−2) −

(
(b2 − a2)t+ a2

)α−2
)
dt =

a2(3−α)b2(3−α)

8(a2 − b2)(3− α)(α− 2)

[
a2(α−2)t+

(
(b2 − a2)t+ a2

)α−1

(α− 1)(a2 − b2)

]1
0

=

a2b2
(
a2(2−α)b2 − (α− 1)b2(3−α) + (α− 2)a2b2(2−α)

)
8(a2 − b2)2(3− α)(2− α)(1− α)

.

a ̸= b, a = c, α = 1 の場合, (i) =
a4b2

16(a2 − b2)

∫ 1

0

(
1− b2

(a2 − b2)t+ b2

)
dt =

a4b2

16(a2 − b2)

[
t− b2 log((a2 − b2)t+ b2)

a2 − b2

]1
0

=
a4b2

(
2b2(log b− log a)− b2 + a2

)
16(a2 − b2)2

.

a ̸= b, b = c, α = 1 の場合, (i) =
a2b4

16(a2 − b2)

∫ 1

0

(
a2

(b2 − a2)t+ a2
− 1

)
dt =

a2b4

16(a2 − b2)

[
a2 log((b2 − a2)t+ a2)

b2 − a2
− t

]1
0

=
a2b4

(
2a2(log a− log b)− a2 + b2

)
16(a2 − b2)2

.

a ̸= b, a = c, α = 2 の場合, (ii) =
a2b2

8(a2 − b2)

(∫ 1

0

log((a2 − b2)t+ b2) dt− 2 log b

)
=

a2b2

8(a2 − b2)

([
((a2 − b2)t+ b2) log((a2 − b2)t+ b2)

a2 − b2
− t

]1
0

− 2 log b

)
=
a2b2

(
2a2(log a− log b)− a2 + b2

)
8(a2 − b2)2

.

a ̸= b, b = c, α = 2 の場合, (ii) =
a2b2

8(a2 − b2)

(
2 log a−

∫ 1

0

log((b2 − a2)t+ a2)dt

)
=

a2b2

8(a2 − b2)

(
2 log a−

[
((b2 − a2)t+ a2) log((b2 − a2)t+ a2)

b2 − a2
− t

]1
0

)
=
a2b2

(
2b2(log b− log a)− b2 + a2

)
8(a2 − b2)2

.

2. まず f ′ : (a, b) → R が正値関数であることを示す. もし f ′(c) < 0 となる c ∈ (a, b) が存在すれば, f ′ の連続性

から δ < min{c− a, b− c} を満たす正の数 δ で, 条件「x ∈ (c− δ, c+ δ) ならば |f ′(x)− f ′(c)| < − f ′(c)
2 」を満たす

ものがある. 従って x ∈ (c− δ, c+ δ) ならば f ′(x) < f ′(c)
2 < 0 となり, 平均値の定理により, f は区間 [c− δ, c+ δ]

で単調に減少するため, 仮定に反する. 故に f ′ は正値関数である.
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(1) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ a+ 1
n ≦ x2 + y2 ≦ b− 1

n

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,

x = r cos θ

y = r sin θ

(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) とおくと, ( xy ) ∈ Dn であるためには ( rθ ) ∈
[√

a+ 1
n ,
√
b− 1

n

]
× [0, 2π] であることが必要十分

である. この変数変換のヤコビ行列式は r だから
∫∫

Dn

f ′(x2 + y2)dxdy =

∫∫
[√

a+ 1
n ,
√
b− 1

n

]
×[0,2π]

rf ′(r2)drdθ =

∫ √
b− 1

n

√
a+ 1

n

(∫ 2π

0

rf ′(r2)dθ

)
dr =

∫ √
b− 1

n

√
a+ 1

n

2πrf ′(r2)dr = [πf(r2)]

√
b− 1

n√
a+ 1

n

= π

(
f

(
b− 1

n

)
− f

(
a+

1

n

))
. 従って∫∫

D

f ′(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

f ′(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

π

(
f

(
b− 1

n

)
− f

(
a+

1

n

))
=

π

(
lim

x→b−0
f(x)− lim

x→a+0
f(x)

)
である.

(2) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ a+ 1
n ≦ x2 + y2 ≦ n

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0,

0 ≦ θ ≦ 2π) とおくと, ( xy ) ∈ Dn であるためには ( rθ ) ∈
[√

a+ 1
n ,

√
n
]
× [0, 2π] であることが必要十分である. こ

の変数変換のヤコビ行列式は r だから
∫∫

Dn

f ′(x2 + y2)dxdy =

∫∫
[√

a+ 1
n ,

√
n
]
×[0,2π]

rf ′(r2)drdθ =∫ √
n

√
a+ 1

n

(∫ 2π

0

rf ′(r2)dθ

)
dr =

∫ √
n

√
a+ 1

n

2πrf ′(r2)dr = [πf(r2)]
√
n√
a+ 1

n

= π

(
f(n)− f

(
a+

1

n

))
. 従って∫∫

D

f ′(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

f ′(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

π

(
f(n)− f

(
a+

1

n

))
= π

(
lim
x→∞

f(x)− lim
x→a+0

f(x)

)
.

3. (1) Dn =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1
n ≦ x ≦ 1− 1

n ,
1
n ≦ y ≦ 1− x

}
とおけば {Dn}∞n=1 は D の近似増加列であり,∫∫

Dn

xp−1yq−1dxdy =

∫ 1− 1
n

1
n

(∫ x− 1
n

1
n

xp−1yq−1dy

)
dx =

∫ 1− 1
n

1
n

[
xp−1yq

q

]y=1−x

y= 1
n

dx =

1

q

∫ 1− 1
n

1
n

xp−1

(
(1− x)q − 1

nq

)
dx =

1

q

∫ 1− 1
n

1
n

xp−1(1− x)qdx− 1

nqpq

(
1− 1

n

)p
+

1

np+qpq
となるため,∫∫

D

xp−1yq−1dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

xp−1yq−1dxdy = lim
n→∞

(
1

q

∫ 1− 1
n

1
n

xp−1(1− x)qdx− 1

nqpq

(
1− 1

n

)p
+

1

np+qpq

)
=

1

q

∫ 1

0

xp−1(1− x)qdx =
1

q
B(p, q + 1) である. x, y の対称性から上の値は

1

p
B(p+ 1, q) にも等しい.

(2) f :
(
−π

2 ,
π
2

)
×
(
−π

2 ,
π
2

)
→ R2 を f

( φ
ψ

)
=
(

tanφ
tanψ

cos2 φ

)
によって定めれば f は全単射であり,

[
0, π2

)
×
[
0, π2

)
を D

の上に写す. En =
[
1
n ,

π
2 − 1

n

]
×
[
1
n ,

π
2 − 1

n

]
とおき, Dn を f による En の像とすれば, {Dn}∞n=1 は D の近似増加

列である. det f ′
( φ
ψ

)
=

1

cos4 φ cos2 ψ
だから, f による変数変換を行えば,

∫∫
Dn

xm−1yn−1(
(1 + x2)

2
+ y2

)α dxdy =

∫∫
En

tanm−1φ tann−1ψ cos4α−4φ cos2α−2ψdφdψ =

∫ π
2 − 1

n

1
n

(∫ π
2 − 1

n

1
n

tanm−1φ cos4α−4φ tann−1 ψ cos2α−2ψdφ

)
dψ =(∫ π

2 − 1
n

1
n

sinm−1φ cos4α−m−3φdφ

)(∫ π
2 − 1

n

1
n

sinn−1 ψ cos2α−n−1ψdψ

)
が得られる. 第 12回の問題 4の (1)の結果よ

り
∫∫

D

xm−1yn−1(
(1 + x2)

2
+ y2

)α dxdy = lim
n→∞

(∫ π
2 − 1

n

1
n

sinm−1φ cos4α−m−3φdφ

)(∫ π
2 − 1

n

1
n

sinn−1 ψ cos2α−n−1ψdψ

)
=

(∫ π
2

0

sinm−1φ cos4α−m−3φdφ

)(∫ π
2

0

sinn−1 ψ cos2α−n−1ψdψ

)
=

1

4
B
(m
2
, 2α− m

2
− 1
)
B
(n
2
, α− n

2

)
.
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(3) f : D → D, g : [0,∞) ×
[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
→ D を f

(
u
v
w

)
=

(
u

2
α

v
2
α

w
2
α

)
, g
( r
θ
φ

)
=

(
r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

)
により定めると, f

は全単射であり, g は体積が 0の部分を除けば全単射である. En =
[
0, tan

(
π
2 − 1

n

)]
×
[
0, π2

]
×
[
0, π2

]
とおき, Dn

を f◦g による En の像とすれば, {Dn}∞n=1 は D の近似増加列である. det(f◦g)′
( r
θ
φ

)
= det

(
f ′
(
g
( r
θ
φ

))
g′
( r
θ
φ

))
=(

det f ′
(
g
( r
θ
φ

)))(
det g′

( r
θ
φ

))
=

8

α3
r

6
α−1 sin

4
α−1θ cos

2
α−1θ sin

2
α−1φ cos

2
α−1φ だから, f◦g による変数変換を行え

ば,

∫∫∫
Dn

1

1 + xα + yα + zα
dxdy =

∫∫∫
En

8r
6
α−1

α3(1 + r2)
sin

4
α−1θ cos

2
α−1θ sin

2
α−1φ cos

2
α−1φdrdθdψ =

8

α3

(∫ tan(π2 − 1
n )

0

r
6
α−1

1 + r2
dr

)(∫ π
2

0

sin
4
α−1θ cos

2
α−1θdθ

)(∫ π
2

0

sin
2
α−1φ cos

2
α−1φdφ

)
が得られる. r = tanψ と変

数変換すれば,
1

1 + r2
dr = dψ であり, ψ が 0 から

π

2
− 1

n
まで動けば r は 0 から tan

(
π

2
− 1

n

)
まで動くため,∫ tan(π2 − 1

n )

0

r
6
α−1

1 + r2
dr=

∫ π
2 − 1

n

0

tan
6
α−1ψdψである. 第12回の問題4の (1)の結果より

∫∫∫
D

1

1 + xα + yα + zα
dxdy =

lim
n→∞

8

α3

(∫ π
2 − 1

n

0

tan
6
α−1ψdψ

)(∫ π
2

0

sin
4
α−1θ cos

2
α−1θdθ

)(∫ π
2

0

sin
2
α−1φ cos

2
α−1φdφ

)
=

8

α3

(∫ π
2

0

sin
6
α−1ψ cos1−

6
αψ

)(∫ π
2

0

sin
4
α−1θ cos

2
α−1θdθ

)(∫ π
2

0

sin
2
α−1φ cos

2
α−1φdφ

)
=

1

α3
B

(
3

α
, 1− 3

α

)
B

(
2

α
,
1

α

)
B

(
1

α
,
1

α

)
.

[注意]ガンマ関数とベータ関数の間の関係式 B(x, y) =
Γ (x)Γ (y)

Γ (x+ y)
とガンマ関数の等式 Γ (x+1) = xΓ (x)を用いれば,

(1), (2), (3) で求めた値はそれぞれ
Γ (p)Γ (q)

Γ (p+ q + 1)
,
Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

)
Γ
(
α− n

2

)
Γ
(
2α− m

2 − 1
)

4Γ (α)Γ (2α− 1)
,

1

α3
Γ

(
1

α

)3
Γ

(
1− 3

α

)
と表される.
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微積分学 II 演習問題 第28回 面積と体積

1. 以下で与えられる領域 D の面積を求めよ. ただし, a > 0, b > 0 とする.

(1) D =
{
( xy )∈ R2

∣∣ (x2+ y2−2ax)2 ≦ 4a2(x2+ y2)
}

(2) D =
{
( xy )∈ R2

∣∣ a4 ≦ (x2+ y2)2 ≦ 2a2(x2− y2)
}

(3) D =
{
( xy )∈ R2

∣∣ (x2+ y2)2 ≦ 8a2xy, x2+ y2 ≦ a2
}

(4) D =

{
( xy )∈ R2

∣∣∣∣ (xa +
y

b

)2
≦ x

a
− y

b
, y ≧ 0

}

2. a, b, c を正の定数とし, (4)の実数 p, q, r は
p2

4a
+
q2

4b
+ r > 0 を満たすとする.

(1) 0 < a < b, 0 < c < d とする. 曲面 z =
√
2xy と xy平面ではさまれた領域で, a ≦ x ≦ b かつ c ≦ y ≦ d を満

たす部分の体積を求めよ. また, 曲面 z =
√
2xy のうち, a ≦ x ≦ b かつ c ≦ y ≦ d を満たす部分の面積を求めよ.

(2) 楕円放物面 z =
x2

2a
+
y2

2b
と xy平面ではさまれた領域で, 楕円柱 E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2

a2c2
+

y2

b2c2
≦ 1

}
に含

まれる部分の体積を求めよ. また, 上の楕円放物面の E に含まれる部分の面積を求めよ.

(3) 曲面 z =
x2

2a
− y2

2b
と xy平面ではさまれた領域で, 楕円柱 E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2

a2c2
+

y2

b2c2
≦ 1

}
に含まれる

部分の体積を求めよ. また, 上の双曲放物面の E に含まれ, かつ xy平面より上にある部分の面積を求めよ.

(4)平面 z = px+qy+r と楕円放物面 z = ax2+by2 で囲まれたの部分の体積を求めよ. また,平面 z = px+qy+r

のうち, 楕円放物面 z = ax2 + by2 の内部にある部分の面積を求めよ.

(5) 円柱面 (x− a)2 + y2 = a2, 円放物面 x2 + y2 = z と xy平面に平行な平面 z = 4a2 で囲まれた部分の体積を求

めよ. また, 円柱面 (x− a)2 + y2 = a2 のうち, x2 + y2 ≦ z ≦ 4a2 を満たす部分の面積を求めよ.

(6) 円柱面 x2 + y2 = a2, 曲面 z =
1

2

(
e
√
x2+y2 + e−

√
x2+y2

)
と xy平面で囲まれた部分の体積を求めよ. また, 曲

面 z =
1

2

(
e
√
x2+y2 + e−

√
x2+y2

)
のうち, 円柱面 x2 + y2 = a2 の内部にある部分の面積を求めよ.

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ ax
}
とおくとき,

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ D, 0 ≦ z ≦ 2
√
ax
}
の体積を求めよ. また,

曲面 z = 2
√
ax のうち, D の上にある部分の面積を求めよ.

(8) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ a2, x ≧ 0, y ≧ 0
}
とおくとき,

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ D, 0 ≦ z ≦ cxy
}
の体積を

求めよ. また, 曲面 z = cxy のうち, D の上にある部分の面積を求めよ.

(9) 球面 x2 + y2 + z2 = a2 の内部から 2つの円柱面 x2 + y2 = ax と x2 + y2 = −ax の内側の部分を除いた部分
の体積を求めよ. また, この球面から上記の 2つの円柱面の内側にある部分を除いた部分の面積を求めよ.

(10) n を 2以上の整数, R を正の実数, R sin
π

n
≦ r ≦ R とする. k = 1, 2, . . . , n に対し, Dk を球体{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ (x−R cos π(2k−1)
n

)2
+
(
y −R sin π(2k−1)

n

)2
+ z2 ≦ r2

}
とするとき, D1 ∪D2 ∪ · · · ∪ Dn の体積と

表面積を求めよ.

(11) −a ≦ p < q ≦ a とする. xy 平面の領域 D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ p ≦ x ≦ q, x2 + y2 ≦ a2
}
に対し, 曲面 z =√

a2 − x2 − y2 の D の上にある部分の面積を求めよ.

(12) 曲面 z =
y

x2 + y2
の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 1 ≦ x2 + y2 ≦ 4, x ≧ 0, y ≧ 0
}
の上にある部分の体積と面積を求

めよ.

(13) 曲面 z =
1

c
(x2 + y2) の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ ax
}
の上にある部分の体積を求めよ.

3. 以下の領域 D の体積を求めよ. (2)では a < b かつ b ≧ 0, c > 0 とし, (4), (5), (6) では a, b, c, k > 0 とする.

(1) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ 1 ≦ z ≦ e, x2 + y2 ≦ (log z)2
}

(2) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ E, 0 ≦ z ≦ x2 + y2
}
, E は ( a0 ), (

b
0 ), (

0
c ) を頂点とする xy平面上の三角形である.

(3) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, y ≦ coshx, 0 ≦ z ≦ y tanhx
}

(4) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ E, x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
, E は xy 平面において, アルキメデスの螺旋 r =

2aθ

π
の

0 ≦ θ ≦ π

2
部分と y軸で囲まれた領域である.

(5) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 − z2 ≦ a2, |z| ≦ b
}
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(6) D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
+

|z|k

ck
≦ 1

}
4. 以下の各問で与えられた領域 D と E の共通部分の体積と表面積を求めよ.

(1) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≦ 3
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + (z − 1)2 ≦ 1
}

(2) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≦ 4
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}

(3) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + (z − 3)2 ≦ 5
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ z
}

(4) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 2− z
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 1, z ≧ 0
}

(5) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 2z2, z ≧ 0
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 3− z
}

(6) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ (1− z)2, 0 ≦ z ≦ 1
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 ≦ x
}

(7) D =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
, E =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ (x− a

2

)2
+ y2 ≦ a2

4

}
(8) 0 < R ≦ a, a−R ≦ r ≦

√
a2 +R2 とする. D は xy平面上の円板 x2 + (y − a)2 ≦ R2 を x軸のまわりに 1回

転して得られる回転体, E =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≦ r2
}

5. 以下で定義される写像 f でパラメータ表示される曲面の面積を求めよ.

(1) f( rθ ) =

r cos θr sin θ

cθ

 (0 ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ 2π) (2) f( rθ ) =

 r cos θ

r sin θ

tan−1(tan θ)

 (0 ≦ r ≦ θ ≦ 2π, θ ̸= π
2 ,

3π
2 )

(3) f( st ) =

s+ t

st

s− t

 (s2 + t2 ≦ 1) (4) f( rθ ) =

 ar cos θ

br sin θ
r2

2 (a cos
2 θ + b sin2 θ)

 (0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ 2π)

(5) f( st ) =

 s2√
2st

t2

 (s2 + t2 ≦ 1)

6. 極座標で表された曲線 r = a(1 + cos θ) (0 ≦ θ ≦ 2π) を x軸を軸として 1回転して得られる回転体の表面積を求

めよ.

7. (発展問題) a, b, α, β, k, n を正の実数とする. 以下で与えられる領域 D の面積を求めよ.

(1) kn ≧ 2 の場合, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0,

((x
a

)k
+
(y
b

)k)n
≦ αxkn−2 + βykn−2

}
(2) n > 2 の場合, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0,
(x
a
+
y

b

)n
≦ αn−2xn−2 − βn−2yn−2

}
(3) n が 2以上の整数の場合, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0,

((x
a

)2
+
(y
b

)2)n
≦ α2n−2x2n−2 − β2n−2y2n−2

}
(4) n が自然数の場合, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ ((xa)2 + (yb)2
)n

≦ α2n−1x2n−1 + β2n−1y2n−1

}
(5) kn > l +m の場合, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0,

((x
a

)k
+
(y
b

)k)n
≦ αxlym

}
8. (発展問題) D =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x 2
3 + y

2
3 + z

2
3 ≦ a

2
3

}
(a > 0) とするとき, D の体積と表面積を求めよ.

9. (発展問題) a を正の定数とするとき, 次の方程式で与えられる曲面の面積を求めよ.

(1) (x2 + y2)
1
3 + z

2
3 = a

2
3 (2) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2) (3) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 − y2)
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10. (発展問題) 以下の曲面の面積を求めよ. ただし, (3)では 0 < a ≦ b, (22)では 0 ≦ a < b, c > 0 とする.

(1) 0 ≦ α < β <
π

2
とし, 放物面 z =

x2

2a
+
y2

2b
を S とする. S の点 x における法線と z軸のなす角の鋭角を γ(x)

で表すとき, α ≦ γ(x) ≦ β を満たす x ∈ S 全体からなる部分.

(2) 球面 x2 + y2 + (z − c)2 = c2 のうちで, 楕円錐面 z2 = ax2 + by2 の内部に含まれる部分.

(3) 球面 x2 + y2 + (z − c)2 = c2 のうちで, 放物面 z =
x2

2a
+
y2

2b
の内部に含まれる部分.

(4) p > 0, α > β とする. 曲面 z =
x2

2p
の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ a, βx ≦ y ≦ αx
}
の上にある部分.

(5) a, p, q を正の実数とするとき, 曲面 z2 = 2px の曲面 y2 = 2qx と平面 x = a によって切り取られる部分.

(6) 楕円柱面
x2

a2
+
z2

c2
= 1 (a > c > 0) の楕円柱面

x2

a2
+
y2

b2
= 1 によって切り取られる部分.

(7) 球面 x2 + y2 + z2 = a2 の楕円柱面
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b) によって切り取られる部分.

(8) 円錐 y2 + z2 = x2 の円柱 x2 + y2 ≦ a2 に含まれる部分.

(9) 円錐 y2 + z2 = x2 が曲面 y =
x2

a
によって切り取られる部分.

(10) 曲面 z =
1

2c
(y2 − x2 + 2xy cotα) (0 < α < π) の z ≧ 0, x2 + y2 ≦ a2 にある部分.

(11) 曲面 z =
x2

2a
+
y2

2a
の柱面 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) によって切り取られる部分.

(12) 曲面 z =
xy

a
の柱面 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) によって切り取られる部分.

(13) 曲面 z =
xy

a
の柱面 (x2 + y2)2 = 2a2xy によって切り取られる部分.

(14) 球面 x2 + y2 + z2 = a2 の柱面 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) の内側にある部分.

(15) 円錐面 x2 + y2 = z2 の柱面 (x2 + y2)2 = 2a2xy の内側にある部分.

(16) 曲面 z =
√
a2 − (x cosα+ y sinα)2 (0 < α < π

2 ) の第一象限の部分.

(17) 曲面 z = 1− (x+ y)2 の第一象限の部分.

(18) 曲面 z =

√
a2 − 1

2
(x+ y)2 の第一象限の部分.

(19) 曲面 z =
x+ y

x2 + y2
の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, 1 ≦ x2 + y2 ≦ 4
}
の上にある部分.

(20) 上半球面 z =
√
a2 − x2 − y2 の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ a, 0 ≦ y ≦ a− x
}
の上にある部分.

(21) 曲面 z =
√
2xy の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0,
√

x
a +

√
y
b ≦ 1

}
の上にある部分.

(22) 曲面 sinhx sinh z = sin y の D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ a ≦ x ≦ b, c
cosh2 x

≦ y ≦ c
}
の上にある部分.

11. (発展問題) D を R2 の領域, X を R3 の開集合とし, ρ : X → [0,∞) を連続関数とする. S を C1 級写像

φ : D → X によってパラメータ表示される曲面とし, p ∈ D に対して φ(p) の第 i成分 (i = 1, 2, 3)を φi(p) で表

し, φ′(p) の第 j 列 (j = 1, 2)を Djφ(p) によって表す. 実数 m(S), gi(S) (i = 1, 2, 3) を

m(S) =

∫∫
D

ρ(φ( st ))∥D1φ(
s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt, gi(S) =

∫∫
D

φi(
s
t ) ρ(φ(

s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt

で定める. このとき
gi(S)

m(S)
を第 i成分とする R3 の点を, ρ を密度関数とする S の重心という.

(1) C1 級写像 f : E → D に対し, ψ : E → X を f と φ の合成写像 φ◦f : E → X とするとき, 次の等式を示せ.∫∫
D

ρ(φ( st ))∥D1φ(
s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt =

∫∫
E

ρ(ψ( uv ))∥D1ψ(
u
v )×D2ψ(

u
v )∥ dudv∫∫

D

φi(
s
t ) ρ(φ(

s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt =

∫∫
E

ψi(
u
v ) ρ(ψ(

u
v ))∥D1ψ(

u
v )×D2ψ(

u
v )∥ dudv

(2) S が R3 のある平面 H に含まれるとき, S の重心は H 上にあることを示せ.

(3) A, B, C を同一直線上にない R3 の 3点とする. 密度関数 ρ が定数値関数であるとき, △ABC の重心を求めよ.

(4) S を原点を中心とした半径 a の球面の z座標が 0 以上の部分とする. 密度関数 ρ が定数値関数であるとき, S

の重心を求めよ.
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第 28回の演習問題の解答

1. (1) ( rθ ) ∈ [0,∞)× [−π, π] を
(
r cos θ
r sin θ

)
に写す写像は E =

{
( rθ ) ∈ R2 | −π ≦ t ≦ π, 0 ≦ r ≦ 2a(1 + cos θ)

}
を D

に写し, 原点を除けば単射である. D の面積は以下のようになる.∫∫
D

dxdy =

∫∫
E

r drdθ =

∫ π

−π

(∫ 2a(1+cos θ)

0

r dr

)
dθ =

∫ π

−π
2a2(1 + cos θ)2 dθ

=

∫ π

−π
a2(3 + 4 cos θ + cos 2θ) dθ = 6πa2

(2) ( rθ ) ∈ [0,∞)×
(
−π

2 ,
3π
2

]
を
(
r cos θ
r sin θ

)
に写す写像は

E =

{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣∣ θ ∈ [−π6 , π6 ] ∪
[
5π

6
,
7π

6

]
, a ≦ r ≦

√
2a

√
cos 2θ

}
を D に写し, 原点を除けば単射である. D の面積は以下のようになる.∫∫

D

dxdy =

∫∫
E

r drdθ =

∫ π
6

−π
6

(∫ √
2a

√
cos 2θ

a

r dr

)
dθ +

∫ 7π
6

5π
6

(∫ √
2a

√
cos 2θ

a

r dr

)
dθ

=

∫ π
6

−π
6

(
a2 cos 2θ − a2

2

)
dθ +

∫ 7π
6

5π
6

(
a2 cos 2θ − a2

2

)
dθ

=

[
a2 sin 2θ

2
− a2θ

2

]π
6

−π
6

+

[
a2 sin 2θ

2
− a2θ

2

] 7π
6

5π
6

=
√
3a2 − πa2

3

(3) D は原点と直線 y = x に関して対称で, 第 1象限と第 3象限に含まれるため,

D′ =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ x, (x2+ y2)2 ≦ 8a2xy, x2+ y2 ≦ a2
}

とおけば, D′ の面積を 4倍したものが D の面積である. ( rθ ) ∈ [0,∞)×
[
0, π2

]
を
(
r cos θ
r sin θ

)
に写す写像は

E =

{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ 1

2
sin−1 1

4
, 0 ≦ r ≦ 2a

√
sin 2θ

}
∪
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣∣ 12 sin−1 1

4
≦ θ ≦ π

4
, 0 ≦ r ≦ 2a

}
を D′ に写し, 原点を除けば単射である. D′ の面積は以下のようになる.∫∫

D′
dxdy =

∫∫
E

r drdθ =

∫ 1
2 sin−1 1

4

0

(∫ 2a
√
sin 2θ

0

r dr

)
dθ +

∫ π
4

1
2 sin−1 1

4

(∫ a

0

r dr

)
dθ

=

∫ 1
2 sin−1 1

4

0

2a2 sin 2θ dθ +

∫ π
4

1
2 sin−1 1

4

a2

2
dθ =

[
−a2 cos 2θ

] 1
2 sin−1 1

4

0
+

[
a2θ

2

]π
4

1
2 sin−1 1

4

= a2 − a2
√
15

4
+
πa2

8
− a2

4
sin−1 1

4

従って D の面積は a2
(
4−

√
15 +

π

2
− sin−1 1

4

)
である.

(4) z =
x

a
+
y

b
, w = −x

a
+
y

b
とおくと x =

a

2
(z − w), y =

b

2
(z + w) だから ( zw ) ∈ R2 を

( a
2 (z−w)
b
2 (z+w)

)
に写す写像

は E =
{
( zw ) ∈ R2

∣∣−1 ≦ z ≦ 0, z ≦ w ≦ −z2
}
を D に写し, この写像のヤコビ行列式は

ab

2
だから D の面積は

以下のようになる.∫∫
D

dxdy =

∫∫
E

ab

2
dzdw =

∫ 0

−1

(∫ −z2

z

ab

2
dw

)
dz =

∫ 0

−1

ab

2
(−z2 − z) dz =

ab

2

[
−z

3

3
− z2

2

]0
−1

=
ab

12
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2. (1) 求める体積は
∫∫

[a,b]×[c,d]

√
2xy dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

√
2xydy

)
dx =

∫ b

a

[
2

3

√
2xy

3
2

]y=d
y=c

dx =∫ b

a

2

3

(
d
√
d− c

√
c
)√

2x dx =

[
4

9

(
d
√
d− c

√
c
)√

2x
3
2

]b
a

=
4
√
2

9

(
b
√
b− a

√
a
)(

d
√
d− c

√
c
)
.

∂z

∂x
=

√
y

2x
,
∂z

∂y
=

√
x

2y
だから, 求める面積は

∫∫
[a,b]×[c,d]

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
[a,b]×[c,d]

√
1 +

y

2x
+

x

2y
dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

√
2xy + y2 + x2

2xy
dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

x+ y√
2xy

dy

)
dx =∫ b

a

(∫ d

c

( √
x√
2y

+

√
y

√
2x

)
dy

)
dx =

∫ b

a

[√
2xy +

y
√
2y

3
√
x

]y=d
y=c

dx=

∫ b

a

(
√
2dx−

√
2cx+

d
√
2d

3
√
x

− c
√
2c

3
√
x

)
dx =[

2x
√
2dx

3
− 2x

√
2cx

3
+

2d
√
2dx

3
− 2c

√
2cx

3

]b
a

=
2
√
2

3

(
(b+ d)

√
bd− (b+ c)

√
bc− (a+ d)

√
ad+ (a+ c)

√
ac
)
=

2
√
2

3

(√
b−

√
a
)(√

d−
√
c
)(

a+ b+ c+ d+
√
ab+

√
cd
)
.

(2) D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ x2

a2c2
+

y2

b2c2
≦ 1

}
とおけば, 楕円放物面 z =

x2

2a
+
y2

2b
と xy 平面ではさまれた領域で,

E に含まれる部分は縦線集合 A =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ D, 0 ≦ z ≦ x2

2a
+
y2

2b

}
である.

x = ar cos θ

y = br sin θ
(r ≧ 0,

0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて [0, c]× [0, 2π] と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコ

ビ行列式は
∣∣ a cos θ −ar sin θ
b sin θ br cos θ

∣∣ = abr だから, A の体積は
∫∫∫

A

dxdydx =

∫∫
D

(
x2

2a
+
y2

2b

)
dxdy =∫∫

[0,c]×[0,2π]

abr3

2

(
a cos2 θ + b sin2 θ

)
drdθ =

∫ c

0

(∫ 2π

0

abr3

4
(a(1 + cos 2θ) + b(1− cos 2θ)) dθ

)
dr =∫ c

0

πabr3(a+ b)

2
dr =

πabc3(a+ b)

8
である. また, z =

x2

2a
+
y2

2b
のとき

∂z

∂x
=
x

a
,
∂z

∂y
=
y

b
だから, 与えられた楕円

放物面の E に含まれる部分の面積は, 上と同様の変数変換を行えば
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
D

√
1 +

x2

a2
+
y2

b2
dxdy =

∫∫
[0,c]×[0,2π]

abr
√
1 + r2drdθ =

∫ 2π

0

(∫ c

0

abr
√
1 + r2dr

)
dθ =∫ 2π

0

[
ab

3
(1 + r2)

3
2

]c
0

dθ =

∫ 2π

0

ab

3

(
(1 + c2)

3
2 − 1

)
dθ =

2πab

3

(
(1 + c2)

3
2 − 1

)
である.

(3) 与えられた曲面は xz 平面と yz 平面に関して対称だから, 与えられた曲面と xy 平面ではさまれた領域で,

楕円柱 E に含まれる部分で第一象限に含まれる部分の体積と面積の 4 倍がそれぞれ求める体積と面積である.

D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ y ≦ x, x2

a2c2 + y2

b2c2 ≦ 1
}
とおけば, 求める体積は 4

∫∫
D

(
x2

2a
− y2

2b

)
dxdy で与えられ, 面積

は 4

∫∫
D

√
1 +

x2

a2
+
y2

b2
dxdy で与えられる.

x = ar cos θ

y = br sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面

積 0 の部分を除いて F = [0, c] ×
[
0, tan−1 a

b

]
と 1 対 1 に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は abr だから,

4

∫∫
D

(
x2

2a
− y2

2b

)
dxdy = 4

∫∫
F

r3
(
a cos2 θ

2
− b sin2 θ

2

)
drdθ =

∫ c

0

(∫ tan−1 a
b

0

r3(a− b+ (a+ b) cos 2θ)dr

)
dθ =

∫ c

0

[
r3

2
(2θ(a− b) + (a+ b) sin 2θ)

]θ=tan−1 a
b

θ=0

dr =

∫ c

0

r3

2

(
2(a− b) tan−1 a

b
+ (a+ b) sin

(
2 tan−1 a

b

))
dr =

c3

8

(
2(a− b) tan−1 a

b
+

2a(a+ b)√
a2 + b2

)
, 4

∫∫
D

√
1 +

x2

a2
+
y2

b2
dxdy = 4

∫∫
F

abr
√
1 + r2drdθ =

4

∫ c

0

(∫ tan−1 a
b

0

abr
√

1 + r2dθ

)
dr =

∫ c

0

(
4ab tan−1 a

b

)
r
√
1 + r2dr =

[
4ab

3
tan−1 a

b
(1 + r2)

3
2

]c
0

=
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4ab

3
tan−1 a

b

(
(1 + c2)

3
2 − 1

)
である. 故に, 求める体積と面積はそれぞれ

c3

8

(
2(a− b) tan−1 a

b
+

2a(a+ b)√
a2 + b2

)
,

4ab

3
tan−1 a

b

(
(1 + c2)

3
2 − 1

)
である.

(4)D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ ax2 + by2 ≦ px+ qy + r
}
とおけば, D=

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ a(x− p
2a

)2
+ b
(
y − q

2b

)2≦ p2

4a+
q2

4b+ r
}

であり, 与えられた平面と楕円放物面で囲まれた部分は A =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ D, ax2 + by2 ≦ z ≦ px+ qy + r
}

である.

x = ρ√
a
cos θ + p

2a

y = ρ√
b
sin θ + q

2b

(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば, D は
[
0,
√

p2

4a + q2

4b + r

]
× [0, 2π] と面

積 0 の部分を除いて 1 対 1 に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は

∣∣∣∣ cos θ√
a

− ρ sin θ√
a

sin θ√
b

ρ cos θ√
b

∣∣∣∣ = ρ√
ab
だから, A の体積は∫∫∫

A

dxdydx =

∫∫
D

(px+ qy + r − ax2 − by2)dxdy =

∫∫
D

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r − a

(
x− p

2a

)2
− b

(
y − q

2b

)2)
dxdy =∫∫[

0,

√
p2

4a+
q2

4b+r

]
×[0,2π]

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r − ρ2

)
ρ√
ab
dρdθ =

∫ √
p2

4a+
q2

4b+r

0

(∫ 2π

0

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r − ρ2

)
ρ√
ab
dθ

)
dρ =

∫ √
p2

4a+
q2

4b+r

0

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r − ρ2

)
2πρ√
ab
dρ =

π√
ab

[
p2ρ2

4a
+
q2ρ2

4b
+ rρ2 − ρ4

2

]√ p2

4a+
q2

4b+r

0

=
π

2
√
ab

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r

)2

である.

また,平面 z = px+qy+rのうち,楕円放物面 z = ax2+by2 の内部にある部分の面積は,上と同様の変数変換を行え

ば,

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 + p2 + q2dxdy =

∫∫[
0,

√
p2

4a+
q2

4b+r

]
×[0,2π]

√
1 + p2 + q2√

ab
ρdρdθ =

∫ √
p2

4a+
q2

4b+r

0

(∫ 2π

0

√
1 + p2 + q2√

ab
ρdθ

)
dρ =

∫ √
p2

4a+
q2

4b+r

0

2π
√

1 + p2 + q2√
ab

ρdρ =

[
π
√

1 + p2 + q2√
ab

ρ2

]√ p2

4a+
q2

4b+r

0

=

π
√
1 + p2 + q2√

ab

(
p2

4a
+
q2

4b
+ r

)
である.

(5) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x− a)2 + y2 ≦ a2
}
とおけば, 円柱面 (x − a)2 + y2 = a2, 円放物面 x2 + y2 = z と

xy平面に平行な平面 z = 4a2 で囲まれた部分は縦線集合 A =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ D, x2 + y2 ≦ z ≦ 4a2
}
である.x = r cos θ + a

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)と変数変換すればDは面積 0の部分を除いて [0, a]×[0, 2π]と1対1に対応し,

この変数変換のヤコビ行列式は
∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣ = r だから, A の体積は
∫∫∫

A

dxdydx =

∫∫
D

(
4a2 − x2 − y2

)
dxdy =∫∫

[0,a]×[0,2π]

r
(
3a2 − 2ar cos θ − r2

)
drdθ =

∫ a

0

(∫ 2π

0

r
(
3a2 − 2ar cos θ − r2

)
dθ

)
dr =

∫ a

0

2π
(
3a2r − r3

)
dr =[

3πa2r2 − πr4

2

]a
0

=
5πa4

2
である. また, 円柱面 (x−a)2+y2 = a2 で, x2+y2 ≦ z ≦ 4a2 を満たす部分のうち y ≧ 0

である部分を S, y ≦ 0である部分を T とすれば, T は S を xz平面に関して対称移動したものだから, S と T の面積

は等しい. x2+ y2 ≦ z ≦ 4a2 かつ (x−a)2+ y2 = a2 を満たす点
(
x
y
z

)
の x 座標は 0 以上であり, y2 = a2− (x−a)2

だから D =
{
( xz ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, x2 + a2 − (x− a)2 ≦ z ≦ 4a2
}
=
{
( xz ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ z
2a , 0 ≦ z ≦ 4a2

}
とおけば

S は y =
√
a2 − (x− a)2 かつ ( xz ) ∈ D を満たす点

(
x
y
z

)
全体からなるため, S の面積は∫∫

D

√
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz =

∫∫
D

√√√√1 +

(
−(x− a)√
a2 − (x− a)2

)2

dxdz =

∫ 4a2

0

(∫ z
2a

0

a√
a2 − (x− a)2

dx

)
dz =∫ 4a2

0

[
a sin−1 x− a

a

]x= z
2a

x=0

dz =

∫ 4a2

0

a

(
sin−1 z − 2a2

2a2
+
π

2

)
dz =2a3

∫ 1

−1

sin−1 tdt+ 2πa3 = 2πa3 となる. 従って,

求める面積は S の面積の 2倍になるため, 4πa3 である.
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(6) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ a2
}
とおく.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面

積 0 の部分を除いて [0, a] × [0, 2π] と 1 対 1 に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r だから, 求める体積は∫∫
D

1

2

(
e
√
x2+y2 + e−

√
x2+y2

)
dxdy =

∫∫
[0,a]×[0,2π]

r

2

(
er + e−r

)
drdθ =

∫ a

0

(∫ 2π

0

r

2

(
er + e−r

)
dθ

)
dr =∫ π

0

ar
(
er + e−r

)
dr =

[
πr
(
er − e−r

)]a
0
−
∫ π

0

a
(
er − e−r

)
dr = πa

(
ea − e−a

)
−
[
π
(
er + e−r

)]a
0
=

2π + πea(a− 1)− πe−a(a+ 1) である.
∂z

∂x
=

x

2
√
x2 + y2

(
e
√
x2+y2 − e−

√
x2+y2

)
,
∂z

∂y
=

y

2
√
x2 + y2

(
e
√
x2+y2 − e−

√
x2+y2

)
だから, 求める面積は∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

1

2

(
e
√
x2+y2 + e−

√
x2+y2

)
dxdy = 2π + πea(a− 1)− πe−a(a+ 1)である.

(7) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ x ≦ a, −
√
x(a− x) ≦ y ≦

√
x(a− x)

}
だから, 求める体積は

∫∫
D

2
√
axdxdy =∫ a

0

(∫ √
x(a−x)

−
√
x(a−x)

2
√
axdy

)
dx =

∫ a

0

4
√
ax

√
a− xdx =

[
−8

3

√
ax(a− x)

3
2

]a
0

+

∫ a

0

8

3

√
a(a− x)

3
2 dx =[

−16

15

√
a(a− x)

5
2

]a
0

=
16a3

15
である.

∂z

∂x
=

√
a√
x
,
∂z

∂y
= 0 だから, 求める面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 +

a

x
dxdy =∫ a

0

(∫ √
x(a−x)

−
√
x(a−x)

√
a+ x

x
dy

)
dx =

∫ a

0

2
√
x(a− x)

√
a+ x

x
dx = 2

∫ a

0

√
a2 − x2dx で与えられる. ここで, x =

a sin t とおけば, dx = a cos tdt であり, t が 0 から
π

2
まで動くとき, x は 0 から 1 まで動くため,

∫ a

0

√
a2 − x2dx =∫ π

2

0

a2 cos2 tdt =

∫ π
2

0

a2(1 + cos 2t)

2
dt =

[
a2(2t+ sin 2t)

4

]π
2

0

=
πa2

4
である. 故に求める面積は

πa2

2
である.

(8)

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π)とおくと, ( xy ) ∈ D であるためには ( rθ ) ∈ [0, a]×

[
0, π2

]
であることが必要

十分である. この変数変換のヤコビ行列式は r だから, 求める体積は
∫∫

D

cxydxdy =

∫∫
[0,a]×[0,π2 ]

cr3 sin θ cos θdrdθ∫ a

0

(∫ π
2

0

cr3

2
sin 2θdθ

)
dr =

∫ a

0

[
−cr

3

4
cos 2θ

]π
2

0

dr =

∫ a

0

cr3

2
dr =

a4c

8
である.

∂z

∂x
= cy,

∂z

∂y
= cx だから, 求める面積は,

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 + c2(x2 + y2)dxdy =∫∫

[0,a]×[0,π2 ]
r
√

1 + c2r2drdθ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

r
√
1 + c2r2dθ

)
dr =

∫ a

0

πr

2

√
1 + cr2dr =

[ π
6c

(
1 + c2r2

) 3
2

]a
0
=

π

6c2

((
1 + a2c2

) 3
2 − 1

)
.

(9) E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≦ a2, x2 + y2 ≧ ax, x2 + y2 ≧ −ax
}
=
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≦ a2, x2 + y2 ≧ a|x|
}

とおき, 球面 x2 + y2 + z2 = a2 の内部から 2つの円柱面 x2 + y2 = ax と x2 + y2 = −ax の内側の部分を除いた部
分を D とすれば, D =

{(
x
y
z

)
∈ R2

∣∣∣ ( xy ) ∈ E, −
√
a2 − x2 − y2 ≦ z ≦

√
a2 − x2 − y2

}
となるため, D の体積は∫∫∫

D

dxdydz =

∫∫
E

2
√
a2 − x2 − y2dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) とおくと, ( xy ) ∈ E

であるためには 0 ≦ θ ≦ 2π かつ a| cos θ| ≦ r ≦ a であることが必要十分である. この変数変換のヤコビ行列式は r

だから, F =
{
( rθ ) ∈ R2 | 0 ≦ θ ≦ 2π, a| cos θ| ≦ r ≦ a

}
とおけば, D の体積は

∫∫
E

2
√
a2 − x2 − y2dxdy =
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∫ 2π

0

(∫ a

a| cos θ|
2r
√
a2 − r2dr

)
dθ =

∫ 2π

0

[
−2

3
(a2 − r2)

3
2

]r=a
r=a| cos θ|

dθ =

∫ 2π

0

2a3

3
| sin θ|3dθ = 8a3

3

∫ π
2

0

sin3 θdθ =

8a3

3

∫ π
2

0

(1− cos2 θ) sin θdθ =
8a3

3

[
− cos θ +

cos3 θ

3

]π
2

0

=
16a3

9
である.

球面 x2 + y2 + z2 = a2 から 2つの円柱面 x2 + y2 = ax と x2 + y2 = −ax の内側にある部分を除いた部分を S

とする. S+ を S の z座標が 0 以上である点全体からなる部分, S− を S の z座標が 0 以下である点全体からなる

部分とすれば, S+ と S− の面積は等しく, S の面積はこれらの面積の和になる. S+ は f( xy ) =
√
a2 − x2 − y2 で

与えられる関数 f : E → R のグラフであり,
∂f

∂x
=

−x√
a2 − x2 − y2

,
∂f

∂y
=

−y√
a2 − x2 − y2

だから, S+ の面積は∫∫
E

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy =

∫∫
E

a√
a2 − x2 − y2

dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)

とおくと, ( xy ) ∈ E であるためには 0 ≦ θ ≦ 2π かつ a| cos θ| ≦ r ≦ a であることが必要十分である. こ

の変数変換のヤコビ行列式は r だから, F =
{
( rθ ) ∈ R2 | 0 ≦ θ ≦ 2π, a| cos θ| ≦ r ≦ a

}
とおけば, S+ の面積は∫∫

E

a√
a2 − x2 − y2

dxdy =

∫ 2π

0

(∫ a

a| cos θ|

ar√
a2 − r2

dr

)
dθ =

∫ 2π

0

[
−a
√
a2 − r2

]r=a
r=a| cos θ|

dθ =

∫ 2π

0

a2| sin θ|dθ =

4a2
∫ π

2

0

sin θdθ = 4a2 である. S の面積は S+ の面積の 2倍だから 8a2 である.

(10) D1, D2, . . . , Dn の中心は半径 Rの円に内接する正 n角形の頂点にあるため, Dk と Dk+1 (k = 1, 2, . . . , n−1)

および Dn と D1 の中心間の距離はすべて 2R sin
π

n
であり, z軸を軸とした

2π

n
の回転移動で, Dk (k = 1, 2, . . . , n−1)

は Dk+1 に写され, Dn は D1 に写される. また, z 軸を含み,
(

cos θ
sin θ
0

)
を通る平面を H(θ) で表せば, Dk の中心を

通る平面 H
(
π(2k−1)

n

)
と, Dk と Dk+1 の交線を含む平面 H

(
2πk
n

)
(k = 1, 2, . . . , n − 1), Dn と D1 の交線を含む

平面 H(0) に関して D1 ∪ D2 ∪ · · · ∪ Dn は対称である. D1 の H(0) と H
(
π
n

)
にはさまれた部分を E とすれば,

D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn の体積は E の体積の 2n 倍であり, 表面積はD1 の表面に含まれる E の表面の面積の 2n 倍で

ある. D1 の中心
(
R cos πn
R sin π

n
0

)
から xz 平面である H(0) までの距離は R sin

π

n
だから, E は半径が r の半球から, 中

心からの距離が R sin
π

n
である平面に関して中心と反対側の部分を切り取った図形である. この切り取った部分は,

xy 平面の領域 A =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣R sin
π

n
≦ x ≦ r, 0 ≦ y ≦

√
r2 − x2

}
を x軸の回りに回転させて得られる回転体

と合同だから, その体積は
∫ r

R sin π
n

π(r2 − x2) dx = π

[
r2x− x3

3

]r
R sin π

n

=
π

3

(
r −R sin

π

n

)2(
2r +R sin

π

n

)
である.

また, 半径 r の半円 y =
√
r2 − x2 の R sin

π

n
≦ x ≦ r の部分を x軸の回りに回転させて得られる回転面の面積は∫ r

R sin π
n

2πy
√

1 + (y′)2 dx =

∫ r

R sin π
n

2πr dx = 2πr
(
r −R sin

π

n

)
である. 半径が r の半球の体積は

2

3
πr3 だから E

の体積は
2

3
πr3 − π

3

(
r −R sin

π

n

)2(
2r +R sin

π

n

)
=
πR

3
sin

π

n

(
3r2 −R2 sin2

π

n

)
であり, E の赤道面以外の部分の

表面積は 2πr2 だから, E の表面で, D1 の表面に含まれる E の表面の面積は 2πr2−2πr
(
r −R sin

π

n

)
= 2πrR sin

π

n

である. 以上から D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn の体積と表面積は, それぞれ
2πnR

3
sin

π

n

(
3r2 −R2 sin2

π

n

)
, 4πnrR sin

π

n
で

ある.

(11) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ b ≦ x ≦ c, |y| ≦
√
a2 − x2

}
より, 求める面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫ c

b

(∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

a√
a2 − x2 − y2

dy

)
dx =

∫ c

b

[
a sin−1 y√

a2 − x2

]√a2−x2

−
√
a2−x2

dx =

∫ c

b

πa dx = πa(c− b) である.

(12) 極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θ を行うと, D は E = [1, 2] ×
[
0, π2

]
に対応するため, 求める体積

は
∫∫

D

y

x2 + y2
dxdy =

∫∫
E

sin θ drdθ =

∫ π
2

0

(∫ 2

1

sin θ dr

)
dθ =

∫ π
2

0

sin θ dθ = 1 である. また, zx =
−2xy

(x2 + y2)2
,

zy =
x2 − y2

(x2 + y2)2
だから, 与えられた曲面の面積は

∫∫
D

√
1 + (zx)2 + (zy)2dxdy =

∫∫
D

√
1 + (x2 + y2)2

x2 + y2
dxdy =
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∫∫
E

√
1 + r4

r
drdθ =

∫ 2

1

(∫ π
2

0

√
1 + r4

r
dθ

)
dr =

∫ 2

1

π
√
1 + r4

2r
dr で与えられる. ここで t =

√
1 + r4 とおいて置

換積分を行うと, 上式は
∫ √

17

√
2

πt2

4(t2 − 1)
dt =

∫ √
17

√
2

π

8

(
2 +

1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt =

π

8
[2t+ log(t− 1)− log(t+ 1)]

√
17√
2

=
π

8

(
2
√
17− 2

√
2 + log

(
9−

√
17
)
+ log

(
3 + 2

√
2
)
− 3 log 2

)
となる.

(13) 極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θ を行うと, D は E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣ − π
2 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ r ≦ a cos θ
}
に対応

するため, 求める体積は
∫∫

D

1

c
(x2 + y2) dxdy =

∫∫
E

r3

c
drdθ =

∫ π
2

−π
2

(∫ a cos θ

0

r3

c
dr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

a4 cos4 θ

4c
dθ =

a4

2c

∫ π
2

0

cos4 θdθ =
3πa4

32c
である.

3. (1) D は xz平面の曲線 x = log z (1 ≦ z ≦ e) を x軸のまわりに回転させてできる回転体だから, D の体積は∫ e

1

πx2dz =

∫ e

1

π(log z)2dz = [πz(log z)2]e1 −
∫ e

1

2π log zdz = eπ − [2πz log z]e1 +

∫ e

1

2πdz = π(e− 2) である.

(2) a ≦ 0 の場合, E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ a ≦ x ≦ 0, 0 ≦ y ≦ c

a
(a− x)

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ x ≦ b, 0 ≦ y ≦ c

b
(b− x)

}
だから

∫∫
E

(x2 + y2)dxdy =

∫ 0

a

(∫ c
a (a−x)

0

(x2 + y2)dy

)
dx+

∫ b

0

(∫ c
b (b−x)

0

(x2 + y2)dy

)
dx =∫ 0

a

[
x2y +

y3

3

]y= c
a (a−x)

y=0

dx+

∫ b

0

[
x2y +

y3

3

]y= c
b (b−x)

y=0

dx =

∫ 0

a

c(a3c2 − 3a2c2x+ 3a(a2 + c2)x2 − (3a2 + c2)x3)

3a3
dx

+

∫ b

0

c(b3c2 − 3b2c2x+ 3b(b2 + c2)x2 − (3b2 + c2)x3)

3b3
dx =

c(b− a)

12
(a2 + b2 + c2 + ab). a > 0 の場合,

E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ x ≦ a,
c

a
(a− x) ≦ y ≦ c

b
(b− x)

}
∪
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ a ≦ x ≦ b, 0 ≦ y ≦ c

b
(b− x)

}
だから∫∫

E

(x2 + y2)dxdy =

∫ a

0

(∫ c
b (b−x)

c
a (a−x)

(x2 + y2)dy

)
dx+

∫ b

a

(∫ c
b (b−x)

0

(x2 + y2)dy

)
dx =

c(b− a)

12
(a2 + b2 + c2 + ab). 故に, いずれの場合でも D の体積は

c(b− a)

12
(a2 + b2 + c2 + ab) である.

(3) E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 0, 0 ≦ y ≦ coshx
}
とおけば, D の体積は

∫∫
E

y tanhx dxdy =∫ 1

0

(∫ cosh x

0

y tanhx dy

)
dx =

∫ 1

0

(
1

2
coshx sinhx

)
dx =

1

4

∫ 1

0

sinh 2x dx =
1

8
(cosh 2− 1) =

(e2 − 1)2

16e2
.

(4) A =

{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π

2
, 0 ≦ r ≦ 2aθ

π

}
とおき, 写像 φ : A→ E を φ( rθ ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
で定めれば, φ は全

単射で, φ のヤコビ行列式は r である. D の体積は
∫∫∫

D

dxdydz =

∫∫
E

(∫ √
a2−x2−y2

−
√
a2−x2−y2

dz

)
dxdy =∫∫

E

2
√
a2 − x2 − y2 dxdy =

∫∫
A

2r
√
a2 − r2 drdθ =

∫ π
2

0

(∫ 2aθ
π

0

2r
√
a2 − r2 dr

)
dθ =∫ π

2

0

[
−2

3
(a2 − r2)

3
2

]r= 2aθ
π

r=0

dθ =
2a2

3

∫ π
2

0

(
1−

(
1− 4

π2
θ2
) 3

2

)
dθ =

πa2

3

∫ π
2

0

(cos t− cos4 t)dt =
πa2

3

(
1− 3π

16

)
.

(上の計算で, θ =
π

2
sin t と変数転換を行った.)

(5) E =
{(

r
θ
s

)
∈ R3

∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ 2π, |s| ≦ b, 0 ≦ r ≦
√
a2 + s2

}
とおき, 写像 φ : E → D を φ

(
r
θ
s

)
=
(
r cos θ
r sin θ
s

)
で

定めれば, φ は全射で, 体積が 0の部分を除いて単射であり, φ のヤコビ行列式は r である.

さらに A =
{
( rs ) ∈ R2

∣∣ |s| ≦ b, 0 ≦ r ≦
√
a2 + s2

}
とおくと D の体積は

∫∫∫
D

dxdydz =

∫∫∫
E

r drdθds =∫∫
E

(∫ 2π

0

r dθ

)
drds =

∫∫
A

2πr drds =

∫ b

−b

(∫ √
a2+s2

0

2πr dr

)
ds =

∫ π

−b
b(a2 + s2) ds = 2πb

(
a2 +

b2

3

)
.

(6) E =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ 1

}
とおけばD =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣∣ ( xy ) ∈ E, |z| ≦ c
k

√
1− x2

a2
− y2

b2

}
である. 写像
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φ : [0, 1]× [0, 2π] → E を φ( rθ ) =
(
ar cos θ
br sin θ

)
で定めれば, φ は全射で, 面積が 0の部分を除いて単射であり, φ のヤコ

ビ行列式は abr である. D の体積は
∫∫∫

D

dxdydz =

∫∫
E

2c
k

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

2abcr
k
√
1− r2 dθ

)
dr

=

∫ 1

0

4πabcr
k
√
1− r2 dr =

[
−2πabck

k + 1
(1− r2)

k+1
k

]1
0

=
2πabck

k + 1

4. (1) D ∩ E は xz 平面の曲線 x =


√
2z − z2 0 ≦ z ≦ 3

2√
3− z2 3

2 ≦ z ≦
√
3
を z 軸の回りに 1回転した回転体である. 従って,

D ∩ E の体積は
∫ √

3

0

πx2dz =

∫ 3
2

0

π
(
2z − z2

)
dz +

∫ √
3

3
2

π
(
3− z2

)
dz =

[
π

(
z − z3

3

)] 3
2

0

+

[
π

(
3z − z3

3

)]√3

3
2

=

π
(
2
√
3− 3

)
であり, 面積は

∫ √
3

0

2πx

√
1 +

(
dx

dz

)2

dz =

∫ 3
2

0

2π
√

2z − z2

√
1 +

(
1− z√
2z − z2

)2

dz+∫ √
3

3
2

2π
√
3− z2

√
1 +

(
−z√
3− z2

)2

dz =

∫ 3
2

0

2πdz +

∫ √
3

3
2

2
√
3πdz = 3π

(
3−

√
3
)
である.

(2) A =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ 1
}
とおけば, D ∩ E は縦線集合

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ A, |z| ≦
√

4− x2 − y2
}
であ

る.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば A は面積 0 の部分を除いて [0, 1]× [0, 2π] と 1対 1に対

応し, この変数変換のヤコビ行列式は
∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣ = r だから, D ∩ E の体積は
∫∫∫

D∩E
dxdydz =∫∫

A

(∫ √
4−x2−y2

−
√

4−x2−y2
dz

)
dxdy =

∫∫
A

2
√

4− x2 − y2dxdy =

∫∫
[0,1]×[0,2π]

2r
√

4− r2drdθ =∫ 1

0

(∫ 2π

0

2r
√
4− r2dθ

)
dr =

∫ 1

0

4πr
√
4− r2dr =

[
−4π

3

(
4− r2

) 3
2

]1
0

=
4π

3

(
8− 3

√
3
)
である. D の表面と E の

表面の交わりは,平面 z =
√
3と z = −

√
3上にあるため, D∩E の表面のうち, E の表面の部分は, xz平面の直線 x = 1

の −
√
3 ≦ z ≦

√
3 の部分を z 軸の回りに 1回転した円柱面である. 従って, その部分の面積は

∫ √
3

−
√
3

2πdz = 4
√
3π

である. また, D ∩E の表面のうち, D の表面の部分は, xz平面の円 x2 + z2 = 4 の−2 ≦ z ≦ −
√
3 と

√
3 ≦ z ≦ 2

の部分を z軸の回りに 1回転した回転体であるため, その部分の面積は問題 1の (1)の結果から 8π
(
2−

√
3
)
である.

以上から D ∩ E の表面積は 4
√
3π + 8π

(
2−

√
3
)
= 4π

(
4−

√
3
)
である.

(3) D ∩E は xz平面の曲線 x =


√
5− (z − 3)2 3−

√
5 ≦ z ≦ 1, 4 ≦ z ≦ 3 +

√
5

√
z 1 ≦ z ≦ 4

を z軸の回りに 1回転した回

転体だから, D ∩E の体積は
∫ 3+

√
5

3−
√
5

πx2dz =

∫ 1

3−
√
5

π
(
5− (z − 3)2

)
dz +

∫ 4

1

πzdz +

∫ 3+
√
5

4

π
(
5− (z − 3)2

)
dz =[

π

(
5z − (z − 3)3

3

)]1
3−

√
5

+

[
πz2

2

]4
1

+

[
π

(
5z − (z − 3)3

3

)]3+√
5

4

= π

(
20

√
5

3
− 9

2

)
であり, 面積は

∫ 3+
√
5

3−
√
5

2πx

√
1 +

(
dx

dz

)2

dz =

∫ 1

3−
√
5

2π
√
5− (z − 3)2

√√√√1 +

(
−z + 3√

5− (z − 3)2

)2

dz +

∫ 4

1

2π
√
z

√
1 +

(
1

2
√
z

)2

dz+

∫ 3+
√
5

4

2π
√
5− (z − 3)2

√√√√1 +

(
−z + 3√

5− (z − 3)2

)2

dz =

∫ 1

3−
√
5

2
√
5πdz +

∫ 4

1

π
√
4z + 1dz +

∫ 3+
√
5

4

2
√
5πdz =

2
√
5π
(√

5− 2
)
+
[π
6
(4z + 1)

3
2

]4
1
+ 2

√
5π
(√

5− 1
)
= π

(
20 +

17
√
17

6
− 41

√
5

6

)
である.
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(4) D ∩ E は xz 平面の曲線 x =

1 0 ≦ z ≦ 1
√
2− z 1 ≦ z ≦ 2

を z 軸の回りに 1回転した回転体だから, D ∩ E の体積は

∫ 2

0

πx2dz =

∫ 1

0

πdz +

∫ 2

1

π(2− z)dz = π +

[
−π(2− z)2

2

]2
1

=
3π

2
である. D の表面と E の表面の交わりは, 平面

z = 1上にあるため, D∩E の表面のうち, E の表面の部分は, xz平面の直線 x = 1の 0 ≦ z ≦ 1の部分を z軸の回りに

1回転した円柱面と xy平面上の原点を中心とする単位円板である. 従って,その部分の面積は
∫ 1

0

2πdz + π = 3π であ

る. また, D∩E の表面のうち, Dに含まれる部分は, xz平面の放物線x =
√
2− z の 1 ≦ z ≦ 2の部分を z軸の回りに

1回転した回転体であるため, その部分の面積は
∫ 2

1

2πx

√
1 +

(
dx

dz

)2

dz =

∫ 2

1

2π
√
2− z

√
1 +

(
−1

2
√
2− z

)2

dz =∫ 2

1

π
√
9− 4zdz =

[
−π
6
(9− 4z)

3
2

]2
1
=
π

6

(
5
√
5− 1

)
である. 以上から D ∩ E の表面積は 3π +

π

6

(
5
√
5− 1

)
=

π

6

(
5
√
5 + 17

)
である.

(5) D ∩ E は xz 平面の曲線 x =


√
2x 0 ≦ z ≦ 1

√
3− z 1 ≦ z ≦ 3

を z 軸の回りに 1回転した回転体だから, D ∩ E の体積は

∫ 3

0

πx2dz =

∫ 1

0

2πx2dz +

∫ 3

1

π(3− z)dz =

[
2πx3

3

]1
0

+

[
−π(3− z)2

2

]3
1

=
8π

3
である. D の表面と E の表面の交わ

りは,平面 z = 1上にあるため, D∩E の表面のうち, E の表面の部分は, xz平面の直線 x =
√
2z の 0 ≦ z ≦ 1の部分

を z軸の回りに 1回転した円錐面である. 従って,その部分の面積は
∫ 1

0

2πx

√
1 +

(
dx

dz

)2

dz =

∫ 1

0

2
√
6πz =

√
6π で

ある. また, D∩E の表面のうち, D の表面の部分は, xz平面の放物線 x =
√
3− z の 1 ≦ z ≦ 3 の部分を z軸の回り

に 1回転した回転体であるため,その部分の面積は
∫ 3

1

2πx

√
1 +

(
dx

dz

)2

dz =

∫ 3

1

2π
√
3− z

√
1 +

(
−1

2
√
3− z

)2

dz =∫ 3

1

π
√
13− 4zdz =

[
−π
6
(13− 4z)

3
2

]3
1
=

13π

3
である. 以上から D ∩E の表面積は

√
6π+

13π

3
=
π

3

(
3
√
6 + 13

)
で

ある.

(6) A =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ x
}
とおけば, D ∩E は縦線集合

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ A, 0 ≦ z ≦ 1−
√
x2 + y2

}
で

ある.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, −π ≦ θ ≦ π) と変数変換すれば A は面積 0 の部分を除いて rθ平面の縦線集合

B =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣−π
2 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ r ≦ cos θ
}
と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は

∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣ = r

だから, D ∩ E の体積は
∫∫∫

D∩E
dxdydz =

∫∫
A

(∫ 1−
√
x2+y2

0

dz

)
dxdy =

∫∫
A

(
1−

√
x2 + y2

)
dxdy =∫∫

B

r (1− r) drdθ =

∫ π
2

−π
2

(∫ cos θ

0

(
r − r2

)
dr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
r2

2
− r3

3

]r=cos θ

r=0

dθ =

∫ π
2

−π
2

(
cos2 θ

2
− cos3 θ

3

)
dθ =∫ π

2

−π
2

(
1 + cos 2θ

4
− cos θ(1− sin2 θ)

3

)
dθ =

[
θ

4
+

sin 2θ

8
− sin θ

3
+

sin3 θ

9

]π
2

−π
2

=
π

4
− 4

9
である.

D ∩E の表面のうち, E の表面の部分は,
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 = x ≦ (1− z)2, 0 ≦ z ≦ 1
}
だから, xz平面上の縦

線集合 C =
{
( xz ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ z ≦ 1, 0 ≦ x ≦ (1− z)2
}
を考えると, S =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xz ) ∈ C, y =
√
x− x2

}
と

T =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xz ) ∈ C, y = −
√
x− x2

}
の合併集合である. S の面積は

∫∫
C

√
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz =∫∫
C

√
1 +

(
1− 2x

2
√
x− x2

)2

dxdz =

∫ 1

0

(∫ (1−z)2

0

1√
1− (2x− 1)2

dx

)
dz =

∫ 1

0

[
1

2
sin−1(2x− 1)

]x=(1−z)2

x=0

dz =∫ 1

0

1

2
sin−1

(
2z2 − 4z + 1

)
dz +

∫ 1

0

π

4
dz =

[
z − 1

2
sin−1

(
2z2 − 4z + 1

)]1
0

−
∫ 1

0

1− z√
2z − z2

dz +
π

4
=
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π

2
−
[√

2z − z2
]1
0
=
π

2
− 1 であり, T は xz平面に関して S と対称な曲面であるため, その面積は S の面積と等し

い. 従って, D ∩E の表面のうち, E の表面の部分の面積は π− 2 である. D ∩E の表面のうち, D の表面の部分は,

A と円錐面 z = 1 −
√
x2 + y2 で A の上にある部分の合併集合である. A は半径

1

2
の円板だから, その面積は

π

4

であり, 円錐面 z = 1−
√
x2 + y2 で A の上にある部分の面積は,

∫∫
A

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
A

√√√√1 +

(
−x√
x2 + y2

)2

+

(
−y√
x2 + y2

)2

dxdy =
√
2

∫∫
A

dxdy =
√
2(Aの面積) =

√
2π

4
である. 故に D ∩E の

表面のうち, D の表面の部分の面積は
π

4

(
1 +

√
2
)
である. 以上から D ∩ E の表面積は π − 2 +

π

4

(
1 +

√
2
)
=

π

4

(
5 +

√
2
)
− 2 である.

(7) A =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x− a
2

)2
+ y2 ≦ a2

4

}
とおけば, D∩E は縦線集合

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xy ) ∈ A, |z| ≦
√
a2 − x2 − y2

}
である.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, −π ≦ θ ≦ π) と変数変換すれば A は面積 0 の部分を除いて rθ平面の縦線集合

B =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣−π
2 ≦ θ ≦ π

2 , 0 ≦ r ≦ a cos θ
}
と 1対 1に対応し,この変数変換のヤコビ行列式は

∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣ = r

だから, D ∩ E の体積は
∫∫∫

D∩E
dxdydz =

∫∫
A

(∫ √
a2−x2−y2

−
√
a2−x2−y2

dz

)
dxdy =

∫∫
A

2
√
a2 − x2 − y2dxdy =∫∫

B

2r
√
a2 − r2drdθ =

∫ π
2

−π
2

(∫ a cos θ

0

2r
√
a2 − r2dr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
−2

3

(
a2 − r2

) 3
2

]r=a cos θ

r=0

dθ =∫ π
2

−π
2

2a3

3

(
1−

∣∣sin3 θ∣∣) dθ = 4a3

3

∫ π
2

0

(
1− sin θ

(
1− cos2 θ

))
dθ =

4a3

3

[
θ + cos θ − cos3 θ

3

]π
2

0

=
2a3(3π − 4)

9
である.

D∩E の表面のうち, E の表面の部分は,
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x2 + y2 = ax ≦ a2 − z2, −a ≦ z ≦ a
}
だから, xz平面上の縦

線集合C =
{
( xz ) ∈ R2

∣∣∣−a ≦ z ≦ a, 0 ≦ x ≦ a− z2

a

}
を考えると, S =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xz ) ∈ C, y =
√
ax− x2

}
と

T =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ ( xz ) ∈ C, y = −
√
ax− x2

}
の合併集合である. S の面積は

∫∫
C

√
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz =∫∫
C

√
1 +

(
a− 2x

2
√
ax− x2

)2

dxdz =

∫ a

−a

∫ a− z2

a

0

1√
1−

(
2x
a − 1

)2 dx
 dz =

∫ a

−a

[
a

2
sin−1

(
2x

a
− 1

)]x=a− z2

a

x=0

dz =

∫ a

−a

a

2
sin−1

(
1− 2z2

a2

)
dz +

∫ a

−a

πa

4
dz =

∫ a

0

a sin−1

(
1− 2z2

a2

)
dz +

πa2

2
=

[
az sin−1

(
1− 2z2

a2

)]a
0

−∫ a

0

−2az√
a2 − z2

dz +
πa2

2
= −

[
2a
√
a2 − z2

]a
0
= 2a2 であり, T は xz平面に関して S と対称な曲面であるため,その面

積は S の面積と等しい. 従って, D∩E の表面のうち, E の表面の部分の面積は 4a2 である. D∩E の表面のうち, Dの

表面の部分は, A の上下にある半球面 z =
√
a2 − x2 − y2, z = −

√
a2 − x2 − y2 の部分の合併集合である. 上と同様

の変数変換を行えば, 半球面 z =
√
a− x2 − y2 で Aの上にある部分の面積は,

∫∫
A

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
A

√√√√1 +

(
−x√

a2 − x2 − y2

)2

+

(
−y√

a2 − x2 − y2

)2

dxdy =

∫∫
A

a√
a2 − x2 − y2

dxdy =

∫∫
B

ar√
a2 − r2

drdθ =∫ π
2

−π
2

(∫ a cos θ

0

ar√
a2 − r2

dr

)
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
−a
√
a2 − r2

]r=a cos θ

r=0
dθ =

∫ π
2

−π
2

a2(1− | sin θ|)dθ = 2

∫ π
2

0

a2(1− sin θ)dθ =

2
[
a2(θ + cos θ)

]π
2

0
=a2(π − 2)である. 半球面 z = −

√
a− x2 − y2でAの下にある部分は,半球面 z =

√
a− x2 − y2

で A の上にある部分と xy平面に関して対称な曲面であるため, その面積は半球面 z =
√
a− x2 − y2 で A の上に

ある部分の面積と等しい. 故に D ∩E の表面のうち, D の表面の部分の面積は 2a2(π− 2) である. 以上から D ∩E
の表面積は 4a2 + 2a2(π − 2) = 2πa2 である.
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(8) r ≦
√
a2 +R2 より,

√
r2 − x2 ≦

√
a2 +R2 − x2 ≦ a +

√
R2 − x2 であり, a −

√
R2 − x2 ≦

√
r2 − x2 を満た

す x の範囲は, この不等式の両辺を 2乗することにより, |x| ≦
√
R2 −

(
a2+R2−r2

2a

)2
であることがわかる. 従って,

D∩E は xy平面上の縦線集合 A =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ |x| ≦√R2 −
(
a2+R2−r2

2a

)2
, a−

√
R2 − x2 ≦ y ≦

√
r2 − x2

}
を x

軸のまわりに 1回転して得られる回転体である. よって, この回転体の体積は以下の積分で与えられる.

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
π
(√

r2 − x2
)2
dx−

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
π
(
a−

√
R2 − x2

)2
dx

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
π
(√

r2 − x2
)2
dx = 2

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

0

π
(
r2 − x2

)
dx = 2π

[
r2x− x3

3

]√R2−
(
a2+R2−r2

2a

)2

0

=

2π

3

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2
(
3r2 −R2 +

(
a2 +R2 − r2

2a

)2
)
.

∫
2
√
R2 − x2dx = R2 sin−1 x

R
+ x
√
R2 − x2 より

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
π
(
a−

√
R2 − x2

)2
dx = 2

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

0

π
(
a2 +R2 − x2 − 2a

√
R2 − x2

)
dx =

2π

[
(a2 +R2)x− x3

3
− aR2 sin−1 x

R
− ax

√
R2 − x2

]√R2−
(
a2+R2−r2

2a

)2

0

=

2π

3

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2
(
3a2 + 2R2 +

(
a2 +R2 − r2

2a

)2
)

− 2πaR2 sin−1

√
1−

(
a2 +R2 − r2

2aR

)2

−

π
(
a2 +R2 − r2

)√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

となるため, D ∩ E の体積は

2πaR2 sin−1

√
1−

(
a2 +R2 − r2

2aR

)2

− π
(
a2 +R2 − r2

)√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

で与えられる.

D∩Eの表面のうち, Eの表面の部分は, xy平面の半円 y =
√
r2 − x2の |x| ≦

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

の部分をx

軸の回りに 1回転した回転体であるため,その部分の面積は問題 1の (1)の結果から 4πr

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

であ

る. また,D∩Eの表面のうち,Dの表面の部分は, xy平面の半円 y = a−
√
R2 − x2の |x| ≦

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

の部分を x軸の回りに 1回転した回転体であるため, その部分の面積は
∫ √

R2−
(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
2πy

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

−
√
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2
2π
(
a−

√
R2 − x2

)√
1 +

(
x√

R2 − x2

)2

dx = 4πR

∫ √
R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

0

(
a√

R2 − x2
− 1

)
dx =

4πR
[
a sin−1 x

R
− x
]√R2−

(
a2+R2−r2

2a

)2

0
=4πaR sin−1

√
1−
(
a2 +R2 − r2

2aR

)2

−4πR

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

である.

以上から D ∩ E の表面積は 4πaR sin−1

√
1−
(
a2 +R2 − r2

2aR

)2

+ 4π(r −R)

√
R2 −

(
a2 +R2 − r2

2a

)2

である.
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5. (1) fr, fθ : [0, a]× [0, 2π] → R3 を fr(
r
θ ) =

(
cos θ
sin θ
0

)
, fθ(

r
θ ) =

(−r sin θ
r cos θ
c

)
によって定めれば, 求める面積は∫∫

[0,a]×[0,2π]

∥fr( rθ )× fθ(
r
θ )∥ drdθ =

∫ a

0

(∫ 2π

0

√
c2 + r2dθ

)
dr =

∫ a

0

2π
√
c2 + r2dr

= π
[
r
√
c2 + r2 + c2 log

(
r +

√
c2 + r2

)]a
0

= π
(
a
√
c2 + a2 + c2 log

(
a+

√
c2 + a2

)
− c2 log |c|

)
.

(2) D =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ r ≦ 2π, r ≦ θ ≦ 2π, θ ̸= π
2 ,

3π
2

}
とおき, fr, fθ : D → R3 を fr(

r
θ ) =

(
cos θ
sin θ
0

)
, fθ(

r
θ ) =(−r sin θ

r cos θ
1

)
によって定めれば, 求める面積は∫∫
D

∥fr( rθ )× fθ(
r
θ )∥ drdθ =

∫ 2π

0

(∫ 2π

r

√
1 + r2dθ

)
dr =

∫ 2π

0

2π
√
1 + r2dr −

∫ 2π

0

r
√
1 + r2dr

= π
[
r
√
1 + r2 + log

(
r +

√
1 + r2

)]2π
0

−
[
1

3
(1 + r2)

3
2

]2π
0

= π log
(
2π +

√
1 + 4π2

)
+

1

3
(2π2 − 1)

√
1 + 4π2 +

1

3
.

(3) D =
{
( st ) ∈ R2

∣∣ s2 + t2 ≦ 1
}
とおき, 写像 fs, ft : D → R3 を fs(

s
t ) =

(
1
t
1

)
, ft(

s
t ) =

(
1
s
−1

)
で定める.s = r cos θ

t = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて [0, 1]× [0, 2π] と 1対 1に対応

し, この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は∫∫
D

∥fs( st )× ft(
s
t )∥ dsdt =

∫∫
D

√
2s2 + 2t2 + 4 dsdt =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

√
2r
√
2 + r2dθ

)
dr =

∫ 1

0

2
√
2πr

√
2 + r2dr

=

[
2
√
2π

3
(2 + r2)

3
2

]1
0

= π

(
2
√
6− 8

3

)
.

(4) fr, fθ : [0, 1]× [0, 2π] → R3 を fr(
r
θ ) =

(
a cos θ
b sin θ

r(a cos2 θ+b sin2 θ)

)
, fθ(

r
θ ) =

(
−ar sin θ
br cos θ

r2(b−a) sin θ cos θ

)
で定めれば, 求める面

積は ∫∫
[0,1]×[0,2π]

∥fr( rθ )× fθ(
r
θ )∥ drdθ =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

abr
√
1 + r2dθ

)
dr =

∫ 1

0

2πabr
√
1 + r2dr

=

[
2πab

3
(1 + r2)

3
2

]1
0

=
2πab

3

(
2
√
2− 1

)
.

(5) D =
{
( st ) ∈ R2

∣∣ s2 + t2 ≦ 1
}
とおき, 写像 fs, ft : D → R3 を fs(

s
t ) =

( 2s√
2t
0

)
, ft(

s
t ) =

( 0√
2s
2t

)
で定める.

( st ) , (
u
v ) ∈ D が f( st ) = f( uv ) を満たすならば ( uv ) = ± ( st ) だから, f は D の部分集合 E = { ( st ) ∈ D| s ≧ 0} を

与えられた曲面の上に面積 0 の部分を除いて, 1対 1に写す.

s = r cos θ

t = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれ

ば E は面積 0 の部分を除いて [0, 1] × [0, π] と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って,

求める面積は∫∫
E

∥fs( st )× ft(
s
t )∥ dsdt =

∫∫
E

2
√
2(s2 + t2)dsdt =

∫ 1

0

(∫ π

0

2
√
2r3dθ

)
dr =

∫ 1

0

2
√
2πr3dr =

π√
2
.

6. 与えられた曲線は θ を媒介変数として

x = a(1 + cos θ) cos θ

y = a(1 + cos θ) sin θ
と表される. 与えられた曲線は x 軸に関し

て対称だから, 0 ≦ θ ≦ π の部分を x軸の回りに回転させればよい. x 軸を軸として角度 φ の回転を表す行列は
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1 0 0

0 cosφ − sinφ

0 sinφ cosφ

 だから, x軸に垂直な平面上 x = a(1 + cos θ) cos θ の点

a(1 + cos θ) cos θ

a(1 + cos θ) sin θ

0

 を x 軸を軸

として角度 φ だけ回転させた点は

1 0 0

0 cosφ − sinφ

0 sinφ cosφ


a(1 + cos θ) cos θ

a(1 + cos θ) sin θ

0

 =

 a(1 + cos θ) cos θ

a(1 + cos θ) sin θ cosφ

a(1 + cos θ) sin θ sinφ

 であ
る. 従って, 与えられた曲線を x軸を軸として 1回転して得られる回転体は f

(
θ
φ

)
=

(
a(1+cos θ) cos θ

a(1+cos θ) sin θ cosφ
a(1+cos θ) sin θ sinφ

)
で与え

られる写像 f : [0, π] × [0, 2π] → R3 によってパラメータ表示される曲面である. fθ, fφ : [0, π] × [0, 2π] → R3 を

fθ
(
θ
φ

)
=

(
−a sin θ(2 cos θ+1)

a(1+cos θ)(2 cos θ−1) cosφ
a(1+cos θ)(2 cos θ−1) sinφ

)
, fφ

(
θ
φ

)
=

(
0

−a(1+cos θ) sin θ sinφ
a(1+cos θ) sin θ cosφ

)
で定めれば, 求める面積は

∫∫
[0,π]×[0,2π]

∥∥fθ( θφ )× fφ
(
θ
φ

)∥∥ drdθ = ∫ π

0

(∫ 2π

0

√
2a2 sin θ(1− cos θ)

3
2 dφ

)
dθ =

∫ π

0

16πa2 sin4
θ

2
cos

θ

2
dθ

=

∫ 1

0

32πa2t5 dt =
32πa2

5
.

7. (1) R2 の領域 E を E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, (xk + yk)n ≦ αakn−2xkn−2 + βbkn−2ykn−2
}
で定め, まず

E の面積を求める. ( rt ) ∈ [0,∞)×
[
0, π2

]
を
(
r(cos2 t)

1
k

r(sin2 t)
1
k

)
に写す写像は

A =

{
( rt ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ t ≦ π

2
, 0 ≦ r ≦

√
αakn−2(cos2 t)n−

2
k + βbkn−2(sin2 t)n−

2
k

}
を E に写し, 原点を除けば単射である. この写像のヤコビ行列式は以下で与えられる.∣∣∣∣∣(cos2 t)

1
k − 2r

k sin t(cos2 t)
1
k−

1
2

(sin2 t)
1
k

2r
k cos t(sin2 t)

1
k−

1
2

∣∣∣∣∣ = 2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2

第 12回の問題 4.(1)の結果から E の面積は以下のようになる.∫∫
E

dxdy =

∫∫
A

2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 drdt

=

∫ π
2

0

∫
√
αakn−2(cos2 t)n− 2

k+βbkn−2(sin2 t)n− 2
k

0

2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 dr

dt
=

∫ π
2

0

1

k

(
αakn−2(cos2 t)n−

2
k + βbkn−2(sin2 t)n−

2
k

)
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 dt

=
αakn−2

k

∫ π
2

0

cos2n−
2
k−1 t sin

2
k−1 t dt+

βbkn−2

k

∫ π
2

0

cos
2
k−1 t sin2n−

2
k−1 t dt

=
αakn−2

2k
B

(
n− 1

k
,
1

k

)
+
βbkn−2

2k
B

(
1

k
, n− 1

k

)
=
αakn−2 + βbkn−2

2k
B

(
n− 1

k
,
1

k

)
( xy ) を ( axby ) に写す R2 の 1 次変換によって E は D に写され, 領域の面積は ab 倍されるため, D の面積は
αakn−1b+ βabkn−1

2k
B

(
n− 1

k
,
1

k

)
である.

(2) R2 の領域 E を E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, (x+ y)n ≦ αn−2an−2xn−2 − βn−2bn−2yn−2
}
で定め, まず

E の面積を求める. µ =

√
aα

bβ
とおけば, αn−2an−2(cos2 t)n−2 − βn−2bn−2(sin2 t)n−2 ≧ 0 を満たす 0 ≦ t ≦ π

2
の

範囲は 0 ≦ t ≦ tan−1µ である. ( rt ) ∈ [0,∞)×
[
0, π2

]
を
(
r cos2 t
r sin2 t

)
に写す写像は

A =

{
( rt ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ t ≦ tan−1µ, 0 ≦ r ≦
√
αn−2an−2(cos2 t)n−2 − βn−2bn−2(sin2 t)n−2

}
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を E に写し, 原点を除けば単射である. この写像のヤコビ行列式は以下で与えられる.∣∣∣∣∣cos2 t −2r sin t cos t

sin2 t 2r cos t sin t

∣∣∣∣∣ = 2r cos t sin t

E の面積は, 第 2回の問題 2.(5), (6)と µ2 =
aα

bβ
より

∫∫
E

dxdy =

∫∫
A

2r cos t sin t drdt =

∫ tan−1µ

0

(∫ √
αn−2an−2(cos2 t)n−2−βn−2bn−2(sin2 t)n−2

0

2r cos t sin t dr

)
dt

=

∫ tan−1µ

0

(
αn−2an−2(cos2 t)n−2 − βn−2bn−2(sin2 t)n−2

)
cos t sin t dt

= αn−2an−2

∫ tan−1µ

0

cos2n−3 t sin t dt− βn−2bn−2

∫ tan−1µ

0

sin2n−3 t cos t dt

= αn−2an−2

∫ 1

cos(tan−1µ)

s2n−3 ds− βn−2bn−2

∫ sin(tan−1µ)

0

s2n−3 ds

=
βn−2bn−2µ2n−4

2n− 2

(
1− 1

(1 + µ2)n−2

)
=
αn−2an−2

2n− 2

(
1− βn−2bn−2

(αa+ βb)
n−2

)
である. ( xy ) を ( axby ) に写す R2 の 1次変換によって E は D に写され, 領域の面積は ab 倍されるため, D の面積

は
αn−2an−1b

2n− 2

(
1− βn−2bn−2

(αa+ βb)
n−2

)
である.

(3) R2 の領域 E を E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, (x2 + y2)n ≦ α2n−2a2n−2x2n−2 − β2n−2b2n−2y2n−2
}
で定

め,まず E の面積を求める. µ =
αa

βb
とおけば, α2n−2a2n−2 cos2n−2 t−β2n−2b2n−2 sin2n−2 t ≧ 0を満たす 0 ≦ t ≦ π

2
の範囲は 0 ≦ t ≦ tan−1µ である. ( rt ) ∈ [0,∞)×

[
0, π2

]
を ( r cos tr sin t ) に写す写像は

A =

{
( rt ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ t ≦ tan−1µ, 0 ≦ r ≦
√
α2n−2a2n−2 cos2n−2 t− β2n−2b2n−2 sin2n−2 t

}
を E に写し, 原点を除けば単射である. この写像のヤコビ行列式は r であり, 第 9回の問題 6と第 2回の問題 2.(5),

(6)の結果から E の面積は以下のようになる.∫∫
E

dxdy =

∫∫
A

r drdt =

∫ tan−1µ

0

(∫ √
α2n−2a2n−2 cos2n−2 t−β2n−2b2n−2 sin2n−2 t

0

r dr

)
dt

=

∫ tan−1µ

0

1

2

(
α2n−2a2n−2 cos2n−2 t− β2n−2b2n−2 sin2n−2 t

)
dt

=
α2n−2a2n−2

2

∫ tan−1µ

0

cos2n−2 t dt− β2n−2b2n−2

2

∫ tan−1µ

0

sin2n−2 t dt

=
α2n−2a2n−2

2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

(
tan−1 µ+

n−1∑
i=1

(2i− 2)!!µ

(2i− 1)!!(1 + µ2)i

)

− β2n−2b2n−2

2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

(
tan−1 µ−

n−1∑
i=1

(2i− 2)!!µ2i−1

(2i− 1)!!(1 + µ2)i

)
( xy ) を ( axby ) に写す R2 の 1次変換によって E は D に写され, 領域の面積は ab 倍されるため, D の面積は

(2n− 3)!!

2(2n− 2)!!

(
(α2n−2a2n−1b− β2n−2ab2n−1) tan−1µ+

n−1∑
i=1

(2i− 2)!!
(
α2n−2a2n−1bµ+ β2n−2ab2n−1µ2i−1

)
(2i− 1)!!(1 + µ2)i

)

である. 上式に µ =
αa

βb
を代入して整理すれば次のようになる.

(2n− 3)!!

2(2n− 2)!!

(
(α2n−2a2n−1b− β2n−2ab2n−1) tan−1

(
αa

βb

)
+

n−1∑
i=1

(2i− 2)!!
(
α2n−1β2i−1a2nb2i + α2i−1β2n−1a2ib2n

)
(2i− 1)!!(α2a2 + β2b2)

i

)
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(4) R2 の領域 E を E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ (x2 + y2)n ≦ α2n−1a2n−1x2n−1 + β2n−1b2n−1y2n−1
}
で定め, まず E の

面積を求める. µ =
αa

βb
とおけば, α2n−1a2n−1 cos2n−1 t+ β2n−1b2n−1 sin2n−1 t ≧ 0 を満たす −π ≦ t ≦ π の範囲は

− tan−1µ ≦ t ≦ π − tan−1µ である. ( rt ) ∈ [0,∞)× (−π, π) を ( r cos tr sin t ) に写す写像は

A =
{
( rt ) ∈ R2

∣∣− tan−1µ ≦ t ≦ π − tan−1µ, 0 ≦ r ≦ α2n−1a2n−1 cos2n−1 t+ β2n−1b2n−1 sin2n−1 t
}

を E に写し, 原点を除けば単射である. この写像のヤコビ行列式は r であり, 問題 2.(5), (6)の結果から∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

cos2k t dt =

∫ π

0

cos2k(t− tan−1µ) dt =

∫ π

0

(cos t cos(tan−1µ) + sin t sin(tan−1µ))2kdt

=

2k∑
i=0

(
2k

i

)
µi

(1 + µ2)k

∫ π

0

cos2k−i t sini t dt

=

2k∑
i=0

(
2k

i

)
µi

(1 + µ2)k

(∫ π
2

0

cos2k−i t sini t dt+ (−1)i
∫ π

2

0

cosi t sin2k−i t dt

)

=

k∑
i=0

(
2k

2i

)
π(2k − 1− 2i)!!(2i− 1)!!µ2i

(2k)!!(1 + µ2)k∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

sin2k t dt =

∫ π

0

sin2k(t− tan−1µ) dt =

∫ π

0

(sin t cos(tan−1µ)− cos t sin(tan−1µ))2kdt

=

2k∑
i=0

(
2k

i

)
(−1)iµi

(1 + µ2)2n−1

∫ π

0

cosi t sin2k−i t dt

=

2k∑
i=0

(
2k

i

)
(−1)iµi

(1 + µ2)2n−1

(∫ π
2

0

cosi t sin2k−i t dt+ (−1)i
∫ π

2

0

cos2k−i t sini t dt

)

=

k∑
i=0

(
2k

2i

)
π(2k − 1− 2i)!!(2i− 1)!!µ2i

(2k)!!(1 + µ2)k∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

sin2n−1 2t dt =

∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

(1− cos2 2t)n−1 sin 2t dt = 0

だから E の面積は以下のようになる.∫∫
E

dxdy =

∫∫
A

r drdt =

∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

(∫ α2n−1a2n−1 cos2n−1 t+β2n−1b2n−1 sin2n−1 t

0

r dr

)
dt

=

∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

1

2

(
α2n−1a2n−1 cos2n−1 t+ β2n−1b2n−1 sin2n−1 t

)2
dt

=

∫ π−tan−1µ

− tan−1µ

(
α4n−2a4n−2

2
cos4n−2 t+

α2n−1β2n−1a2n−1b2n−1

22n−1
sin2n−1 2t+

β4n−2b4n−2

2
sin4n−2 t

)
dt

=
(
α4n−2a4n−2 + β4n−2b4n−2

) 2n−1∑
i=0

(
4n− 2

2i

)
π(4n− 3− 2i)!!(2i− 1)!!µ2i

2(4n− 2)!!(1 + µ2)2n−1

ここで, ( xy ) を ( axby ) に写す R2 の 1次変換によって E は D に写され, 領域の面積は ab 倍されるため, D の面積は

(
α4n−2a4n−1b+ β4n−2ab4n−1

) 2n−1∑
i=0

(
4n− 2

2i

)
π(4n− 3− 2i)!!(2i− 1)!!µ2i

(4n− 2)!!(1 + µ2)2n−1

である. 上式に µ =
αa

βb
を代入して整理すれば次のようになる.

(
α4n−2a4n−2 + β4n−2b4n−2

) 2n−1∑
i=0

(
4n− 2

2i

)
π(4n− 3− 2i)!!(2i− 1)!!α2iβ4n−2−2ia2i+1b4n−1−2i

2(4n− 2)!!(α2a2 + β2b2)2n−1
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(5) R2 の領域 E を E =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, (xk + yk)n ≦ αalbmxlym
}
で定め, まず E の面積を求める.

( rt ) ∈ [0,∞)×
[
0, π2

]
を
(
r(cos2 t)

1
k

r(sin2 t)
1
k

)
に写す写像は

A =

{
( rt ) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≦ t ≦ π

2
, 0 ≦ r ≦

(
αalbm(cos2 t)

l
k (sin2 t)

m
k

) 1
kn−l−m

}
を E に写し, 原点を除けば単射である. この写像のヤコビ行列式は以下で与えられる.∣∣∣∣∣(cos2 t)

1
k − 2r

k sin t(cos2 t)
1
k−

1
2

(sin2 t)
1
k

2r
k cos t(sin2 t)

1
k−

1
2

∣∣∣∣∣ = 2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2

第 12回の問題 4.(1)の結果から E の面積は以下のようになる.∫∫
E

dxdy =

∫∫
A

2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 drdt

=

∫ π
2

0

∫
(
αalbm(cos2 t)

l
k (sin2 t)

m
k

) 1
kn−l−m

0

2r

k
(cos2 t)

1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 dr

dt
=

∫ π
2

0

1

k

(
αalbm(cos2 t)

l
k (sin2 t)

m
k

) 2
kn−l−m

(cos2 t)
1
k−

1
2 (sin2 t)

1
k−

1
2 dt

=

(
αalbm

) 2
kn−l−m

k

∫ π
2

0

cos
2kn+2l−2m
k(kn−l−m)

−1 t sin
2kn−2l+2m
k(kn−l−m)

−1 t dt

=

(
αalbm

) 2
kn−l−m

2k
B

(
kn+ l −m

k(kn− l −m)
,
kn− l +m

k(kn− l −m)

)
( xy ) を ( axby ) に写す R2 の 1 次変換によって E は D に写され, 領域の面積は ab 倍されるため, D の面積は

ab
(
αalbm

) 2
kn−l−m

2k
B

(
kn+ l −m

k(kn− l −m)
,
kn− l +m

k(kn− l −m)

)
である.

8. f : R3 → R3 を f
(
u
v
w

)
=

(
u3

v3

w3

)
により定めると, f

(
u
v
w

)
∈ D であるためには u2+v2+w2 ≦ a

2
3 であることが必

要十分である. 従って E =
{(

u
v
w

)
∈ R3

∣∣∣ u2 + v2 + w2 ≦ a
2
3

}
とおけば, f は E をDの上に 1対 1に写す. f ′

(
u
v
w

)
=(

3u2 0 0
0 3v2 0
0 0 3w2

)
だから det f ′

(
u
v
w

)
= 27u2v2w2である. 従って, Dの体積は,

∫∫∫
D

dxdydz =

∫∫∫
E

27u2v2w2dudvdw

である. そこで u = r sin θ cosφ, v = r sin θ sinφ, w = r cos θ (r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π)とおくと,
(
u
v
w

)
∈ E で

あるためには 0 ≦ r ≦ a
1
3 , 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π であることが必要十分である. よって, F =

[
0, a

1
3

]
× [0, π]× [0, 2π]

とおけば
∫∫∫

E

27u2v2w2dudvdw =∫∫∫
F

27r8 sin5 θ cos2 θ cos2 φ sin2 φdrdθdφ =

∫ a
1
3

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

27

4
r8 sin5 θ cos2 θ sin2 2φdφ

)
dθ

)
dr =∫ a

1
3

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

27

8
r8 sin5 θ cos2 θ(1− cos 4φ)dφ

)
dθ

)
dr =

∫ a
1
3

0

(∫ π

0

27π

4
r8 sin5 θ cos2 θdθ

)
dr =∫ a

1
3

0

(∫ π

0

27π

4
r8
(
1− cos2 θ

)2
cos2 θ sin θdθ

)
dr =

∫ a
1
3

0

(∫ π

0

27π

4
r8
(
cos2 θ − 2 cos4 θ + cos6 θ

)
sin θdθ

)
dr =∫ a

1
3

0

[
27π

4
r8
(
−1

3
cos3 θ +

2

5
cos5 θ − 1

7
cos7 θ

)]θ=π
θ=0

dr =

∫ a
1
3

0

36π

35
r8dr =

4π

35
a3となり, 求める体積は

4π

35
a3 であ

る.

第一象限にある D の表面を S とすれば, D の対称性から D の表面積は S の面積の 8 倍である. E ={
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, x
2
3 + y

2
3 ≦ a

2
3

}
とおけば S は E で定義された関数 z =

(
a

2
3 − x

2
3 − y

2
3

) 3
2

のグラフ
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である.
∂z

∂x
= −x− 1

3

√
a

2
3 − x

2
3 − y

2
3 ,
∂z

∂y
= −y− 1

3

√
a

2
3 − x

2
3 − y

2
3 だから S の面積 |S| は

|S| =
∫∫

E

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂x

)2

dxdy =

∫∫
E

√
1 +

(
x−

2
3 + y−

2
3

)(
a

2
3 − x

2
3 − y

2
3

)
dxdy · · · (i)

で与えられる. x = u3, y = v3 と変数変換すれば, ( xy ) ∈ E であるためには, u ≧ 0, v ≧ 0, u2 + v2 ≦ a
2
3 であること

が必要十分である. この変数変換のヤコビ行列式は 9u2v2 だから, F =
{
( uv ) ∈ R2

∣∣∣u ≧ 0, v ≧ 0, u2 + v2 ≦ a
2
3

}
と

おけば (i)により, S の面積は
∫∫

F

9uv

√
u2v2 + (u2 + v2)

(
a

2
3 − u2 − v2

)
dudv で与えられる. さらに u = r cos θ,

v = r sin θ (r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば ( uv ) ∈ F であるためには 0 ≦ r ≦ a
1
3 , 0 ≦ θ ≦ π

2
であることが

必要十分である. 従って, A =

√
4a

2
3

r2
− 3 に対して公式

∫ √
A2 − x2dx =

A2

2
sin−1 x

A
+

1

2
x
√
A2 − x2 を用いると

|S| =
∫∫

[
0,a

1
3

]
×[0,π2 ]

9r4 cos θ sin θ

√
a

2
3 − r2(1− cos2 θ sin2 θ)drdθ

=

∫ a
1
3

0

(∫ π
2

0

9

4
r4 sin 2θ

√
4a

2
3 − r2(3 + cos2 2θ)dθ

)
dr

=

∫ a
1
3

0

(∫ 1

−1

9

8
r4
√
4a

2
3 − r2(3 + t2)dt

)
dr =

∫ a
1
3

0

∫ 1

−1

9

8
r5

√
4a

2
3

r2
− 3− t2dt

 dr

=

∫ a
1
3

0

[(
9a

2
3 r3

4
− 27r5

16

)
sin−1 rt√

4a
2
3 − 3r2

+
9tr4

16

√
4a

2
3 − r2(3 + t2)

]t=1

t=−1

dr

=
9

8

∫ a
1
3

0

((
4a

2
3 r3 − 3r5

)
sin−1 r√

4a
2
3 − 3r2

+ 2r4
√
a

2
3 − r2

)
dr · · · (ii)

である. x =
r√

4a
2
3 − 3r2

とおけば, r2 =
4a

2
3x2

3x2 + 1
=

4a
2
3

3

(
1− 1

3x2 + 1

)
, rdr =

4a
2
3x

(3x2 + 1)2
dx であり, r が 0 か

ら a
1
3 まで動くとき, x は 0 から 1 まで動くため, 第 11回の演習問題の 2の (4)の結果を用いれば

∫ a
1
3

0

(
4a

2
3 r3 − 3r5

)
sin−1 r√

4a
2
3 − 3r2

dr = 64a2
∫ 1

0

(
x3

(3x2 + 1)3
− 3x5

(3x2 + 1)4

)
sin−1 xdx

= 64a2
∫ 1

0

x3 sin−1 x

(3x2 + 1)4
dx =

41πa2

432
· · · (iii)

となる. また, r = a
1
3 sin θ とおけば dr = a

1
3 cos θdθ であり, θ が 0 から

π

2
まで動くとき, r は 0 から a

1
3 ま

で動くため,

∫ a
1
3

0

r4
√
a

2
3 − r2dr =

∫ π
2

0

a2 sin4 θ cos2 θdθ = a2
3!!1!!

6!!

π

2
=
πa2

32
である. 故に (ii)と (iii)から |S| =

41πa2

384
+

9πa2

128
=

17πa2

96
となるため, 求める面積は 8|S| = 17πa2

12
である.

9. (1) R3 の点
(
x
y
z

)
が (x2 + y2)

1
3 + z

2
3 = a

2
3 で与えられる曲面 S 上にあるためには x2 + y2 ≦ a2 かつ

z = ±
(
a

2
3 − (x2 + y2)

1
3

) 3
2

を満たすことが必要十分である. S+ を S の z 座標が 0 以上である点全体からなる部

分, S− を S の z座標が 0 以下である点全体からなる部分とすれば, これらの面積は等しく, S の面積はこれらの面

積の和になる. z =
(
a

2
3 − (x2 + y2)

1
3

) 3
2

ならば

∂z

∂x
= −x(x2 + y2)−

2
3

√
a

2
3 − (x2 + y2)

1
3 ,

∂z

∂y
= −y(x2 + y2)−

2
3

√
a

2
3 − (x2 + y2)

1
3
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だから, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≦ a2
}
とおくと S+ の面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
D

a
1
3 (x2 + y2)−

1
6 dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分

を除いてE = [0, a]× [0, 2π] と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r だから
∫∫

D

a
1
3 (x2 + y2)−

1
6 dxdy =∫∫

E

a
1
3 r−

1
3 rdrdθ =

∫ 2π

0

(∫ a

0

a
1
3 r

2
3 dr

)
dθ =

∫ 2π

0

[
3

5
a

1
3 r

5
3

]a
0

dθ =

∫ 2π

0

3

5
a2dθ =

6πa2

5
となるため, S+ の面積は

6πa2

5
である. 従って S の面積は

12πa2

5
である.

(2) R3 の点
(
x
y
z

)
が (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2) で与えられる曲面 S 上にあるためには x2 + y2 ≦ a2 かつ

z = ±
√
a
√
x2 + y2 − x2 − y2 を満たすことが必要十分である. S+ を S の z 座標が 0 以上である点全体からなる

部分, S− を S の z座標が 0 以下である点全体からなる部分とすれば, これらの面積は等しく, S の面積はこれらの

面積の和になる. z =
√
a
√
x2 + y2 − x2 − y2 ならば

∂z

∂x
=

ax− 2x
√
x2 + y2

2
√
a(x2 + y2)

3
2 − (x2 + y2)2

,
∂z

∂y
=

ay − 2y
√
x2 + y2

2
√
a(x2 + y2)

3
2 − (x2 + y2)2

だから, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≦ a2
}
とおくと S+ の面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

1

2

∫∫
D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 + y2)
3
2 − (x2 + y2)2

dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D

は面積 0 の部分を除いて E = [0, 2π]× [0, a] と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r だから∫∫
D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 + y2)
3
2 − (x2 + y2)2

dxdy =

∫∫
E

√
a2r

a− r
drdθ =

∫ a

0

(∫ 2π

0

√
a2r

a− r
dθ

)
dr = 2π

∫ a

0

a

√
r

a− r
dr.

t =

√
r

a− r
とおけば, r が 0から aまで動くと tは 0から∞まで動き, r =

at2

1 + t2
だから dr =

2at

(1 + t2)2
dtである.

従って
∫ a

0

a

√
r

a− r
dr =

∫ ∞

0

2a2t2

(1 + t2)2
dtとなり,さらに t = tanφとおいて置換積分を行えば, tは 0から

π

2
まで動

き, dt =
dφ

cos2 φ
だから

∫ ∞

0

2a2t2

(1 + t2)2
dt =

∫ π
2

0

2a2 sin2 φdφ =

∫ π
2

0

a2(1− cos 2φ)dφ =

[
a2φ− a2 sin 2φ

2

]π
2

0

=
πa2

2

である. 故に
∫∫

D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 + y2)
3
2 − (x2 + y2)2

dxdy = π2a2 となるため, S+ の面積は
π2a2

2
である. ここで, S の

面積は S+ の面積の 2倍だから, 求める S の面積は π2a2 である.

(3)R3の点
(
x
y
z

)
が (x2+y2+z2)2 = a2(x2−y2)で与えられる曲面 S 上にあるためには x2 ≧ y2, x2+y2 ≦ a

√
x2 − y2

かつ z = ±
√
a
√
x2 − y2 − x2 − y2 を満たすことが必要十分である. S+ を S の z 座標が 0 以上である点全体か

らなる部分, S− を S の z 座標が 0 以下である点全体からなる部分とすれば, これらの面積は等しく, S の面積

はこれらの面積の和になる. さらに T+ を S+ の x座標が 0 以上である点全体からなる部分, T− を S+ の x座

標が 0 以下である点全体からなる部分とすれば, これらの面積は等しく, S+ の面積はこれらの面積の和になる.

z =
√
a
√
x2 − y2 − x2 − y2 ならば

∂z

∂x
=

ax− 2x
√
x2 − y2

2
√
a(x2 − y2)

3
2 − x4 + y4

,
∂z

∂y
=

−ay − 2y
√
x2 − y2

2
√
a(x2 − y2)

3
2 − x4 + y4

402



だから, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣x ≧ 0, x2 ≧ y2, x2 + y2 ≦ a
√
x2 − y2

}
とおくと T+ の面積は∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
1

2

∫∫
D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 − y2)
3
2 − x4 + y4

dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0,

−π ≦ θ ≦ π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いてE =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣−π
4
≦ θ ≦ π

4
, 0 ≦ r ≦ a

√
cos 2θ

}
と

1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r だから
∫∫

D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 − y2)
3
2 − x4 + y4

dxdy =∫∫
E

√
a2r

a(cos 2θ)
3
2 − r cos 2θ

drdθ =

∫ π
4

−π
4

(∫ a
√
cos 2θ

0

a√
cos 2θ

√
r

a
√
cos 2θ − r

dr

)
dθ. t =

√
r

a
√
cos 2θ − r

とおけば,

r が 0 から a
√
cos 2θ まで動くと t は 0 から ∞ まで動き, r =

a
√
cos 2θt2

1 + t2
だから dr =

2a
√
cos 2θt

(1 + t2)2
dt である. 従っ

て
∫ a

√
cos 2θ

0

a√
cos 2θ

√
r

a
√
cos 2θ − r

dr =

∫ ∞

0

2a2t2

(1 + t2)2
dt となり, (2)で行った計算により, この積分の値は

πa2

2

である. 故に
∫∫

D

√
a2(x2 + y2)

a(x2 − y2)
3
2 − x4 + y4

dxdy =
π2a2

4
となるため, T+ の面積は

π2a2

8
である. ここで, S+ の面

積は T+ の面積の 2倍, S の面積は S+ の面積の 2倍だから, 求める S の面積は
π2a2

2
である.

10. (1) x =
(
x
y
z

)
∈ S における法線ベクトルを n(x) とすれば,

∂z

∂x
=

x

a
,
∂z

∂y
=

y

b
より, n(x) =

( x
a
y
b
1

)
であ

る. 従って cos γ(x) =
(n(x), e3)

∥n(x)∥∥e3∥
=

1√(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
+ 1

となるため, T = {x ∈ S|α ≦ γ(x) ≦ β} とおけば,

T =

{(
x
y
z

)
∈ S

∣∣∣∣ 1

cos2 α
≦ x2

a2
+
y2

b2
+ 1 ≦ 1

cos2 β

}
である. D =

{
( xy ) ∈ R

∣∣∣∣ 1

cos2 α
≦ x2

a2
+
y2

b2
+ 1 ≦ 1

cos2 β

}
と

おけば, T の面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 +

x2

a2
+
y2

b2
dxdy で与えられる.

x = ar cos θ

y = br sin θ

(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E = [tanα, tanβ]× [0, 2π] と 1対 1に対応し,

この変数変換のヤコビ行列式は abr だから, T の面積は
∫∫

D

√
1 +

x2

a2
+
y2

b2
dxdy =

∫∫
E

abr
√
1 + r2drdθ =∫ tan β

tanα

(∫ 2π

0

abr
√
1 + r2dθ

)
dr =

∫ tan β

tanα

2πabr
√
1 + r2dr =

[
2

3
πab(1 + r2)

3
2

]tan β
tanα

=
2

3
πab

(
1

cos3 β
− 1

cos3 α

)
.

(2)球面 x2+y2+(z−c)2 = c2 のうちで,楕円錐面 z2 = ax2+by2 の内部に含まれる部分を S とし, x座標と y座標がと

もに 0以上である S の部分をT とすれば S はxz平面と yz平面に関して対称だから, S の面積は T の面積の 4倍であ

る. T =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x2 + y2 + (z − c)2 = c2, z2 ≧ ax2 + by2
}
であり,球面 x2+y2+(z−c)2 = c2上

の点
(
x
y
z

)
は


x = c sin θ cosφ

y = c sin θ sinφ

z = c(1 + cos θ)

(0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π)と表されるが,これが T に含まれるためには, 0 ≦ φ ≦ π

2

であり, z2 ≧ ax2+ by2 より 1+cos θ ≧ (1− cos θ)(a cos2 φ+ b sin2 φ), すなわち cos θ ≧ a cos2 φ+ b sin2 φ− 1

a cos2 φ+ b sin2 φ+ 1
が成

り立つことが必要十分である. D =
{(

θ
φ

)
∈ [0, π]×

[
0, π2

] ∣∣∣ cos θ ≧ a cos2 φ+b sin2 φ−1
a cos2 φ+b sin2 φ+1

}
とおいて, 写像 f : D → R3

を f
(
θ
φ

)
=

(
c sin θ cosφ
c sin θ sinφ
c(1+cos θ)

)
で定め, 写像 fθ, fφ : D → R3 を fθ

(
θ
φ

)
=

(
c cos θ cosφ
c cos θ sinφ
−c sin θ

)
, fφ

(
θ
φ

)
=
(−c sin θ sinφ
c sin θ cosφ

0

)
で定め

れば, 次の等式が成り立つ.

fθ
(
θ
φ

)
× fφ

(
θ
φ

)
=

(
c2 sin2 θ cosφ

c2 sin2 θ sinφ

c2 sin θ cos θ

)
= c2 sin θ

(
sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

)
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−1 ≦ a cos2 φ+ b sin2 φ− 1

a cos2 φ+ b sin2 φ+ 1
≦ 1 だから D =

{(
θ
φ

)
∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ φ ≦ π
2 , cos

−1
(
a cos2 φ+b sin2 φ−1
a cos2 φ+b sin2 φ+1

)
≦ θ ≦ π

}
である

ため, T の面積は∫∫
D

∥∥fθ( θφ )× fφ
(
θ
φ

)∥∥ dθdφ =

∫∫
D

c2 sin θdθdφ =

∫ π
2

0

(∫ π

cos−1
(
a cos2 φ+b sin2 φ−1

a cos2 φ+b sin2 φ+1

) c2 sin θdθ
)
dφ

=

∫ π
2

0

[
−c2 cos θ

]θ=π
θ=cos−1

(
a cos2 φ+b sin2 φ−1

a cos2 φ+b sin2 φ+1

) dφ
=

∫ π
2

0

c2
(
1− a cos2 φ+ b sin2 φ− 1

a cos2 φ+ b sin2 φ+ 1

)
dφ =

∫ π
2

0

2c2

a cos2 φ+ b sin2 φ+ 1
dφ · · · (∗)

で与えられる. t = tanφ と変数変換すれば, φ が 0 から
π

2
まで動けば t は 0 から ∞ まで動き, dt =

1

cos2
dφ より

(∗) =
∫ π

2

0

2c2

a+ b tan2 φ+ 1
cos2

1

cos2 φ
dφ =

∫ π
2

0

2c2

a+ 1 + (b+ 1) tan2 φ

1

cos2 φ
dφ

=
2c2

b+ 1

∫ ∞

0

1
a+1
b+1 + t2

dt =
2c2

b+ 1

[√
b+ 1

a+ 1
tan−1

(√
b+ 1

a+ 1
t

)]∞
0

=
πc2√

(a+ 1)(b+ 1)

となるため, T の面積は
πc2√

(a+ 1)(b+ 1)
である. 故に S の面積は

4πc2√
(a+ 1)(b+ 1)

である.

(3)球面 x2+y2+(z−c)2 = c2 のうちで,放物面 z =
x2

2a
+
y2

2b
の内部に含まれる部分を S とし, x座標と y座標がとも

に 0以上である S の部分を T とすれば S は xz平面と yz平面に関して対称だから, S の面積は T の面積の 4倍であ

る. T =
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x2 + y2 + (z − c)2 = c2, z ≧ x2

2a + y2

2b

}
であり, 球面 x2 + y2 +(z− c)2 = c2 上

の点
(
x
y
z

)
は


x = c sin θ cosφ

y = c sin θ sinφ

z = c(1 + cos θ)

(0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π)と表されるが,これが T に含まれるためには, 0 ≦ φ ≦ π

2

であり, z ≧ x2

2a
+
y2

2b
より (1−cos θ)(b cos2 φ+a sin2 φ) ≦ 2ab

c
, すなわち cos θ ≧ 1− 2ab

c(b cos2 φ+ a sin2 φ)
が成り立

つことが必要十分である. D =
{(

θ
φ

)
∈ [0, π]×

[
0, π2

] ∣∣∣ cos θ ≧ 1− 2ab
c(b cos2 φ+a sin2 φ)

}
とおいて, 写像 f : D → R3

を f
(
θ
φ

)
=

(
c sin θ cosφ
c sin θ sinφ
c(1+cos θ)

)
で定め, 写像 fθ, fφ : D → R3 を fθ

(
θ
φ

)
=

(
c cos θ cosφ
c cos θ sinφ
−c sin θ

)
, fφ

(
θ
φ

)
=
(−c sin θ sinφ
c sin θ cosφ

0

)
で定め

れば, 次の等式が成り立つ.

fθ
(
θ
φ

)
× fφ

(
θ
φ

)
=

(
c2 sin2 θ cosφ

c2 sin2 θ sinφ

c2 sin θ cos θ

)
= c2 sin θ

(
sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

)

c ≦ a の場合, すべての φ ∈
[
0, π2

]
に対して不等式 b cos2 φ+ a sin2 φ = (b− a) cos2 φ+ a ≦ b ≦ ab

c
が成り立つ

ため, 1− 2ab

c(b cos2 φ+ a sin2 φ)
≦ −1 である. よって, この場合は D = [0, π]×

[
0, π2

]
となり, T の面積は

∫∫
D

∥∥fθ( θφ )× fφ
(
θ
φ

)∥∥ dθdφ =

∫ π

0

(∫ π
2

0

c2 sin θdφ

)
dθ =

∫ π

0

πc2

2
sin θdθ =

[
−πc

2

2
cos θ

]π
0

= πc2

で与えられるため, S の面積は 4πc2 である.

a < c < b の場合, 0 <
a(b− c)

c(b− a)
< 1 だから α = cos−1

√
a(b− c)

c(b− a)
とおけば 0 < α <

π

2
である. 0 ≦ φ ≦ α なら

ば cos2 φ ≧ a(b− c)

c(b− a)
だから 1 − 2ab

c(b cos2 φ+ a sin2 φ)
= 1 − 2ab

c((b− a) cos2 φ+ a)
≧ −1 であり, α ≦ φ ≦ π

2
なら
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ば cos2 φ ≦ a(b− c)

c(b− a)
だから 1− 2ab

c(b cos2 φ+ a sin2 φ)
= 1− 2ab

c((b− a) cos2 φ+ a)
≦ −1 である. よって, この場合

D は D =
{(

θ
φ

)
∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ φ ≦ α, 0 ≦ θ ≦ cos−1
(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)}
∪
(
[0, π]×

[
α, π2

])
となり, T の面積は

∫∫
D

∥∥fθ( θφ )× fφ
(
θ
φ

)∥∥ dθdφ =

∫ α

0

∫ cos−1
(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)
0

c2 sin θdθ

 dφ+

∫ π
2

α

(∫ π

0

c2 sin θdθ

)
dφ

=

∫ α

0

[−c2 cos θ]
θ=cos−1

(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)
θ=0 dφ+

∫ π
2

α

[−c2 cos θ]θ=πθ=0dφ

=

∫ α

0

2abc

b cos2 φ+ a sin2 φ
dφ+ c2(π − 2α) · · · (∗)

で与えられる. t = tanφと変数変換すれば, φが 0から αまで動けば tは 0から tanα =

√
1

cos2 α
− 1 =

√
b(c− a)

a(b− c)

まで動き, dt =
1

cos2 φ
dφ より, T の面積は

(∗) =
∫ α

0

2abc

b+ a tan2 φ

1

cos2 φ
dφ+ c2(π − 2α) = 2bc

∫ √
b(c−a)
a(b−c)

0

1
b
a + t2

dt+ c2(π − 2α)

= 2bc

[√
a

b
tan−1

(√
a

b
t

)]√ b(c−a)
a(b−c)

0

+ c2(π − 2α) = 2c
√
ab tan−1

√
c− a

b− c
+ πc2 − 2c2 cos−1

√
a(b− c)

c(b− a)

となるため, S の面積は 8c
√
ab tan−1

√
c− a

b− c
+ 4πc2 − 8c2 cos−1

√
a(b− c)

c(b− a)
である. ここで, 0 < x ≦ 1 ならば

tan(cos−1 x) =
sin(cos−1 x)

cos(cos−1 x)
=

√
1− x2

x
だから, cos−1 x = tan−1

√
1− x2

x
となるため, x =

√
a(b− c)

c(b− a)
とすれば

cos−1

√
a(b− c)

c(b− a)
= tan−1

√
b(c− a)

a(b− c)
を得る. 故に S の面積は 8c

√
ab tan−1

√
c− a

b− c
+ 4πc2 − 8c2 tan−1

√
b(c− a)

a(b− c)

である.

c ≧ b の場合, すべての φ ∈
[
0, π2

]
に対して不等式 b cos2 φ+ a sin2 φ = (b− a) cos2 φ+ a ≧ a ≧ ab

c
が成り立つ

ため, −1 ≦ 1− 2ab

c(b cos2 φ+ a sin2 φ)
≦ 1 である. よって, この場合は

D =
{(

θ
φ

)
∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ φ ≦ π
2 , 0 ≦ θ ≦ cos−1

(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)}
であるため, T の面積は

∫∫
D

∥∥fθ( θφ )× fφ
(
θ
φ

)∥∥ dθdφ =

∫∫
D

c2 sin θdθdφ =

∫ π
2

0

∫ cos−1
(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)
0

c2 sin θdθ

 dφ

=

∫ π
2

0

[
−c2 cos θ

]θ=cos−1
(
1− 2ab

c(b cos2 φ+a sin2 φ)

)
θ=0 dφ =

∫ π
2

0

2abc

b cos2 φ+ a sin2 φ
dφ · · · (∗∗)

で与えられる. t = tanφ と変数変換すれば, φ が 0 から
π

2
まで動けば t は 0 から ∞ まで動き, dt =

1

cos2 φ
dφ よ

り, T の面積は

(∗∗) =
∫ π

2

0

2abc

b+ a tan2 φ

1

cos2 φ
dφ = 2bc

∫ ∞

0

1
b
a + t2

dt = 2bc

[√
a

b
tan−1

(√
a

b
t

)]∞
0

= πc
√
ab

となるため, S の面積は 4πc
√
ab である.
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(4) 求める面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 +

x2

p2
dxdy =

∫ a

0

(∫ αx

βx

1

p

√
p2 + x2dy

)
dx =∫ a

0

α− β

p
x
√
p2 + x2dx =

[
α− β

3p
(p2 + x2)

3
2

]a
0

=
α− β

3p

(
(a2 + p2)

3
2 − p3

)
である.

(5)曲面 z2 = 2pxは xy平面に関して対称だから,この曲面の D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ a, −
√
2qx ≦ y ≦ √

2qx
}
の

上にある部分の面積を 2倍したものが求める面積である. この曲面の z座標が正の部分は z =
√
2px (x ≧ 0) であり,

曲面 z =
√
2px (x ≧ 0) の D の上にある部分の面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
1 +

p

2x
dxdy =∫ a

0

(∫ √
2qx

−
√
2qx

√
1 +

p

2x
dy

)
dx = 2

√
q

∫ a

0

√
2x+ pdx =

√
q

[
2

3
(2x+ p)

3
2

]a
0

=
2
√
q

3

(
(2a+ p)

3
2 − p

3
2

)
だから, 求め

る面積は
4
√
q

3

(
(2a+ p)

3
2 − p

3
2

)
である.

(6) 楕円柱面
x2

a2
+
z2

c2
= 1 は xy平面に関して対称だから, この曲面の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ 1

}
の上にある

部分の面積を 2倍したものが求める面積である. この曲面の z 座標が正の部分は z =
c

a

√
a2 − x2 (−a ≦ x ≦ a) で

あり, この曲面の D の上にある部分の面積は, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣∣−a ≦ x ≦ a, −b
√
a2 − x2

a
≦ y ≦ b

√
a2 − x2

a

}
だ

から
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

1

a

√
a4 − (a2 − c2)x2

a2 − x2
dxdy =

∫ a

−a

∫ b
√
a2−x2
a

− b
√
a2−x2
a

1

a

√
a4 − (a2 − c2)x2

a2 − x2
dy

 dx =

∫ a

−a

2b
√
a2 − c2

a2

√
a4

a2 − c2
− x2dx · · · (∗) である. x =

a2 sin t√
a2 − c2

と変数変換すれば, dx =
a2 cos t√
a2 − c2

dtであり, tが− sin−1

√
a2 − c2

a
から sin−1

√
a2 − c2

a
まで動けば xは −aから a

まで動くため, (∗)=
∫ sin−1

√
a2−c2
a

− sin−1

√
a2−c2
a

2a2b cos2 t√
a2 − c2

dt =

∫ sin−1
√
a2−c2
a

− sin−1

√
a2−c2
a

a2b(1 + cos 2t)√
a2 − c2

dt =

[
a2b(2t+ sin 2t)

2
√
a2 − c2

]sin−1
√
a2−c2
a

− sin−1

√
a2−c2
a

=
2a2b√
a2 − c2

(
sin−1

√
a2 − c2

a
+ sin

(
sin−1

√
a2 − c2

a

)
cos

(
sin−1

√
a2 − c2

a

))
=

2a2b√
a2 − c2

cos−1 c

a
+2bc である.

従って, 求める面積は
4a2b√
a2 − c2

cos−1 c

a
+ 4bc である.

(7) 球面 x2 + y2 + z2 = a2 は xy平面に関して対称だから, この球面の D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ x2a2 +
y2

b2
≦ 1

}
の上にあ

る部分の面積を 2倍したものが求める面積である. 上半球面 z =
√
a2 − x2 − y2 の D の上にある部分の面積は,∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

a√
a2 − x2 − y2

dxdy である.

x = ar cos θ

y = br sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変

数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E = [0, 1] × [0, 2π] と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は

abr だから, 上式は
∫∫

E

a2br√
a2 − r2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)

drdθ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

a2br√
a2 − r2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)

dr

 dθ =

∫ 2π

0

−a2b
√
a2 − r2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

1

0

dθ =

∫ 2π

0

a3b

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
dθ −

∫ 2π

0

a2b
√
a2 − b2| sin θ|

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
dθ =

∫ π
2

0

4a3b

a2 + b2 tan2 θ

1

cos2 θ
dθ −

∫ π
2

0

4a2b
√
a2 − b2 sin θ

(a2 − b2) cos2 θ + b2
dθ =

∫ ∞

0

4a3b

a2 + b2t2
dt−

∫ 1

0

4a2b
√
a2 − b2

(a2 − b2)t2 + b2
dt =[

4a2 tan−1

(
b

a
t

)]∞
0

−

[
4a2 tan−1

(√
a2 − b2

b
t

)]1
0

= 2πa2− 4a2 tan−1

(√
a2 − b2

b

)
= 2πa2− 4a2 cos−1 b

a
に等し
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いため, 求める面積は 4πa2 − 8a2 cos−1 b

a
である.

(8) 円錐 y2 + z2 = x2 はすべての座標平面について対称だから, 与えられた円錐の第一象限にある部分で, 円柱

x2 + y2 ≦ a2 に含まれる部分の面積の 8倍が求める面積である. D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ x, x2 + y2 ≦ a2
}
とおけ

ば,与えられた円錐の第一象限にある部分で,円柱 x2+y2 ≦ a2 に含まれる部分は z =
√
x2 − y2 で与えられる曲面の

D の上にある部分で,その面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
2x√

x2 − y2
dxdy である.

x = r cos θ

y = r sin θ

(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E = [0, a]×
[
0, π4

]
と 1対 1に対応し, この変数

変換のヤコビ行列式は r だから, 上式は
∫∫

E

√
2r cos θ√

cos2 θ − sin2 θ
drdθ =

∫ π
4

0

(∫ a

0

√
2r cos θ√

cos2 θ − sin2 θ
dr

)
dθ =∫ π

4

0

a2 cos θ
√
2
√
1− 2 sin2 θ

dθ =

∫ 1√
2

0

a2

2
√

1
2 − t2

dt =

[
a2

2
sin−1

(√
2t
)] 1√

2

0

=
πa2

4
に等しくなるため, 求める面積は 2πa2

である.

(9) 円錐 y2 + z2 = x2 と曲面 y =
x2

a
は xy 平面と yz 平面について対称で, y < 0 の部分には, 曲面 y =

x2

a
は存

在しないので, 与えられた円錐の第一象限にある部分で, 曲面 y =
x2

a
によって切り取られる部分の面積の 4倍が求

める面積である. D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ y ≦ a, y ≦ x ≦ √
ay
}
とおけば, 与えられた円錐の第一象限にある部分で,

曲面 y =
x2

a
によって切り取られる部分は z =

√
x2 − y2 で与えられる曲面の D の上にある部分で, その面積は∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

√
2x√

x2 − y2
dxdy =

∫ a

0

(∫ √
ay

y

√
2x√

x2 − y2
dx

)
dy =∫ a

0

[√
2
√
x2 − y2

]x=√
ay

x=y
dy =

∫ a

0

√
2

√(a
2

)2
−
(
y − a

2

)2
dy =

√
2πa2

8
に等しいため, 求める面積は

πa2√
2
である.

(10) 与えられた曲面を, z 軸を軸にして −α
2
だけ回転して得られる曲面の方程式は z =

xy

c sinα
で, この曲面の

z ≧ 0, x2 + y2 ≦ a2 にある部分の面積を求めればよい. 曲面 z =
xy

c sinα
は z 軸について対称だから, D =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x2 + y2 ≦ a2
}
とおけば, 求める面積は 2

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
D

2

c sinα

√
c2 sin2 α+ x2 + y2dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)と変数変換すれば D は面積

0 の部分を除いてE = [0, a]×
[
0, π2

]
と 1対 1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面

積は
∫∫

E

2r

c sinα

√
c2 sin2 α+ r2drdθ =

∫ a

0

(∫ π
2

0

2r

c sinα

√
c2 sin2 α+ r2dθ

)
dr =

∫ a

0

πr

c sinα

√
c2 sin2 α+ r2dr =[ π

3c sinα
(c2 sin2 α+ r2)

3
2

]a
0
=

π

3c sinα

(
(c2 sin2 α+ a2)

3
2 − c3 sin3 α

)
である.

(11)与えられた曲面と柱面は xz平面と yz平面に関して対称だから, 与えられた曲面の柱面 (x2+y2)2 = a2(x2−y2)
によって切り取られる部分の第一象限に含まれる部分の面積の 4倍が求める面積である.

従って D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, (x2 + y2)2 ≦ a2(x2 − y2)
}
とおけば, 求める面積は

4

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
4

a

∫∫
D

√
a2 + x2 + y2dxdyで与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)

と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π
4 , 0 ≦ r ≦ a

√
cos 2θ

}
と 1対 1に対応し,

この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は
4

a

∫∫
E

r
√
a2 + r2drdθ =

4

a

∫ π
4

0

(∫ a
√
cos 2θ

0

r
√
a2 + r2dr

)
dθ =

4

a

∫ π
4

0

[
1

3
(a2 + r2)

3
2

]r=a√cos 2θ

r=0

dθ =
4a2

3

∫ π
4

0

(
2
√
2 cos3 θ − 1

)
dθ =

407



4a2

3

∫ π
4

0

(√
2

2
(cos 3θ + 3 cos θ)− 1

)
dθ =

4a2

3

[√
2

6
(sin 3θ + 9 sin θ)− θ

]π
4

0

=
a2

9
(20− 3π) である.

(12) 与えられた曲面と柱面は z軸について対称だから, 与えられた曲面の柱面 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) によって切

り取られる部分の第一象限と第四象限に含まれる部分の面積の 2倍が求める面積である.

従って D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, (x2 + y2)2 ≦ a2(x2 − y2)
}
とおけば, 求める面積は

2

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
2

a

∫∫
D

√
a2 + y2 + x2dxdyで与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)

と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣−π
4 ≦ θ ≦ π

4 , 0 ≦ r ≦ a
√
cos 2θ

}
と 1対 1に対応

し, この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は
2

a

∫∫
E

r
√
a2 + r2drdθ =

2

a

∫ π
4

−π
4

(∫ a
√
cos 2θ

0

r
√
a2 + r2dr

)
dθ =

2

a

∫ π
4

−π
4

[
1

3
(a2 + r2)

3
2

]r=a√cos 2θ

r=0

dθ =
2a2

3

∫ π
4

−π
4

(
2
√
2 cos3 θ − 1

)
dθ =

2a2

3

∫ π
4

−π
4

(√
2

2
(cos 3θ + 3 cos θ)− 1

)
dθ =

2a2

3

[√
2

6
(sin 3θ + 9 sin θ)− θ

]π
4

−π
4

=
a2

9
(20− 3π) である.

(13) 与えられた曲面と柱面は z軸について対称であり, 与えられた柱面は xy < 0 の部分には存在しないため, 与え

られた曲面の柱面 (x2 + y2)2 = 2a2xy によって切り取られる部分の第一象限に含まれる部分の面積の 2倍が求める

面積である. 従って D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, (x2 + y2)2 ≦ 2a2xy
}
とおけば, 求める面積は

2

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
2

a

∫∫
D

√
a2 + x2 + y2dxdyで与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)

と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π
2 , 0 ≦ r ≦ a

√
sin 2θ

}
と 1対 1に対応し,

この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は
2

a

∫∫
E

r
√
a2 + r2drdθ =

2

a

∫ π
2

0

(∫ a
√
sin 2θ

0

r
√
a2 + r2dr

)
dθ =

2

a

∫ π
2

0

[
1

3
(a2 + r2)

3
2

]r=a√sin 2θ

r=0

dθ =
2a2

3

∫ π
2

0

(
2
√
2 cos3

(
θ − π

4

)
− 1
)
dθ =

2a2

3

∫ π
2

0

(√
2

2

(
cos

(
3θ − 3π

4

)
+ 3 cos

(
θ − π

4

))
− 1

)
dθ =

2a2

3

[√
2

6

(
sin

(
3θ − 3π

4

)
+ 9 sin

(
θ − π

4

))
− θ

]π
2

0

=

a2

9
(20− 3π) である.

(14) 与えられた球面と柱面はすべての座標平面に関して対称だから, 与えられた球面の柱面 (x2+y2)2 = a2(x2−y2)
によって切り取られる部分の第一象限に含まれる部分の面積の 8倍が求める面積である.

従って D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, (x2 + y2)2 ≦ a2(x2 − y2)
}
とおけば, 求める面積は

8

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

8a√
a2 − x2 − y2

dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π)

と変数変換すれば Dは面積 0の部分を除いてE =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π
4 , 0 ≦ r ≦ a

√
cos 2θ

}
と 1対 1に対応し,こ

の変数変換のヤコビ行列式は rである. 従って,求める面積は
∫∫

E

8ar√
a2 − r2

drdθ =

∫ π
4

0

(∫ a
√
cos 2θ

0

8ar√
a2 − r2

dr

)
dθ =∫ π

4

0

[
−8a

√
a2 − r2

]r=a√cos 2θ

r=0
dθ =

∫ π
4

0

8a2
(
1−

√
2 sin θ

)
dθ =

[
8a2

(
θ +

√
2 cos θ

)]π
4

0
= 2a2

(
π + 4− 4

√
2
)
である.

(15) 与えられた円錐面と柱面は z軸と xy平面について対称であり, 与えられた柱面は xy < 0 の部分には存在しな

いため, 与えられた円錐面の柱面 (x2 + y2)2 = 2a2xy によって切り取られる部分の第一象限に含まれる部分の面積

の 4倍が求める面積である. 従って D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, (x2 + y2)2 ≦ 2a2xy
}
とおけば, 求める面積は
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4

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

4
√
2dxdy で与えられる.

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換

すれば D は面積 0 の部分を除いてE =
{
( rθ ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ θ ≦ π
2 , 0 ≦ r ≦ a

√
sin 2θ

}
と 1対 1に対応し, この変数変

換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は
∫∫

E

4
√
2rdrdθ =

∫ π
2

0

(∫ a
√
sin 2θ

0

4
√
2rdr

)
dθ =∫ π

2

0

2
√
2a2 sin 2θdθ =

[
−
√
2a2 cos 2θ

]π
2

0
= 2

√
2a2 である.

(16) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x cosα+ y sinα ≦ a
}
とおけば, 与えられた曲面の第一象限の部分は D の上

にある部分であり, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ a
cosα , 0 ≦ y ≦ a−x cosα

sinα

}
だから, 求める面積は∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

a√
a2 − (x cosα+ y sinα)2

dxdy =∫ a
cosα

0

(∫ a−x cosα
sinα

0

a√
a2 − (x cosα+ y sinα)2

dy

)
dx =

∫ a
cosα

0

[
a

sinα
sin−1 x cosα+ y sinα

a

]y= a−x cosα
sinα

y=0

dx =∫ a
cosα

0

a

sinα

(π
2
− sin−1 x cosα

a

)
dx =

πa2

sin 2α
−
[ ax

sinα
sin−1 x cosα

a

] a
cosα

0
+

∫ a
cosα

0

ax cosα

sinα
√
a2 − x2 cos2 α

dx =[
−a

√
a2 − x2 cos2 α

cosα sinα

] a
cosα

0

=
2a2

sin 2α
である.

(17) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ x ≧ 0, y ≧ 0, x+ y ≦ 1
}
とおけば, 与えられた曲面の第一象限の部分は D の上にある部分

であり, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1− x
}
だから, 求める面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
D

√
1 + 8(x+ y)2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

√
1 + 8(x+ y)2dy

)
dx · · · (∗) である.

∫ 1−x

0

√
1 + 8(x+ y)2dy =[

x+ y

2

√
1 + 8(x+ y)2 +

√
2

8
log
(
2
√
2(x+ y) +

√
1 + 8(x+ y)2

)]y=1−x

y=0

=
3

2
+

√
2

4
log
(√

2 + 1
)
− x

2

√
1 + 8x2 −

√
2

8
log
(
2
√
2x+

√
1 + 8x2

)
,

∫ 1

0

x

2

√
1 + 8x2dx =

[
1

48
(1 + 8x2)

3
2

]1
0

=
13

24
,

∫ 1

0

log
(
2
√
2x+

√
1 + 8x2

)
=

[
x log

(
2
√
2x+

√
1 + 8x2

)]1
0
−
∫ 1

0

2
√
2x√

1 + 8x2
dx = 2 log

(√
2 + 1

)
−

[√
2

4

√
1 + 8x2

]1
0

= 2 log
(√

2 + 1
)
−

√
2

2
より,

(∗) = 3

2
+

√
2

4
log
(√

2 + 1
)
− 13

24
−

√
2

8

(
2 log

(√
2 + 1

)
−

√
2

2

)
=

13

12

(18) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣x ≧ 0, y ≧ 0, x+ y ≦
√
2a
}
とおけば,与えられた曲面の第一象限の部分は D の上にある部分

であり, D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ x ≦
√
2a, 0 ≦ y ≦

√
2a− x

}
だから,求める面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫∫
D

√
2a√

2a2 − (x+ y)2
dxdy =

∫ √
2a

0

(∫ √
2a−x

0

√
2a√

2a2 − (x+ y)2
dy

)
dx =

∫ √
2a

0

[√
2a sin−1 x+ y√

2a

]y=√
2a−x

y=0

dx =

√
2a

∫ √
2a

0

(
π

2
− sin−1 x√

2a

)
dx = πa2 −

[√
2ax sin−1 x√

2a

]√2a

0

+

∫ √
2a

0

√
2ax√

2a2 − x2
dx =

[
−
√
2a
√

2a2 − x2
]√2a

0
= 2a2

である.

(19)

x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ 2π) と変数変換すれば D は面積 0 の部分を除いて E = [1, 2]×

[
0, π2

]
と 1対

1に対応し, この変数変換のヤコビ行列式は r である. 従って, 求める面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
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∫∫
D

√
(x2 + y2)2 + 2

x2 + y2
dxdy =

∫∫
E

√
r4 + 2

r
drdθ =

∫ 2

1

(∫ π
2

0

√
r4 + 2

r
dθ

)
dr =

∫ 2

1

π
√
r4 + 2

2r
dr · · · (∗)で与えられる.

t =
√
r4 + 2 とおけば, r3dr =

t

2
dt であり, r が 1 から 2 まで動けば, t は

√
3 から 3

√
2 まで動くため,

(∗) =
∫ 2

1

π
√
r4 + 2

2r4
r3dr =

∫ 3
√
2

√
3

πt2

4(t2 − 2)
dt =

∫ 3
√
2

√
3

π

4

(
1 +

1√
2

(
1

t−
√
2
− 1

t+
√
2

))
dt =

π

4

[
t+

1√
2
log

t−
√
2

t+
√
2

]3√2

√
3

=

√
2π

8

(
6−

√
6 + 2 log

(√
3 +

√
2
)
− log 2

)
.

(20) 求める面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫ a

0

(∫ a−x

0

a√
a2 − x2 − y2

dy

)
dx =∫ a

0

[
a sin−1 y√

a2 − x2

]y=a−x
y=0

dx =

∫ a

0

a sin−1

√
a− x

a+ x
dx · · · (∗) によって与えられる. θ = sin−1

√
a− x

a+ x
とおけ

ば x =
a(1− sin2 θ)

1 + sin2 θ
, dx =

−4a sin θ cos θ

(1 + sin2 θ)2
dθ であり, x が 0 から a まで動けば, θ は

π

2
から 0 まで動くため,

(∗) =
∫ π

2

0

4a2θ sin θ cos θ

(1 + sin2 θ)2
dθ =

∫ π
2

0

θ

(
−2a2

1 + sin2 θ

)′

dθ =

[
−2a2θ

1 + sin2 θ

]π
2

0

+

∫ π
2

0

2a2

1 + sin2 θ
dθ =

−πa
2

2
+

∫ π
2

0

2a2

1
cos2 θ + tan2 θ

1

cos2 θ
dθ = −πa

2

2
+

∫ ∞

0

a2

1
2 + t2

dt = −πa
2

2
+
[√

2a2 tan−1
(√

2t
)]∞

0
=
πa2

2

(√
2− 1

)
.

(21) D =
{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≦ x ≦ a, 0 ≦ y ≦ b
(
1−
√

x
a

)2}
だから,求める面積は

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =∫ a

0

(∫ b(1−
√

x
a )

2

0

1√
2

(√
x

y
+

√
y

x

)
dy

)
dx =

1√
2

∫ a

0

[
2
√
xy +

2y
√
y

3
√
x

]y=b(1−√ x
a )

2

y=0

dx =

√
2b

∫ a

0

(√
x− x√

a
+

b

3
√
x
− b√

a
+
b
√
x

a
− bx

3
√
a3

)
dx =

√
2b

[
2
√
x3

3
− x2

2
√
a
+

2b
√
x

3
− bx√

a
+

2b
√
x3

3a
− bx2

6
√
a3

]a
0

=

√
2ab(a+ b)

6
である.

(22)
(
x
y
z

)
が与えられた曲面上の点で, x ̸= 0 ならば sinh z =

sin y

sinhx
だから z = log

 sin y

sinhx
+

√
sin2 y

sinh2 x
+ 1

 =

log
(
sin y +

√
sinh2 x+ sin2 y

)
−log(sinhx)である. 従って

∂z

∂x
=

− coshx sin y

sinhx
√
sinh2 x+ sin2 y

,
∂z

∂y
=

cos y√
sinh2 x+ sin2 y

となるため, 求める面積は
∫∫

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =

∫∫
D

coshx

sinhx
dxdy =

∫ b

a

(∫ c

c
cosh2 x

coshx

sinhx
dy

)
dx =∫ b

a

c
sinhx

coshx
dx = [c log(coshx)]

b
a = c log

(
cosh b

cosh a

)
.

11. (1) v ∈ E に対し, f(v) の第 j 成分を fj(v) とすれば, 合成写像の微分法から

(
D1ψ(v) D2ψ(v)

)
= ψ′(v) = φ′(f(v))f ′(v) =


∂φ1

∂s (f(v)) ∂φ1

∂t (f(v))
∂φ2

∂s (f(v)) ∂φ2

∂t (f(v))
∂φ3

∂s (f(v)) ∂φ3

∂t (f(v))

(∂f1
∂s (v)

∂f1
∂t (v)

∂f2
∂s (v)

∂f2
∂t (v)

)

=


∂φ1

∂s (f(v))∂f1∂s (v) +
∂φ1

∂t (f(v))
∂f2
∂s (v)

∂φ1

∂s (f(v))∂f1∂t (v) +
∂φ1

∂t (f(v))
∂f2
∂t (v)

∂φ2

∂s (f(v))∂f1∂s (v) +
∂φ2

∂t (f(v))
∂f2
∂s (v)

∂φ2

∂s (f(v))∂f1∂t (v) +
∂φ2

∂t (f(v))
∂f2
∂t (v)

∂φ3

∂s (f(v))∂f1∂s (v) +
∂φ3

∂t (f(v))
∂f2
∂s (v)

∂φ3

∂s (f(v))∂f1∂t (v) +
∂φ3

∂t (f(v))
∂f2
∂t (v)


だから D1ψ(v) =

∂f1
∂s

(v)D1φ(f(v)) +
∂f2
∂s

(v)D2φ(f(v)), D2ψ(v) =
∂f1
∂t

(v)D1φ(f(v)) +
∂f2
∂t

(v)D2φ(f(v)) が成
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り立つ. 従って, 外積の性質から

D1ψ(v)×D2ψ(v) =

(
∂f1
∂s

(v)D1φ(f(v)) +
∂f2
∂s

(v)D2φ(f(v))

)
×
(
∂f1
∂t

(v)D1φ(f(v)) +
∂f2
∂t

(v)D2φ(f(v))

)
=

(
∂f1
∂s

(v)
∂f2
∂t

(v)− ∂f1
∂t

(v)
∂f2
∂s

(v)

)
D1φ(f(v))×D2φ(f(v))

= (det f ′(v))D1φ(f(v))×D2φ(f(v))

だから |det f ′(v))|∥D1φ(f(v)) ×D2φ(f(v))∥ = ∥D1ψ(v) ×D2ψ(v)∥ が得られる. C1 級関数 λ : D → R に対し,

µ : E → R を f と λ の合成写像 λ◦f : E → R とする. 写像 f による変数変換を行えば,∫∫
D

λ( st )∥D1φ(
s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt =

∫∫
E

λ(f( uv ))∥D1φ(f(
s
t ))×D2φ(f(

s
t ))∥|det f ′( st )| dudv

=

∫∫
E

µ( uv )∥D1ψ(
u
v )×D2ψ(

u
v )∥ dudv

となり, λ が λ(u) = ρ(φ(u)) で定義される写像の場合と λ(u) = φi(u)ρ(φ(u)) で定義される写像の場合を考えれ

ば, 結果が得られる.

(2) H は a を位置ベクトルとする点を通り, b, c に平行な平面であるとする. 仮定から, C1級関数 α, β : D → R

が存在して, S のパラメータ表示 φ : D → X は φ(x) = a+ α(x)b+ β(x)c の形に表される. a, b, c の第 i成分を

それぞれ ai, bi, ci とすれば, m(S), gi(S) の定義から次の等式が成り立つ.

gi(S) = aim(S) + bi

∫∫
D

α( st )ρ(φ(
s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt+ ci

∫∫
D

β( st )ρ(φ(
s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt

そこで,

A(S) =
1

m(S)

∫∫
D

α( st )ρ(φ(
s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt

B(S) =
1

m(S)

∫∫
D

β( st )ρ(φ(
s
t ))∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ dsdt

とおけば gi(S) = m(S)(ai +A(S)bi +B(S)ci) が成り立つため, S の重心の位置ベクトルは a+A(S)b+B(S)c と

なり, S の重心は H 上にあることがわかる.

(3) a, b, c をそれぞれ点 A, B, C の位置ベクトルとする. D =
{
( st ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ s ≦ 1, 0 ≦ t ≦ 1− s
}
とし,

φ : D → R3 を φ( st ) = a + s(b − a) + t(c − a) で定めれば, φ は △ABC のパラメータ表示である. a =
(
a1
a2
a3

)
,

b =

(
b1
b2
b3

)
, c =

(
c1
c2
c3

)
とおけば φi(

s
t ) = ai + s(bi − a1) + t(ci − ai) であり, D1φ(v) = b− a, D2φ(v) = c− a より

A = ∥D1φ(v)×D2φ(v)∥ = ∥(b− a)× (c− a)∥ とおく. ρ がつねに一定の値 k をとるとすれば

m(△ABC) =

∫∫
D

kAdsdt =

∫ 1

0

(∫ 1−s

0

Adt

)
ds =

∫ 1

0

kA(1− s) ds =
kA

2

gi(△ABC) =

∫∫
D

kA(ai + s(bi − ai) + t(ci − ai)) dsdt =

∫ 1

0

(∫ 1−s

0

kA(ai + s(bi − ai) + t(ci − ai))dt

)
ds

=

∫ 1

0

kA

[
ait+ st(bi − ai) +

t2

2
(ci − ai)

]t=1−s

t=0

ds

=

∫ 1

0

kA

(
ai(1− s) + s(1− s)(bi − ai) +

(1− s)2

2
(ci − ai)

)
ds

= kA

[
ai

(
s− s2

2

)
+

(
s2

2
− s3

3

)
(bi − ai)−

(1− s)3

6
(ci − ai)

]1
0

=
kA(ai + bi + ci)

6

だから, △ABC の重心は

( a1+b1+c1
3

a2+b2+c2
3

a3+b3+c3
3

)
である.
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(4) D =
{
( st ) ∈ R2

∣∣ 0 ≦ s ≦ 2π, 0 ≦ t ≦ π
2

}
とし, φ : D → R3 を φ( st ) =

(
a cos s sin t
a sin s sin t
a cos t

)
で定めれば, φは S のパ

ラメータ表示である. D1φ(
s
t ) =

(−a sin s sin t
a cos s sin t

0

)
D2φ(

s
t ) =

(
a cos s cos t
a sin s cos t
−a sin t

)
だから D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t ) =

(
−a2 cos s sin2 t
−a2 sin s sin2 t
−a2 cos t sin t

)
である. 従って ∥D1φ(

s
t )×D2φ(

s
t )∥ = a2 sin t だから, ρ がつねに一定の値 k をとるとすれば

m(S) =

∫∫
D

a2k sin t dsdt =

∫ π
2

0

(∫ 2π

0

a2k sin t ds

)
dt =

∫ π
2

0

2πa2k sin t dt = 2πa2k

g1(S) =

∫∫
D

a3k cos s sin2 t dsdt =

∫ π
2

0

(∫ 2π

0

a3k cos s sin2 t ds

)
dt = 0

g2(S) =

∫∫
D

a3k sin s sin2 t dsdt =

∫ π
2

0

(∫ 2π

0

a3k sin s sin2 t ds

)
dt = 0

g3(S) =

∫∫
D

a3k cos t sin t dsdt =

∫ π
2

0

(∫ 2π

0

a3k cos t sin t ds

)
dt =

∫ π
2

0

πa3k sin 2t dt =

[
−πa

3k

2
cos 2t

]π
2

0

= πa3k

である. 従って S の重心は
( 0

0
a
2

)
である.
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