
数理科学 1 1章 多変数 (2変数)の微分法 のまとめと問題

§1.1.陰関数定理

定理 1.1。 1,1。 1.1'.陰関数定理

命題 1.1.2.接線の方程式

例 1.1.3.レムニスケー ト.α >0を定数する.

θ={∫ (″ ,ν)=(・
2+ν2)2_2α 2(″2_ν2)=0}

の概形を図示せ よ.

1.θ と各座標軸 との交点を求める.

2.ノ の偏微分を調べる.特にθ上でん=0,ん =0となる点を調べる。

3.θ の陰関数の増減を調べる.

(3'.命題 1.1.2な どにより接線を調べる.特に接線が各座標軸と平行になるソ点を調べる.)

4.図 にまとめる.θ の対称性,各座標軸と平行な直線 との交′点の個数などに注意する.

Fp3題。例 1.1.3に 従つて以下で定義された曲線の概形を図示せよ.

(1)″
3+ν3_3″ν=0.デカルトの葉線,″ =争浄,ν =f争 とパラメーター表示される.

(2)(″
2+ν2)2=α2.2+b2ν 2(α >b>0,α2≠ 2b2).

問題。次の式によつて定められるzの陰関数νについてその微分ν
′
,ν
″を求めよ.

0メ十ゲーhχν=Qげ一舞 〃
″=量部 屏 m)

(2)ν =c″
+υ・(ν
′=y,ν″=ざ赫 )

問題。次の式によつて定められる″の陰関数 νの極値を求めよ.(ν
ノ=0と なるときのν″

の符号を調べる.… )

(1)″
2+2χ
ν+2ν
2=1.(″ =-1で最大値 ν=1,″ =1で最小値 ν=-1)

μ
『 鍵 ェ た

れ
2_崎 0>け し =圭幾

ぽ

却 ν=赫 称 値 ν― 翡 →

定理 1.2.1.逆関数定理

定理 1。 2.2.陰関数定理,その 2多変数

問題。次の式によつて定められるχ,ν の陰関数 zの極値を求めよ.(z″ =ろ =0と なるソ点
におけるヘッセ行列式z“″ろν~イν,およびろ"などの符号を調

べる。)
χ2+2ν2+3z2_2″ν-2νz=2.

((″ ,ν)=(1,1)で極大値 1,(■ ,ν)=(-1,-1)で極小値 -1)
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§1.3.条件付き最大 。最小問題

定理 1.3.2.ラ グランジュの未定乗数法

例1.3.3.″4+ν4=1のもとで∫(″ ,ν)=∬3+2ν3は最大値∫(1/√F,2/ψ
′
フ)=/F,最

/Jヽ値∫(-1/く矩7,-2/やTD=―ψ7.
定理1.3.4.ラグランジュの未定乗数法,多変数 D⊂ Rれ を有界な閉領域,″ =(″ 1,… .メπ)∈
Rπ・∫(″),9(″ )を D上のび 級関数とする.λ ∈Rをパラメーター (未知変数)と して
F(″ ,λ)=∫ (″)+λ 9(・)と おく・条件ψ(χ)=0の下でノ(")の最大 。最小を与えるDの点
は次の (i)(iii)の いずれかである。

(i),の境界上の点で 9(″)=0をみたす.

(ii)S={″ ∈D;ψ (″)=0}の特異点,つまりg身 (″)=0(1≦∀づ≦η)となる″∈S.
(iii)″ =(Zl,_.,″π),λ を未知変数とする連立方程式鳥 1(″)=0,_,鳥 η(″)=0,9(")=
0の解を与えるソ点.

例 1.3.5.体積が一定の直方体のうち,その表面積が最小となるのは立方体である.

問題.条件 ″2+ν2=1の もとで次の関数の最大・最小値を求めよ.

(1)χ
3+ν3((1,0),(0,1)で

最大値 1,(-1,0),(0,-1)で 最小値 -1)

(2)″ +2ν ((稔 ,洗)で最大値 νら,(―岩 ,一素 )で最小値 ―ν6)

問題。(1)条件 ″+2ν +3z=α >0,χ >0,ν >0,z>0の もとで″ν2z,の最大値を求めよ.

(χ =ν =Z=α/6のとき(α/6)6)
(2)1ル
2+1/ν2=1/α2のもとで1ル +1/ν の最大・最小値を求めよ.((vりα,7L)で

最大値/7α ,(― vワα,一νワα)で最小値―νり/α )
問題.直方体の辺の和が一定であるとき,その体積が最大になるのは立方体の場合である

ことを示せ .

|―
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1 章の問題と解説 

 

§1.1 陰関数定理 

問題. 以下で定義された曲線の概形を図示せよ: 

(1) 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 = 0. 

(2)  𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑦2   𝑎 > 𝑏 > 0, 𝑎2 ≠ 𝑏2 . 

 

(解)…SkyDrive→public→総合科目→数理科学Ⅰ→graph.pdf を参照. 

 

問題. 次の式によって定められる𝑥の陰関数𝑦についてその微分𝑦′ , 𝑦′′を求めよ. 

(1) 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦 = 0. 

(2) 𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦 . 

 

(解) 

(1) 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦 = 0の両辺を𝑥で微分して 

3𝑥2 + 3𝑦2𝑦′ − 3𝑎𝑦 − 3𝑎𝑥𝑦 ′ = 0 

 ∴ 𝑥2 + 𝑦2𝑦 ′ − 𝑎𝑦 − 𝑎𝑥𝑦′ = 0. (1.1) 

従って 

𝑦′ = −
𝑥2 − 𝑎𝑦

𝑦2 − 𝑎𝑥
. 

(1.1)式の両辺を𝑥で微分して 

2𝑥 + 2𝑦𝑦′ 2 + 𝑦2𝑦′′ − 2𝑎𝑦′ − 𝑎𝑥𝑦′′ = 0 

∴ 𝑦′′ = −
2 𝑥 + 𝑦𝑦′ 2 − 𝑎𝑦 ′ 

𝑦2 − 𝑎𝑥
= −

2 𝑥 𝑦2 − 𝑎𝑥 2 + 𝑦 𝑥2 − 𝑎𝑦 2 − 𝑎 𝑥2 − 𝑎𝑦  𝑦2 − 𝑎𝑥  

 𝑦2 − 𝑎𝑥 3

= −
2 𝑥4𝑦 − 3𝑎𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦4 + 𝑎3𝑥𝑦 

 𝑦2 − 𝑎𝑥 3
. 

 

(2) 𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦の両辺を𝑥で微分して 

𝑦′ = 𝑒𝑥+𝑦  1 + 𝑦′ = 𝑦 1 + 𝑦′  

∴ 𝑦 ′ =
𝑦

1 − 𝑦
. 

両辺を更に𝑥で微分して 

𝑦′′ =
𝑦 ′

 1 − 𝑦 2
=

𝑦

 1 − 𝑦 3
. 
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問題. 次の式によって定められる𝑥の陰関数𝑦の極値を求めよ. 

(1) 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 1. 

(2)  𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2 𝑥2 − 𝑦2   𝑎 > 0 . 

 

(解) 

(1) 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 1の両辺を𝑥で微分して 

2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑥𝑦′ + 4𝑦𝑦′ = 0 

 ∴ 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦′ + 2𝑦𝑦′ = 0. (1.2) 

従って 

𝑦′ = −
𝑥 + 𝑦

𝑥 + 2𝑦
. 

(1.2)式の両辺を𝑥で微分して 

1 + 2𝑦′ + 𝑥𝑦′′ + 2𝑦′ 2 + 2𝑦𝑦 ′′ = 0 

∴ 𝑦′′ = −
1 + 2𝑦′ + 2𝑦′ 2

𝑥 + 2𝑦
= −

 𝑥 + 2𝑦 2 + 2 𝑥 + 𝑦  𝑥 + 2𝑦 + 2 𝑥 + 𝑦 2

 𝑥 + 2𝑦 3
= −

𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2

 𝑥 + 2𝑦 3

= −
1

 𝑥 + 2𝑦 3
. 

さて,𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 1かつ𝑦′ = 0とすると 

𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 1 かつ𝑦 = −𝑥 ⟺ 𝑥2 = 1 かつ𝑦 = −𝑥 ⟺  𝑥, 𝑦 =  ±1, ∓1  複号同順 . 

ここで, 𝑥, 𝑦 =  ±1,∓1 のそれぞれに対して 

𝑦 ′′ = ±1 

∴最大値: 1  𝑥 = −1  

最小値: −1  𝑥 = 1 . 

 

(2)  𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2 𝑥2 − 𝑦2 の両辺を𝑥で微分して 

 2 𝑥2 + 𝑦2  2𝑥 + 2𝑦𝑦′ = 𝑎2 2𝑥 − 2𝑦𝑦′ . (1.3) 

従って 

𝑦′ = −
𝑥 2 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2 

𝑦 2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎2 
. 

(1.3)式の両辺を𝑥で微分して 

 2 2𝑥 + 2𝑦𝑦′ 2 + 2 𝑥2 + 𝑦2  2 + 2𝑦′ 2 + 2𝑦𝑦′′  = 𝑎2 2 − 2𝑦 ′ 2 − 2𝑦𝑦′′  . (1.4) 

さて,𝑦′ = 0とすると𝑥 = 0 または𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
であるが,𝑥 = 0のとき 

 𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2 𝑥2 − 𝑦2 かつ𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 かつ𝑦4 = −𝑎2𝑦2 ⟺  𝑥, 𝑦 =  0,0 . 

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
のとき 
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 𝑥2 + 𝑦2 2 = 𝑎2 𝑥2 − 𝑦2 かつ𝑥2 + 𝑦2 =
𝑎2

2
⟺

𝑎4

4
= 𝑎2  2𝑥2 −

𝑎2

2
 かつ𝑥2 + 𝑦2 =

𝑎2

2

⟺  𝑥, 𝑦 =  ±
 3

2 2
𝑎, ±

1

2 2
𝑎  複号任意 . 

(1.4)式より, 𝑥, 𝑦 =  ±
 3

2 2
𝑎, ±

1

2 2
𝑎 のそれぞれについて 

2 2𝑥 2 + 2 ∙
𝑎2

2
 2 + 2𝑦𝑦′′  = 𝑎2 2 − 2𝑦𝑦′′  ⟺ 𝑦′′ = −

𝑎2𝑦

2𝑥2
= ∓

 2

3
𝑎 複号は𝑦と同順  

∴最大値: 
1

2 2
𝑎  𝑥 = ±

 3

2 2
𝑎  

最小値: −
1

2 2
𝑎  𝑥 = ±

 3

2 2
𝑎 . 

 

 

§1.2 逆関数定理 

問題. 次の式によって定められる𝑥, 𝑦の陰関数𝑧の極値を求めよ. 

 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 2𝑥𝑦 − 2𝑦𝑧 = 2. (1.5) 

 

(解) 

(1.5)式の両辺を𝑥で偏微分すると 

 2𝑥 + 6𝑧𝑧𝑥 − 2𝑦 − 2𝑦𝑧𝑥 = 0. (1.6) 

同様に,𝑦で偏微分すると 

 4𝑦 + 6𝑧𝑧𝑦 − 2𝑥 − 2𝑧 − 2𝑦𝑧𝑦 = 0. (1.7) 

(1.6),(1.7)式より,𝑧𝑥 = 𝑧𝑦 = 0となる点は𝑥 = 𝑦 = 𝑧を満たすから,(1.5)式より 

 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  ±1, ±1, ±1  複号同順  

を得る.次に,(1.6)式の両辺を𝑥, 𝑦で,(1.7)式の両辺を𝑦でそれぞれ偏微分すると 

2𝑥 + 6𝑧𝑥
2 + 6𝑧𝑧𝑥𝑥 − 2𝑦𝑧𝑥𝑥 = 0, 

6𝑧𝑦𝑧𝑥 + 6𝑧𝑧𝑥𝑦 − 2 − 2𝑧𝑥 − 2𝑦𝑧𝑥𝑦 = 0, 

4 + 6𝑧𝑦
2 + 6𝑧𝑧𝑦𝑦 − 4𝑧𝑦 − 2𝑦𝑧𝑦𝑦 = 0. 

従って, 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  ±1, ±1, ±1 に対して 𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑥𝑦 , 𝑧𝑦𝑦  =  ∓
1

2
, ±

1

2
, ∓1  複号同順 .また,この

とき𝑧𝑥𝑥𝑧𝑦𝑦 − 𝑧𝑥𝑦
2 =

1

4
> 0. 

以上より, 𝑥, 𝑦 =  1,1 のとき極大値 1, 𝑥, 𝑦 =  −1,−1 のとき極小値−1. 
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§1.3 条件付き最大・最小問題 

(「ラグランジュの未定乗数法」で答案を書くのが面倒なので,とりあえず別の方法で解いて

おきます.時間があったら未定乗数法を用いたものも作ります) 

問題. 条件𝑥2 + 𝑦2 = 1のもとで次の関数の最大・最小値を求めよ. 

(1) 𝑥3 + 𝑦3 

(2) 𝑥 + 2𝑦 

 

(解) 

(1) 𝑥2 + 𝑦2 = 1より,𝑥 = cos 𝜃 , 𝑦 = sin 𝜃とおける.このとき𝑥3 + 𝑦3 = cos3 𝜃 + sin3 𝜃 = 𝑓 𝜃 

とおくと 

𝑓′ 𝜃 = −3 cos2 𝜃 sin 𝜃 + 3 sin2 𝜃 cos 𝜃 = 3 sin𝜃 cos 𝜃  sin𝜃 − cos 𝜃 

= 3 2 sin 𝜃 cos 𝜃 sin  𝜃 −
𝜋

4
  

∴ 𝑓′  𝜃 = 0 ⟺ 𝜃 ≡ 0,
𝜋

4
,
𝜋

2
, 𝜋,

5

4
𝜋,

3

2
𝜋  mod 2𝜋 . 

各𝜃に対し,𝑓の値は順に 

1,
1

 2
, 1,−1,−

1

 2
,−1 

∴最大値: 1   𝑥, 𝑦 =  1,0 ,  0,1   

最小値: −1   𝑥, 𝑦 =  −1,0 ,  0,−1  . 

 

(2) (1)と同様に𝑥 = cos 𝜃 , 𝑦 = sin 𝜃とおくと 

𝑥 + 2𝑦 = cos 𝜃 + 2 sin 𝜃 =  5 sin 𝜃 + 𝛼   cos 𝛼 =
2

 5
, sin 𝛼 =

1

 5
  

∴最大値:  5   𝑥, 𝑦 =  
1

 5
,

2

 5
   

最小値: − 5   𝑥, 𝑦 =  −
1

 5
, −

2

 5
  . 

 

問題. (1) 条件𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 𝑑 > 0, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0のもとで𝑥𝑦2𝑧3の最大値を求めよ. 

(2)  1 𝑥2 + 1 𝑦2 = 1 𝑎2 のもとで1 𝑥 + 1 𝑦 の最大・最小値を求めよ. 

 

(解) 

(1) 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0より,相加相乗不等式を用いて 

𝑑 = 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑧 + 𝑧 ≥ 6 𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧
6 = 6 𝑥𝑦2𝑧36
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∴ 𝑥𝑦2𝑧3 ≤  
𝑑

6
 

6

. 

等号成立条件は𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =
𝑑

6
である.以上より 

最大値:  
𝑑

6
 

6

  𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =
𝑑

6
 . 

 

(2) 1 𝑥2 + 1 𝑦2 = 1 𝑎2 より,1 𝑥 = cos 𝜃 𝑎 , 1 𝑦 = sin 𝜃 𝑎 とおける.このとき 

1

𝑥
+

1

𝑦
=

cos 𝜃

𝑎
+

sin 𝜃

𝑎
=
 2

𝑎
sin  𝜃 +

𝜋

4
  

∴最大値: 
 2

𝑎
   𝑥, 𝑦 =   2𝑎,  2𝑎   

最小値: −
 2

𝑎
   𝑥, 𝑦 =  − 2𝑎, − 2𝑎  . 

 

問題. 直方体の辺の和が一定であるとき,その体積が最大になるのは立方体の場合であるこ

とを示せ. 

 

(解) 

直方体の辺の長さをそれぞれ𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 とし,その和を𝑙とする.相加相乗不等式より 

𝑙 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 3 𝑥𝑦𝑧
3  

∴ 𝑥𝑦𝑧 ≤  
𝑙

3
 

3

. 

等号が成り立つのは,𝑥 = 𝑦 = 𝑧,すなわち立方体の場合である. 
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数理科学1 2章 空FH5内の曲線と曲面 のまとめと問題

§2.1平面曲線

問題.曲線θ={ν =C2z}と 点P=(0,1)において交わる放物線α={ν =αχ2+b∬ +c}
のうち,最大の接触をするものを求めよ。(α =2,b=2,c=1の とき 2次の接触.3次以上
の接触はしない。)

命題2.1.4。 曲線θ={ν =∫ (″ )}の曲率円,曲率半径,曲率        」

「

/・

l=  
・
き

「
|11・ ■ ■

問題。(1)曲線θ={(″ (ι ),ν (ι ));ι ∈R}の曲率は,その特異′点以外の点では      ,

〆 =

となることを示せ .

(2)曲線θ={F(″ ,y)=0}の 曲率は,その特異点以外の点では

ど =

となることを示せ .

問題.次の曲線の与えられた点における曲率と曲率円を求めよ.

81与説」チタ21,讐こ,7.十 17澪武,生:嘉力ij2[b7の _=
(3)ν =log″ ,点 (1,0)((″ -3)2+(ν +2)2=8)-1■   1_       P
問題。次の曲線の曲率の極値をとる点を求めよ.      

・

(1)ν =10g χ (″ =1/νり)一一「 1.・  i  l i二         :、
(2)σ ={(3 cosι tt cos 3ι ,3 sin ι+sin 3ι );ι ∈R}(ι ∈η7,η ∈N)    ヽ 1‐ |

§2.2.空間内の曲線と曲面
2.2。 3曲面S⊂ R3の表示

(1)グラフ型 z=∫ (″ ,ν ),(″ ,ν )∈ D⊂ R2.

(2)パ ラ メー ター 表 示 型 S={P(S,`)=(″ (S,オ ),ν (S,1),Z(S,ι ))∈ R3;(∬ ,ν)∈ D⊂ R2).

(3)陰関数型 F(″ ,ν,Z)=0
2.2.4曲面の接平面,法ベク トル

(2)曲 面 S={P(S,ι )=(χ (S,ι ),ν (S,ι ),Z(S,ι ))}の と き .

鳥 =′ XS,ι )=(χ s(S,1),ν s(S,`),Zs(S,ι )),鳥 =鳥 (S,1)=(″ 1(S,`),νι(S,ι ),2t(S,`))と す る .

点PcSを始点とするベクトル具(s,ι )と 鳥(S,1)と で張られる平面〃Pを Pでの接平面
という.ffPの 法ベクトルはn(s,1)=鳥 (S,ι )× 鳥(S,ι)と とれ,これをSの Pでの法ベク
トルという。

(1)グラフ型 z=/(χ ,ν),(3)陰関数型 F(″ ,ν,2)=0の場合の接平面



4

2.2.5曲面の例 (2次曲面の非特異性 と接平面 )

問題.次の関数で定義 される曲面 Sの点 PO=
さらに Sと ″恥 との交わりについて考察せよ.

―・資 7,|」Ⅲl・ 一→ (1)″
2/α2_十
ν
2/b2__z2/c2==1 (卜

IPレ )場「  (ヽ ・

11[]そ、~(2)"2/α 2+ν2/b2+z2/c2=1(二 :,っ ,乗っぐ・

(・o,νo,Zo)に おける接平面 夏恥 を求めよ.

そ
　
　
Ｚ

為
一
　
乙
一ぴ

Ｖψ〓ド・〕〕〓ドレ
て (

§2.3.空間内での長さと面積

2.3.1曲線の長さ,弧長による曲線のパラメーター

2.3.2曲 面 の 面 積  曲 面 S={P(S,ι )=(″ (S,ι ),ν (S,t),Z(S,ι ))}の 面 積 は

… …侮F:ギ峰lタここでE=(え ,鳥),F=(R,鳥 ),θ

グラフ型S={z=∫ (″ ,ν);(″ ,ν )∈ D}の とき

VEθ―Pに→=(鰐「+

ス6)=//(.。∈D

鶴「十1辮D〔 .索ⅢⅢぃャ
彊
織
凄
一凍

“
γ
獨
一ド
↑

υケ′ビ)

Э(ガ1)ヽ
ヽ

」a rOお
`

イ千う̀|
§2.4.曲面上の積分

2.4。 1面積分 S上の連続関数∫の積分は

二∫αS=∬仏ω∈D∫。,⇒νEθ―F20,→αs洗 .

αS=ν
“

―F2(s,ι )αSαιを面積要素または面素とよぶ .

定理 2.4.2(曲面上の曲線の長さ)

問題。次の曲面の面積を求めよ.

(1)平面 6″ +3ν +2z=12の 第 1象限の部分 (14)
(2)関数z=ν笏 ,(″ ,ν)∈ D=p,司 ×Ю,q上のアグラフ (36)
(3)錐面z2=″

2+ν2の z=0と z=yス∬/2+1)の間の部分 (87)
(4)錐面 z2=″

2+ν2の円柱 ν
2+z2=α2の 内部における部分 (2πα

2)

1+燿 +考 α″αν・

卜

:―
__ _____ 

― ―
 

―
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2 章の問題と解説 

 

§2.1 平面曲線 

問題. 曲線𝐶 =  𝑦 = 𝑒2𝑥 と点𝑃 =  0,1 において交わる放物線𝐶 ′ =  𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 のうち,

最大の接触をするものを求めよ. 

 

(解) 𝑓 𝑥 = 𝑒2𝑥  , 𝑔 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐とおく.このとき 

𝑓 𝑛  𝑥 = 2𝑛𝑒2𝑥 , 

𝑔′ 𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝑏 , 𝑔′′  𝑥 = 2𝑎 , 𝑔 𝑛  𝑥 ≡ 0  𝑛 ≥ 3  

であるから 

𝑓 0 = 𝑔 0 ⟺ 1 = 𝑐, 

𝑓′  0 = 𝑔′ 0 ⟺ 2 = 𝑏, 

𝑓′′  0 = 𝑔′′  0 ⟺ 4 = 2𝑎, 

𝑓 𝑛  0 = 2𝑛 ≠ 0 = 𝑔 𝑛  0   𝑛 ≥ 3 . 

よって,最大の接触次数は 2 で,そのとき𝑎 = 2, 𝑏 = 2, 𝑐 = 1. 

 

問題. (1) 曲線𝐶 =   𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡  ; 𝑡 ∈ ℝ の曲率は,その特異点以外の点では 

𝑟−1 =
 𝑥′𝑦′′ − 𝑦′𝑥′′  

 𝑥′ 2 + 𝑦′ 2 
3 2 

 

となることを示せ. 

(2) 曲線𝐶 =  𝐹 𝑥, 𝑦 = 0 の曲率は,その特異点以外の点では 

𝑟−1 =
 𝐹𝑦𝑦𝐹𝑥

2 − 2𝐹𝑥𝑦 𝐹𝑥𝐹𝑦 + 𝐹𝑥𝑥 𝐹𝑦
2 

 𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 
3 2  

となることを示せ. 

 

(解) 

(1) 𝑢 = 𝑥 𝑡  , 𝑣 = 𝑦 𝑡 とする.逆関数定理より,𝐶の特異点以外の点の周りで𝑢 = 𝑥 𝑡 の逆関

数𝑡 = 𝑥−1 𝑢 が存在する.このとき𝑣 = 𝑦 𝑥−1 𝑢  であるから,𝑓 = 𝑦 ∘ 𝑥−1と見なすと𝑣 = 𝑓 𝑢 

と書け,命題 2.1.4 を適用することができる.ここで 

𝑓′  𝑢 =
𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑑𝑦 𝑡 

𝑑𝑢
=

𝑑𝑦 𝑡 

𝑑𝑡

1

𝑑𝑢
𝑑𝑡

=
𝑦′ 𝑡 

𝑥′ 𝑡 
, 

𝑓′′  𝑢 =
𝑑

𝑑𝑢
 
𝑦′ 𝑡 

𝑥′  𝑡 
 =

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑦′ 𝑡 

𝑥′ 𝑡 
 

1

𝑑𝑢
𝑑𝑡

=
𝑥′  𝑡 𝑦′′  𝑡 − 𝑦′ 𝑡 𝑥′′  𝑡 

𝑥′  𝑡 2

1

𝑥′ 𝑡 

=
𝑥′  𝑡 𝑦′′  𝑡 − 𝑦′ 𝑡 𝑥′′  𝑡 

𝑥′  𝑡 3
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∴ 𝑟−1 =
 𝑓′′  𝑢  

 1 + 𝑓′ 𝑢 2 3 2 
=

1

 1 +  𝑦 ′ 𝑥′  2 3 2 
 
𝑥′𝑦 ′′ − 𝑦′𝑥′′

𝑥′ 3  =
 𝑥′𝑦′′ − 𝑦′𝑥′′  

 𝑥′ 2 + 𝑦′ 2 
3 2 

. 

 

(2) 陰関数定理より,𝐹の特異点以外の点の周りで𝑦 = 𝜑 𝑥 と書くことができ,命題 2.1.4を適

用することができる.ここで 

𝜑′ 𝑥 = −
𝐹𝑥

𝐹𝑦
, 

𝜑′′  𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
 −

𝐹𝑥

𝐹𝑦
 = −

 𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑥𝑦 𝜑′ 𝐹𝑦 − 𝐹𝑥 𝐹𝑦𝑥 + 𝐹𝑦𝑦 𝜑′ 

𝐹𝑦
2 = −

𝐹𝑦𝑦 𝐹𝑥
2 − 2𝐹𝑥𝑦 𝐹𝑥𝐹𝑦 + 𝐹𝑥𝑥 𝐹𝑦

2

𝐹𝑦
3  

∴ 𝑟−1 =
 𝜑′′  𝑥  

 1 + 𝜑′ 𝑥 2 3 2 
=

1

 1 +  −𝐹𝑥 𝐹𝑦  
2
 

3 2 
 −

𝐹𝑦𝑦 𝐹𝑥
2 − 2𝐹𝑥𝑦 𝐹𝑥𝐹𝑦 + 𝐹𝑥𝑥 𝐹𝑦

2

𝐹𝑦
3  

=
 𝐹𝑦𝑦 𝐹𝑥

2 − 2𝐹𝑥𝑦𝐹𝑥𝐹𝑦 + 𝐹𝑥𝑥 𝐹𝑦
2 

 𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 
3 2 . 

 

★計算の途中で,逆関数の微分法や chain rule を使っています. 

 

問題. 次の曲線の与えられた点における曲率と曲率円を求めよ. 

(1) 𝑥𝑦 = 1,点 1,1 . 

(2) 𝑥2 𝑎2 + 𝑦2 𝑏2 = 1, 点 𝑎, 0 . 

(3) 𝑦 = log 𝑥 , 点 1,0 . 

 

(解) 円 𝑥 − 𝑥0 2 +  𝑦 − 𝑦0 2 = 𝑟2において,方程式の両辺を𝑥で微分すると, 

2 𝑥 − 𝑥0 + 2 𝑦 − 𝑦0 𝑦′ = 0 

 ∴  𝑥 − 𝑥0 +  𝑦 − 𝑦0 𝑦′ = 0. (2.1) 

もう一度微分すると, 

 1 + 𝑦′ 2 +  𝑦 − 𝑦0 𝑦′′ = 0. (2.2) 

この円が,点 𝑎, 𝑏 において曲線𝑦 = 𝑓 𝑥 と 2 次の接触をするとすると,𝑏 = 𝑓 𝑎 , 𝑦′ 𝑎 =

𝑓′  𝑎 , 𝑦′′  𝑎 = 𝑓′′  𝑎 が成り立つから(2.1),(2.2)式より 

  𝑎 − 𝑥0 2 +  𝑓 𝑎 − 𝑦0 2 = 𝑟2 , (2.3) 

  𝑎 − 𝑥0 +  𝑓 𝑎 − 𝑦0 𝑓′ 𝑎 = 0, (2.4) 

 1 + 𝑓′ 𝑎 2 +  𝑓 𝑎 − 𝑦0 𝑓′′  𝑎 = 0. (2.5) 

(2.5)式より 

𝑦0 =  𝑓 𝑎 +
1 + 𝑓′  𝑎 2

𝑓′′  𝑎 
. 

(2.4)式より 
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𝑥0 = 𝑎 +  𝑓 𝑎 − 𝑦0 𝑓′ 𝑎 = 𝑎 −
 1 + 𝑓′  𝑎 2 𝑓′ 𝑎 

𝑓′′  𝑎 
. 

(2.3)式より 

𝑟2 =  𝑎 − 𝑥0 2 +  𝑓 𝑎 − 𝑦0 2 =  
 1 + 𝑓′  𝑎 2 𝑓′ 𝑎 

𝑓′′  𝑎 
 

2

+  −
1 + 𝑓′ 𝑎 2

𝑓′′  𝑎 
 

2

=
 1 + 𝑓′ 𝑎 2 3

𝑓′′  𝑎 2
 

∴ 𝑟 =
 1 + 𝑓′  𝑎 2 

3
2

 𝑓′′  𝑎  
. 

 

(1) 𝑥𝑦 = 1 ⟺ 𝑦 =
1

𝑥
であり,𝑓 𝑥 =

1

𝑥
とおくと 

𝑓′  𝑥 = −
1

𝑥2
 , 𝑓′′  𝑥 =

2

𝑥3
. 

このとき, 

𝑥0 =  1 −
 1 + 𝑓′ 1 2 𝑓′  1 

𝑓′′  1 
= 2, 

𝑦0 =  𝑓 1 +
1 + 𝑓′ 1 2

𝑓′′  1 
= 2, 

𝑟 =
 1 + 𝑓′  1 2 

3
2

 𝑓′′  1  
=  2 

∴ 曲率𝑟−1 =
1

 2
 ,曲率円 𝑥 − 2 2 +  𝑦 − 2 2 = 2. 

 

(2) 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1において,点 𝑎, 0 を含む分枝は𝑥 = 𝑎 1 −
𝑦2

𝑏2であり,𝑓 𝑦 = 𝑎 1 −
𝑦2

𝑏2とおくと 

𝑓′  𝑦 = −
𝑎

𝑏2
𝑦  1 −

𝑦2

𝑏2
 

−
1
2

 , 𝑓′′  𝑦 = −
𝑎

𝑏2
 1 −

𝑦2

𝑏2
 

−
3
2

. 

このとき, 

𝑥0 =  𝑓 0 +
1 + 𝑓′  0 2

𝑓′′  0 
=

𝑎2 − 𝑏2

𝑎
, 

𝑦0 =  0 −
 1 + 𝑓′ 0 2 𝑓′  0 

𝑓′′  0 
= 0, 

𝑟 =
 1 + 𝑓′  0 2 

3
2

 𝑓′′  0  
=

𝑏2

 𝑎 
 

∴ 曲率𝑟−1 =
 𝑎 

𝑏2
 ,曲率円 𝑥 −

𝑎2 − 𝑏2

𝑎
 

2

+ 𝑦2 =
𝑏4

𝑎2
. 

 

★点 𝑎, 0 において
𝑑𝑦

𝑑𝑥
が存在しないので,𝑥と𝑦を入れ換えて議論しています. 
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(3) 𝑓 𝑥 = log 𝑥とおくと 

𝑓′ 𝑥 =
1

𝑥
 , 𝑓′′  𝑥 = −

1

𝑥2
. 

このとき, 

𝑥0 =  1 −
 1 + 𝑓′ 1 2 𝑓′  1 

𝑓′′  1 
= 3, 

𝑦0 =  𝑓 1 +
1 + 𝑓′  1 2

𝑓′′  1 
= −2, 

𝑟 =
 1 + 𝑓′  1 2 

3
2

 𝑓′′  1  
= 2 2 

∴ 曲率𝑟−1 =
1

2 2
 ,曲率円 𝑥 − 3 2 +  𝑦 + 2 2 = 8. 

 

★曲率,曲率半径,曲率円を求める場合には,本問の最初で実行したように自分で「公式」を導出しましょう.

記憶違いをしてミスをするのが一番悔しいですから(^^; 

 

問題. 次の曲線の曲率の極値をとる点を求めよ. 

(1) 𝑦 = log 𝑥 

(2) 𝐶 =   3 cos 𝑡 + cos 3𝑡 , 3 sin 𝑡 + sin 3𝑡 ; 𝑡 ∈ ℝ  

 

(解) 

(1) 𝑓 𝑥 = log 𝑥  𝑥 > 0 とおくと 

𝑓′ 𝑥 =
1

𝑥
 , 𝑓′′  𝑥 = −

1

𝑥2
. 

このとき, 

𝑟−1 =
 𝑓′′  𝑥  

 1 + 𝑓′ 𝑥 2 
3
2

=
𝑥

 1 + 𝑥2 
3
2

 

𝑑𝑟−1

𝑑𝑥
=

1 − 2𝑥2

 1 + 𝑥2 
3
2

 

∴
𝑑𝑟−1

𝑑𝑥
= 0 ⟺ 𝑥 =

1

 2
⟺  𝑥, 𝑦 =  

1

 2
, −

1

2
log 2 . 

更に,𝑥 =
1

 2
の前後で𝑟−1の符号が負から正に変わることも確かめられるから,曲率が極値を

とるのは点 
1

 2
, −

1

2
log 2 . 
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(2) 𝑥 𝑡 = 3 cos 𝑡 + cos 3𝑡  , 𝑦 𝑡 = 3 sin 𝑡 + sin 3𝑡とおくと 

𝑥′  𝑡 = −3 sin 𝑡 − 3 sin 3𝑡    ,   𝑥′′  𝑡 = −3 cos 𝑡 − 9 cos 3𝑡, 

𝑦′ 𝑡 = 3 cos 𝑡 + 3 cos 3𝑡    ,   𝑦′′  𝑡 = −3 sin 𝑡 − 9 sin 3𝑡. 

このとき, 

𝑟−1 =
 𝑥′𝑦′′ − 𝑦′𝑥′′  

 𝑥′ 2 + 𝑦 ′ 2 
3
2

=
 2

3 1 + cos 2𝑡
 

𝑑𝑟−1

𝑑𝑡
=

 2 sin 2𝑡

3 1 + cos 2𝑡 
3
2

. 

∴
𝑑𝑟−1

𝑑𝑡
= 0 ⟺ 𝑡 = 𝑛𝜋  𝑛 ∈ ℤ ⟺  𝑥, 𝑦 =  ±4,0 . 

更に,𝑡 = 𝑛𝜋の前後で𝑟−1の符号が負から正に変わることも確かめられるから,曲率が極値を

とるのは点 ±4,0 . 

 

§2.2 空間内の曲線と曲面 

問題. 次の関数で定義される曲面𝑆の点𝑃0 =  𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 における接平面𝐻𝑃0
を求めよ.さらに𝑆

と𝐻𝑃0
との交わりについて考察せよ. 

(1) 𝑥2 𝑎2 + 𝑦2 𝑏2 − 𝑧2 𝑐2 = 1 

(2) 𝑥2 𝑎2 + 𝑦2 𝑏2 + 𝑧2 𝑐2 = 1 

 

(解) 

(1) 𝐹 =
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 −
𝑧2

𝑐2 − 1とおくと 

𝐹𝑥 =
2

𝑎2
𝑥 , 𝐹𝑦 =

2

𝑏2
𝑦 , 𝐹𝑧 = −

2

𝑐2
𝑧. 

よって𝑆上で𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧 ≠ 0.従って𝐻𝑃0
は 

2

𝑎2
𝑥0 𝑥 − 𝑥0 +

2

𝑏2
𝑦0 𝑦 − 𝑦0 −

2

𝑐2
𝑧0 𝑧 − 𝑧0 = 0 

𝑥0

𝑎2
𝑥 +

𝑦0

𝑏2
𝑦 −

𝑧0

𝑐2
𝑧 −  

𝑥0
2

𝑎2
+

𝑦0
2

𝑏2
−

𝑧0
2

𝑐2
 = 0 

∴
𝑥0

𝑎2
𝑥 +

𝑦0

𝑏2
𝑦 −

𝑧0

𝑐2
𝑧 = 1. 

なお,𝑆は一葉双曲面である. 

 

(2) 𝐹 =
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 +
𝑧2

𝑐2 − 1とおくと 
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𝐹𝑥 =
2

𝑎2
𝑥 , 𝐹𝑦 =

2

𝑏2
𝑦 , 𝐹𝑧 =

2

𝑐2
𝑧. 

よって𝑆上で𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧 ≠ 0.従って𝐻𝑃0
は 

2

𝑎2
𝑥0 𝑥 − 𝑥0 +

2

𝑏2
𝑦0 𝑦 − 𝑦0 +

2

𝑐2
𝑧0 𝑧 − 𝑧0 = 0 

𝑥0

𝑎2
𝑥 +

𝑦0

𝑏2
𝑦 +

𝑧0

𝑐2
𝑧 −  

𝑥0
2

𝑎2
+

𝑦0
2

𝑏2
+

𝑧0
2

𝑐2
 = 0 

∴
𝑥0

𝑎2
𝑥 +

𝑦0

𝑏2
𝑦 +

𝑧0

𝑐2
𝑧 = 1. 

なお,𝑆は楕円面である. 

 

§2.3 空間内での長さと面積 

§2.4 曲面上の積分 

問題. 次の曲面の面積を求めよ. 

(1) 平面6𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 12の第1象限の部分 

(2) 関数𝑧 =  2𝑥𝑦,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 =  0, 3 ×  0, 6 上のグラフ 

(3) 錐面𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2の𝑧 = 0と𝑧 =  2 𝑥 2 + 1 の間の部分 

(4) 錐面𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2の円柱𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2の内部における部分 

 

(解) 

(1) 平面6𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 12の第1象限の部分は 

𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 = −3𝑥 −
3

2
𝑦 + 6 = 0 かつ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 =  0 < 𝑥 < 2, 0 < 𝑦 < −2𝑥 + 4  

と書ける.このとき 

𝑓𝑥 = −3 , 𝑓𝑦 = −
3

2
 

∴ 𝐴 𝑆 =   1 + 𝑓𝑥
2 + 𝑓𝑦

2𝑑𝑥𝑑𝑦
 

 𝑥,𝑦 ∈𝐷

=    1 + 9 +
9

4
𝑑𝑦

−2𝑥+4

0

𝑑𝑥
2

0

=
7

2
  −2𝑥 + 4 𝑑𝑥

2

0

= 14. 

 

(2) 𝑓 𝑥, 𝑦 =  2𝑥𝑦とおくと 

𝑓𝑥 =  
𝑦

2𝑥
 , 𝑓𝑦 =  

𝑥

2𝑦
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∴ 𝐴 𝑆 =   1 + 𝑓𝑥
2 + 𝑓𝑦

2𝑑𝑥𝑑𝑦
 

 𝑥,𝑦 ∈𝐷

=    1 +
𝑦

2𝑥
+

𝑥

2𝑦
𝑑𝑦

6

0

𝑑𝑥
3

0

=     
𝑦

2𝑥
+  

𝑥

2𝑦
 𝑑𝑦

6

0

𝑑𝑥
3

0

= 2 3   
2

 𝑥
+  𝑥 𝑑𝑥

3

0

= 36. 

 

(3) 錐面𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2は, 

𝑥 = 𝑡 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑡 sin 𝜃  , 𝑧 = 𝑡 

と媒介変数表示される.このとき 

 
𝜕 𝑥, 𝑦 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = 𝑡 ,  

𝜕 𝑦, 𝑧 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = −𝑡 cos 𝜃 ,  

𝜕 𝑧, 𝑥 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = −𝑡 sin 𝜃 

が成り立ち,更に題意の部分は 

 𝑡, 𝜃 ∈ 𝐷 =  0 ≤ 𝜃 < 2𝜋, 0 ≤ 𝑡 ≤  2  
𝑡 cos 𝜃

2
+ 1  =  0 ≤ 𝜃 < 2𝜋, 0 ≤ 𝑡 ≤

2

 2 − cos 𝜃
  

と書けるから 

𝐴 𝑆 =    
𝜕 𝑥, 𝑦 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

+  
𝜕 𝑦, 𝑧 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

+  
𝜕 𝑧, 𝑥 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

𝑑𝑡𝑑𝜃
 

 𝑡,𝜃 ∈𝐷

=    𝑡2 + 𝑡2 cos2 𝜃 + 𝑡2 sin2 𝜃 𝑑𝑡

2

 2−cos 𝜃

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

=  2   𝑡𝑑𝑡

2

 2−cos 𝜃

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= 2 2  
𝑑𝜃

  2 − cos 𝜃 
2

2𝜋

0

= 4 2  
𝑑𝜃

  2 − cos 𝜃 
2

𝜋

0

= 4 2  2 2 tan−1   1 +  2 tan
𝜃

2
 +

sin 𝜃

 2 − cos 𝜃
 

0

𝜋

= 8𝜋. 

 

(4) 錐面𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2は, 

𝑥 = 𝑡 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑡 sin 𝜃  , 𝑧 = 𝑡 

と媒介変数表示される.このとき 

 
𝜕 𝑥, 𝑦 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = 𝑡 ,  

𝜕 𝑦, 𝑧 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = −𝑡 cos 𝜃 ,  

𝜕 𝑧, 𝑥 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 = −𝑡 sin 𝜃 

が成り立ち,更に題意の部分は 

 𝑡, 𝜃 ∈ 𝐷 =  0 ≤ 𝜃 < 2𝜋, 𝑡2 1 + sin2 𝜃 < 𝑎2 

=  0 ≤ 𝜃 < 2𝜋, −
 𝑎 

 1 + sin2 𝜃
< 𝑡 <

 𝑎 

 1 + sin2 𝜃
  

と書けるから 
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𝐴 𝑆 =    
𝜕 𝑥, 𝑦 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

+  
𝜕 𝑦, 𝑧 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

+  
𝜕 𝑧, 𝑥 

𝜕 𝑡, 𝜃 
 

2

𝑑𝑡𝑑𝜃
 

 𝑡,𝜃 ∈𝐷

=    𝑡2 + 𝑡2 cos2 𝜃 + 𝑡2 sin2 𝜃 𝑑𝑡

 𝑎 

 1+sin 2 𝜃

−
 𝑎 

 1+sin 2 𝜃

𝑑𝜃
2𝜋

0

= 8 2   𝑡𝑑𝑡

 𝑎 

 1+sin 2 𝜃

0

𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 4 2𝑎2  
𝑑𝜃

1 + sin2 𝜃

𝜋
2

0

= 8 2𝑎2  
𝑑𝜃

3 − cos 2𝜃

𝜋
2

0

= 8 2𝑎2  
1

2 2
tan−1  2 tan 𝜃  

0

𝜋
2

= 2 𝜋𝑎2 . 
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数理科学1 3章 線積分,面積分 (ベクトル解析)のまとめと問題

§3.1.線積分

例3.1.3(2)(%={χ 2+ν2=α2}:円周,向きは反時計回り。

∬=α COS θ,ν =α dnθ ,o≦θ≦2πとして,九響げ互=ガ
π
 αθ=2π .●によらなし⇒

§3.2.グ リーンの定理

定理3.2.1.Greenの 定理.D⊂ R2,∂,そ の境界.適切な条件のもとで,  ｀

あっ∫α″+θごν=∫ん(%十 %)α″ごν・
系3.2.2.D⊂ R2の面積の公式. ′́  

「

i tr.メ.it=: ]^‐ _1・ |     
:́

4Jl1 3.2.4(2),⊂ N:原′点0を含む有界閉領域,∂D:θl級単純閉曲線,0グ ∂Dとする.
このときあDデ案岸井=27. (計算の方法も重要)
F・5題.系 3.2.2を用いて次の図形の面積を求めよ.

(1)楕円″
2/α2+ν2/b2=1の内部.(7α b,例 3.2.3)

(2)双曲線χ
2/α2_ν2/b2=1の 2点 χ(α ,0),P(″o,νo)間の弧に対応する扇形OχP.

(″ =α COSh ι,ν =b sinh ιとおく.:α b10g(″ o/α +νo/b))

(3)ア ステロイ ド″
2/3+ν2/3=α2/3の 内部で第一象限にある部分。(3πα

2)

問題.Greenの定理を用いて,次の線積分の値を求めよ.ただし,積分路の向きは反時計回

りとする .

(1)ん (2χ
3+ν 3)α″_(・3+ν 3)αν,θ:単位円周.(37/2)

(2)ん cυ sin″α″+cυ coS χαν,0長方形0≦ ″≦π,0≦ ν≦1の周。(4(1-c))

§33.ベクトル場

3.3.1勾配 (gradient),方 向微分.gradノ =▽∫=(ん ,ん ,ん )・ ▽=(島 ,島 ,3):ナブラ
3.3.2発散 (d�ergence).diV υ=▽・υ=a+ην+oυ =(ξ ,η ,ξ ).
3.3.3回転(rOtatiOn).rot υ=▽ ×υ=(c― ηz,&― C,η″―も).
3.3.4 Greenの 定理 (ベク トル場表示),発散定理 .

D⊂ R2,∂D:そ の境界.適切な条件のもとで,あDυ・ηごS=∫ん diV υttαν.

問題。次のベク トル場υと閉曲線 θ (及びその内部 D)について,Greenの定理を検証せよ.

(1)υ =(ν
2+2",″ 2_ν

),θ 長方形α≦χ≦b,C≦ ν≦αの周. ‐  [  }|
(2)υ =(2χ―ν,2ν十″),θ :メ 十多=1(楕円)。  一―ギ  l  ll.J「

§3.4.様々な線積分,面積分 (ス トークスの定理
*)

3.4.1スカラー場の線積分:ん∫αs.
3.4.2ベクトル場の線積分:んυ・αγ=んξα

"十
ηαν(+ξαZ).

3.4.3ス カラー場の面積分 :∫ん∫αS=∫ん ∫(″ (色 ,υ ),ν (色 ,υ ),Z(し ,υ))R× 鳥 lα色ごυ.
3.4.4ベク トル場の面積分 :JЪ υ・dS=∫んξαναZ+ηαZご″十ξαχαν.

.き :|、 |:1、   |。「'1■ ・́  111 `
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定理 3.4.5 Stokesの 定理.S⊂ R3:曲面,∂S:その境界,υ :ベクトル場.適切な条件のも

とで,あsυ・む =焼 rOt υ・αS.
問題.次のベクトル場υと曲線(螺旋)θ γ(ι )=(COS t,Sin ι,bι),0≦ ι≦π/4,について,
線積分んυ・ヵの値を求めよ.

(1)υ =(α Sin ι,α COst,0),α は正定数。(α/2)
(2)υ =(2″ ,ν,-2).(-1/4-bπ /2)

問題。曲面 S:z=1-″ 2_ν 2(z≧ 0)に対 して,次の面積分の値を求めよ.

(1)itsα S・  ((5�
/写 -1)π /6)

(2)∫ん(″
2_ν 2)αs.(0)

問題.次の曲面 Sに対 して,ベク トル場 υ=(χ ,ν ,2)の面積分 ∫んυoαSの値を求めよ.

(1)S:平面 2″ +2ν +z=2の 第一象限にある部分で,単位法ベク トル πは原′点の反対
イ則にとる。(5/3)

(2)S:単位球面の上半分で,単位法ベクトルηは上側にとる.(107/3)

問題.次のベク トル場 υと曲面 S(及びその境界 ∂5)に対 して,Stokesの 定理を検証せよ.

(1)υ =(″ ,ν,Z),S:Z=1-″
2_ν2(z≧

0).

(2)υ =(″ ,ν,2z),S:平面 ″+ν +z=1の 第一象限にある部分 .

.1 1:  : 
・
´ 1   11え ,「ヽ  |

§3.5.ガウスの発散定翠   = '~
定理 3.5。 1.Gaus,り発散定理.y⊂ R3,s=∂佐 その境界,υ :ベクトル場.適切な条件
のもとで,鵡υ・αS==∫∫v diV υαχαναz.
例 3.5。 3.例 3.2.4の 3次元版 .

問題.次のベク トル場 υと領域 yについて,Gaussの 発散定理を検証せよ.

(1)υ =(″ ,ν ,Z2),y:″
2+ν2≦ 1,0≦ Z≦ 1(円柱).｀「

ざ1‐ 1‐ [71

(2)υ =(″
2,ν2,z2),y:χ 2+ν2+z2≦ 1._、 fi r.ィこ 9

問題.Gaussの発散定理を用いて,次の面積分の値を求めよ .

(1)∫ん″νZのαZ,S:立方体 0≦ ″≦ 1,0≦ ν≦1,0≦ Z≦ 1の表面。(1/4)

(2)∬Isinχαναz十 (1-COS χ)yルα″,S:単位球面.(4π/3)

試験情報 :

1章 :陰関数定理 とその応用,ラ グランジュの未定乗数法 .

(2章:3章で使 う曲線 ,曲面に関する計算 .)
3章:線積分・面積分の計算,Green,Stokes,Gauss.

|__
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3 章の問題と解説 

 

§3.1 線積分 

§3.2 Green の定理 

問題. 系 3.2.2 を用いて次の図形の面積を求めよ. 

(1) 楕円𝑥2 𝑎2 + 𝑦2 𝑏2 = 1の内部. 

(2) 双曲線𝑥2 𝑎2 − 𝑦2 𝑏2 = 1の 2 点𝑀 𝑎, 0 , 𝑃 𝑥0 , 𝑦0 の間の弧に対応する扇型𝑂𝑀𝑃. 

(3) アステロイド𝑥2 3 + 𝑦2 3 = 𝑎2 3 の内部で第一象限にある部分. 

 

(解) 

(1) 題意の領域を𝐷とする.楕円
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1は,𝑡 ∈  0,2𝜋 を用いて 

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 , 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡 

と表示されるから,系 3.2.2 より 

𝐴 𝐷 =
1

2
  –𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 

 

𝜕𝐷

=
1

2
  –𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

2
  – 𝑏 sin 𝑡 ∙  – 𝑎 sin 𝑡 + 𝑎 cos 𝑡 ∙ 𝑏 cos 𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

2
 𝑎𝑏𝑑𝑡

2𝜋

0

= 𝜋𝑎𝑏. 

 

(2) 題意の領域を𝐷とする.双曲線
𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 = 1の弧𝑀𝑃は,𝑡 ∈  0, sinh−1 𝑦0

𝑏
 を用いて 

𝑥 = 𝑎 cosh 𝑡 , 𝑦 = 𝑏 sinh 𝑡 

と表示されるから,系 3.2.2 より 

𝐴 𝐷 =
1

2
  –𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 

 

𝜕𝐷

=
1

2
  –𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 𝑑𝑡

sinh −1𝑦0
𝑏

0

=
1

2
  –𝑏 sinh 𝑡 ∙ 𝑎 sinh𝑡 + 𝑎 cosh 𝑡 ∙ 𝑏 cosh 𝑡 𝑑𝑡

sinh −1𝑦0
𝑏

0

=
1

2
 𝑎𝑏𝑑𝑡

sinh −1𝑦0
𝑏

0

=
𝑎𝑏

2
sinh−1

𝑦0

𝑏
=

𝑎𝑏

2
log  

𝑦0

𝑏
+   

𝑦0

𝑏
 

2

+ 1 =
𝑎𝑏

2
log  

𝑥0

𝑎
+

𝑦0

𝑏
 . 

 

(3) 題意の領域を𝐷とする.アステロイド𝑥
2

3 + 𝑦
2

3 = 𝑎
2

3の第一象限にある部分は,𝑡 ∈  0,
𝜋

2
 を用

いて 

𝑥 = 𝑎 cos3 𝑡 , 𝑦 = 𝑎 sin3 𝑡 

と表示されるから,系 3.2.2 より 
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𝐴 𝐷 =
1

2
  –𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 

 

𝜕𝐷

=
1

2
  –𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
1

2
  –𝑎 sin3 𝑡 ∙  – 3𝑎 cos2 𝑡 sin 𝑡 + 𝑎 cos3 𝑡 ∙  3𝑎 sin2 𝑡 cos 𝑡  𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
1

2
 3𝑎2 sin2 𝑡 cos2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
3

8
𝑎2  sin2 2𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
3

8
𝑎2  

1 − cos 4𝑡

2
𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
3

32
𝜋𝑎2 . 

 

問題. Green の定理を用いて, 次の線積分の値を求めよ.ただし, 積分路の向きは反時計回り

とする. 

(1)   2𝑥3 + 𝑦3 𝑑𝑥 −  𝑥3 + 𝑦3 𝑑𝑦
 

𝐶
, 𝐶: 単位円周. 

(2)  𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 cos 𝑥 𝑑𝑦
 

𝐶
, 𝐶: 長方形0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1の周. 

 

(解) 

(1) 𝐶を境界とする閉領域を𝐷とすると,Green の定理より 

 与式 =   2𝑥3 + 𝑦3 𝑑𝑥 −  𝑥3 + 𝑦3 𝑑𝑦
 

𝐶

=    −3𝑦2 +  −3𝑥2  𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= −3   𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 

極座標変換 𝑥, 𝑦 ⟼  𝑟, 𝜃 により 

 与式 = −3  𝑟2  
𝜕 𝑥, 𝑦 

𝜕 𝑟, 𝜃 
 𝑑𝑟𝑑𝜃

 

𝐷

= −3   𝑟3𝑑𝑟
1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= −3  
1

4
𝑑𝜃

2𝜋

0

= −
3

2
𝜋. 

 

(2) 𝐶を境界とする閉領域を𝐷とすると,Green の定理より 

 与式 =  𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 cos 𝑥 𝑑𝑦
 

𝐶

=    −𝑒𝑦 sin 𝑥 +  −𝑒𝑦 sin 𝑥  𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= −2   𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

𝑑𝑦
1

0

= −2  2𝑒𝑦𝑑𝑦
1

0

= −4 𝑒 − 1 . 

 

§3.3 ベクトル場 

問題. 次のベクトル場𝒗と閉曲線𝐶(及びその内部𝐷)について, Green の定理を検証せよ. 

(1) 𝒗 =  𝑦2 + 2𝑥, 𝑥2 − 𝑦 , 𝐶: 長方形𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑の周. 

(2) 𝒗 =  2𝑥 − 𝑦, 2𝑦 + 𝑥 , 𝐶: 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 (楕円). 
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(解) 

(1)  

 𝒗 ∙ 𝒏𝑑𝑠
 

𝐶

=   +  +  +   
 

 𝑎,𝑑 → 𝑎,𝑐 

 

 𝑏,𝑑 → 𝑎 ,𝑑 

 

 𝑏,𝑐 → 𝑏,𝑑 

 

 𝑎,𝑐 → 𝑏,𝑐 

 𝒗 ∙ 𝒏𝑑𝑠

=   𝑐2 + 2𝑥, 𝑥2 − 𝑐  
0

−1
 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+   𝑦2 + 2𝑏, 𝑏2 − 𝑦  
1
0
 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

+   𝑑2 + 2𝑥, 𝑥2 − 𝑑  
0
1
  −𝑑𝑥 

𝑎

𝑏

+   𝑦2 + 2𝑎, 𝑎2 − 𝑦  
−1
0

  −𝑑𝑦 
𝑐

𝑑

= −  𝑥2 − 𝑐 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+   𝑦2 + 2𝑏 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

+   𝑥2 − 𝑑 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−   𝑦2 + 2𝑎 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

=   𝑐 − 𝑑 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+ 2   𝑏 − 𝑎 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

=  𝑏 − 𝑎  𝑑 − 𝑐 . 

また,div 𝒗 = 2 +  −1 = 1より 

 div 𝒗𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=   𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑑𝑦
𝑑

𝑐

=   𝑏 − 𝑎 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

=  𝑏 − 𝑎  𝑑 − 𝑐  

∴  𝒗 ∙ 𝒏𝑑𝑠
 

𝐶

=  div 𝒗𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 

 

(2) 楕円
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1は,𝑡 ∈  0,2𝜋 を用いて 

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 , 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡 

と表示される.このとき 

𝒏 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑠

−
𝑑𝑥

𝑑𝑠

 =  

𝑑𝑦

𝑑𝑡

−
𝑑𝑥

𝑑𝑡

 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
=  

𝑏 cos 𝑡
𝑎 sin 𝑡

 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
, 

であるから 

 𝒗 ∙ 𝒏𝑑𝑠
 

𝐶

=   2𝑎 cos 𝑡 − 𝑏 sin 𝑡 , 2𝑏 sin 𝑡 + 𝑎 cos 𝑡  
𝑏 cos 𝑡
𝑎 sin 𝑡

 𝑑𝑡
2𝜋

0

=   2𝑎𝑏 +  𝑎2 − 𝑏2 sin 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= 4𝜋𝑎𝑏 +
𝑎2 − 𝑏2

2
 sin 2𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

= 4𝜋𝑎𝑏. 

また,div 𝒗 = 2 + 2 = 4より 

 div 𝒗 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= 4  𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= 4𝜋𝑎𝑏 

∴  𝒗 ∙ 𝒏𝑑𝑠
 

𝐶

=  div 𝒗𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 
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§3.4 様々な線積分, 面積分(Stokes の定理) 

問題. 次のベクトル場𝒗と曲線(螺旋) 𝐶: 𝛾 𝑡 =  cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑏𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 4 について, 線積

分 𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝐶
の値を求めよ. 

(1) 𝒗 =  𝑎 sin 𝑡 , 𝑎 cos 𝑡 , 0 , 𝑎は正定数. 

(2) 𝒗 =  2𝑥, 𝑦, −2 . 

 

(解) 曲線𝐶について 

𝑑𝜸 = 𝛾′  𝑡 𝑑𝑡 =  
− sin 𝑡
cos 𝑡

𝑏
 𝑑𝑡. 

(1)  

 𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝐶

=   𝑎 sin 𝑡 , 𝑎 cos 𝑡 , 0  
− sin 𝑡
cos 𝑡

𝑏
 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= 𝑎   cos2 𝑡 − sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= 𝑎  cos 2𝑡 𝑑𝑡

𝜋
4

0

=
𝑎

2
. 

 

(2)  

 𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝐶

=   2 cos 𝑡 , sin 𝑡 , −2  
− sin 𝑡
cos 𝑡

𝑏
 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= −  sin 𝑡 cos 𝑡 + 2𝑏 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= −
𝑏

2
𝜋 −

1

2
 sin 2𝑡 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= −
2𝜋𝑏 + 1

4
. 

 

問題. 曲面𝑆: 𝑧 = 1 − 𝑥2 − 𝑦2 𝑧 ≥ 0 に対して, 次の面積分の値を求めよ. 

(1)  𝑑𝑆
 

𝑆
. 

(2)   𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑆
 

𝑆
. 

 

(解) 𝑆 =  𝑃 𝑟, 𝜃 =  𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 1 − 𝑟2   𝑟, 𝜃 ∈ 𝐷 =  0,1 ×  0,2𝜋  と書ける.このとき 

𝑃𝑟 =  
cos 𝜃
sin 𝜃
−2𝑟

  , 𝑃𝜃 =  
−𝑟 sin 𝜃
𝑟 cos 𝜃

0
  

∴  𝑃𝑟 × 𝑃𝜃  =   
2𝑟2 cos 𝜃
2𝑟2 sin 𝜃

𝑟

  = 𝑟 4𝑟2 + 1. 

(1)  

 𝑑𝑆
 

𝑆

=   𝑃𝑟 × 𝑃𝜃  𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

=   𝑟 4𝑟2 + 1𝑑𝑟
1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

=  
5 5 − 1

12
𝑑𝜃

2𝜋

0

=
5 5 − 1

6
𝜋. 

 

(2)  

  𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑆
 

𝑆

=   𝑟2 cos2 𝜃 − 𝑟2 sin2 𝜃  𝑃𝑟 × 𝑃𝜃  𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

=   𝑟3 4𝑟2 + 1 cos 2𝜃 𝑑𝜃
2𝜋

0

𝑑𝑟
1

0

= 0. 
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問題. 次の曲面𝑆に対して, ベクトル場 𝒗 =  𝑥, 𝑦, 2 の面積分 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆
の値を求めよ. 

(1) 𝑆: 平面2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 2の第一象限にある部分で, 単位法ベクトル𝒏は原点の反対側にと

る. 

(2) 𝑆: 単位球面の上半分で, 単位法ベクトル𝒏は上側にとる. 

 

(解) 

(1) 𝑆 =  𝑃 𝑢, 𝑣 =  𝑢, 𝑣, 2 − 2𝑢 − 2𝑣   𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷 =   𝑢, 𝑣 ∈ ℝ2 0 < 𝑢 < 1,0 < 𝑣 < 1 − 𝑢  と

書けるから 

𝑃𝑢 =  
1
0

−2
  , 𝑃𝑣 =  

0
1

−2
    ∴ 𝑃𝑢 × 𝑃𝑣 =  

2
2
1
  

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

=   𝑢, 𝑣, 2  
2
2
1
 𝑑𝑢𝑑𝑣

 

𝐷

=    2𝑢 + 2𝑣 + 2 𝑑𝑣
1−𝑢

0

𝑑𝑢
1

0

=   3 − 2𝑢 − 𝑢2 𝑑𝑢
1

0

=
5

3
. 

 

(2) 𝑆 =  𝑃 𝜃, 𝜑 =  sin 𝜃 cos 𝜑 , sin 𝜃 sin 𝜑 , cos 𝜃   𝜃, 𝜑 ∈ 𝐷 =  0,
𝜋

2
 ×  0,2𝜋  と書けるから 

𝑃𝜃 =  
cos 𝜃 cos 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜑

− sin 𝜃

  , 𝑃𝜑 =  
− sin 𝜃 sin 𝜑
sin 𝜃 cos 𝜑

0

    ∴ 𝑃𝑢 × 𝑃𝑣 =  
sin2 𝜃 cos 𝜑

sin2 𝜃 sin 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜃

  

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

=   sin 𝜃 cos 𝜑 , sin 𝜃 sin 𝜑 , 2  
sin2 𝜃 cos 𝜑

sin2 𝜃 sin 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜃

 𝑑𝜃𝑑𝜑
 

𝐷

=    sin3 𝜃 + 2 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

𝑑𝜑
2𝜋

0

=    sin3 𝜃 + 2 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

𝑑𝜑
2𝜋

0

=    sin3 𝜃 + sin 2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

𝑑𝜑
2𝜋

0

=   
2

3
+ 1 𝑑𝜑

2𝜋

0

=
10

3
𝜋. 

 

★最後の計算で,公式 

 sin𝑛 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

=  

 𝑛 − 1 !!

𝑛!!
    𝑛 = odd 

 𝑛 − 1 !!

𝑛!!

𝜋

2
    𝑛 = even 

  

を用いました. 

 

問題. 次のベクトル場𝒗と曲面𝑆(及びその境界𝜕𝑆)に対して, Stokes の定理を検証せよ. 

(1) 𝒗 =  𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑆: 𝑧 = 1 − 𝑥2 − 𝑦2 𝑧 ≥ 0 . 

(2) 𝒗 =  𝑥, 𝑦, 2𝑧 , 𝑆: 平面𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1の第一象限にある部分. 
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(解) 

(1) 𝜕𝑆 =  𝛾 𝑡 =  cos 𝑡 , sin 𝑡 , 0  𝑡 ∈  0,2𝜋  と書けるから 

𝑑𝜸 = 𝛾′ 𝑡 𝑑𝑡 =  
− sin 𝑡
cos 𝑡

0
 𝑑𝑡 

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝜕𝑆

=   cos 𝑡 , sin 𝑡 , 0  
− sin 𝑡
cos 𝑡

0
 𝑑𝑡

2𝜋

0

= 0. 

一方,rot 𝒗 = 𝟎より 

 rot 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

= 0 

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝜕𝑆

=  rot 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

. 

 

(2)  

 𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝜕𝑆

=   +  +   
 

 0,0,1 → 1,0,0 

 

 0,1,0 → 0,0,1 

 

 1,0,0 → 0,1,0 

 𝒗 ∙ 𝑑𝜸

=   1 − 𝑠, 𝑠, 0  
−1
1
0

 𝑑𝑠
1

0

+   0,1 − 𝑡, 𝑡  
0

−1
1

 𝑑𝑡
1

0

+   𝑢, 0,1 − 𝑢  
1
0

−1
 𝑑𝑢

1

0

=   2𝑠 − 1 𝑑𝑠
1

0

+   2𝑡 − 1 𝑑𝑡
1

0

+   2𝑢 − 1 𝑑𝑢
1

0

= 0. 

一方,rot 𝒗 = 𝟎より 

 rot 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

= 0 

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝜸
 

𝜕𝑆

=  rot 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

. 

 

§3.5 Gauß の発散定理 

問題. 次のベクトル場𝒗と領域𝑉について, Gauß の発散定理を検証せよ. 

(1) 𝒗 =  𝑥, 𝑦, 𝑧2 , 𝑉: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1  円柱 . 

(2) 𝒗 =  𝑥2 , 𝑦2 , 𝑧2 , 𝑉: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1. 

 

(解) 

(1) 円柱𝑉の底面𝑆1 , 𝑆2及び側面𝑆3は 

𝑆1 =  𝑃 𝑟, 𝜃 =  𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 0   𝑟, 𝜃 ∈  0,1 ×  0,2𝜋  , 

𝑆2 =  𝑃 𝑟, 𝜃 =  𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 1   𝑟, 𝜃 ∈  0,1 ×  0,2𝜋  , 

𝑆3 =  𝑃 𝑡, 𝜃 =  cos 𝜃 , sin 𝜃 , 𝑡   𝑡, 𝜃 ∈  0,1 ×  0,2𝜋   

と書くことができ,このとき𝜕𝑉 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3が成り立つ.ここで𝑆1について 
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𝑃𝑟 =  
cos 𝜃
sin 𝜃

0
  , 𝑃𝜃 =  

−𝑟 sin 𝜃
𝑟 cos 𝜃

0
    ∴ 𝑃𝑟 × 𝑃𝜃 =  

0
0
𝑟
    ∴ 𝑑𝑺 =  

0
0

−𝑟
 𝑑𝑟𝑑𝜃. 

同様に,𝑆2について 

𝑑𝑺 =  
0
0
𝑟
 𝑑𝑟𝑑𝜃. 

また,𝑆3について 

𝑃𝑡 =  
0
0
1
  , 𝑃𝜃 =  

− sin 𝜃
cos 𝜃

0
    ∴ 𝑃𝑡 × 𝑃𝜃 =  

− cos 𝜃
− sin 𝜃

0
    ∴ 𝑑𝑺 =  

cos 𝜃
sin 𝜃

0
 𝑑𝑡𝑑𝜃 

であるから 

 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝜕𝑉

=   +  +
 

𝑆2

  
 

𝑆3

 

𝑆1

 𝒗 ∙ 𝑑𝑺

=    𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 0  
0
0

−𝑟
 𝑑𝑟

1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

+    𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 1  
0
0
𝑟
 𝑑𝑟

1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

+    cos 𝜃 , sin 𝜃 , 𝑡2  
cos 𝜃
sin 𝜃

0
 𝑑𝑡

1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= 0 + 𝜋 + 2𝜋 = 3𝜋. 

一方,div 𝒗 = 1 + 1 + 2𝑧 = 2𝑧 + 2であるから 

 div 𝒗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=     2𝑧 + 2 𝑑𝑧
1

0

 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝑥2+𝑦2≤1

= 3  𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝑥2+𝑦2≤1

= 3𝜋 

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝜕𝑉

=  div𝒗 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

. 

 

(2) 𝜕𝑉 =  𝑃 𝜃, 𝜑 =  sin 𝜃 cos 𝜑 , sin 𝜃 sin 𝜑 , cos 𝜃   𝜃, 𝜑 ∈ 𝐷 =  0, 𝜋 ×  0,2𝜋  と書けるから 

𝑃𝜃 =  
cos 𝜃 cos 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜑

− sin 𝜃

  , 𝑃𝜑 =  
− sin 𝜃 sin 𝜑
sin 𝜃 cos 𝜑

0

    ∴ 𝑑𝑺 = 𝑃𝑢 × 𝑃𝑣𝑑𝑟𝑑𝜃 =  
sin2 𝜃 cos 𝜑

sin2 𝜃 sin 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜃

 𝑑𝑟𝑑𝜃 

従って 

 𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝜕𝑉

=    sin2 𝜃 cos2 𝜑 , sin2 𝜃 sin2 𝜑 , cos2 𝜃  
sin2 𝜃 cos 𝜑

sin2 𝜃 sin 𝜑
cos 𝜃 sin 𝜃

 𝑑𝜃
𝜋

0

𝑑𝜑
2𝜋

0

=    sin4 𝜃 cos3 𝜑 + sin4 𝜃 sin3 𝜑 + cos3 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜑
2𝜋

0

𝑑𝜃
𝜋

0

= 2𝜋  cos3 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

= 0. 

一方,div 𝒗 = 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧であるから,積分領域の対称性を考えて 
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 div 𝒗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

= 2   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

= 2   𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

+  𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

+  𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

 = 0 + 0 + 0 = 0. 

∴  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝜕𝑉

=  div𝒗 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

. 

 

問題. Gauß の発散定理を用いて,次の面積分の値を求めよ. 

(1)  𝑥𝑦𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑆
, 𝑆: 立方体0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1の表面. 

(2)  sin 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧 +  1 − cos 𝑥 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
 

𝑆
, 𝑆: 単位球面. 

 

(解) 

(1) 𝑆の内部を𝑉とし,ベクトル場𝒗 =  𝑥𝑦𝑧, 0,0 に対して Gauß の発散定理を適用する.ここで

div 𝒗 = 𝑦𝑧であるから 

 𝑥𝑦𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑆

=  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

=  div 𝒗 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=    𝑦𝑧𝑑𝑥
1

0

𝑑𝑦
1

0

𝑑𝑧
1

0

=   𝑦𝑧𝑑𝑦
1

0

𝑑𝑧
1

0

=  
𝑧

2
𝑑𝑧

1

0

=
1

4
. 

 

(2) 𝑆の内部を𝑉とし,ベクトル場𝒗 =  sin 𝑥 ,  1 − cos 𝑥 𝑦, 0 に対してGaußの発散定理を適用

する.ここでdiv 𝒗 = cos 𝑥 +  1 − cos 𝑥 = 1であるから 

 sin 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧 +  1 − cos 𝑥 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
 

𝑆

=  𝒗 ∙ 𝑑𝑺
 

𝑆

=  div 𝒗 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=
4

3
𝜋. 
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