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期 末 試 験 対 策 

数 学 Ⅱ 

 
平成 21 年 2 月９日 15 時 05 分―16 時 35 分 

 

注 意 事 項 

1 試験開始の合図があるまでに、この試験対策プリントを開きなさい。 

2 この試験対策プリントは全部で６６ページあります。落丁・乱丁または印刷不鮮明

な箇所があったら、メールまたはクラス掲示板で雁木か山元に知らせなさい。 

3 ただし、デザイン・レイアウトに関する苦情は一切受け付けません 

4 勉強には必ず黒色鉛筆（または黒色シャープペンシル）を用いて手を動かしなさい。 

5555 解答用紙の指定欄に学生証番号、科類、解答用紙の指定欄に学生証番号、科類、解答用紙の指定欄に学生証番号、科類、解答用紙の指定欄に学生証番号、科類、氏名、語学符号を記入しなさい。指定欄以氏名、語学符号を記入しなさい。指定欄以氏名、語学符号を記入しなさい。指定欄以氏名、語学符号を記入しなさい。指定欄以

外にこれらを記入してはいけません。外にこれらを記入してはいけません。外にこれらを記入してはいけません。外にこれらを記入してはいけません。    

6 この試験対策プリントの余白は、落書き用に使用してもよいが、そのせいで単位を

落としてはいけません。 

7 試験終了後、数学のことは忘れてすぐに情報科学の勉強をしなさい。 
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はじめに 

 このシケプリは戸瀬信之教官の冬学期数学Ⅱ演習の問題及び解答をわかりやすく

書きなおしたものです。 

 

 内容としては、基本的に 

 

1. 問題 

2. 解答 

3. 解説・基本事項説明 

 

となっております。 

 

 単位が危ない人用に作ってありますが、すべての問題をこなしたら、「優」も十分

狙えることかと思われます。 

 

 「基本を根本から理解する」ためではなく、「よくわからないけど公式が使いこな

せて、問題が解ける」ために作られたことを考慮に入れてください。「そんなの嫌だ」てい

う人がいるなら、線形代数の「しっかりとした参考書」を読むか、戸瀬さんにでも聞いて

ください。とはいうものの、やはり公式・基本事項にたいする、視覚的、直観的理解があ

ったほうが頭に入りやすいと思われますので、そのように理解できるよう努めて説明書き

を加えるようにしました。 

 

分量の都合上、計算過程は適宜省略してあります。ご了承ください。 

 

 質問・誤植等の指摘がありましたら、メールなり何なりください。。。 
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� 問題 1 















 −−−

=

344

101

334

B  を基本行列の積で表せ。  

 

解） 

まず、階段行列を作ります。（略） 

3

)1(31
323

32
23

)4(13
412

21

100

010

001

344

101

334

IB

rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr

=
















 →














 −−−

=

−×=+
×=+

↔
=+

−×=+
×=+

↔  

 

したがって 

)1(31)3(2332

)1(23413)4(1221

100

010

101

130

010

001

010

100

001

110

010

001

104

010

001

100

014

001

100

001

010

−×=+−×=+↔

−×=+×=+−×=+↔

































−














×

















−































−
















=

rrrrrr

rrrrrrrr

B

 

となります。 

 

 

解説） 

解答が分かりにくいという方は、たとえば、 

　















=

100

021

010

C  を考えると、 
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( )1
100

010

001

100

010

021

100

001

010

312
2

21 ICrr

C

↑↑↑

















































= L

をたす
に

入れ替え
をと

 

 

というように、（１）式の左の 2 つの行列の積がそれぞれ基本変形に対応してます。 

 

このように B に左から基本行列 P をかけて、 

 

　3IPB =  としたなら、 3

1IPB −=  となるので、 

この
1−P にあたる行列を自分で考えるのが、この問題の意図です。 

 

 

� 問題 2 

Aを nm× 行列とする。 

)ker()ker( AAAt ⊂    を示せ。 

 

解） 

 )ker()ker( AvAAv t ∈⇒∈
rr

  を示します、 

すなわち、 

 00)(
rrrr
=⇒= vAvAAt    を示します。 

そこで、 

( )
( )
( )
0

)(,0

,

,
2

=

=

=

=

仮定より　　　

　

Q
rr

rr

rrr

v

vvAA

vAvAvA

t

 

したがって、 0
rr
=vA  となり、 

← 一般に、 

( ) ),(, yAxyxA t rrrr
=  が成

立します。 

説明は省きます。 
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00)(
rrrr
=⇒= vAvAAt  が示せました。 

� 問題 3 

次の基本行列 321 ,, PPP  を求めましょう。 

1. ( ) ( )132414321 aaaaPaaaa
rrrrrrrr

=  

2. ( ) ( )432124321 3 aaaaPaaaa
rrrrrrrr

=  

3. ( ) ( )4312134321 3 aaaaaPaaaa
rrrrrrrrr

+=  

 

解） 

 



















=



















=



















=

1

1

1

31

1

1

3

1

1

1

1

1

3

2

1

P

P

P

 

 

解説） 

なぜこうなるかは、左辺に代入することでわかります。 

じっくり考えてみてください。 

 

 

 

 

 

← 0 を省きました 
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� 問題４ 























=























=























=























=

2

3

4

1

0

,

1

3

6

3

1

,

0

1

4

3

2

,

0

0

1

1

1

4321 aaaa
rrrr

　　　
 

      に対し、 

 

432211 , aaVaaV
rrrr

RRRR +=+= 　  

     とする。 

 

2121 , VVVV +　I  の基底をそれぞれ求めよ。 

 

 解） 

 まず、 21 VVv +∈
r

 の基底を求めます。 

wzyx ,,, を任意の実数として、 v
r
は、 

  

 4321 awazayaxv
rrrrr

+++=  と表せます。 

 これを行列で表すと、 

  

  

( )









































=



















=

w

z

y

x

w

z

y

x

aaaav

2

3

4

1

0

1

3

6

3

1

0

1

4

3

2

0

0

1

1

1

4321

rrrrr
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 A=























2

3

4

1

0

1

3

6

3

1

0

1

4

3

2

0

0

1

1

1

 とすると、 v
r
は Aの像（Image）になる。 

したがって、 21 VV + の基底は )Im(A の基底に一致します。 

  

あとはいつも通り、掃き出して、 

  

 )(

0000

0000

2100

3010

4001

2

3

4

1

0

1

3

6

3

1

0

1

4

3

2

0

0

1

1

1

とするBA =























−

→























=  

      と変形できて、 

  

 
( )
( )4321

4321

bbbbB

aaaaA
rrrr

rrrr

=

=
 

    と置くと、 

 
3214 234 bbbb
rrrr

+−= とあらわすことができるので、 

 B の基底は
321 ,, bbb
rrr

 

したがって Aの基底は 321 ,, aaa
rrr
の三本と分かります。 

 

 ∴ 21 VV + の基底は 321 ,, aaa
rrr
。 

 

  

和集合 21 VV + はベクトル 2 本＋2 本＝4 本で表される空間であったのに、その基底が 3 本

),,( 321 aaa
rrr

で表されるとわかったので、積集合 VV I1 の基底は、 134 =− 本です。 
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 21 VVv I
r
∈′ と置くと、 

  

 4321 awazayaxv
rrrrr

+=+=′  

 0=−−+⇔ 4321 awazayax
rrrr

 

 ( ) 0=



















−

−
⇔

w

z

y

x

aaaa 4321

rrrr
 

     と分かる。 

 

これを解くと、 

 wywx 3,4 −== 　  が得られるので、 

 

 

w

w

awaw

ayaxv























−

−

−

−

=

×

















































−























=

−=

+=′

0

3

8

5

2

0

1

4

3

2

3

0

0

1

1

1

4

34 21

21
rr

rrr

 

となるので、 

21 VV I の基底は























−

−

−

−

0

3

8

5

2
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� 問題 5 

















−−

−=

41071

4211

4691

A   に対し、 

QPA )(標準形=  を満たす正則行列 QP, を求めよ。 

 

解）これは今までの復習に近いので途中式を省略します。 

  

 

















 −

=
















−

=

1000

0100

0110

4301

,

171

011

091

QP 　  

 

解説）P は行基本変形、Qは列基本変形に対応する。 

 標準形とは、 

 
















0000

0010

0001

 のような１と０のみで表された階段行列のこと。 

 

 

� 問題 6 

















−

−−

−

=

606

34253

201

B  に対し、 

1. )det()( 3 BIB −=Φ λλ  を求めよ。 

2. B を対角化せよ。 
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解） 

これは今までの 22× 行列のときと同じように解けば OK 

 

1.  

)3)(2)(2(

606

34253

201

)(

−−+=

−−

−−−

−−

=Φ

λλλ

λ
λ

λ
λB

 

2.  

3,2±=λ のときの固有ベクトル 321 ,, ppp
rrr

は 

それぞれ 
















=
















=
















−=

2

3

1

,

0

1

0

,

3

1

2

321 ppp
rrr

　　  であるから、 

( ) ( )

( )















−=

−=

3

2

2

322

321

321321

ppp

ppppppB

rrr

rrrrrr

 

1

3

2

2
−
















−=∴ PPB  と対角化される。 

� 問題 7 

















−

−

−

=

110

121

211

A  を対角化せよ。 
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解）問題６と同様にすればよい。 

 















=

111

320

131

P で、 1

2

1

1
−















−

= PPA  

� 問題 8 

21,HH を
n

R の部分空間とする。 

⊥⊥ ⊃⇒⊂ 2121 HHHH  を示せ。 

 

解） 

⊥∈∈ 21, HqHp
rr

とする。 

21 HH ⊂  より、 

2Hp∈
r

である。 

 

( ) 0, =∴ qp
rr

 

 

ここで、 p
r
は 1H の元でもあるので、 

任意の q
r
は

⊥
1H の元である。 

 

すなわち、 が成立するので、 

⊥⊥ ⊃⇒⊂ 2121 HHHH  が示せた。 

 

解説） 直交補空間 

 Hp∈
r

なる任意の p
r
について、 

 ( ) 0, =qp
rr

 となるような q
r
全体の集合を、H の直交補空間といい、 

 
⊥

H で表す。 
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例）三次元で考える。 

 















=
















=

0

1

0

,

0

0

1

21 ee
rr

で張られる xy平面の直交補空間は
















=

1

0

0

3e
r

 で張られる。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� 問題 9 

写像




→

→

ZY

YX

:

:

g

f
が単射なら、 

合成写像 

 ZX→:fg o  

も単射であることを示せ。 

 

解） 

 X∈21,aa とする。ただし、 21 aa ≠  

 

f は単射より、 

 )()( 2121 afafaa ≠⇒≠  

 

また、 g は単射より、 

 )()()()( 2121 afgafgafaf oo ≠⇒≠  

 

以上より、 

)()( 2121 afgafgaa oo ≠⇒≠   すなわち、 fg o も単射である。 

解説）単射と全射 

3e
r
R は、 21,ee

rr
で張ら

れるどんなベクトル

に対しても直交する。 
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 単射のとき、 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

のように、元が違えば、写った先も違うものになる。 

 

 

全射のとき 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

のように、Xの元が写った先で、Yのすべての元を満たしている場合である。 
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全単射のとき、 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

このように、Xの元の像がYの元と一対一に対応している。 

[一対一対応]と呼ばれる。 

 

このとき、XとYの次元は必ず一致する。 

 

※ちなみに、単射は“一対一”と呼ばれたりもするが、 

 “一対一対応”とは違うので注意！！ 
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� 問題 10 










7

9

8

8

4

7

5

6

2

5

1

4

9

3

6

2

3

1
 

 を巡回置換の積であらわせ。 

 

解) 

( )( )56247931

2

5

5

6

6

2

1

4

4

7

7

9

9

3

3

1

7

9

8

8

4

7

5

6

2

5

1

4

9

3

6

2

3

1

=

















=








 

 

 

解説）置換 

  

置換とは、集合 { }n,,2,1 L=Ω の順序を入れ替える操作のことである。 

 

これは、席替えに例えるとわかりやすいだろう。Ωをｎ個の席とみる。すると、席替

えとは、各 iにいる人が、どこかの席 j に移動し、 

 （１）どの 2 人も同じ席には移らない（単射） 

 （２）どの席にも誰かが座る（全射） 

ということである。 

 

このことを数学の言葉で表そう。 

ここでいう席替え（置換）とは 

全単射写像 
Ω∈→Ω∈

Ω→Ω

ji　

　:σ
 

のことである。 

 

また、 iの行き先を )(iσ と表すことにすると、置換は 










)()2()1(

21

n

n

σσσ L

L
 

  のように表現される。すなわち、上段の数字の行き先を下段に指定したわけである。

ここで、 )(,),2(),1( nσσσ L はそれぞれ n,,2,1 L のいずれかであることに注意しよう。 

 

↑下の段は省略する 
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たとえば、 








1342

4321
という置換なら、 

１が２に移り、 

２が４に移り、 

３が３に移り、 

４が１に移るわけである。 

 

 

・合成置換について 

 

具体例でもって、合成置換の扱い方に慣れよう 

合成置換は、二つの置換の積であらわされる。 

 


















1243

4321

1342

4321
 

のような合成置換があったとしよう。 

 

このとき、右側の置換から計算することに注意しよう（行列の掛け算と一緒！！） 

 

１→３→３ 

２→４→１ 

３→２→４ 

４→１→２ 

 

と移るので、この合成置換は 










2413

4321
 

となる。 

 

 

 

・巡回置換について 

 

特に、 








1

4

2

3

4

2

3

1
のように 
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14231 →→→→ という順で一周する置換を 

 

｢巡回置換｣ という。 

 

 

 

また、 








3

4

4

3

1

2

2

1
のように、 

343,121 →→→→ 　  という順で 

2 つの巡回置換を含んでいるときは、 

 


















34

43

12

21
 

と、合成置換の形に分けれれる。（計算してみよう！） 

 

 

 

巡回置換は 

( )21
12

21
=







のように、下の段を省略できる。(書かなくてもわかるから。) 

 

 

特に、 








12

21
のように、2 文字を入れ替える巡回置換は 

 

「互換」と呼ばれる。 

 

たとえば、 ( )4231 のような巡回置換は 

( )

( )( )( )312141

4123

4321

4312

4321

1324

4321

1243

4321
4231

=

























=









=

 

と、互換の積であらわされる。 

このことは、慣れるまで分かりにくいと思うが、次の問題を通して慣れてしまおう 
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� 問題 11 









=









=









=

3

4

4

3

1

2

2

1

2

4

1

3

3

2

4

1

3

4

2

3

1

2

4

1

τ

σ

ρ

   とする。 

1. τσρ ,, を互換の積で表せ。 

2. στσρρσ ,, を計算せよ。 

 

解） 

1. ρのとき、 

 

１→４ 

２→１ 

３→２ 

４→３ だから、 

 

 

( ) ( )( )( )4131212341
3214

4321
==








=ρ  

 

 

 

 同様に、σ のとき、 

 

( )( )( )412131   

 

 

τ のとき、 

 

( )( )4321=τ  

    ※答えは一意的じゃないです。 
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2. 















=

2

4

1

3

3

2

4

1

3

4

2

3

1

2

4

1
ρσ  

      

１→４→３ 

２→３→２ 

 ３→１→４ 

 ４→２→１ より、 

 









=

1

4

4

3

2

2

3

1
ρσ  と書ける。 

 

 

同様に、σρ のとき、 

 









=

1

4

3

3

4

2

2

1
σρ  

 

 

 

στ のとき、 

 









=

1

4

2

3

4

2

3

1
στ  
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� 問題１２ 

３次の置換全てを互換の積であらわせ。 

 

解）３次の置換は 

 

  
















































1

3

2

2

3

1
,

2

3

1

2

3

1
,

1

3

3

2

2

1
,

3

3

1

2

2

1
,

2

3

3

2

1

1
,

3

3

2

2

1

1
 

 

の６個。  恒等置換である









3

3

2

2

1

1
は除いて、 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )31
1

3

2

2

3

1

3121
2

3

1

2

3

1
,2131

1

3

3

2

2

1

21
3

3

1

2

2

1
,32

2

3

3

2

1

1

=








=







=








=







=








　　

　　　　

 

となる。 

 

� 問題１３ 

21,HH が
n

R の部分空間とする。 

⊥⊥⊥ =+ 2121 )( HHHH I   を示せ。 

 

解）（十分性） 

 ⊥+∈∈∈ )(,, 212211 HHvHpHp
rrr

　　  と、置く。 

 

21 HH + 上のベクトルは、 

 21 pp
rr
RR + で表される。 
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⊥+∈ )( 21 HHv
r

より、 

 

( )
( ) ( ) 0,,

0,

21

21

=+⇔

=+

pvpv

ppv
rrrr

rrr

RR

RR
 

 

これが任意の実数Rで成立するから、 

( ) ( ) 0,,0, 21 == pvpv
rrrr

　　  
 

したがって、
⊥∈ 1Hv

r
かつ

⊥∈ 2Hv
r

なので、 

⊥⊥∈ 21 HHv I
r

 

すなわち、
⊥⊥⊥ ⊂+ 2121 )( HHHH I  

 

（必要性） 

 
⊥⊥∈′ 21 HHv I

r
とすると、 

( ) ( ) 0,,0, 21 == pvpv
rrrr

　　 である。 

 

したがって、 

( ) ( ) ( ) 0,,, 2121 =′+′=+′ pvpvppv
rrrrrrr

RRRR  

 

すなわち、
⊥+∈′ )( 21 HHv

r
 であり、 

⊥⊥⊥ ⊃+ 2121 )( HHHH I  が成り立つ。 
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� 問題１４ 

 

aa
rr

　,

1

2

1

















−

= を規格化して、
















−

=

1

2

1

6

1
1f
r

 とする。 

1. 1f
r
を含む

3
R の正規直交系 321 ,, fff

rrr
を求めよ。 

2. ( )⊥= 1fV
r
R に関して、 x

r
をおりかえしたベクトル y

r
を、 ( )321 fffF

rrr
= を用

いて表せ。 

3. xQy
rr

= とするとき、 Qdet を求めよ。 

 

解） 

1. 1f
r
と垂直なベクトルを適当に作ると、 
















=

1

0

1

2

1
2f
r

 

また、 3f
r
は、 21, ff

rr
の外積で作れるから、 

















−

−=
















−

=×=

1

1

1

3

1

2

2

2

32

1
213

　　

fff
rrr

 

2. V は 32 , ff
rr
によって張られる。 

y
r
について、図より、 

1f
r
成分は )( 1への正射影のfx

rr
− に等しく、 

V 上の成分については、 

x
r
のV への正射影に等しい。 
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( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

xFF

xFF

fx

fx

fx

fff

fxffxffxfy

t

r

r

rr

rr

rr

rrr

rrrrrrrrrr

1

3

2

1

321

332211

1

1

1

1

1

1

,

,

,

,,,)1(

−















−

=















−

=

















−

=

++−=

 

 

※2. の別解 

332211 fxfxfxx
rrrr

++= と表されたとすると、 

x
r
は、 321 ,, fff

rrr
を軸とする空間座標系で、 ( )321 ,, xxx と表されます。 

したがって、 y
r
はその座標系で、 ( )321 ,, xxx− と表されます。 

このことを使うと次のような解答になります。 

 

ηξ
rrrr

FyFx == 　, とすると、 

ξη
rr















−

=

1

1

1

 から、 

xFFFFy
rrrr 1

1

1

1

1

1

1
−















−

=














−

== ξη  

となります。 

 

F は直交行列です。 

一般に、直交行列に対し、 

1−= FFt  

が成り立ちます。 
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3. 1

1

1

1
−















−

= FFQ  より、 

1

det

1

1

1

det)det(

1

1

1

detdet

1

1

−=















−

=































−

=

−

−

FF

FFQ

 

 

解説）一般に、 

 )det()det()det( BAAB =  

 が成り立つ。 

 

また、 
















∗

∗∗

c

b

a

00

0 という三角行列の場合、その行列式は、対角成分の積abcになる。 

 

行列式 

 

行列式の基本をおさらいしよう。 

 

行列





















=

4

3

2

1

a

a

a

a

A  と表すことにする。 
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i. 

4

3

12

1

4

3

2

1

)det(

a

a

aa

a

a

a

a

a

λ+
==A  

1a を実数倍してほかの行に足すのは OK 

 

ii. 

4

3

1

2

4

3

2

1

)det(

a

a

a

a

a

a

a

a

−==A  

行や列を交換するときは－１倍する。 

 

iii. 

4

3

2

1

4

3

2

1

1
)det(

a

a

a

a

a

a

a

a

λ

λ
==A  

ある行をλ倍するときは全体を 1/λ倍する。 

 

� 問題 16 

21,RR が直交行列 ⇒ 21RR も直交行列 

     を示せ。 

 

解） 

nyx R∈
rr
, とする。 

  

( ) ( )
( )
( )
( )yx

yxRR

yRxRRR

yRxRRRyRRxRR

t

t

rr

rr

rr

rrrr

,

,

,(

,)(,)(

22

221

1

1

22112121

=

=

=

=
−

 

    （証明終） 
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解説）直交行列 

 

 直交行列とは、行列を構成するベクトル同士が互いに直交している行列のことで

ある。 

 

ここで 

直交行列⇔内積を変えない行列 

となることを見てみよう。 

 

有名な 2×2 行列として 






 −

θθ
θθ

cossin

sincos
 

 を考える。 

 

これはあるベクトル yx
rr
, をθ回転させるだけで、 

内積は変えない。 

一般の直交行列はこれを拡張したものだと考えてほしい。 

 

また、R が直交行列であることと次の３つは同値である。 

A) IRRRR tt ==  

B) 内積を変えない 

C) ( )nrrR
r

L
r
1= とした時、 nrr

r
L

r
,,1 は互いに直交し、ノルムが１ 

 

 

 

� 問題１７ 

( )aatI −3det を求めよ。 ただし、 ( )321 aaa=a とする。 

 

 

 

 

 

←もちろん 

0
cos

sin
,

sin

cos
=














−









θ
θ

θ
θ
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解） 

 

  

( )

2

3

2

2

2

1

2

32313

32

2

212

3121

2

1

2

32313

32

2

212

3121

2

1

321

3

2

1

3

1

1

1

1

det

1

1

1

detdet

aaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaa

a

a

a

I

−−−=

=

















−−−

−−−

−−−

=



































−















=
































−

L

 

 

補足） 

一般に行列式は転置しても変わらない。 

すなわち、任意の行列について )det()det( AA t=  が成り立つ。 

 

� 問題１８ 

αγγββα ≠≠≠ ,, とする。 

ｎ次正方行列 Aに対して R∈iv
r

が 









=

=

=

33

22

11

vvA

vvA

vvA

rr

rr

rr

γ

β

α

 が成立するとする。 

1. 021

rrr
=+ vv  ならば 021

rrr
== vv  となることを示せ。 

2. 0321

rrrr
=++ vvv  ならば 0321

rrrr
=== vvv  となることを示せ。 

 

Hint 

 )(),( nn IAIA βγ −− をかけてみる。 
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解） 

1. （異なる固有値の固有ベクトルがそれぞれ線形独立であることを証明しようとしている） 

 

021

rrr
=+ vv の両辺に、左から )( nIA α− をかけて、 

 

( )

)(0

0)(0

0)()(

0)(

2

2

21

21

αβ

αβ

αα

α

≠=

=−+

=−+−

=+−

Q
rr

rrr

rrr

rrr

　　v

v

vIAvIA

vvIA

nn

n

 

 

したがって、 021

rrr
== vv  

 

2. 0321

rrrr
=++ vvv  に両辺左から )( nIA α− をかけると 

0)()(0 32

rrrr
=−+−+ vv αγαβ  となり 

両辺に左から )( nIA β− をかけると  

0))((

0)()(0)(0

3

3
rr

rrrr

=−−

=−−+⋅−+

v

vIA n

βγαγ

βαγαβ
 

0))(( ≠−− βγαγ より、 03

rr
=v が従う 

021

rrr
=+∴ vv  

前問より 

　0321

rrrr
===∴ vvv  

 （証明終） 

 

補足）異なる固有値の固有ベクトルは互いに線形独立なのは覚えておこう。 
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� 問題１９ 

写像 f を 

    
1−σσ a

a nn SS
   

         とする。 

このとき、 f が単射であることを示せ。 

 

 解） 

   σσ ′≠ とすると、ある },,3,2,1{ ni L∈  に対し、 

)()( ii σσ ′≠  

が成立する。 

    

)(ik σ=  とすると、 ik =− )(1σ となるが、 

)(il σ ′=  とすると、 lk ≠ が成立し、 

   
1)( −′σ が単射なので、 

ilk =′≠′ −− )()( 11 σσ  が従う。 

よって、  

     )()( 11 kk −− ′≠σσ  より、 

 

11 )( −− ′≠ σσ が成立。 

 

 解説）難しいしできる必要ないかも 

 

� 問題２０ 

Aを３次の対称行列とする。  βα ≠ のもとで、 

  
2211 , vvAvvA
rrrr
βα == 　  とするとき、 

( ) 0, 21

rrr
=vv を示せ。 

nS ：n 次の置換全体の集合 

σ ：置換 

←
11 )( −− ′≠⇒′≠ σσσσ  

を示したい。 
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解） 

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )( ) 0,

,,

,,

,,

21

2121

2121

2121

=−⇔

=⇔

=⇔

=

vv

vvvv

vvvv

vAvvvA

rr

rrrr

rrrr

rrrr

βα

βα

βα
 

  βα ≠  より、 ( ) 0, 21

rrr
=vv  

 

解説）問題１８で、異なる固有値の固有ベクトルは線形独立となることを示したが、 

   この問いで、対称行列のときに限り、異なる固有値に対する固有ベクトルは直交

する（！）ことを示した。 

   よって、対称行列を対角化するときに出てくるP は必ず直交行列にできる！！ 

 それが、次の問題である。 

 

� 問題２１ 

















=

320

222

021

A  を直交行列で対角化せよ。 

 

解） 

 

)1)(5)(2(

320

222

021

)(

+−−−=

=

−

−

−

=Φ

λλλ

λ
λ

λ
λ

L

A

 

 ∴ 固有値 1,5,2 −=λ  

  

 

←対称行列のとき、 AAt =  
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2=λ のとき 

3

120

202

021

O

z

y

x

=






























−

 を解いて、 

z

z

y

x

















−

−

=
















2

1

2

となる。 1

2

1

2

3

1
p
r

=
















−

−

とする。 

1,5 −=λ のとき、同様にして、 

32

1

2

2

3

1
,

2

2

1

3

1
pp
rr

=
















−=
















 を得る。 

 

このように 321 ,, ppp
rrr

を定めると、これらは互いに直交していて、ノルムが１

であることが分かる。 

( )321 pppP
rrr

=  と置くと、 

 

( )
( )

















−

=

−=

=

1

5

2

52 321

321

P

ppp

pApApAAP
rrr

rrr

 

 

1

1

5

2
−

















−

=∴ PPA  
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（１）

（２）（３）

 

 

� 問題２２ 

1. )(2 RM∈A を対称行列とする。 

Aの固有値を βα , 、 







=

bc

ca
A とするとき、 

 

( )

)3(0)det(,0,0

)2(0,

)1()(0, 2

L

L

L
rrr

≥≥≥⇔

≥⇔

∈∀≥

Aba

xxxA

βα
R　　

 

を示せ。 

 

2. ( )baB
rr

= を m 行２列の実行列とする。 

BBA t= を 1.に対して適用することで、 

Cauchy-Schwarz の不等式 

( ) baba
rrrr

≤,   

を示せ。 

 

解） 

1.  

)2()1()3()2( ⇒⇒⇒ を示せば、 

   )3()2()1( ⇔⇔ を示したことになる。 

 

 

 

 )3()2( ⇒ を示す。 

  Aについて、Cayley-Hamilton の定理より、 

    22

22 )()( OIcabAbaA =−++−  

  また、
222 ))(()( OIAIAAA =−−=Φ βα  

 

  解と係数の関係より、 

2M ：2×2 の実行列の集合 
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0,0

0

0

)0,(0

2

≥≥∴

≥∴

≥=−

≥≥+=+

ba

ab

cab

ba

αβ

βαβα Q　　

 

   また、 02 ≥− cab より、 

      ( ) 0det ≥A  

 

 )1()3( ⇒ を示す。 

  
( )

22 2

,,

bycxyax

y

x

bycx

cyax
xxA

++=


























+

+
=

rr

 

    のもとで、 

(ア) 0≠a のとき、 

0)det( 2 ≥−= cabA  

⇔
2cab ≥  

⇔
a

c
b

2

≥  より、 

   

( )

0

)(
1

2

2,

2

2
2

2

22

≥

+=

++≥

++=

cyax
a

y
a

c
cxyax

bycxyaxxxA
rr

 

(イ) 0=a のとき 
20 cab ≥= より、 0=c  

( ) 0, 2 ≥=∴ byxxA
rr

 

 

 )2()1( ⇒ を示す。 

  Aは直交行列で対角化可能なので、 

  )( 1 RRRRRA tt =







= −：直交行列で、　　

β
α

 

    と置く。 



35 
 

  

( )

0

)(,

,

,,

2

2

2

1

2

1

≥

+=









==
















=

















=

















=

βξαξ

ξ

ξ
ξξξ

β
α

β
α

β
α

　とした。　　　
rrrr

rr

rrrr

xR

xRxR

xxRRxxA

t

tt

t

 

   

  0,0 21 ≠= ξξ 　 となるように x
r
をとると、 0≥β  

  0,0 21 =≠ ξξ 　 となるように x
r
をとると、 0≥α  

 

 以上より、題意は示された。 

 

2.  

( )

( )
( ) 













=











=

=

2

2

,

,

bba

baa

ba
b

a

BBA t

rrr

rrr

rr
r

r

 

   となるので、 

)det(A を考えればよい。 

1. より、 

( )
( )
( )baba

baba

babaA

rrrr

rrrr

rrrr

,

,

0,)det(

222

222

≥⇔

≥⇔

≥−=

 

となるので、題意はしめされた。 
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� 問題２３ 

次の置換の符号を求めよ。 

1. 






 −

1

1

4

3

3

2

2

1 n

n

n
L  

2. 






 −

− 12

1

1

21 nn

nn
L  

 

解） 

1.  

( )( ) ( )( )2131111

1

1

4

3

3

2

2

1

L

L

−=








 −
=

nn

n

n

n
σ

 

 

したがって、
)(

)(

1

1
)sgn(

が偶数

が奇数
　　

n

n





−
=σ  

 

2.  

( )( )L

L

121

12

1

1

21

−=








 −

−
=

nn

nn

nn
σ

 

 

(ア) n が偶数のとき 

( )( ) 






 +−= 1
22

121
nn

nn Lσ  

 

(イ) n が奇数のとき 

( )( ) 






 +−
−=

2

1

2

1
121

nn
nn Lσ  

 

したがって、

( ) ( )( )
( ) ( )( )..:2/)1(..:..:2/..:

..:2/)1(..:..:2/..:

1

1
)sgn(

nonnonornonnen

nennonornennen

−∧∧

−∧∧





−
= 　　　σ  

 

←互換の積が n-1 個 

←
2

n
個 

←
2

1−n
個 

e.n.：偶数 

o.n.：奇数としました。 

∧は「かつ」を表します。 
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 解説）置換の符号 

 置換σ についての置換の符号は 

 

( )
( )が奇数個の互換の積

が偶数個の互換の積
　　　

σ
σ

σ




−
=

1

1
)sgn(  

     であらわされます。 

行列式を定義するときなどに使われます。 

 

 

� 問題２４ 

次の行列式を求めよ。 

3333

2222

1111

dcba

dcba

dcba
 

 

 解）  

))()()()()((

11
))()()()((

)()(0

0

111

))()((

111

))()((

0

0

0

11111111

2222

222222

333333

222222

3333

2222

cdbdbcadacab

abdabc
bdbcadacab

bdabdbcabc

bdbcadacab

adadacacaabb

adacabadacab

adacab

adacab

adacab

dcba

dcba

dcba

−−−−−−=

++++
−−−−−=

−+−−+−

−−−−−=

++++++

+++−−−=

−−−

−−−

−−−
=
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� 問題２５ 

),(),,(),,( 332211 yxyxyx が一直線上にある必要十分条件は、 

0

1

1

1

33

22

11

=

yx

yx

yx

 であることを示せ。 

 

解）三点 ),(),,(),,( 332211 yxyxyx をとおる直線 

 0=++ cbyax  を仮定する。 

このとき、連立方程式 









=++

=++

=++

0

0

0

33

22

11

cbyax

cbyax

cbyax

 

  に自明でない(non-trivial)解が存在する。 

すなわち、 

0

1

1

1

33

22

11 r
=
































c

b

a

yx

yx

yx

 

  に自明でない(non-trivial)解が存在する。 

したがって、 

0

1

1

1

33

22

11

=

yx

yx

yx

 

 逆にこれが成り立つと、 ( ) )0,0,0(,, ≠cba が存在する。 

       （証明終） 
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� 問題２６ 

mn < とする。 

Aが m×n 行列、B が n×m 行列のとき、 

0)det( =AB  

を示せ。 

 

解） 

mn < のとき、 )(, RM mnB∈ には 

0≠v
r

 を満たす 

0
rr
=vB  の解が存在する。 

   

  このとき、 

 0,0
rrrr
≠= vvAB 　  が成り立つので、 

 

0)det( =AB  が成立する。 

 

解説） 

 ざっくり説明すると、横に長い行列（さっきのB とか）については、 

 



















= ***

1

1

1

1

PB  

 

上のように変形でき、このとき、 )Im(B の基底は４本。 

次元定理より、 347))dim(ker( =−=B となるので、 

 

0
rr
=vB  となる、v

r
の基底が三つ存在することになる。 

 

0
rr
=vB を満たすv

r
が存在する。 

 

 

 

←P は基本行列 

次元定理 

nBB =+ ))dim(Im())dim(ker(  

)ker(B の基底の本数と )Im(B の

基底の本数がの和が n になるこ

と。 

この場合 7=n  

 

一般にあるベクトル v
r
に写像 B

を施すと、その像 vBB
r

=)Im( が

表す空間は全空間よりも小さい、

または等しい空間になる。 

このとき、減少した空間は、写像

B をほどこして、0
r
になってしま

う空間、つまり、 0
rr
=vB となる

ような v
r
の集合 )ker(B に等し

い。 
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� 問題２７ 

αγγββα ≠≠≠ ,, とする。 

1))()(())()(())()(( 321 =−−+−−+−− αγγββα tttdtttdtttd  を満たす、 

)(tdi   )3,2,1( =i をもとめよ。 

 

解）に入る前に… 

 

例題 

βα ≠ とする。 

1)()( 21 =−+− βα tdtd  を満たす、
21,dd を求めよ。 

 

例題の答） 

 
))((

11

βα
αβ

αβ −−
−

=
−

−
− tttt

   から、 

  βα ≠ のとき、
))((

1111

βααβαβ −−
=








−
−

−− tttt
となる。 

 

これから、 ( ) ( ) 1
11

=−
−

−−
−

β
αβ

α
αβ

tt  

 

αβαβ −
−=

−
=∴

1
,

1
21 dd 　  

これを利用して問題２７を解きます。 

 

解） 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) γγβγαββγβαααβαγ

γααβγαγβγβαβ

αγαβγβαβγβα

−−−
+

−−−
+

−−−
=










−
−

−−−
−








−
−

−−−
=

−−−
−

−−−
=

−−−

ttt

tttt

ttttttt

111111

11111111

))((

11

))((

11

))()((

1

 

から、 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
1))((

1
))((

1
))((

1
=−−

−−
+−−

−−
+−−

−−
βα

γβγα
γα

βγβα
γβ

αβαγ
tttttt  

 

となる。 

 

� 問題２９ 

βα ≠ とする。 

1)())(( 2

2

2

1 =−+− βα tdttd  をみたす、 

)(),( 21 tdtd を求めよ。 

 

解） 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 223322

222

2

22

)(

11121211

)(

1

))((

211

111

)()(

1

ααβααββαββαβ

αβαβαβ

αβαββα

−−
+

−−
+

−−
−

−−
=









−
+

−−
−

−−
=

















−

−
−−

=
−−

tttt

tttt

tttt

 

となるので、 

両辺に
22 )()( βα −− tt をかけて、 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 







−

−
+

−
−+









−

−
−

−
−=

−
−

+−−
−

+−−
−

−−
−

=

32

2

32

2

2

2

2

3

2

3

2

2

)(21
)(

)(21
)(

)(
1

))((
2

)()(
2

)(
1

1

αβ

α

αβ
β

αβ

β

αβ
α

β
αβ

βα
αβ

βα
αβ

α
αβ

t
t

t
t

tttttt

 

したがって、 

( ) ( ) ( ) ( )322321

)(21
)(,

)(21
)(

αβ

α

αβαβ

β

αβ −

−
+

−
=

−

−
−

−
=

t
td

t
td 　  
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� 問題２９ 

















=

)(

)(

)(

)(

3

2

1

t

t

t

tA

a

a

a

を )(3 RM 値の関数とする。 

このとき、 ( )( ))(det tA
dt

d
を求めよ。 

 

解） 

( ) ∑=
σ

σσσσ )3(3)2(2)1(1)sgn()(det aaatA となる。 

( )( ) ( ) ( ) ( )

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)sgn()(det

3

2

1

3

2

1

3

2

1

)3(3)2(2)1(1)3(3)2(2)1(1)3(3)2(2)1(1

t
dt

d

t

t

t

t
dt

d

t

t

t

t
dt

d

a
dt

d
aaaa

dt

d
aaaa

dt

d
tA

dt

d

a

a

a

a

a

a

a

a

a

++=







 ++=∑

σ
σσσσσσσσσσ

 

 

� 問題３０ 

)(3 KM∈A のとき、 

)0(A
d

d
Φ
λ

を求めよ。 

 

解）

2221

1211

3331

1311

3332

2322

232221

131211

333231

131211

333231

232221

333231

232221

131211

100

010

001

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

d

d

−−

−−
+

−−

−−
+

−−

−−
=

−−−

−−−

+

−−−

−−−

+

−−−

−−−=

−−−

−−−

−−−

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ

λ

λ
λ

λ
λ

λ

λ

↑積の微分法を用いました。 

↑問題２９の結果を用いました。 

←行列式の定義 



43 
 

 

より、 

332211

~~~
)0( AAA

d

d
A ++=Φ

λ
 

 

ただし、 ijA
~

は ( )ji, 余因子。 

 

 

 

� 問題３１ 

321 ,, xxx
rrr
を 3
R の基底とする。 

321 ,, xxx
rrr
から、Gram-Schmidt 直交化法を用いて、正規直交基底 321 ,, ppp

rrr
を作る。 

このとき、 

 ( ) ( )
















=

*

*

*

0

*

*

0

0

*

321321 xxxppp
rrrrrr

 

という形になることを示せ。 

さらに、右辺の上三角行列が正則であることを示せ。 

 

解） 

  1

1

1

1
x

x
p

r
r

r
= とおく。 

 

 
2w
r

を
2x
r
の

1x
r
方向への正射影とすると、 

  
( )

12

1

21
2

,
x

x

xx
w

r
r

rr
r
=  

 ここで、
( )

122

1

21 ,
,

xx
x

xx rr
r

rr

βγβ −== 　 とおくと、 
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( )122

1
xxp
rrr
β

γ
−= とかける。 

3w
r

を 3x
r
の

21 xx
rr

RR + への正射影とすると、 

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2211

12
32

12

1

31

2321313

,,

,,

xx

xx
xp

x
x

xx

pxppxpw

rr

rr
rr

r
r

rr

rrrrrrr

δδ

β
γ

+=

−+=

+=

 

と表せるので、 221133 xxx
rrr

δδδ −−= とおくと、 

( )22113

3

3

1
xxxp
rrrr

δδ
δ

−−=  

 以上から、 ( )
1

321

1
,

x
xxxX r
rrr

== α とすると、 

( )

























−

−−

=

3

3

2

3

1

321

1
00

1
0

δ

δ
δ

γ

δ
δ

γ
β

α

Xppp
rrr

 

     において、 

   

 0
11

1
00

1
0det

3

3

3

2

3

1

≠⋅⋅=

























−

−−

δγ
α

δ

δ
δ

γ

δ
δ

γ
β

α

 より

























−

−−

3

3

2

3

1

1
00

1
0

δ

δ
δ

γ

δ
δ

γ
β

α

は正則。 

 

解説）Gram-Schmidt 直交化法 

 線形独立な３つのベクトル 321 ,, xxx
rrr
があるとする。 

 

① まず、
21, xx
rr
を用いて直交する単位ベクトルを作る。 
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図より、 

( ) 211 xwx
rrr

⊥−  

がわかる。 

 

2

2

1

1
x

x
p

r
r

r
=  

( )11

11

2

1
wx

wx
p

rr
rr

r
−

−
=  

 

② つぎに、
21, pp
rr

が張る平面への 3x
r
の正射影を考え、それから

21, pp
rr

に直交す

る、長さ１のベクトル 3p
r

を作る。 

 

wx
rr

−3 は平面と直交する。 

( )wx
wx

p
rr

rr
r

−
−

=∴ 3

3

3

1
 

このように、 321 ,, ppp
rrr

を定めるのが Gram-Schmidt 直交化法である。 

 

� 問題３２ 

)(3 RM∈A とする。 )( ijaA = に対し、 Z∈ija とし、 Aは正則とする。 

1−A のすべての成分が整数 ⇔ 1|| ±=A  を示せ。 

 

解） 

Z∈ija かつ Z∈−
ija 1

 ⇒ |||,| 1−AA  はそれぞれ整数となる。（定義より明らか） 

また、 111 == −− AAAA  であるから、 

 






−==

==

−

−

1

1

1

1

AA

AA
 のいずれか。 

ZZZZ は整数全体の集合 
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したがって題意は示された。 

 

� 問題３３ 

















−−

−

−−

=

635

121

736

A に対して、 

)2)(1)(1()( −+−=Φ λλλλA
 を示し、 

)2(),1(),1( VVV − への射影を Aで表せ。 

 

解） 

)2)(1)(1(

635

121

736

)(

−+−=

=

+−

−−

−

=Φ

λλλ

λ
λ

λ
λ

L

A

 

 

 

ここで、任意の x
r
を 

 )2(),1(),1( VrVqVp ∈∈−∈
rrr

を用いて 

rqpx
rrrr
++= と分解する。 

 

rqp
rrr
,, 方向成分を取り出す写像（ )2(),1(),1( VVV − への射影）は、それぞれ 

 

))((
2

1

)12)(12(

))((

)2)((
2

1

)21)(11(

)2)((

)2)((
6

1

)21)(11(

)2)((

IAIA
IAIA

IAIA
IAIA

IAIA
IAIA

−+=
−+
−+

−+−=
−+
−+

−−=
−−−−

−−

 

解説）上の式は、つまり、たとえば、 )1(−V の射影 )2)((
6

1
IAIA −− は x

r
に左からかけると、 

pxIAIA
rr

=−− )2)((
6

1
 

)(λV ：その固有値の固有ベクト

ルが張る空間（固有空間） 

計算しよう！！ 

射影とはベクトルなどのある方

向を取り出す写像、または、取り

出された像をさす。 
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となるようなもの（射影）を頭を働かして、選んでいる、ということ。 

 

 

� 問題３４ 

問題３３での行列 Aについて、 

nA を 3

2 ,, IAA を表せ。 

 

解）勝手な rqpx
rrrr
++= について、左から

nA かけて、 

  

 

{ } { } { }[ ]xIAA

xIAIAIAIAIAIA

rqpxA

nnnnn

n
n

nnn

r

r

rrrr

3

2

1

236)1(23)3()1(233)1(
6

1

))((2)2)((
2

1
)2)((

6

)1(

2)1(

⋅−+−⋅++−−+⋅+−−=









−++−+−−−
−

=

++−=

−  

これが勝手な x
r
で成り立つので、

{ } { } { }[ ]32 236)1(23)3()1(233)1(
6

1
IAAA nnnnnn ⋅−+−⋅++−−+⋅+−−=  

� 問題３５ 

















−−

−

−

=

1022

271

217

A を直交行列で対角化し、 

1=x
r

のもとで、 ( )xxA
rr
, の最大値、最小値を求めよ。 

 

解） 

 )12()6()( 2 −−=Φ λλλA より、 12,6=λ が固有値。 

(ア) 6=λ の固有空間について考える。 

( ) 06 3

r
=
















−

z

y

x

AI …① とすると、 
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( )














 −

→
















−

−−

−−

=−

000

000

211

422

211

211

6 3 AI となるので、 

zyx 2+−= が①の必要十分条件 

 

そこで、

















+














−

=














 +−

=
















1

0

2

0

1

12

zy

z

y

zy

z

y

x

 より、 

)6(V の基底が、















−

=

0

1

1

1v
r

と、

















=

1

0

2

2v
r

であることがわかる。 

そこで、
21,vv
rr
を用いて、 )6(V の正規直交基底を作る。 

2v
r

に垂直なベクトルを考えると、図より、 

( )














−

=−

2

5

1

5

1,
22

2

21
1 v

v

vv
v

r
r

rr
r

 となる。 

そこで、















−

=

2

5

1

30

1
1p
r

とおく。 

また、

















=

1

0

2

5

1
2p

r
と定める。 

(イ) 12=λ のとき、 

( ) 012 3

r
=
















−

z

y

x

AI  とすると、 

←ノルムが１ 
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( )





















 −

→
















−

−

=−

000
2

1
10

2

1
01

222

251

215

12 3 AI より、 










−=

−=

zy

zx

2

1

2

1

 となるので、 

















−

−=
















2

1

1

2

1
z

z

y

x

 

これから、

















−

=

2

1

1

6

1
3p
r

と定める。 

 

 

 このとき、 321 ,, ppp
rrr

は互いに直交しておりノルムが１。 

  

そこで、 ( )321 pppP
rrr

= とおく。 

 

 

( )

( )
















=
















=

=

12

6

6

12

6

6

1266

321

321

P

ppp

pppAP

rrr

rrr

 

 

と、 Aは直交行列P により対角化されている。 
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このとき、 

 

( ) ( )
( )( )( )
( )( )( )

2

3

2

2

2

1

11

11

1266

,

12

6

6

,

12

6

6

,

,

,,

ξξξ

ξξ

++=

































=
































=

=

=

=
−−

−−

rr

rr

rr

rr

rrrr

xPxP

xPxPPAP

xPxPAPP

xxAPPPPxxA

tt

ttt

t

 

    と、二次形式で表される。 

 

xPt
rr

=ξ としたが、P が直交であるから 

Pt も直交で、 

 11
2

3

2

2

2

1

22
=++=⇔= ξξξξ

rr
x  

と、制約条件はξ
r
で表される。 

したがって、
2

2

2

1

2

3 1 ξξξ −−= を 

2

3

2

2

2

1 1266)( ξξξξ ++=f  

 に代入して、 

  126612)(
2

2

2

1 ≤−−= ξξξf  

 と、評価でき、 

  12)( =ξf のとき

















±

=

1

0

0

ξ
r

。 

←直交行列では PP t=−1 が成立。

（問題１６参照） 

← xPt
rr

=ξ とした。 

二次形式：斉二次多項式（全部の

項の次数が２の多項式）のこと。 

( ) ( ) n

tttttt IPPPP == より、

Pt も直交行列 

直交行列⇔内積が変わらない 

    ⇒長さが変わらない 
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 このとき、 3

1

0

0

pPPx
rrr
±=

















±

== ξ  

 ゆえに、 3px
rr
±= のとき、 ( )xxA

rr
, は最大値１２をとることが分かった。 

 

 次に、 )(ξf に
2

3

2

2

2

1 1 ξξξ −=+ を代入して、 

  666)(
2

3 ≥+= ξξf  

 と、評価でき、 

  6)( =ξf のとき、 

 )1(

0

2

2

2

122112

1

=++=
















= ξξξξξ

ξ

　　ppPx
rrr

 

したがって、 )1(
2

2

2

12211 =++= ξξξξ 　　ppx
rrr

のとき、最小値６をとることが分

かった。 

 

解説） 

 対称行列において、異なる固有値の固有ベクトルは必ず直交する。 

したがって 321 ,, ppp
rrr

は直交した。 

なお、固有空間は右図のようになっている。 

 

直交変換 

ベクトルの線形変換は一般に xAy
rr

= で表されます。 

もし、 Aが直交行列P と、対角行列B を用いて、 

 BPAPt =  

と対角化できたとする。ここで、 

 xAy
rr

=  

の両辺に左から、 Pt をかけると、 



52 
 

 

xP

b

b

xPB

xPPAP

xPAyP

t

n

t

tt

tt

r
O

r

r

rr
















=

=

=

=

1

 

したがって、 

 ( ) ( )xPByP tt rr
=  

と変形できます。 

 

このように、いかに Aが難しい形をしていても、直交行列で対角化でき

れば、上のように新たな座標軸 ( ) ( )xPyP tt rr
, を用いて、見通し良く問題を解決する

ことができます。 

 問題３５では、 ( ) ξrr
=xPt

とおきました。 

このように、新たな座標軸 ( ) ( )xPyP tt rr
, を用いて、 AをB になおすことを直交変

換といいます。 

 問題３５では、 ( )xxA
rr
, が
































ξξ
rr

,

12

6

6

となおせました。 

 

� 問題３６ 

Aを実対称行列とする。 

( ) ( ) 0,0, =⇒= yxAyx
rrrr

が成立するとき、 

nIA α= を満たすα が存在することを示せ。 
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解） 

 Aが実対称行列なので、直交行列P が存在し、 

  
















==

n

t

b

b

BPAP O

1

 

 と対角化できる。 

  

( ) ( )
( )
( )ηξ rr

rr

rrrr

,

,

,,

B

yPxPB

yxPPAPPyxA

tt

tt

=

=

=

 

 となおせる。 

 ここで、 ( ) 0, =yx
rr

をみたすかぎり、 yx
rr
, の選び方は任意であるので、 

  jiji eeee
rrrrrr
−=+= ηξ ,  ( )ji ≠  

 となるような yx
rr
, を選ぶ。 

 そうすると、 ( ) 011, =−=ηξ
rr

より、 

  ( ) ( ) ( )yxPP
rrrrrr
,,,0 === ηξηξ となり、 

 たしかに ( ) 0, =yx
rr

をみたす。 

 このとき、 ( ) ( ) 0,, == ηξ
rrrr

ByxA より、 

  

( )

ji

j

i

n

j

i

bb

b

b

b

b

b

b

B

−=

























































−





























=

























































−

























































=

=

0

1

1

0

,

0

0

0

1

1

0

,

0

1

1

0

,0

1

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

O

O

O

rr
ηξ

 

← yPxP tt rrrr
== ηξ ,  とした。 

←P は直交行列より内積を変えない 
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  )( jibb ji ≠=∴ 　　  

nIB α=∴ なるα が存在。 

したがって、 

 

n

t

t

n

t

I

PP

PIP

PPBA

α
α

α

=

=

=

=

)(
 

  なるα が存在。 

 

 

� 問題３７ 

Aが歪エルミート行列とする。 

すなわち、 AA −=* とする。 

このとき、 Aの固有値は純虚であることを示せ。 

 

解） 

vvA
rr
α= とする。 

 

( ) ( )
( )
( )
( )
( )

2

*

,

,

,

,

,,

v

vv

vv

vAv

vAv

vvAvv

r

rr

rr

rr

rr

rrrr

α

α
α

α

−=

−=

−=

−=

=

=

 

を得る。 

0
2
≠v

r
より、 αα −= がしたがうので、 

α は純虚数。 

 

 

 

 

*A は A の複素共役を転置し

たもの。（随伴行列という） 

←α はα の複素共役 
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解説） 

今まで、( ) ( )yAxyxA t rrrr
,, = が成り立つと散々書きましたが、実は、Aが複素行列の

とき、 

  ( ) ( )yAxyxA
rrrr *,, =  

 が成立します。 

Aが実行列のとき、 AA t=* なので、 

  ( ) ( )yAxyxA t rrrr
,, =  

と言っていたのです。 

 

これからは、 A：複素行列のとき、 

( ) ( )yAxyxA
rrrr *,, =  

 でおぼえてください。 

 

内積 

 体Kを実数体Rもしくは複素数体Cとする。 

 K上のベクトル空間V に対して、内積とは以下の性質を満たす、 

２変数関数 K→×•• VV;,  

 のことである。 

 

A) V の任意の元 x
r
に対して、 

( ) 0, ≥xx
rr

で  （正値性） 

( ) 00, =⇔= xxx
rrr

 （正則性） 

 

B) 任意のスカラー K∈βα , と、V 上の任意のベクトル yxx
rrr

,, 21
に対して、 

( ) ( ) ( )yxyxyxx
rrrrrrr

,,, 2121 βαβα +=+  

   つまり、第一の変数について線型 

 

C) 実数体Rについて考えるとき、 

( ) ( )xyyx
rrrr
,, =   （対称性） 

   これと性質 B)から、第二の変数についても線形 
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   複素数体Cについて考えるとき、 

  ( ) ( )xyyx
rrrr
,, =  （Hermit 対称性） 

   このとき、Hermit 内積、または単に内積という。 

 

 したがって、複素係数の内積については、 

  ( ) ( )yAxyxA
rrrr *,, =  

( ) ( )yxyx
rrrr

,, αα =   が成立するわけである。 

� 問題３８ 

Aがエルミート行列であるとする。 

βα , が異なる固有値のとき、 

0,, =⇒== wzwwAzzA
rrrrrr

βα  

を示せ。 

 

解） 

 

wz

wz

wAz

wAz

wzA

wzwz

rr

rr

rr

rr

rr

rrrr

,

,

,

,

,

,,

*

β

β

αα

=

=

=

=

=

=

 

 

 ( ) 0, =−∴ wz
rr

βα  

βα ≠ より、 

  0, =wz
rr

 

� 問題３９ 

zAzAAAAA
rr *** =⇒=  を示せ。 

Aがエルミート⇔
*AA =  

←エルミート行列の固有値は必

ず実数になる。 

問題３７の歪エルミートをエル

ミートになおしてみるとよい 

（簡単に証明できるのでやって

みよう） 
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解） 

 

( )
( )
( )
( )

2
*

**

*

*

2

,

,

,

,

zA

zAzA

zzAA

zzAA

zAzAzA

r

rr

rr

rr

rrr

=

=

=

=

=

 

 zAzA
rr *=∴  

� 問題４０ 























′′′

′′=























=

εδγ

βα

εδγ

βα
100

0

010

001

,

100

0

010

001

BA 　  とする。 

εεδδγγββαα ′=′=′=′=′=⇒= ,,,,)Im()Im( BA  を示せ。 

 

解） 

 )Im()Im( BA = のとき、 ( )321 bbbB
rrr

= とすると、 

  ( )Ab j Im∈
r

 

 が必要。 

 

このとき、 

  














′=++

=

′=+

=

=

⇔=
















∈
















∃

γεδγ

αβα

zyx

z

yx

y

x

b

z

y

x

A

z

y

x

0

0

1

, 1

3
r

R  

すなわち、 

  γγαα ′=′==== ,,0,0,1 zyx  
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同様に、 














′=++

=

′=+

=

=

⇔=
















∈
















∃

δεδγ

ββα

zyx

z

yx

y

x

b

z

y

x

A

z

y

x

0

1

0

, 2

3
r

R  

より 

 δδββ ′=′==== ,,0,1,0 zyx  

 

 














′=++

=

=+

=

=

⇔=
















∈
















∃

εεδγ

βα

zyx

z

yx

y

x

b

z

y

x

A

z

y

x

1

0

0

0

, 3

3
r

R  

より 

 εε ′==== ,1,0,0 zyx  

を得る。 
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� 問題４１ 

accbba ≠≠≠ ,, とする。 

次の最小多項式を求めよ。 

A) 
















=

c

b

a

A1  

B) 
















=

b

a

a

A 0

1

2  

C) 
















=

a

a

a

A

1

3  

 

解） 

A) ))()(()(
1

cbaA −−−=Φ λλλλ  

))()(()(
1

cbamA −−−=∴ λλλλ  

 

B) )()()(
2

2
baA −−=Φ λλλ  

( ) 33232 )( ObIAaIA ≠−− より、 

)()()(
2

2
bamA −−=∴ λλλ  

 

C) 3
)()(

3
aA −=Φ λλ  

( )
( ) 3

2

33

333

OaIA

OaIA

=−

≠−
 

より、 
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2
)()(

3
amA −= λλ  

 

解説）最小多項式 

① OAf =)(  

② ①を満たす )(λf のなかで最も次数が低いもの 

③ ②を満たす )(λf のなかで最高次係数が１のもの 

を全て満たす )(λf を最小多項式とよぶ。 

 

 ※おもな性質※ 

 ・最小多項式は一意に定まる。 

・ ))()(( cba −−− λλλ のように、重根をもたなければ、その最小多項式  は対

角化可能 

 

【見つけ方】 

(ア) )(λAΦ を求める。（ OAAIA nA =−=Φ )(Q は条件①を満たす。） 

(イ) １ )(λAΦ が重根を持たなければ、それが最小多項式。 

２ 重根が存在するなら、その次数を下げた式が、条件①を満たすか確かめる。 

OAf ≠)( となれば、条件①~③を満たすのは )(λAΦ しかないので、それ

に決定。 

 

� 問題４２ 

βα ≠ とする。 

βαβα −
+

−
+

=
−− t

C

t

BAt

tt 22 )()()(

1
 

を満たす定数 CBA ,, を求めよ。 

 

解） 

両辺を )()( 2 βα −− tt 倍して、 

( )
βααβ

αβ

BCtCABtCA

tCtBAt

−+−−++=

−+−+=
22

2

)2()(

)()(1
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tに関する恒等式より、 

 








=−

=−−

=+

1

02

0

2 βα

αβ

BC

CAB

CA

 

これを解いて、

( )

( )

( )














−
=

−

−
=

−
−=

2

2

2

1

2

1

βα

βα
βα
βα

C

B

A

 

 

 

 

� 問題４３ 

Cayley-Hamilton の定理をつかって、 

n

















−100

312

001

を求めよ。 

 

解） 

    )1()1()( 2 +−=Φ λλλA  

 cbaq A

n +++Φ= λλλλλ 2)()(  …① 

とすると、 

 cbaq +++⋅= 0)1(1   …② 

 ( ) cbaq
n +−+⋅−=− 0)1(1   …③ 

①の両辺をλで微分して、 

 baqqn AA

n ++Φ′+Φ′=− λλλλλλ 2)()()()(1
 

これに 1=λ を代入して 



62 
 

 ban += 2    …④ 

②，③，④から、 

 { } { } { }






 −+−−+−+−= ++ nnn n
n

cba )1(23
4

1
,)1(1

2

1
,)1(1

4

1

2
),,( 11

 

 

①に A=λ を代入して、 

 { } { } { } 3

121 )1(23
4

1
)1(1

2

1
)1(1

4

1

2
InAA

n
A nnnn −+−+−++




 −+−= ++  

 

解説）Cayley-Hamilton の定理 

  固有方程式 

 )(λAΦ に Aを代入すると、 

  

OAA =Φ )(  

 

  が成立する。 

 

 

 
nA を求める方法 

A) )(λAΦ が重根を持たない、あるいは Aの最小多項式が重根を持たない。 

→対角化 

 

B) A)じゃない時、 

・Cayley-Hamilton の定理を利用 

・
2A などしてみて、法則性を調べ、数学的帰納法 

・固有空間に分解（問題３４参照） 

 

C) それでもダメなら… 

→Jordan 標準形 

 

Jordan 標準形 

 Jordan 標準形の求めかた 

 

Step1. )(λAΦ 、固有値
rααα ,,, 21 L 、固有ベクトル

rvvv
r

L
rr

,,, 21
を求める。 
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Step2. 
rvvv
r

L
rr

,,, 21
について以下の作業を行う。 

  

 1ii vv
rr
= とする。 

 そして、 

    1)( ini vxIA
rr
=−α  

 を解く。 

  

 解がなければ、 iv
r
に関する作業は終了。 

 解があるなら、 

  2)( ii vVx
rr
+= α  

 という形で与えられる。このようにして 2iv
r

を得る。 

 

Step3, Step2.で求めた 2iv
r

に対し、 

  2)( ini vxIA
rr
=−α  

 を解く。 

 解がなければ、 iv
r
に関する作業は終了。 

 解があるなら、 

  3)( ii vVx
rr
+= α  

 という形で与えられる。このようにして 3iv
r

を得る。 

 

以下、同じ手順を繰り返す。 

 

この手順により、各 iv
r
に対して、 

 ikii vvv
r

L
rr

,,, 21  
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を得ることができる。 

そこで 

 ( )
rrkrkk vvvvvvP

r
L

r
L

r
L

rr
L

r
1221111 21

=  

とする。 

この行列P が正方行列になることは定理により保証されている。 

そして 

 



















=−

),(

),(

),(

22

11

1

rr kJOO

O

kJO

OOkJ

APP

α

α
α

L

OM

M

L

 

と表される。 

 

この手順は分かりにくいので、実際に問題を解くことで理解しよう。 

 

 

� 問題４４ 

















−

=

221

120

221

A  を Jordan 標準形にせよ。 

 

解） 

   2)2)(1()( −−=Φ λλλA  

Step1.   

  1−λ について、 

 33 0)(
rr
=− xIA 、つまり Ox =

















−

r

121

110

220

を解くと、 zx
















−

−

=

1

1

1
r

 

← ),( ii kJ α をJordan細胞という 

← 1−λ ：重複度１ 

 2−λ ：重複度２ 
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















−

−

=

1

1

1

11v
r

とおく。 

 

  固有値１のときは重複度が１なので、Jordan 細胞の大きさは１×１にきまっている。 

  よってこれ以上しらべても意味がないので、つぎにすすむ。 

 

  2−λ について 

 

 33 0)2(
rr
=− xIA 、つまり 30

021

100

221
rr
=

















−

−

x を解くと、 yx
















=

0

1

2
r

 

 
















=

0

1

2

21v
r

 とおく。 

 

Step2. 213)2( vxIA
rr
=− 、つまり 21

021

100

221

vx
rr
=

















−

−

を解くと、

















+
















=

1

0

0

0

1

2

yx
r

 

 
















=

1

0

0

22v
r

とおく。 

  固有値２のときは重複度が２なので、Jordan 細胞の大きさ 

  は２×２と決まっている。 

 

これで必要な Jordan 細胞はそろった。 

 

↑ 

















0

1

2

y 全体がなす集合が、 

)( iV α である。 
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( )
















−

−

=

=

101

011

021

222111 vvvP
rrr

 

と置くと、 

 

 ( )22212111 22 vvvvAP
rrrr

+= となる。 

 

なぜなら、 213)2( vxIA
rr
=−  の解、

2221 vvyx
rrr
+= を x

r
に代入すると、 

 

( )

21223

21223213

2122213

)2(0

)2()2(

)2(

vvIA

vvIAvIAy

vvvyIA

rr

rrr

rrr

=−+

=−+−

=+−

 

より、
222122 2vvvA
rrr

+= を得るから。 

 

 

 

 

( )

















=

















=∴

200

120

001

200

120

001

222111

P

vvvAP
rrr


